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1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

63

Lineare Gleichungssysteme (I GS) treten in vielen Anwendungsgehmen der Mathematik auf,
2.B. der O etrie, cr ik oder der C Weiterhin werden in fast
allen Bereichen der ik (d.h. C usw.) LGS verwendet

(als Losungen von Differentialgleichungen).

1.1 Was ist eine lineare Gleichung?
Zu Anfang cin bekanntes Beispiel:

Beispiel 1.

Allgemein lisst sich eine lineare Gleichung in einer Variablen (Unbekannten) darstellen mit:

ar =bmit a,b € R



Beispiel 2. Ein Beispicl fiir cine lincare Gleichung in zwei Variablen:
dr—2y=1

Lisung: Setze & = t und somit 2y = 4t

Tey=2—

D.h. jedes Paar (x,y) mit z = t und y =
Lisung in dieser Form schreiben:

t — 4 list die Gleichung. Umgekehrt lisst sich jede

~+ Lsungsmenge Ly = {(t.2t — })|t € R}
4

-1 -05 0 05 1 15 2
E

Alternativ: Setze y = s und forme um:

y

~Lo={(3+49)lseR}
Behauptung 1. Ly = Ly (Dies ist in der Abbildung offensichilich!)

Beweis. Sei (3 +14,5) € Ly. Setze

=L, CLy.

Sei mun (t,2 — 3) € Ly. Setze

und somit Ly = Ly o



1.2 Gleichungen in n Variablen

Seien ar, ....ay, b € R gegeben
Die Gleichung

@t et gz, = b o)
heift cine lincare Gleichung in den Variablen 4, ...,.. Die Menge der Lisungen von 1 heikt

allgemeine Lisung oder Lisungsmenge. Wir nemnen ay. .., a, Koeffizienten und b einfach die
rechte Seite.
Nach dem Beispiel 1.1 ist o

2,y =22 a1 =4, a; = —2und b=1
Im Allgemeinen treten lineare Cleichungen nicht einzeln auf, sondern als lincaren Gleichungs-
systeme. Zum Beispiel

Beispiel 3. Suche (z), 1) mit

@ =2 =1
3ay 421, = 11

(Beachte: zwei Gleichung und zwei Unbekannte/Variablen. )

Ein allgemeines LGS hat die Form:

aya +
anay+ -

Ay + -

(m Gleichungen, n Variablen)
i) Das System 2 heit konsistent oder lshar, falls cine Lisung existiert
ii) Das Gleichungssystem 2 heikt inkonsistent oder unlisbar, falls keine Lisung existiert.

iii) Falls by = ... = b,, = 0 gilt, heikt das LGS 2 homogen. Homogene Systeme haben immer
dic triviale Lisung 1 = ... = 1, = 0 (Andere Lisungen kinnen existieren)

iv) Zwei LGS heiken dquivalent, falls ihre Losungsmengen iibereinstimmen,

So haben 2.B. die beiden Gleichungssysteme

r 81y~ 3, =T
20, +7 und 37y =21, =0
100, — 20, = 14

beide (2,3) als (cinzige) Losung

1.3 Darstellung von LGS als Matrizen

Im Schema 2 ist immer Klar, welcher Kocffizient zu welcher Variablen gehort (a, gehirt immer
zu ;). Schreibe 2 als Matrixschema:

3)



Merke: Das Element in der j-ten Spalte ist mit x, zu multiplizieren, zwischen die Spalten ist
jeweils cin + und zwischen die n-te und n + 1-te Spalte cin — zu setzen, damit man wieder 2
erhilt

Schema 3 nennt man erueiterte Kocffizientenmatriz von 2. Die Matrix

ang ooan

= n

heifit K von 2. Die ix enthiilt die rechte Seite (b
nicht.

Beispiel 4. Lincares Gleichungssystem:

nob 2=
201+ 4y = 31y = 1
1 + 6y — bry =0

Erweiterte Koeffizientenmatriz:

1129
24 -31
36 =50
ientenmatriz:
112
2.4 -3
36 -5
Im Allgemeinen ist cine Matrix ein
an oea
= [

mit a;; € R, 1<i<mund 1< j < n. Man nennt dies eine reelle Matriz mit m Zeilen und n
Spalten oder (m,n)-Matriz. Die a;; heiken Elemente der Matri.



2 Elementare Umformung und Zeilenstufenform
Es stellen sich folgende Fragen:
1. Wie lést man ein lineares Gleichungssystem?
2. Gibt es immer cine Losung?
3. Wie viele Lésungen gibt es?
Diese Fragen lassen sich allesamt mithilfe Elementarer Gleichungsumformungen beant-
worten.
2.1 e G

i) Vertauschen von zwei Gleichungen

ii) Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Konstanten.

iii) Addition ei

s Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Beispiel 5.
@1+ T+ 205 =9
2y +dry — 3my = 1
32y + 675 — 513 = 0
i)
Ty @+ 205 =9
3 + 6z — 52
2y + 4wz — 3
i)
20y + 21y + 4y = 18
2y +dry — 3wy = 1
3y + 6wy — 525 = 0
iii)
21+ 02 + 213
2y — Ty = —17
3y 4+ 62y — 53 = 0
Satz 1. Elementare indern die Lisung cines LGS nicht. D.h. LGS,
die durch Gl yehen, sind dquivalent.
Fiir die erweiterte(!) K ix liefern die linearen G 5 die clement

ren Zeilenumformungen:

i) Vertauschen zweier Zeilen.



i) Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Konstante.
iii) Addition eines Vielfachen einer Zeile mit einer anderen Zeile

Beispiel 6. Analog zu Beispiel 5

11209

36 50

24 -3 1
i)

22 4 18

24 -3 1

3650
i)

1129

02 -7 -17

36 -5 0

2.2 Zeilenstufenform

1. Allen Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen unten in der Matrix.

e von Null

2. Wenn eine Zeile ni ausschlieklich aus Nullen besteht, so ist der
dene Eintrag dieser Zeile eine Eins (fiihrende Eins dieser Zeile).

Elemente enthalten, steht

3. In zwei Zeilen, die nicht
die fithrende Eins der unteren Zeile rechts von der fiihrenden Eins der oberen Zeile

14 2
01
00 1

sind in Zeilenstufenform;

Beispiel 7.

ist micht in Zeilenstufenform.
Satz 2. Jede Matriz lisst sich auf Zeilenstufenform bringen. Gilt zusitzlich zu 1.-3. noch
4. Keine Spalte mit fiihrender Eins enthilt andere von Null verschiedene Eintrige.

spricht man von ciner reduzierten Zeilenstufenform.



Beispiel 8.

100 100 102
010 010 013
001 001 000
haben reduzierte Zeilenstufenform;
010 000
100 001
000 000
haben micht reduzierte Zeilenstufenform.
Satz 8. Jede Matriv lisst sich durch clementare auf reduzierte

Jorm bringen.

Kurz gesagt: Liegt eine Matrix in Zeilenstufenform vor, so stehen unter einer fiihrenden Eins
nur Nullen. Liegt sie in reduzierter Zeilenstufenform vor, so stehen auch iiber jeder fithrenden
Eins nur Nullen,

Dic Lisungsmenge cines LGS, dessen erweiterte Koeffizientenmatrix in reduzierter Zeilenstu-
fenform vorliegt, lisst sich sehr einfach bestimmen:

4 -1
2

3

Man nennt 4, 2, 5 jeweils fithrende Variable, x, ist cine freie Variable. Wie in Beispiel 1.1
Kénen wir y froi wihlen. Setze 7 — f

wL={(~1-4,6 2,2 30) | € R}

Wie iekommt man ein LGS anf edusirte # Die clementare 5
kaun man nun zu einem Algorith sbauen, um dic ci drei Fragen zu b

2.3 Das GauR- und das GauR-Jordan-Verfahren

Dies sind Verfahren, die auch in der Anwendung zur Losung von LGS eingesetzt werden. Mit
diesem Algorithmus kann man bestimmen, ob ein LGS Losungen besitzt und diese auch be-
stimmen.

Algorithmus 1. (Gaug-Jordan-Verfahren)

Bestimme die am weitesten links stehende Spalte, die von Null verschiedene Werte enthiilt

©

Ist der oberste Eintrag der gefundenen Spalte eine Null, vertausche die oberste Zeile mit
ciner geeigneten anderen Zeile.

Ist der in 1. gefundene Eintrag a, so dividiere die erste Zeile durch a und erzeuge somit
cine fiikrende Eins.



4. Addiere passende Vielfache der ersten Zeile auf die anderen Zeilen, um unterhalb der
fithrenden Eins Nullen zu erzeugen.

5. Wende 1.-4. auf den Teil der Matriz an, den man durch streichen der ersten Zeile erhilt.
Wiederhole dieses Verfahren bis die erweiterte Koeffizientenmatriz Zeilenstufenform hat.

6. Mit der letzten nicht verschwindenden Zeile beginnend, addiere geeignete Vielfache dieser
Zeile zu den dariiber licgenden Zeilen, um iiber den fihrenden Einsen Nullen zu erzeugen.

Unter Umstiinden ist es giinstiger, die erweiterte nur auf m
zu bringen (also auf Schritt 6 zu verzichten). Das so erhaltene LGS lost man durch Riick-
wiirtssubstitution,

Algorithmus 2. Schritt 1.-5. wie in Algorithmus 1.
6. Lise das LGS durch Riickwirtssubstitution.

Beispiel 9. (Gaufi-Algorithmus, eindeutige Lisung)

shy+2:

11 29
2r+dy—3z=1 (2 4 -3 1
3z 46y —5:=0 36 50

1. Addition von (~2) mal der ersten Zeile zur zweiten:
112 9 Thy+2:=9
02 -7 & -Tz=-17
36 -5 0 B2+ 6y — 52
2. Addition von (~3) mal der ersten Zeile zur dritten:
112 9 Thy+2e
w02 T <17 e 2y-Ti=-17
03 -1 -27 3y—11z
3. Multiplikation der zweiten Zeile mit (—1):
11
~ |01
03
4




6. Riickwirtssubstitution:

ey=2
Satyt2z=r+8=0
sr=1

Diese Lisung ist eindeutig.
Beispiel 10. (Gauf-Jordan-Verfahren) Betrachte wicder:

Tty +2:=9

30+ 6y —

0

Aus dem obigen Beispicl wissen wir, dass dieses LGS dquivalent ist zu

a4y +2:=9
o y_Iio-1

erfahren an

Wende nun Schritt 6. aus dem Gauf-Jordan-

1) Addiere das 3-fache der dritten Zeile zur zweiten Zeile:

1129
~[(0102
0013

2) Addiere das (~2)-fache der dritten Zeile zur ersten Zeile:

3) Addiere das (—1)-fache der zweiten Zeile zur ersten Zeile:

1001
~(0102
0013

Sr=ly=22

Beispiel 11. (Gaufi-Verfahren, keine Lésung)

106
el110
120

Wende das Gaufi-Verfahren an:



1. Addition der (—1)-fachen ersten Zeile auf dic zweite Zeile:
106
~[o1 -6
1200
2. Addition der (—1)-fachen ersten Zeile auf die dritte Zeile:
10 6
w01 -6
02 -6
3. Addition des (—2)-fachen der zueiten Zeile auf die dritte.
10 6
w01 -6
00 6
4. Multiplikation der dritten Zeile mit L:

10 6
~[01 -6
00 1

6,0z 40y =0
Widerspruch! Damit hat das LGS keine Lisung.

o-c

Beispiel 12. (Gaufi-Verfahren, oc-viele Lisungen)
sh2y=4 (124
3o+ 6y = 12 36 12

Addicre das (~3)-fache der ersten Zeile zur zweiten Zeile:

. 124

000

Sr=d4-2%
SL={(4-201)[teR}

Eine Matrix hat verschiedene Zeilenstufenformen, allerdings ist die reduzierte Zeilenstufenform
fiir jede Matrix eindeutig.



3 Mehr iiber Matrizen
Die Menge aller reellen (m, n)-Matrizen wird mit

R = {A|A = [ayla; €R 1< i<m,1<j<n}
bezeichnet.

Vertauscht man Zeilen mit Spalten einer recllen (m, n)-Matrix A, so erhiilt man dic transpo-
nierte Matrix A” € R"*™. D.h.

Definition 1. i) Eine Matriz A € R (je n Zeilen und Spalten) heift quadratische Ma-
triz.

it) Die Bintrige ay,a, .., tnn einer quadratischen Matric [a,) = A € R™" licfern uns dic
Hauptdiagonale der Matriz,

iii) Die Matriz

0=
00
heifit Nullmatriz (Aus dem Kontest heraus manchmal auch cinfach Null).
iv) Die Matriz

100
B! eRme
1
0 01

heift (n-te) Binheitsmatriz.

v) Eine Matriz D € R"" mit d;; = 0 fiir i # j heift Diagonalmatriz. Wir schreiben auch
D = (dyr. . dyy) fiir v = min(m, n). Ein Beispiel fiir m > n

a0 - 0
0 dn

b= de-yyoyy 0 | EF
0 0 d,
0

vi) Eine Matriz U € R™* heift obere Dreiecksmatria, falls uy, = 0 fiir i > j gilt. U ist dic
Standardnotation (engl.: upper).

0w -
.
0 0 Upn



vii) Eine Matriz L € R™" heifit untere Dreiecksmatria, falls u; = 0 fiiri < j gilt. L ist
die Standardnotation (engl.: lower).

i 0 0
* ln mxn
L= ER’
0
w0 x

viii) A € R heifit symmetrisch, wenn A = AT gilt

3.1 Operationen mit Matrizen
i) Addition:

ien A, B € R™". Dann ist

A+ B = [ay + by

123 002 4\ _ (1 4-1
ra2) 213 ) (55 5

Seien A, B € R"*". Eigenschaften der Matrixaddition:

Beispiel:

a) Kommutativitiit:
A+B=B+A
b) Assoziativitiit
A+(B+C)=(A+B)+C
©) A+0= A 0ist die cinzige (m, n)-Matrix mit dicscr Eigenschaft
d) Fiir alle A € R™*" exi

jert genau ein D € R"™" mit:
A+D=0

Man schreibt D =
€)

(A+B)" = AT+ BT

Skalare Multiplikation: Sei ¢ € R und [a;;] = A € B™*". Dann gilt:

il

234 16 8
'A’(l 9 7):”‘4’<2 18 14)

Seien r,s € R, A € R™*" .. Eigenschaften der skalaren Multiplikation:

cA=

Beispicl

c

a) Assoziativitiit:

r(sA) = (rs)A
b) Distributivitit
(r+s)A=rA+sA
und

r(A+B)=rA+rB

13



iii)

)

(rA)" = (A7)

Seien ¢y, ..., ¢, € R und Ay, ..., A, € R™". Dann heikt

A+ + A,
Linearkombination von A;...., A, mit den Koeffizienten ¢, ....c,
Matrix-Multiplikation:

L In werden zur von zwei Zuwischen-
produkten 7, z2 it thsfn[fr Ry, Ra. Ry bendtigt. Aus Zy, Zy entsichen dann drei End-
produkte By, By, By
Fiir Z, werden drei Einheiten Ry, vier Einheiten Ry und cine Einheit Ry bendtigt. Fiir Zy
wenden drei Einheiten Ry, zwei Einheiten Ry und vier Einheiten Ry bendtigt. Das bedeutet,
man kann den Bedarf an Rohstoffen als LGS schreiben:

341
324 )

3Ry + 4Ry + R:
3Ry + 2R + 4R,

Analog erhilt man fiir die Endprodukte folgenden Bedarf:
37,422 = By 32
Uy Za=By wA=|2 1
37, +3%, = Ey 33
Das heift, man kann den Rohstoffbedarf fiir die Endprodukte By, By, Ey ermitteln. Es ergibt
sich.
3(3Ry + 4Ry + Ry) + 23Ry + 2Ry +4Ry) = By

23Ry + 4Ry + Ry) + 3R + 2Ry + 4R, = By
3(3Ry + 4Ry + Ry) + 33y + 2Ry +4Ry) =

In Matrizschreibweise ergibt sich der Bedarf
(3.2).(.3) ((3:2),(4,2) (3.2).(1.4))
{(2.1), (3. {(2.1),(4,2)) ((2,2),(1,4))
(3:3).(:3) {(3:3).42) (3.3).01.4)
({.) ist hier wieder das Standardskalarprodukt). Man definiert diese Matriz als Matrizen-
produkt von A mit B (schreibe: AB)

3,3

Allgemein ist das Matrizenprodukt AB einer (m, r)-Matrix A und einer (r,n)-Matrix B
definiert. Dabei gilt
AB e R,

> abal
=

Anschaulich entsteht ¢, als Skalarprodukt der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von

-

ACHTUNG: Das Matrizenprodukt ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von A und die
Zeilenzahl von B iibereinstimmen.




Beispicl

Inshesondere gilt

AeR"=R,BeR™

= ABe R
b

(a1, a,)
Das heift, zerlegt man A in m (1,r)-Matrizen (Zeilenvektoren) und B in n (r, 1)-Matrizen
(Spaltenvektoren), so ergibt sich

AB = [a;by]

- a

| |
AB = : ( by bu
- an - | |

Eigenschaften der Matrizenmultiplikation:

a) Assoziativitiit:

A(BC) = (AB)C
b) Distributivitit

(A+B)C = AC + BC
und

C(A+B)=CA+CB
<)

A(rB) =r(AB) = (rA)B.r € R
) Ist A€ R, 5o gilt:

EA=AE, = A
€)

(AB)T = BTAT
Beispiel 70 ).



4 Lésen quadratischer Systeme durch Matrixinvertierung

Die eines Linearen Glei s

Betrachte:

s+ o+ Q= by

A1+ .t G = b

Mit
ay e A Ty b
a=| a=| o |e=

Amp o g Ty b

lisst sich das LGS schreiben als:
Ar=b

Hierbei ist A wieder die Koeffizientenmatrix und b die rechte Seite.

4.1 Invertierung quadratischer Matrizen
Definition 2. Sei A € R™". Dann heifit A invertierbar, wenn ein B € R™" existiert, so
dass gilt:
AB=BA=E,
B wird dann als inverse Matriz von A oder cinfach als Inverse bezcichnet.
Bemerkung: Damit BA = AB definiert ist, miissen beide Matrizen quadratisch sein!
B hat die Eindentigkeitscigenschaft. D.h. existicren B, und By mit
AB = BA=E,

und

dann gilt

Beweis. Betrachte

Wir schreiben B als A~



Beispiel 13.

Dann ist

Falls AA™" = E, gilt, so gilt auch A~'A = E,

Satz 4. Sei )
;
am(2h)

A ist genau dann invertierbar, wenn ad — be # 0 ist und es gilt.

Beweis. Betrachte

ad —be —ab+ba
od —de —be+ ad

o

Erinnerung: Eine der Bedingungen fir das Vorliegen cines lokalen Extrenmums ciner Funktion

fRESR
war 52 f 52 2 2
PRI (2
i (i) o

Diese Bedingung ist genau die Bedingung im Satz, dass die Matrix
( Oeaf Gouf )
Sef Oyf
invertierbar ist. Die Bedingung ist das Analogon zur Bedingung f”(x) > 0 oder < 0 fiir Funk-
tionen f: R — R.
Satz 5. (Rechenregeln fiir invertierbare Matrzien)
Seien A, B € R
a) Dic Inverse von A ist inverticrbar. Genauer gilt:

(A=A

b) Sind A und B inu . s0ist AB erbar und es gilt (Jacke-Hemd-Regel)
(4B =BA

17



¢) Die Transponierte von A ist genau dann invertierbar, wenn A invertierbar ist. Es gilt
(A7) = (AT,
Beuweis. a) Es gt
A4 = AT A=

dass heikt, es existiert eine Matrix, die die Bedingung fiir die inverse Matrix von A~ erfiillt,

und diese ist A.

b) Es gilt
B=B"'B=E,

BTATAB = B

und

ABB'AT = AE, AT = AT =
Damit ist AB invertierbar mit Tnverser B~'A~!

¢) Es gilt
ATAT) = (A4 = BT = B,

und

(AT = (A4 =

= AT ist invertierbar und es gilt (A~1)7 = (A7)~

Beispiel 14.

und

4.2 Verbindung zur Lésbarkeit von LGS

Satz 6. Sei A € R inverticrbar. Dann hat das LGS
Ar=b

Jiir jedes b € RV genau eine Lisung, nimlich

A

Korollar 1. Sei A € ™" invertierbar. Dann hat das homogene LGS
Az =0

nur dic triviale Lisung.



Beweis. Sei be B™1. Dann gilt:
A7) = (AA b= Eub=b,

dh. (A1) ist cine Losung des LGS. Sei o cine andere Losung, dann gilt:

Beispiel 15. A = ( ; ’22 ) = A ist invertierbar mit /

somat(p)-at=(

ist die Eindeutige Lisung von Az

il
—
[

led
P
—

4.3 Berechnung von Inversen
‘Wie berechnet man Inverse? Wann ist eine Matrix invertierbar?

Fiir den Fall n = 2 hat der Satz auf Seite 17 die Antwort geliefert. Fiir n > 3 ist die Frage we-
sentlich komplizierter. Mit Hilfe des Gauf-Jordan-Verfahrens kann man dies aber durchfiihren.
Die Inverse zu berechnen heikt, die Matrixgleichung

AX = E,
nach X zu losen. Es gilt:
1 0
AX = (An, 0
0
0 01

fiir X = (21, ..,2,) ,2; € R™1. D.h. die Losungen von

0

ergeben als Spalten A~'. Falls die Losungen nicht existieren, ist A nicht invertierbar

Algorithmus 3. 1. Erstelle aus A und E, die Blockmatriz

ag w10 - 0
0 -

10

G g 0 001

19



2. Forme mit Hilfe des Gaup-Jordan-Verfahrens die linke Blockmatriz auf reduzierte Zeilen-
stufenform um.
Somit:
1o 0 oy o T

[

wobei die rechte Blockmatriz die Lisungsvektoren gibt.

11 2
A=|214 -3
36 -5

1. Addiere (-2)-mal dic erste Zeile zur zweiten Zeile:

112 10
02 -7 21
36 -5 0

2. Addiere (-3)-mal die erste Zeile zur dritten Zeile.

Beispiel 16.

3. Halbiere die zweite Zeile:

11
01
00

112 1.0 0
01 -3 -13 0

H
00 1 3 -2

5. (-2)-fache die dritte Zeile.

6. Addiere das (L)-fache der dritten Zeile zur zweiten Zeile.

112
010—111
001

7. Addiere das (~2)-fache der dritten Zeile zur ersten Zeile:



8. Addiere das (—1)-fache der zweiten Zeile zur ersten Zeile.

100 2 —17 11
010 -1 11
001 0 3 -2

5 Der Vektorraum R"

€ R beschrieben. D.h. die Ebene
ieren. Man definiert;

Die Punkte in der Ebene werden mithilfe von z
lisst sich mit der Menge der reellen Zahlenpaare (x,y) identifiz

5.1 Operationen auf dem &?

1. Addition:
(@.9) + (z,w) = (x + 2.y + w).

Es gilt:

i) Parallelogramm-Regel

(.9) + (z.w) = (z,0) + (1)
i) Assozdativitiit:

(2. 9) + (z.w)) + () = (@,9) + ((2,0) + (u,0))
i) Nullvektor:
(,9) +(0,0) = (z,9).
iv) Negativer Vektor:
(,y) + (=2, =y) = (0.0)

(x) (x+zy+w)

(00) (w)



2. Skalare Multiplikation.

Es gilt:

i) Distributivitiit:

o((wy) + (5,w0) = e(,9) + ez, w)
bzw.
(c+d)(z,y) = c(x.y) + d(z.y)
i) Assoziativitit:
c(d(x,y)) = (cd)(a.y)

i)
y) = (.9)

elxy)

)

~(xy)
Mit diesen Eigenschaften wird B? zu cinem reellen Vektorraum (s. Kapitel 7). Die Menge
der Punkte im Raum kann auf analoge Weise mit
B = {(2..2)|r,p,z € R}

identifiziert werden. Es gelten die selben Rechenregeln wie fiir den % Es ist nun auch nicht
mehr schwierig, den n-dimensionalen Raum zu definieren, nimlich

R = (1o ma)los €Roi = 1,.m}

Es gelten die selben Rechenregeln wie oben, die Anschanung wie in der Fliiche oder im Raum
geht allerdings verloren

Definition 3. Kartesisches Produkt: Zu zwei Mengen A, B nennt man
AxB={(ablacAbe B}
das Kartesische Produkt.

Beispiel 17.




Das erkliirt die Schreibweise R" mit Exponent. Das Kartesische Produkt wird als Produkt
verstanden, was in Kurzschreibweise mit Exponenten dargestellt werden kann.

Identifikation des B mit R™" bzw, ™"

Die Riume der Spalten- bzw. Zeilenvektoren mit n Eintriigen kann man mit den Vektoren im

R identifizieren:
o

oy @] € RV bz, | ermt
To

wird identifiziert mit
(21, ) ER”

Bemerkung: Die Identifikation erhilt Summen und skalare Multiplikation, vgl. Seite 13.

5.2 Das Skalarprodukt

2q) und y = (g1, y) clefiniere

Ty =D @ = @+ e+ Tl

Die Operation - nennen wir Skalarprodukt auf R". Fir .y € E? gilt

D1y + Doy

Es gilt

i) Kommutativitit:

i) Distributivitiit:

(z+y) 2
baw.
a(yt)=weyta-z
iii)
VAER: (Ar)-y=Az-y)
und
@ () = Al -y)
iv)
x=0
und

Beuweis zu iv):
sa=Ya

Da zu z; € R gilt (s. letztes Semester):



gilt somit

=" Gilt

da sonst fiir ein i gilt: 27 > 0 und somit: z - x > 0,
02 = u]

Definition 4. Linge eines Vektors/Vektornorm: Zu v € R" definicre
llell = VE"2 = \fad + .. + 22
Dies ist konsistent mit dem Betrag in R:
VAER: [\ = VA2

Die Norm ist also cine Verallgemeinerung des Betrages von reellen Zahlen.
ithilfe der Norm kann man den Abstand zweicr Punkte P, Py € B definieren:

dist(Py, Py)

Py = Pl
Proposition 1. Satz des Pythagoras:

Dic Summe der Quadrate der Lingen der Katheten cines rechtwinklingen Dreiccks entspricht
dem Quadrat der Linge der Hypotenuse, also.

[ 02 + 0. 22)[? = s, 2]
Lemma 2. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
le -yl < lelllyl
Beweis: Betrachte fiir n
&yl = leays + wapnl
lelllyll = /3 + a3) (ot +v3)
Es gl
Je -yl < llellllwll

& fo -yl < llelPlyll®
& (un +way2)’ < (2] +23) (0 +43)
& oy} +aly; + 2mzae < 2y} + aiy; + o] + 250

& 2oizayye < T + 2305
22

©0< 7iy; + = 2Ty

&0 (my2 — 2ap)°




Lemma 3. Parallelogrammregel

1 2.
@y =5l + lll® = ll = oll*)

Beweis,
llall? + llyll* ~

cTtyey

5.3 Winkel zwischen Vektoren

Mit der Cauchy-Sehwarzschen Ungleichung von oben folgt aus -y # 0.

vy
LYy
=Myl =
Definiere ¢ € [0, 7] durch:
oy -y
cos(@) == T e arceos(r
Myl Myl

Da cos bijektiv auf [0, 7] mit Werten in [~1, 1] ist, ist

arccos :

—1.1] - [0.7]

auch definiert.

Damit gilt:

z-y = zllllyll cos(e)

und
Iz = yl* = ll2l* + llyll* — 2l«lll}y cos(@) (Kosinussatz)
Eigenschaften der Norm
) flzl| > 0 und [l =0 & 2 =0
ii)
VA ER: Azl = Al

2



iii) Dreiecksungleichung:
Jlz+yll <

+ iyl
und damit
10l = Nyl < fl = wll

Beuweis zu i)
lz+yll < llell + Iyl

y=(+y)- (+v) < (lall + Iyl = 2l + ol + 20l
22y < 2| [lyl] Canchy-Sehwarzsche Ungleichung

SrTtyy+?

Definition 5. = und y € B* heiffen orthogonal genau dann, wenn x -y = 0, d.h
1
Sy = 5
oY) =3

Beispielsweise sind (0,1,0) und (1,0,0) € B? orthogonal

5.4  Orthogonale Projektion
Seien 7,4 € R" mit a # 0. Der Vektor
zoa .
s Proj, (r)
heikt orthogonale Projektion von x auf die Gerade mit Richtung a
Der Vektor

a
=~ Proj,(x)

llall®

heift orthogonale Projektion senkrecht zu a.

Beispiel 18. Scien x = (2.~1,3),a = (4, ~1,2). Dann ist

1,-1,2)

Satz 7. B gilt fiir = # 0

1 Proj,(@)l| = [l cos(6)
wobei ¢ den Winkel zwischen x und a darstellt.

Beweis.
_lz-d

za
[IProj, (2l = ll5=—rmall = Z=r
[l [E

= llzll| cos(0)|




6 Analytische Geometrie von Geraden und Ebenen sowie
reelle Vektorrdume
6.1 Geraden

Eine Gerade g C R” ist gegeben durch cinen Punkt P € R” ("Sti
("Richtungsvektor"). Es gilt

zvektor") und 0 # v € R"

g={P+tolt R}

Gleichungen der Form
r=P+tv

nennt man Geradengleichung in Parameterform.
Fiirn = 2, d b in der Ebene, kann jede Gerade auch dquivalent durch sog. "Koordinatengleichungen”
beschrieben werden,

Satz 8. Sei cine Gleichung
ayy + agry + ¢ =0

mit (ay,a3) # (0,0) gegeben. Dann ist die Lisungsmenge eine Gerade in R

Umgekehrt lassen sich fiir alle Geraden g C R? (0,0) # (a1,a2) € R? finden, s.d. gilt
9= {(z1.22)lar) + agry + ¢ = 0},

Beweis. Sei eine Gleichung a7, + ayry + ¢ = 0 mit (a1,a2) # (0,0) gegeben,
1. Fall: a; # 0 (2. Fall: ay # 0 analog). Dan ist

eine Losung. Setze

Setze g = {P + tv| t € R}. Wir zcigen mun, dass dic Menge der Lisungen genau die Gerade g
ist: Betrachte fiir # € R:

o —tay +tay + ¢

az
>+(m+r:
1

-0



Damit sind alle Punkte auf der Geraden g Losungen. Andererseits gilt:

Setze 1, := t, Damit gilt ) = —£ — 2t und dic Lisungsmenge ist gegeben durch

- —ﬂz,r)|tem}
a

Sei nun eine Gerade g = {(P1, P2) + (v, v2)|t € R} gegeben. Es bleibt noch zu zeigen, dass die
Losungsmenge der Gleichung

ot — 0y — P+ 0Py =0

die Cerade g ist. Durch Einsetzen sicht man sofort, dass jeder Punkt in g cine Lisung der
Gleichung ist. Wir im ersten Teil gezeigt haben, dass die Lésung einer solchen Gleichung eine
Gerade ist. Damit ist g Teilmenge einer Geraden ¢/. Dann muss aber ¢’ = g sein. Damit ist g
die Losungsmenge der Gleichung vy, — vyry — vaPy + vy Py =

Beispiel 19. Die Gerade durch die Punkte P = (0,1) und Q := (2,0) hat die Geradengleichung

71+ 2m5 —
Die Gerade durch P und Q ist gegeben durch
{PHt2-Dit R}

—{en1-1)

Damit gilt:

2421 1) -2=0
Nach obigen Satz ist g genau die Lisungsmenge dieser Gleichung.

Beispiel 20. der aus der |

Gegeben sei
0={(1,0) + 12, )]t € B}

Bestimme cine Gleichung, deren Lisungsmenge genau g ist. Schreibe dazu:

s
Sa+2rp-4=0
6.2 Ebenen

Eine Ebene £ im B* wird beschrieben durch cinen "Stiitzvektor"P € R? und zwei()) Rich-
tungsvektoren v, w € R* mit v,w nicht parallel, d.h. es existiert kein A € R, so dass gilt:

v = Aw oder w = \v.




=P+ sv+tw, mit s,t € R

heift Ebenengleichung in Parameterform

Drei Punkte A, B,C’ € B® legen eine eindeutige Ebene fest, wenn C — A und B — A nicht
parallel sind. Denn fiir

gilt:
v,w sind nicht parallel und A, B, C € {P + sv + twls,t € R}.

Beispiel 21.

Satz 9. Eine Gleichung

a1y + a1y + aszs+ e =0

mit

(a1, a, as) # (0,0,0)
bestimmt cine Ebene eindeutig mit ihrer Lisungsmenge. Zu jeder Ebene existiert eine solche
Ebenengleichung in Koordinatenform.

1. Fall: a; # 0. (Andere Fille analog!)

Es gilt

Sz +aswy + agry + ¢

Setze v = s und a3 = ¢ (Riickwiirtssubstitution!)

S =




und die Losungsmenge ist gegeben durch:

L= o s 1)t 0" ) ster
0 0 1
o

Sei nun eine Ebene
E={P+sv+tuls.t € R}

o Losung des Gleic]

chen. Bestimme e

nmgssystems (u

0

o)y w = (s
V1T + Vol + U3
Wy + wgmy + wars

Bringt man das System auf Zeilenstufenform, so sieht man sofort, dass cine Losung 0 # n € B?
existiert., Dann folgt, dass die Gleichung

Ton=Pon=0
die Ebene £ eindeutig bestimmt. o
Beispiel 22. Dic Ebene durch dic Punkie

A= (11,08 =(1.0.1).C

=(0.1.1)

wird durch die Gleichung

Ty 4 T2+ 23—
cindeutig beschrichen. Bs gilt:
B—A=(0.~1,1) und C — A= (~1,0,1)
=gty =0
—np+ng=0

Setze ng = 1= ny = ny = 1 und betrachte
(1L1.1)-A=2

S 4mtry-2=c-n—A-n=

Dies ist dic gesuchte Gleichung.

n € R? wie oben nennt man den Normalenvektor der Ebene E.

Satz 10. Eine Elene mit Stitzvektor P und Normalenvektor n wird beschrieben durch die
Gleichung
(@=P)-n=0
Umgekehrt lisst sich jede Ebene im B® durch eine solche Gleichung beschreiben.
Beispiel 23. 1. Die Ebene durch P = (4,1,3) mit Normale n = (2, ~1,5) ist gegeben durch

Es gilt

1= 24 (2 = D)+ 0= 35
@y — T3 + 5wy — 22
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2. Eine Normalenform (x — P) -n = 0 fiir dic Ebene

2y 4+ 525+ 33— 12=0

ist
6
e 0 5
0 3

Beachte: Die Normalenform ist nicht ecindeutig wiihrend die Ebenengleichung cindeutig bis auf
Vielfache ist. Das bedeutet die Gleichungen

ayy + a7y + agrs + oy

und

0

beschreiben die selbe Ebene genau dann, wenn ein A € R existiert, so dass gilt

byxy + oy + byrs + ¢

@ by
ay by
ag by
und
o =y
Satz 11. Ist

ayry + axrz + azry + ¢
eine Ebenengleichung, so ist der Vektor (a1, az. as) ein Normalenvektor an diese Ebenc.

Beachte: Ein Normalenvektor an eine Ebene £ mit Richtungsvektoren v, w ist das Vektorpro-
dukt v x w der Richtungsvektoren im R




7 Reelle Vektorraume und Untervektorraume

7.1 Reelle Vektorrdume

Unm adiiquat formulieren zu kénnen, welche Struktur die Lisungsmenge eines lincaren Glo
chungssystems hat, miissen wir den Begriff des Vektorraumes einfiihren. Ein Beispiel sind die
bereits bekannten Vektorriume R”,n > 0.

Beispiel 24. 1. Befrachie ein homogenes lincares Gleichung:

Ax = 0.

Sind .,y Lisungen dicses Gleichungssystems, so sind auch z +y, v sowie Ay fir A € R
Lisungen. Damit lisst die Li und skalare 2

~+ Man kinnte die Lisungsmenge als Vektorraum wie R" bezeichnen,

2. (Geometrisch): Gegeben sei das lincare Gleichungssystem

Setze

£

Es gilt:
—2s 2t _ [ =2As+1) "
() ()= (410 = v

A( ’,2' ) - ( ’i(f‘”) ) s skalare Multiplikation

Die dabei gezeigten Ei ur und skalaren ion werden nun
zur Definition erhoben:




Definition 6. Ein (reeller) Vektorraum (V.®,0) ist einc Menge V zusammen mit zuei
Abbildungen
@ VXV V(g mray
("Vektoraddition”) und
@:RxV a4 V.(Ar) A0z
(SSkalare Multiplikation"), so dass folgende Eigenschaften gelten:

a) Kommutativitit:
TBY=yDT.

b) Assoziativitit
@YDz

SY) S 2.
¢) Existen des Nullvektors: Es existiert genau ein 0 € V., so dass gilt:
T©0=2 firalez e V.
d) Eristenz des negativen Vektors: Fiir alle = € V existiert genau ein y € V., sodass gilt:
oy =0.
Wir bezeichnen dieses y mit —x
¢) Distributivgesetze.

i)
Ao @ey) =(Aone(hoy)

it)

A+por=0Ae2)e(po)

[) Assoziativitiit:
O (ne

(\i)odotr.
9
loz=u=

In der Arbeit mit Vektorriiumen werden @ und ® wicder durch die bekannten + und - ersetz.
In dieser Definition wird die Absetzung gemacht, um die Abstraktion von den bekannten Vek-
torréumen R" hervorzuheben. Fiir das Eingangsbeipiel auf Seite 32 haben wir damit folgenden
Satz:

Satz 12. Die Li: La eines homy linearen

Az =0
ist ein Veklorraum.

Beweis: Wir wissen, dass Ly C B gilt. Fiir 2,y € Ly ist somit  +y € B definiert. Weiterhin
en wir, dass gilt

Alr+y)=Ar+ Ay=04+0=0=z+y €Ly,




Genau so mit Az fiir A € R und « € Ly. Da die und die skalare
im R" dic Eigenschaften a), b) und ¢) bis g) erfiillt, reicht cs zu zeigen, dass 0 € Ly und
7 €Ly = —z € L. Betrachte

A=0=0€eL,

und
A(=2) = —Ar =

Damit ist Ly cin Vektorraum. o

Vektorriume, die Teil eines gritferen Vektorraumes sind, werden wir spiter als Untervek-
torréume bezeichnen. Im folgenden Satz betrachten wir nun allgemeine Figenschaften von
Vektorriumen:

Satz 13. Sei V' ein Vektorraum, dann gilt:

a) Bs gilt:
0r=0eV

b) Der Nullvektor ist eindeuti, dass heift fir zwei Vektoren 01,0, € V mit 0y +a = ¢ = 0+
fiir alle x aus V' folgt, dass 0, = 0z

<) Es gilt:
0=0
) Gilt
e =0,
Jolgt
A=0vax

o) Fir allex €V gilt:

1)~ ist eindeutig, das heift fir —ry, —zy € V mit

“rtr=0=-mtr
gilt:
—

Beweis. a)

02 = (04 0)x = 0z + 0z = 0z = 0.
b)

01 = 0y + 02 = 0y + 0y = 0.
©) wic a)
20 = A0+0) = A0+ A0
d) Sei Ar = 0 und A # 0 (fir A = 0 ist nichts mehr zu zeigen):
%)\1 =1lr

o

w4 (~Dr=(1+(-Dz=1-Dr=0r=0= = (1)

31




o 4+ 0 =~z + (—a3 +

2y +2) + (~22) = 0+ (—13) = —1

Beispiel 25. Einige Beispiele fiir Vektorriume:

1. Der Vektorraum der reellen m x n-Matrizen, m,n € N. Es wurde bereits erklirt, wie man
zwei m x n-Matrizen A, B addiert und mit Skalaren multipliziert

A+ B = (ay)iziznazizm + (big)izenizzm = (a5 + biizizn

AM = May)iziznizizm = (Mig)iziznizizn
Nullvektor ist die Nullmatric 0 = (0)isizn12jm: Damit wird R™™ zu cinem reellen
Vektorraum.

2. a) Der Vektorraum aller Funktionen f : R — R. Fiir Mengen X.Y ist cine Funktion

X — Y eine Teilmenge Ty des kartesischen Produkts X x Y, so dass fiir alle
T € X genaw ciny € Y existiert mit (x,y) € Ty & f(x) = y. Schreibe: Abb(R,R) :=
(R R)
Addition:

f.g9€ ABB(RR) : (f +g)(x) = () +g(x) ~ (f +g) € Abb(R,R)
und skalare Multiplikation:
(Af)(@) = Af(x) = Af € Abb(R,R)

Der negative Vektor ist dann jeweils (~ f)(x) = —f(x), der Nullucktor die Nullfunktion
0(x) = 0. Somit wird Abb(R, R) zum unendlichdimensionalen reellen Vektorraum.

b) CO(R, ) C ABB(R, R) die Menge der stetigen recllen Funktionen. Vektoraddition und
skalare Multiplikation iberfiihrt stetige Funktionen in stetige Funktionen. Auflerdem
ist die Nullfunktion (also der Nullvekior) stetig. Damit ist C°(R,R) ein Vektorraum.

¢) Genauso C*(R,R) € CO(R,R) dic Menge der k-mal differenzicrbaren recllen Funktio-
nen.

7.2 Untervektorrdume von Vektorrdumen

Definition 7. Sei V ein Vektorraum und U C V. Dann heifit U Untervektorraum von V,
falls U unter der und der skalaren ist, das heift,
Jiir alle v,y € U wnd X € R gilt z+y € U und Ar € U. Damit ist auch U selbst wieder ein
Vektorraum.

Beispicle sind Geraden und Ebenen, die den Ursprung 0 € R” treffen.

£ 22




Satz 14. Sei V Vektorraum und 0 # U C V. Dann ist U ein Untervektorraum genau dann,
wenn gilt:

a)
VeyeU:az+yel.

b)
VreUAeR: el

Beispiel 26. Die Menge U := {(r,y.2) € B[z = x + y} ist cin Untervektorraum, denn
(@191, 21), (22,42, 22) €U & 2 = wi + i

= stz 2=(w )+ + )
und

x4y dz=det )y firaie A€ R

@ May2) €U
Mit dem obigen Satz ist U ein ist auch die L von a4y = =
Unterréiume von R? | Unterréume von R*
{0} {0}
Geraden durch den Ursprung | Geraden durch den Ursprung
R Ebenen durch den Ursprung
RS
36




8 Linearkombinationen und lineare Unabhéangigkeit
Sei V' ein reeller Vektorraum,

Definition 8. Seien Vektoren v,....v, € V gegeben. v € V ist cine Linearkombination von
1y Uy falls Ay, oo Ar € R egistioren mit

U= Nt At
Die A, heifien Koeffizienten.
Beispiel 27. V = R?, v; = (1.2.1), v, = (1,0,2)
Lincarkombination von vy, vy, vs. Denn fiir Ay = 1,3

Ao+ A
Ay + Agg + Aguz = 20+ X

0). Dann ist v = (2,1,5) eine
—1 st

A+ 2%

Sei M =

0.}, Dann heit
Lin(M)

{olu ist Lincarkombination von vy,
dic Lineare Hiille von M.

Beispiel 28. 1. Sei v # (0,0) € B2 Dann ist Lin({v}) die Ursprungsgerade mit Richtung
v in R?,

2. Fiirv# (0,0,0) € B ist Lin({v}) die Ursprungsgerade mit Richtung v im R*
3. Fiirv,w € B mit v und w # 0 ist

i) Lin({v,w}) die Ursprungsgerade mit Richtung v bzw. w genau dann, wenn ein A € R
existiert, so dass Ao = w gil.

i4) Lin({v,w}) ist die von v und w aufgespannte Ebene durch 0 € B2, falls v # hw und
Av # w fiir alle A € R.

4. Seien v,w € B2 so dass v undw # 0 sowic v # A fiir alle X € R. Dann ist Lin({v,w}) =
R2, denn das LGS fiir (M, A2)
v+ dgw=b

hat fiir alle b € B2 (genau) eine Lisung.
Satz 15. Sei M := {v1,...,v,}. Dann ist Lin(M) ein Untervektorraum von V
=\ = 0gilt

Beweis. 1. Der Nullvektor 0 € V ist in Lin(M), denn fiir A,
0y + 00y + oo+ 0, =

2. v,w e Lin(M) = v +w € Lin(M)
0= MU e+ At w0 = Ty 0
= utw= (v (A7)t
3. v € Lin(m) = Av € Lin(M) fiir alle A € R.
0= Mo+ Aty = A0 = (Ao (AN € Lin(M)



8.1 Spalten- und Zeilenraum einer Matrix

Sei A € R™*". Dann bildet die lineare Hiille aller Zeilenvektoren einen Untervektorraum von
R und die lineare Hiille aller Spaltenvektoren einen Untervektorraum von R™.

Dabei bezeichnen a, ... a,, die und by, ....by die Diese Réiume
heifen Zeilenraum bzw. Spaltenraum von A. Mit dem vorherigen Satz sehen wir sofort, dass
folgender Satz gilt.

Satz 16. Der von A ist ein von R™. Der Zeil won A ist
ein Untervektorraum von R™

Beispiel 29. Sei

1 -1
= 2 3
15
-1
Der Spaltenraum S(A) ist die Ursprungscbene, welche von | 2 | und | 3 | aufgespannt
4 5
wird
Der Zeilenraum ist B2, da B die lincare Hiille der Vektoren (1,~1), (2,3) und (4,5) ist.
Sei U cin Untervektorranm von V. Dann wird U von v, ....v, erzeugt (oder aufgespannt),
falls U = Lin({vy, ....u,})
{01, .y, } heikt dann ein Erzeugendensystem von U.

Beispiel 80. Dic Vektoren (1,0,0), (0, 1,0) und (0,0,1) bilden ein Erzeugendensystem von B,
Denn fiir v = (vy, vy, v5) € B? gilt:

v = 01(1,0,0) + 12(0,1,0) + 15(0,0,1)

8.2 Die vier Fundamentalriume einer Matrix

Sei A € R™*". Den Untervektorraum von R" der Losungen der homogenen Gleichung
Ar=0

nennt man den Kern von A und schreiben ker(A).

Dann haben wir A € R™** folgende Untervektorriume zugeordnet

1) Den Spaltenraum S(A) in B

2) Den Zeilenraum Z(A) in R"

3) Den Kern von A in R"

Fiir die transponierte Matrix A” € R™*" konnen wir das wiederholen:

17) Den Spaltenraum S(AT) in B".



27) Den Zeilenranm Z(AT) in B
37) Den Kern ker(A”) in R™

Dabei gt

S(A) = Z(AT)
und

Z(A) = S(AT)

da die Zeilen von A die Spalten von A” sind und vice versa. Damit haben wir die vier Fun-
damentalrdume einer Matrix

1. Den Spaltenraum () von R™.
2. Den Zeilenraum Z(A) von B
3. Den Kern von A von R"

4. Den Kern von A” in R

8.3 Der Spaltenraum einer Matrix

Mithilfe des Spaltenraums kinnen wir entscheiden, fiir welche b € R das lineare Gleichungs-
system

Ar=b
cine Losung besitzt

Satz 17. Das lincare Gleichungssystem Az = b hat eine Lisung genau dann, wenn b € S(4),
das heift, die rechte Seite im Spaltenraum von A licgt

Beweis. Seien ay, ..., a, die Spaltenvektoren von A, d.h.

Dann ist Az =
be S(A)

V- et 2 @y Damit st b= ay -2y + ..+ a, -2, = Az genau dann, wenn

Beispiel 31.

Behauptung: b€ S(A)
Mithilfe des Gaup-Verfahrens zeigt man, dass

Ax

die Lisung « = (1,2,3) hat. Daher ist b € S(A) mit der Darstellung:

SARORHNE



8.4  Lineare Unabhéngigkeit
Problem: Sei U/ € V von vy,..., v, erzeugt. Ist r die minimale Anzahl der Vektoren, die U

erzeugen?

Beispiel 32. Dic Vektoren (1,0), (1.1), (1,2) erzeugen R2. Allerdings erzeugen auch (1,0) und
(1.1) bereits B2, Also ist fiir das Problem des erzeugten Unterveklorraums der Vektor (1,2)
"unnitig". Es gilt:
(1,2) = —(1,0) +2(1,1)
oder
(0.0) = —~(1,0) +2(1,1) - (1.2)
Das heift, die Gleichung

(0.0) = M(1.0) + Aa(L1) + Ag(1,2)

hat nicht nur die triviale Lisung
M=

=de=

Definition 9. v,.....v, € V heiffen (linear) unabhiingig. falls die Gleichung
Ayt Ay =0

nur die triviale Lisung
M

besitat. Eristiert cine nichi-triviale Lisung, heifien dic Vektoren (linear) abhéingig.

=\

~(1,0), (1.1) und (1, 2) sind linear abhéingig. Will man dic lineare Unabhangigkeit von vy, ... v,
untersuchen, so muss man die Lésungsmenge des LGS

Mvy 4t A, =0
bestimmen.
Satz 18. 1. Seien vy,..ov, € V. Falls fir ein v; gilt, dass
v =0,
50 sind v, ., v, linear abhingig.
2. v €V ist linear unabhingig genau dann, wenn v # 0 gilt.
3. v,w € V sind lincar unabhingig genau dann, wenn
v dw

baw,
pupan

Jiir alle A € R gilt. Damit spannen v und w genau dann eine Ebene avf, wenn sie lincar
unabhiingig sind.

Beweis. 1. Sei v; = 0 fiir ein i € {1,...,r}. Dann gilt:
0= 00 + o+ 00y + A + 00 + ..+ 00
fiir alle A € R. Damit hat das LGS unendlich viele nicht-triviale Lisungen.
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2. Fiir nur einen Vektor v € V/ gilt:
o lincar unabhiingig < (\v =0 = A =0).
Sei A € R, 50 dass Av = 0 =7, Vorkeung A = 0V 0 = 0.

Das heik, falls v # 0 folgt A = 0 und damit ist v lincar unabhingig. Mit 1. folgt dann:
Tst v = 0, ist v linear abhangig,

. v,w lin

ar unabhiingig impliziert mit 1., dass gilt: v,w # 0. Falls cin A e mit
v = Aw, dann gilt v — \w = 0 und A # 0, da v # 0. Damit wiiren aber v und w linear
abliingig. Falls w = Av gilt die gleiche Argamentation.

v.w linear abhiingig = 3(\,n) # (0,0) mit v+ =0~ v




9 Die Struktur der Losungsmenge von Az =b

9.1 Basis und Dimension

Definition 10. {v1, ... v} C V heifit Basis von V, falls V = Lin({vn, .. v.}) und die vy, ...v,
linear unabhiingig sind.

Bemerkung:
i) Dieser Begriff beschreibt, dass ein Erzeugendensystem minimal ist.
iil) Beachte: Basen sind nie eindentig,

Beispiel 33. 1. v; = (1.0), v
sind und Lin({v;,v2}) = R2

(0.1) bilden eine Basis von B2, da vy, vy linear unabhingi

2 0 = (1,0,0), v = (0,1,0) sind lincar unabhingig und bilden eine Basis von U =
Lin({vy, 1)) = {v € B? R}

8. Ist V der Vektorraum aller Polynome vom Grad Kleiner oder gleich n, so bilden v
i €{0,....n} eine Basis von V

Satz 19. Ist {v1.....v,} eine Basis von V., so kann jeder Vektor in V' als cindeutige Lincar-
kombination der . ...v, geschricben wenden.

Beweis: Da V = Lin({u, ...,v,}) folgt: Fiir jedes v € V existieren Ay, ... A, mit
=g+ A

Existieren mimn auerdem oy, .. 1, mit

= 01+ o by,

so folgt
0=v—v=(\—pm)or+ ..+ (A = pir)or.

Da vy, .., v, linear unabhiingi sind, gilt
A== = A= =0
A= i € {1t}

- sind eindeutig. o

Beispiel 34. Die Vektoren (1.3) und (~2,2) bilden cine Basis von 2.

Nach der letzten Vorlesung sind (1,3) und (~2,2) linear unabhiingig, da weder (1,3) = A(~
noch (~2,2) = M1,3) fiir ein A € R gilt. Weiterhin hat das LGS

s(3) ()= ()

fiir jedes (by, by) € R? eine Lisung.




Satz 20. Ist {vy,...,v,} eine Basis von V und {wy, .., wi},w, € V, i € {1,...,1} linear unab-
hiingig, so gilt:

i<r
und

1

genau dann, wenn {wi, ..., wr} Basis von V ist.

Bemerkung: Der Satz besagt inshesondere, dass jede endliche Basis eines reellen Vektorranms
dic gleiche Anzahl von Basisvektoren enthilt.

Definition 11. Besitzt ein reeller Vektorraum V. eine endliche Basis {vy, ..., v}, so heifit v
Dimension von V.

Bemerkung: Nicht jeder Vektorraum besitzt eine endliche Basis, 2.B. C°(R,R),

Beispiel 35. 1. (1.0).(0.1).(1,1) spannen R? auf, sind aber keine Basis, da sic nicht lincar
unabhingig sind. Allgemein gilt:

Satz (21). Ist V r-dimensional, so ist jede Menge von n-vielen Vektoren linear abhiingis,
falls 1 > r

2. (1,0,..,0),....(0,..,0,1) € R bilden eine Basis des R”. Diese Basis enthilt n-viele Vek-
e
toren, daher ist die Dimension von R = n (~ n-dimensionaler euklidischer Vektorraum)
Allgemein gilt:

Satz  (22). vy...,v, € B" bilden eine Basis des B genau dann, wenn sie die Spalten-
vektoren einer invertierbaren Matrix sind.

Beweisskizze. A € R™" invertierbar, d.h. A~! existiert. Dann bilden d
toren {1, .., v} eine Basis von R". Denn:

0= A =201 + .. + T
hat nur eine triviale Losung (A invertierbar).
= {v1....v,} lincar unabhiingig.

Weiterhin spannen vi, ..., v, den R* auf, da fiir jedes b € R* und

r=A"h

gilt:
Az = 200y + o+ Ty, = b
Sei {u1,....v,} Basis von R". Lse die n-vielen LGS:
Ar=(0..0, 1, .0..0)=¢

i-terSntrag

mit,
A -] (Spalten vy, ...,v,).
Bezeichne die Lisung mit y,...,7,.. Definiere 2 € R mit den Spalten o, .., z,, dann
gilt:
AB = [er, €] = En.

Ein weiteres Argument zcigt BA = B, = B = A", Somit ist A invertierbar. o
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9.2 Die Struktur der Losungsmenge von Ax=b

Satz 23. Sei A € R™" und & cine Lisung des inhomogenen lincaren Gleichungssystems Ar =
und {vy....;v,} eine Basis des Kerns von A. Dann gilt: = ist genau dann eine Lisung von
Az =b, wenn ¢y, ..., c, € R existieren mit F+ vy + o 4 oy

Beweis: i) Sei x cine Lisung von Az = b. Zeige, dass ci.....c, € R existicren mit

T=E+ et o,
Da Ar

0. D.h. es existiert ¢, ....¢, € R mit

—F =+t o

“r

THav+ ..+t

i) Jedes 7+ cyvy + ... + v, lost A

AT+ e+ o+ Gy

7+ ¢y Avy +o + e Avy = AT = b

o

# heikt spezielle Losung. Die Elemente der Menge {x]x list Az = b} heifen allgemeine
Lisungen. D.h. cine allgemeine Losung von Az = b ist die Summe aus einer spezicllen Losung
und ciner allgemeinen Lisung des homogenen Systems Az

Bemerkung: Fiir LGS in zwei Variablen gilt: Der Kern ist entweder {0}, eine Ursprungsgerade
oder R?

Dic allgemeinen Lisungen sind Verschicbungen der Lisungen von Ar = 0 um

~ Die Lésungen von Az = b sind entweder {#}, cine Gerade durch # oder B?
{Az =1t}

{Ar =0}

Fiir LGS in drei Variablen ist die allgemeine Losung damit entweder cin Punkt, eine Gerade,
eine Ebene oder R, je nachdem, was die Lisung der homogenen Gleichung

Beispiel 36.

T+ 2wy =4
3+ 6y = 12
Die allgemeine Lisung des homogenen Systems ist

{(=2t.0)]t € R).
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Eine Lisung der obigen Gleichung ist

(2.1)

Damit folgt:
2-%%

(G )rem

ist die allgemeine Lisung des gegebenen Systems.

N

allgemeine Lisung
homogene Gleichung.

Bemerkung: Der Satz hesagt insbesondere, dass das inhomogene System genau dann cindeutig
lasbar ist, wenn das homogene System eindeutig losbar ist, also der Kern der Koeffizientenmatrix

der Nullraum ist. Z.B.:
12\ @\ _ (b
3 2 x2 )\ b

hat fiir jede rechte Seite b= ( :‘ ) genau eine Losung, da
3

m( i ) — (o).

9.3 Zeilenbild einer Matrix

Wir hatten gesehen, dass Az = b genau dann eine Lésung besitzt, wenn b € S(A) (Spaltenbild
von

Sei A = also 2 die i-te Zeile von A und b= [ i |. Jede Gleichung

Zm = b

Zew=b

bestimmt eine sogenannte Hyperebene in R”. Fiir n = 3 ist dies eine Ebene und fiir n = 2 ist
dics cine Gerade (falls = # 0).

~» Das LGS A:
leer st

= bist genau dann lisbar, wenn der Sehmitt dieser m-viclen Hyperebenen nicht

10 Konstruktion von Basen fiir die Fundamentalraume ei-
ner Matrix

10.1 Basen fiir die Fundamentalraiume einer Matrix

Die Fundamentalriume einer Matrix A € R"™*" waren definiert als:
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1. ker(A):= {z € R"|Ax = 0}
2. ker(AT):= {y € R™|ATy = 0}

3. 5(A) Spaltentaum von A
4. Z(A) Zeilenraum von A.
Bemerkung: Wenn wir einen Algorithmus zur Konstruktion von Basen fiir ker(4) und Z(A)
kennen, so konnen wir Basen fiir alle Fundamentalréinme konstruieren. Das liegt daran, dass
S(A4) = Z(A7).
Wir wissen weiterhin, dass clementare Zeilenumformungen die Lésungsmenge cines lincaren
Gleichungssystems nicht dndern. Das heift insbesondere, dass der Kern von A invariant unter
Zeilemumformungen ist. Dasselbe gilt fiir Z(A). da jede elementare Zeilenumformung die Zeilen
ciner Matrix (cin Erzeugendensystem von Z(A)) in ein anderes Exzeugendensystem von Z(A)
iiberfiihrt.
Denn seien vy, ..., v, die Zeilen von A und w € Z(A), dass heift es existieren Ay, ..., A € R mit
w= A1+ A
1. Vertauscht man v; mit v;, so gilt fiir
g, wenn k # i,
=4, wenn k

vy, wenn k =i,
dass B, .., T weiterhin Z(A) erzeugen, Es gilt
w= M0y + . + A
mit
N, wenn k # i, j
Mo={ Ay wemn k=
Aj, wenn k=i
2. Ersetzt man v; durch yv; fiir 7 # 0, so gilt:
w= A+t %’m" + et Aty
dass heikt, vy, ..., .. vy, erzeugt Z(A)
3. Brsctze v; durch v; + o, fiir € B. Dann gilt:
w = Avr + X (05 00) + o (A= 0o+ e+ At
Das heibt, 01, . (0 + 703), s v, exzeugen Z(A).

Dies sind die fiir die Damit haben
wir folgenden Satz gezeigt:

Satz 24. Elementare Zeilenumformung indern den Kern und den Zeilenraum einer Matriz
nicht. Entsteht Z durch A durch clementare Zeilenumformung, so gilt:

ker(Z) = ker(4)
und
2(4) = 2(2)

Mithilfe der Zeilenstufenform kénnen wir Basen zu ker(A) und Z(A) konstruieren.
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10.2  Konstruktion einer Basis fiir Z(A)

Satz 25. Sei Z eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann bilden alle von 0 verschiedenen Zeilen-
vektoren cine Basis von Z(Z).

Beweis: Sei Z in Zeilenstufenform. Das heit insbesondere der einzige von Null verschiedene
Eintrag in der ersten Spalte ist 1 in der ersten Zeile. Das heikt der einzige Zeilenvektor mit
cinem Eintrag ungleich 0 an erster Stelle ist der erste Zeilenvektor v;. Sei nun

Mt 4 oo Ay =0
SN 1+0+..4+0=0
= A=

Streiche die erste Zeile und die erste Spalte und wiederhole das Argument. Es folgt:

= 01, U linear unabhingig,

Da Lin({u. .
raums.

v,})=Z(Z) per Definition gilt, bilden dic Zeilenvektoren cine Basis des Zeilen-
Beispiel 37. Sci

401

200
Z = 010
000

Nach dem obigen Satz bilden somit (1,2,4,0,1), (0,1,2,0,0) und (0,0,0,1,0) eine Basis von
7(2)

Fiir cine allgemeine Matrix A € R™*" gehen wir also wie folgt vor
1) Bestimme die Zeilenstufenform Z von A.

2) Die Zeilen von Z bilden eine Basis von Z(4).

Beispiel 38.

11 412
01 211
00 012
1 -1002
21 601
hat eine Zeilenstufenform
1020 1
0120
z 0001 2
0000 0
0000 0
Damit bilden (1,0,2,0,1), (0,1,2,0,=1) und (0,0,0,1,2) eine Basis von Z(A)



10.3  Konstruktion einer Basis von ker(A)

Wir gohen ahmlich wic im Fall des Zeilenraumes vor. Zunichst bestimmen wir eine reduzierte
nstufenform einer Matrix A. Seien z,,. .., z;, die filhrenden Variablen von Z (i < ... < i,)
Bezeichne mit ;. ..., die restlichen (freien) Variablen (zum Beispicl

30
12,
00

= 0 ist dquivalent zu

dann sind i =1,

Das lineare Gleichungssystem Z -

iy = iy + e+ Ay

i T+ et Ny

Eine Basis von ker(A) besteht aus den Vektoren vy, .., v, wobei v die Eins an der jy-ten Stelle
hat, Ay, o i g, an den ig-ten bis i,-ten Stellen und sonst Nullen. Da an den jy-ten Stellen
genau dann eine Eins steht, wenn v = v gilt, sind die vy, ..., v, linear unabhiingig,

Beispiel 39.

11412

001 211

A=|0 0 012

1 -1002

2.1 001
@+ 2t x5 =0

~ my o Bug - =0
T+ 205 =0

vy = (=2,-2,1.0,0) und vy = (1,10, =2, 1) bilden cine Basis von ker(A)

10.4 Basis von allgemeinen Unterrdumen

le von Vekto-

‘Wir kénnen die obige Methode auch verwenden, um eine Basis einer linearen Hii
ven im R" zu bestimmen. Seien vy, .., v, gegeben und U =Lin({vs, .., v,

Fasse die Vektoren als Zeilen einer Matrix A zusammen. Anschliefend bringe A auf Zeilen-
lenraums Z(A) ab. Diese Basis ist cine Basis von U, da

cine Basis des Z

stufenform und I

Beispiel 40. Seien v, = (1,0), vy = (0,1) und vy = (1.2) (= U = B?).

10 10
01 |wz=[01
12 00

mit Basis (1,0), (0,1).



10.5 Die Di ion der vier Fund Iriume

Sei A € R™" und Z eine Zeilenstufenform von A. Wir wissen bereits, dass Z(4)~%(Z) und
ker(A)—ker(Z) gilt. Damit gilt insbesondere dim(Z(4))—~dim(Z(Z)) und dim(ker(A))~dim(ker(Z))
(lies: dim(U/)= Dimension von U.)

Tm Allgemeinen gilt aber S(4)#S(Z). Wir wollen zeigen, dass ab
dim(S(A)) = dim(S(2)).

Mit ker(A)=ker(Z) wissen wir, dass Az = 0 genau dann eine nichttriviale Lisung hat wenn
Zir = 0 cine nichttriviale Lisung hat

Das gilt a telle von A eine Matrix A betrachtet, de
auch Spaltenvektoren von A sind (A entsteht durch das Streichen einzelner Spalten von A)
Eine Zeilenstufenform Z von A besteht dann aus den entsprechenden Spalten von Z. Streicht
man zum Beispiel bei einer Matrix A alle Spalten bis auf die erste und die fiinfte Spalte, so
erhiilt man Z auch aus der ersten und der fiinften Spalte von Z. Das heit, eine Menge aus
den Spaltenvektoren von A ist genau dann linear unabhiingig, wenn dic entsprechende Menge
aus Spaltenvel von Z linear jg ist. Lineare Unabhingigkeit ist hier fiquivalent
zu: Az = 0 hat nur triviale Losungen. Daraus folgt: Dic Dimension des Spaltenraums von A
entspricht der Dimension des Spaltenraums von Z.

dim(S(A)) = dim(S(Z))

amindest gilt

wenn man ans

Weiterhin gilt aber auch:

dim(S(2)) = dim(Z(2))
Wie wir gezeigt haben, dass die Zeilen von Z eine Basis bilden, kinnen wir auch zeigen, dass
die Spalten von Z, die eine filhrende Eins enthalten, eine Basis von S(Z) bilden.
Da die Anzahl der nicht verschwindenenden Zeilen von Z genau die Anzahl der fithrenden
Variablen ist, folgt

dim(S(Z)) = dim(Z(2))
und damit auch

dim(S(4)) = dim(Z(4)).
tz wissen wir, dass die Dimension des Kerns von A gleich der Anzahl der freien
0 ist. Da die Anzahl der fithrenden Einsen gleich dim(%(A))=dim(S(4))

Aus obigem S
Variablen von Z
ist, folgt

dim(S(4)) + dim(ker(4)) = n
(da jede Variable entweder frei oder gebunden ist). Die gleiche Uberlegung gilt fiir AT
= dim(2(A))+dim(ker(AT))=m.

Satz 26. Der Zeilen- und Spaltenraum einer Matriz A € R™" haben die gleiche Dimension r.
Der Kern der Matriz A hat die Dimension n — r und der Kern von A™ die Dimension m —r.

Fundamentalraun: | Dimension
S(A)

m
7(4) v
Fer(A] e
Fer(AT] e

Man bezeichnet r =dim(Z(A))~dim(S(A))~Rg(A) auch als Rang von A
Satz 27. Es gilt:
Rg(4) = Rg(A")
Jiir alle A € R
Beweis: S(A)=Z(AT). o



11 Orthogonalitéit

Erinnerung:

1. Skalarprodukt - auf R* war fiir = = £4).9 = (41 - ya) dlefiniert als

2. Zwei Vektoren 0 # ,y € B heiken orthogonal, falls gilt:
Toy=0

Definition 12. Zuci Unterueks UV C R heifien gonal, falls 0 fiir alle
xeU undalley €V gilt.
Fiir einen Untervektorraum W C R" bezeichnet W das orthogonale Komplement von W.

Es gilt;

W= {zeR"z-

w

0vz € W}

(e

Behauptung 1. i) W ist cin Untervektorraum. Mit .z € W* = 2, + 2 € W, da fiir
alle x € W gilt:

(21 + 2)x = 212 + 207 = 0,
und AR = Az e W
ii) dim W dim W =n
Sei 01,...v, Basis von W
S W= ker A
u
fir A= | i |, da dim 2(A)=dim W

tn

= dim W = n — dim W.

=W. Es gilt
W (wht

dim W+ dim W+ = n = W = (W)
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Satz 28. (Orthogonalitiit der Fundamentalriume)
Sei A€ R™.

a) Der Kern von A und der von A sind

sgonale K dh
(ker AY: = Z(A)(= (Z(A))* = ker A).

b) Der Kern von AT und der Sy von A sind (c s dh.

(ker AT)* = S(A).

Beweis. b) folgt aus a) durch Betrachtung von A” an Stelle von A.
o AN L] 0

Sei 7€ ker A= Ar = e=]| -
o o T o

, m Brzeugendensystem von Z(A) s, folgt

Da vy,

z e Z(A)"

Da dim(ker(4))+dim(Z(A))= n gilt, folgt die Behauptung aus obiger Betrachtung o

11.1  Orthogonale Projektionen

Aus fritheren Vorlesungen ist bekannt, wie man einen Vektor z orthogonal auf eine Gerade mit
Richtung a # 0 projeziert. Es gilt

za

Proj,(z) =

I
Ziel ist cs mn Gleichungen fiir orthogonale Projektionen zu definicren, bei denen das Ziel cin
beliebiger Untervektorraum (nicht nur eine Gerade) ist.

Die Formel fiir Proj,(r) = #a kann man als Matrizenprodukt schreiben:

af

Die Matrix P = &5 € R heift orthogonale Projektionsmatrix auf den von a aufge-
spannten Untervektorraum Lin(a). Es gilt:

S(P) = Lin(a) ~ Psa) = Prina) = P-

Beispiel 41. Seia = (1,2,2,1) = |al* = a”a = 10 und

1 1
2 2
T _
ad’ 5 |22n=1]3
1 1
2
4

[
[T
oo

12
12
0|2
1

= Plin@) =

2
11
4 4
22

Es gilt



i) P ist symmetrisch.

ii) PP=PP =P
1221 1221 1020 20 10
1 2442 244 2| 1 20 40 40 20
To| 2442 2442 T00| 20 40 40 20
1221 1221 10 20 20 10

Das heifit, zweimalige Anwendung von P bewirkt keine Anderung e~ Die Vektoren im Ziel
werden auf sich selbst projeziert.

Definition 13. Sei U C R" cin Untervektorraum. P € R™" mit
i) S(P)=U

ii) PT = P (Symmetric)

iii) P? = P (Idempotenz)

heifit orthogonale Projektionsmatriz auf U. Ist P eine orthogonale Projektionsmatriz auf
U, so schreibt man P = Py

11.2 Bedeutung fiir lineare Gleichungssysteme
Sei A = b ein lineares Gleichungssystem ohne Losung, das heif, es ergibt sich folgendes Bild

ker AT

/]

Dieser Fall tritt auf, wenn A mehr Zeilen als Spalten hat, was in Anwendungen
hiiufig der Fall ist (mehr Parameter als Variablen)
Lissung hiexfiir ist die Bestimmung einer "Nherungslosung". Indem man b auf S(A) projeziert
und eine Lisung fiir dieses System bestimmt. Dazu miissen wir fiir p die orthogonale Projektion
von b auf S(A) Koeflizienten bestimmen, so dass p = 101 + ... + 7,0, fir die Spalten vy, ... v,
von A € " Der Fehlervektor oder Residuenvektor r = b — Az # 0 (s. Abbildung), da
b eine Losung hiitte. Fiir A7 gleich der orthogonalen Projektion von b auf S(A)

=1 L S(A4) (dhro;=0v1 <i<n)

= € kerA”

=0=ATr=AT(b- Az)

& ATAr

Dieses lineare G ystem heikt i (NGS).

(A)




Satz 29. Das lineare Gleichungssystem Az = b hat & als Naherungsldsung, wenn T dem Nor-
malengleichungssystem

AT Az = ATh
geniigt. Die Matriv ATA € R™" ist qcmm rimm invertierbar, wenn. die Spaltenvektoren v; von
A linear unabhiingig sind. Dann ist ¥ = (AT A)™ A"b die eindeutige Lisung.
Die orthogonale Projektion p von b auf 5(,1 ) ist:

A(ATA)T AT,
d.h. Py = A(ATA)AT
Beispiel 42.

und
10
p=AATA) AT = 1 1
12
Psxy =
11.3  Orth - und Ortl b

Eine Menge von Vektoren {vy...,v,} € R hei"t orthogonal, falls v, # 0 und v; - v
alle i # j gilt. Gilt aukerdem [v;] = 1 fiir alle i, 50 heikt die Menge orthonormal

0 fiir

i

Beispiel 43. 1. Die Menge {(0,1,0),(1,0,1),(1,0,~1)} ist orthogonal, aber nicht ortho-
norml.

Fiir v #0 hat % die Linge 1 (|13

2. Die )

enge {(0,1,0), 5(1,0.1), Z5(1,0. 1)}

Eine Basis von R", die orthogonal ist, heift O is. Tst sie auferdem
50 heibt sie Orthonormalbasis.

Beispiel 44. Dic Vehtoren (1,0,0),(0.1,0),(0.0,1) bilden cine Orthonormalbasis.
Satz 30. Eine Menge von orthogonalen Vektoren ist linear unabhingig.

Beweis.

i {01, ...t} orthogonal und

e+ ocve =0

= (10 + ) = ety v =
Da v, # 0 gilt, folgt vy, # 0 und somit ¢ = 0.
Dies gilt fiir alle i € {1,....k}. o



Wir betrachten mun die Koordinaten eines Vektors einer Orthonormalbasis
Satz 31 Sei {v1,..,va} eine Orthonormalbasis von R". Dann gilt fiir alle v € R":

v =0y + ot ey fiir e =v- v

Beweis. Da {uy, .,v,} Basis
= v =co oo, firg €R
=0 = (0 et =
o

Beispiel 45. Die Vektoren vy = (0,1,0), vy =
normalbasis von B?.

bilden eine Ortho-

Der Vektor v = (1,1,1) hat die Koordinaten (v-vy,v-v, v-v: . beziiglich der Basis
{102, 05}

11.4 Gram-Schmidt-Verfahren

Frage: Wie bestimmt man eine Orthogonal- bzw. Orthonormalbasi

Sei eine Basis B = {ui, ..., tn} von R" gegeben.

Algorithmus 4. (Gram-Schmidt)

2. 8ei Wy =Linin). Setze vy = wy — Poryuz = 1y — %280,

3. Sei Wy =Linfoy, vy)~Lin(uy, us). Setze vy = uy — Py
4. Fahre auf diese Weise fort bis u,,
Man erhilt auf diese Weise cine Orthogonalbasis von R™.

Beispiel 46.
w = (11 1),up = (0,1,1),u3 = (0,0,1).

Loo=w=(1,11).

111 0
2m=w-Pru=(1|-4[ 111 1=
111 1
100\ /0 0
3ovg=uy— Pryug=| 0 | =1 o%% o|={-%
1 032 1 H

Algorithmus 5. (Gram-Schmidt 2) Ersetze nach jedem Schritt v, durch . Damit erhilt
man aus einer beliebigen Basis eine Orthonormalbasis von R"



12 Determinanten

Bisher kennen wir nur ein Kriterium, um zu ob ein lineares
a b
")
ist, wenn ad —be # 0 gilt. In der letzten Vorlesing haben wir geschen, dass dic Invertierbarkeit
von Matrizen auch fiir lineare GI 5) mit i it i
cine Rolle spiclt

Die reelle Zahl ad — be nennt man die Determinante det(A) von A € R*? Wir werden
sehen, dass man Determinanten auch fiir A € B mit n > 2 definieren kann und der Wert
erminante dariiber entscheidet, ob die Matrix invertierbar ist. Mit der Formel fiir die

er 2 % 2-Matrix A ( ob

Az =bmit A € B cine Losung hat. Fiir € B2 wissen wir, dass A invertierbar

c d

4 ,
Ao mm T
“E

) folgt:

Satz 32. Fiir A € R**? gilt:

a)
det(A) = det(A”)

b) Vertauschen von Zeilen/Spalten iindert das Vorzeichen der Determinante.

¢) Multiplizieren ciner Zeile/Spalte von A mit X € R fiihrt zu ciner Multiplikation der Deter-
‘minante von A mit \.

d) Geht B aus A durch Addition cines Viclfachen ciner Zeile/Spalte zu einer anderen hervor,
50 gilt:
det(B) = det(A)

ab r_(ac
(r rl)QA ’(h 4)

= det(A) = ad — be = ad — cb = det(A”).

Beueis: a)

A

A= ( ; : > (Vertausche zwei Zeilen)
= det(A) = cb— ad = —(ad - be) = —det(A).
Die Aussage fiir Spalten folgt mit )
<)
A= < *:‘ *db ) = det(A = (Aa)d — (Ab)e = Aad — be) = Adet(A).
Dic Aussage fiir Spalten folgt wieder aus a).

Q)

a b
B= < e diw ) = det(B) = a(d+Ab) = b(c+ Aa) = ad-+ab—be—bAa = ad — be.

ssage fiir Spalten folgt wieder aus a).



Satz 33. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

i)
det(4) = 0.

it) Zuei Zeilen von A sind linear abhingig.
iii) Zwei Spalten von A sind lincar abhingiy.
Beweis: (i) = (ii): Sci det(A) = 0. Dh.ad = be.
Fall 1: Falls a # 0, gilt: d = £b. Db

Fiir die untere Zeile von A gilt somit

D.h. die Zeilen von A sind lincar abhiingig,

all 9-4: b # 0 bis d # 0 folgen analog. Fall 5: a
Vektoren, die den Nullvektor enthilt, inmer linear abhi

d = 0 ist trivial, da eine Menge von
\gig ist.

(id) = (i) Es existiert cin A € B, s.d.
A A
(a,0) = Med) = die Spaltenvektoren sind ¢ () und d ()

oder
(c.d) = Aa.b) = dic Spaltenvektoren sind a ( N ) und b( N )

i) = @ () = () ). so o
()l 2)) -
()1 o
(2 4) a0

Satz 34. Piir A, B € B2 gilt: det(AB) = det(A)det(B). Insbesondere folgt hieraus det(A~") =

det(A)~
(£8)-(00)

actby af +bh
= AB (ri+gd of +dh

ey

Beweis.
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= det(AB) = (ae + bg)(cf + dh) — (af +bh)(ce + dg)

= acef +adeh + begf + bdgh — acef — adgf — bech — bdhg
ad — be)eh — (ad — be)g f
= (ad = be)(eh — gf) = det(A)det(B).

= ace,

= By = det(AA) = 1

. - 1
= 1 =det(A)det(A™") =g ayz0 det(A™) = )
o
12.1 Determinanten fiir n > 2
an an o
Fiir n= 3 ist die Determinante von A = [ a az ax | € R definiert als:

az ap a4z

det(A) = anazags + aax05 + a1302105
— ar3ama1 — anaxas — Gaonaz
= ann(azaz — axnas) — ar(az103 — 02305) + awy(anag — anas)
= andet(An) + andet(Ary) + aygdet(Ary)

wobei Ay, € R%2 aus A durch streichen der ersten Zeile und der j-ten Spalte cntsteh.

Definition 14. i) Zu A € R"*" definiere A;; als die Matriz, die durch Streichung der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
ii)
det(A) = Y (~1)"aydet(Ay;) (Entwicklung nach Streichung der i-ten Zeile.)
=
Bemerkung: Dicse Definition ist induktiv, dass heit wenn man die Definition fiir n kennt, so
kann man sie fiir n + 1 konstruieren (s.0.).

Satz 35. Die Determinante hingt nicht von der Zeile ab, nach der entwickelt wird. Es gilt
aufierdem.

det(4) = 3 (~1)aydet(Ay (Entwicklung nach Streichung der

=

en Spalte.)

Fiir praktische Anwendungen wird man immer cine Zeile oder Spalte mit méglichst viclen
Nullen heraussuchen, um danach zn entwickeln.

Beispiel 47.

1102

A=|214 -3
36 -5
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Berechne det(A) durch Entwicklung nach der zeiten Zeile
det(A) = 3 (~ 1) aydet(Ayy)
=
= (=1)%andet(An) + (=1) ay2det(Ap) + (—1) azsdet(Az)

12 12 11
—caaa(L 2 ) eaaa (]2 coma(} 1)

=1

Satz 36. (Rechenregeln fiir Determinanten) Sei A € B™"
1
det(A) = det(A").

2. Vertauschen von zwei Zeilen/Spalten von A indert das Vorzeichen der Determinante.

3. einer Zeile/Spalte mit A € R multipliziert die De mit A.

4. Addieren cines Vielfachen ciner Zeile/Spalte zu einer anderen indert die Determinante
nicht.

5. det(A) = 0 genau dann, wenn zwei Zeilen von A lincar abhingig sind genau dann, wenn
zwei Spalten von A linear abhiingig sind.

6. det(AB) = det(A)det(B) = det(A™) =

ww
Satz 37. A € R"™" ist genau dann invertierbar, wenn det(4) # 0 gl

m Azx = bist fiir

b€ R" genau dann

Tosbar, wenn def(4) # 0 gt Anders ausgedrickt

Az = 0 hat eine nichttriviale Losung « det(A) = 0 (Nur fiir quadratische LGS!)

Mithilfe der Determinante kann man auch die Invers
cines linearen Gleichungssystems Az = b angeben

ciner Matrix berechnen, sowie die Lésung

Satz 38. 1. Inverse: Sei A € R"™" mit det(A) # 0. Dann ist der Eintrag von A™' in der
icten Zeile und j-ten Spalte gegeben durch

det(Ay)

det(A)

Man beachte die Vertauschung der Zeilen und Spalten in der Formel.

(A = (-

2. Lisung fiir Az = b: Das lincare

ana +apey = by
@y + anwa = by
ist dquivalent zu

(anaz: — araz)z) = biaz — arzbe
(anaz — a12021)72 = byary — azby

Das heift, fiir A, = ( :’ w2 ),.42 - ( an l’;’ ) ist die Lisung
) :

ax

az

@
S

de(41)
W)
@y




Satz 39. (Cramersche Regel) Das lincare Gleichungssystem Az = b mit A € R™" und
det(A) # 0 hat die eindeutige Lisung:

A det(A)

T det(A) T det(A)”

i
wobei A; durch Ersctzung der j-ten Spalte von A durch b entstcht.

Beispiel 48.

det(Ay)
del(A)




13 Eigenwerte und Eigenvektoren

Fiir A € R und € R” liegen z und Az in B", haben aber im Allgemeinen keine geometrische
Bezichung zucinander.

In vielen Fiillen existicren aber cin 0 # y € B* und cin A € R, so dass
Ay =)y

Ay

Fragen dieser Art treten zum Beispiel in der Physik (Schwingungen, Quantenmechanik), che-
en Reaktionen, Okonomie und Geometrie aul

misc]

Beachte: Da A -0 = 0 gilt, ist der Nullvektor immer eine Lisung des obigen Problems fiir jedes
X R. Dicse Antwort gibt wenig Sinn und wird daher immer ausgeschlossen.

Definition 15. Sei A € R*™". x # 0 heifit Bigenvektor von A zum Eigenwert \ € R, fulls
Ar = Ar.

Beispiel 49. !

= (1,1) ist Eigenvektor von A= (
11 2
(5 00)- ()

i) Vektoren im Kern von A4, d.h. As

Bemerkung:

0 sind Eigenvektoren von A zum Eigenwert 0 € R, da

Ax

0.2

i) Geometrische Deutung: Ein Eigenvektor einer Matrix A wird durch Multiplikation mit A
um den Eigenwert gestaucht oder gestreckt

iii) Die Einheitsmatrix E, hat nur den Eigenwert 1 und jeder Vektor = € R” ist Eigenvektor
von E, zum Eigenwert 1.

iv) Ist 2 Eigenvektor von A zum Eigenwert A, dann gilt:

A% = A(Ax) = A(\r) = M = Xr

Allgemein folgt:
bz = N

fiir alle k € N.



13.1 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Zuniichst beschreiben wir, wie man Eigenwerte bestimmt. Mithilfe des Eigenwertes lassen sich
dic Eigenvektoren ausrechnen. Die Gleichung

Ar = Ar

ist dquivalent zu

Diese ist wicderum diquivalent zu

AE,)z =0.

Das heikt: z ist Eigenvektor zum Eigenwe

ort: A genau dann, wenn « € ker(A — AE,)

Da wir voraussetzen, dass « # 0, heift das, dass ker(A — AE,) # {0}. Im letzten Kapitel haben
wir geschen, dass

ker(A = AE,) # {0} & det(A - AE,) = 0.
Dic Abbildung A € R  det(A — AE,) ist cin Polynom vom Grad n und wird als charakte-
ristisches Polynom bezeichnet. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt cin Polynom
vom Grad n héochstens n-viele reelle Nullstellen. Das heit eine n x n-Matrix kann hichstens n
verschiedene Eigenwerte besitzen.
Der nullte Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist det(A). Das heikt
0 Rist Bigenwert & det(A) = 0 ¢ ker(A) # {0}

Beispiel 50. Berechne dic Eigenwerte von

B gilt:

=(1-NE-A)+2
2 —5\+6
=(A-2)(A-3)

Das heifit, 2 und 3 sind die Eigenwerte von A. Wie bestimmi man nun die Eigenvektoren von
A7

Lisse die linearen Gleichungssysteme
Az =21 & (A-2Ey) =0
o121 ) 0
-2 )\ m 0
N RV RN
-2 2 )
S a =
~L={(t0)teR}
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Az =3r & (A-3E,) =0
<(5)()-()
~(30)()-0)
=
L= {(t20)]t € R}).

Allgemein lisst sich die von und durch folgenden Al-
gorithmus beschreiben:

Algorithmus 6. 1. Bestimme alle reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A—
AE,). Die Nullstellen sind die Eigenwerte von A.

2. Bestimme alle Lisungen des homogenen lincaren Gleichungssystems
(A= AE, )z =0
Jiir A Eigenwert von A

Beispiel 51. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenvektoren von,

00 -2
A=[12 1 ).
10 3
Das charakteristische Polynom von A ist

det(A — AEz) = —A° +5\% — 8A+4

=(A-1D(A-2
Die Eigenwerte sind also 1 und 2.

Fiir \ =2 ergibt sich das lincare Gleichungssystem

mit der allgemeinen Lisung

{(~t.s.0)[s.t € R} = {£(~1,0,1) + 5(0,1,0)[s, ¢ € ).

-2
1
2

{21 1)t € R}

Fiir A =1 das Gleichungssystem:

-1
1
1

o-c

mit der allgemeinen Lisung




Bemerkung: Da die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert A von A vereinigt mit {0} gleich
dem Untervektorraum ker(A — AE,) ist, folgt, dass dic Menge der Eigenvektoren zu cinem(!)
Eigenwert einen Untervektorraum von B” bilden. Dieser Untervektorraum wird als Bigenraum
von A zum Eigenwert A bezeichnet

Auferdem folgt, dass fiir A # ¢ Eigemwerte von A gilt, dass der Eigenraum von A und der
Eigenraum von y nur den Nullvektor gemeinsam haben. Denn aus

Ar =

r= i
folgt
0= —p)r
DaA#p=A—p#0=z=0. Allgemein lisst sich das in folgendem Satz zusammenfassen
Satz 40. Seien Ay, ...\, paarueise verschiedene Eigenwerte von A € B und 1y, ...z, Bi-
genvektoren zu den jeweiligen Eigenwerten. Dann sind die Vektoren lincar unabhingiy.
Beweis: Wir miissen zeigen, dass die Linearkombination
ar+ ..+ 6r, =0
impliziert, dass ¢, = ..
i) Multipliziere A mit ciay + .. + ¢,
= i+ ke A, = 0.(2)
i) Multipliziere ¢y, + .+ ¢, mit Ay
= i+ e =0
und subtrahiere von (x)
e = M)az + ot (A — M) = 0.00%)
Wiederhole mit (++) die Sehritte (i) und (ii)
= s = M) = A)zs + o+ (A = M)A — A,
7 L-fache Wiederholung gibt uns:
(A = M) = M)A = A, = 01
Daa, #0und A # X, fiir alle . € {1.....r} gt folgt ¢, = 0.
Genanso zeigt man dann auch ¢, = ... = ¢, = 0. Dic lincare Unabhéingigkeit folgt o
13.2 Diagonalisierbarkeit einer Matrix
Mit dem von Ei und stelt sich ganz natiirlich die Frage:

Wann exsticrt zu ciner Matrix A € R"** cine Basis von R", die nur aus Eigenvektoren von
besteht? Wir werden schen, dass diese Frage dquivalent zur Frage ist, ob ein X € R"™" existiert,
so dass X~1AX Diagonalform hat. Nehmen wir an, dass A n linear unabhiingige Eigenvektoren
1.t it Eigemwerten Ay, .., A, besitzt (Basis aus Bigenvektoren)

Setze:




| | [
SAX = Ar, o Az, | = Am
| | |
Da die 7, .., x, linear unabhangig sind
dquivalent zu D = X TAX .

=XD

[
erbar. Damit ist die Gleichung AX = XD

X imvert

dass X' AX diagonal ist, heifen
erbar ist, wemn es cine Basis aus

Matrizen, fiir die cine invertierbare Matrix X existiert,
iagonalisierbar. Wir haben gezeigt. dass A diagonal

Eigenvektoren besitzt. Es gilt aber auch die Umkehrung

X1AX =D = AX = XD

Fiir die Spalten . ...z, von X gilt somit:

A, = A, = , Eigenvektor mit Bigenwert A,

Da X invertierbar ist, bilden die 7. ..., eine Basis von R”. Wir haben folgenden Satz gezes

Satz 41. Eine Matriz A € R*™" ist genau dann . wenn sie n linear
Bigenvektoren besitzl

Bemerkung: Nicht jede Matrix ist diagonalisicrbar!

Algorithmus 7. (Diagonalisierung einer Matriz)

1. Bestimmen Sic (falls méglich) n lincar unabhingige Eigenvektoren ., ..., von A.

2. Bilden Sie eine Matriz X mit Spaltenvektoren i, ..., z,.

3. Das Produkt X~'AX hat Diagonalgestalt mit Diagonaleintrigen ;. ...

T T

Ao Eigenwerte zu

Wir hatten gesehen, dass die Matrix A = ( L ) die Eigenwerte 2 und 8 mit den Eigenvek-

toren ( } ) und ( 1 ) Liat. Nach dem obigen Satz sind dic Eigenvektoren lincar unabhingig,

bilden also eine Basis von R?




