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A: Prasenzaufgaben

1. Basen in R? erkennen
Welche der folgenden Teilmengen von R? sind Basen?

Losung;:

(a) Diese Menge ist zu klein, um eine Basis von R? zu sein.

(b) Diese Menge ist linear unabhéngig, weil sie nur zwei Elemente hat, und kein Element ein
Vielfach eines Anderen ist. Deshalb ist sie eine Basis, weil sie zwei Elemente hat, und die
Dimension von R? ist 2.

(c) Diese Menge ist keine Basis, weil sie linear abhingig ist ((2,6) = 2(1, 3)).

(d) Diese Menge ist zu grof, um eine Basis von R? zu sein.

2. Basis eines Unterraums finden
Finden Sie eine Basis des Unterraums {(x,y,2) € R*|x + y + 2z = 0} von R3.

Losung: Wir beweisen, dass die Menge {(1,0,—1), (0,1, —1)} eine Basis ist. Sie ist linear unabhéingig,
weil kein Element ein Vielfach eines Anderen ist. Sie ist aufspannend denn fir (z,y,z) in dem
gegebenen Unterraum gilt (z,y, 2) = (z,y,—x —y) = 2(1,0,—-1) + (0,1, —1).

3. Ldsungsmenge in Parameterform darstellen
Stellen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems

rT+y—=z
y+z =

in der Form {P + tv|t € R} dar.

Losung: Fiir P koénnen wir eine beliebige Losung des Systems nehmen, zum Beispiel (—1,3,0).
1 1 -1
0 1 1

ist. Insbesondere ist die Dimension des Kerns 1. Also nehmen wir fiir v ein beliebiges von Null
verschiedene Element des Kerns, zum Beispiel (2, —1,1). Dann kénnen wir die Lésungsmenge wie
folgt darstellen:

Wir miissen v so wihlen, dass {v} eine Basis des Kerns der Koeffizientenmatrix

{(-1,3,0) +t(2,—-1,1)|t e R}



B: Aufgaben

1. Basen von R3 erkennen
Welche der folgenden Mengen sind Basen von R3?

(a)
(b)
()

{(1,-1,2),(2,7,-2),(1,2,0)}
{(07 ]‘7 1)7 (1? 07 1)7 (17 170)}
{(21,-17,9), (53,82, -12), (3,1, 2), (m,m + 1,7%)}

Losung:

(a)

Wir tiberpriifen mithilfe des Gau3-Verfahrens ob diese Menge linear abhéngig ist. Das relevante
Gleichungssystem ist A - (1,—1,2) + p - (2,7,—2) + v - (1,2,0) = (0,0,0). Die entsprechende
erweiterte Koeffizientenmatrix ist
1 2 1
-1 7 2
2 =20

o O O

Wir subtrahieren bzw. addieren passende Vielfiche der ersten Zeile von bzw. zu den Anderen.

1 2 1 0
0o 9 3 0
0 -6 -2 0

Wir teilen die zweite Zeile durch 9, und addieren das 6-Fache davon zu der Dritten.

1 2 1 0
1
01 3 0
000 O
Durch Riickwértssubstitution mit v = 3 finden wir jetzt die nicht-triviale Losung A = —1,

u = —1, v = 3. Die Menge ist also linear abhéngig. Deshalb ist sie keine Basis.

Wir iiberpriifen mithilfe des Gauf3-Verfahrens ob diese Menge linear abhéngig ist. Das relevante
Gleichungssystem ist A-(0,1,1)+p-(1,0,1)+v-(0,1,1) = (0,0, 0). Die entsprechende erweiterte
Koeffizientenmatrix ist

—_ = O

11
0 1
10

o O O

Wir vertauschen die ersten zwei Zeilen, dann subtrahieren die erste Zeile von der Dritten.

10 1 O
01 1 0
01 -1 0

Wir subtrahieren die zweite Zeile von der Dritten.

1 0 1 0
01 1 0
00 -2 0
Wir teilen die dritte Zeile durch -2.
1 01 0
01 10
00 10



Jetzt sehen wir durch Riickwirtssubstitution, dass die einzige Losung A = p = v = 0 ist.
Deshalb ist die gegebene Menge linear unabhéngig. Weil sie schon 3 Elemente hat, und die
Dimension von R 3 ist, muss sie eine Basis von R3 sein.

(c) Diese Menge ist zu grof, um eine Basis von R? zu sein.

2. Koeffizienten beziiglich einer gegebenen Basis finden
Finden Sie Koeffizienten Ay, Ay und Ag, sodass A\j(—2, =1, —6) + A2(2,1,5) + A3(5,2,3) = (1,0, —1).

Wir wenden das Gauf-Verfahren an. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

-2 2 5 1
-1 1 2 0
-6 5 3 -1

Wir teilen die erste Zeile durch -2, und addieren passende Vielfiche davon zu den Anderen.

5 1
L =1 =3 -3
1 1
00 -5 —3
0 -1 —12 —4

Wir vertauschen die zweiten und dritten Zeilen, dann multiplizieren die Zweite mit -1 und die Dritte
mit -2.
11 -f -
0o 1 12 4
1

0 0 1
Jetzt konnen wir durch Riickwértssubstitution die Losung A\ = —6, Ay = —8, A3 = 1 finden.
3. Basis unter gegebenen Vektoren finden

Finden Sie eine Basis von R3 unter den Vektoren (—1,3,—3), (4,2,5), (1,1,1) und (2,0, —2).

Losung: Wir iiberpriifen zunéchst mithilfe des GauB-Jordan-Verfahrens, ob die Menge {(4, 2, 5), (1,1,1),(2,0,—2)}
linear unabhéngig ist. Die relevante erweiterte Koeflizientenmatrix ist

41 2 0
21 0 0
5 1 =2 0

Wir teilen die erste Zeile durch 4 und subtrahieren passende Vielfiche davon von den Anderen.

1
2

[
N =
—

o O O

N|©

_1
1

Wir multiplizieren die zweite Zeile mit 2, dann addieren ein Viertel der zweiten Zeile zu der Dritten.

I 3 0
01 -2 0
0 0 =5 0
Wir teilen die dritte Zeile durch -5.
g o
01 -2 0
0 0 1 O



Jetzt sehen wir durch Riickwértssubstitution, dass die einzige Losung A = p = v = 0 ist. Deshalb
ist diese Menge linear unabhangig. Weil sie schon 3 Elemente hat, und die Dimension von R 3 ist,
muss sie eine Basis von R? sein.

. Dimension eines Unterraums finden
Was ist die Dimension des Unterraums {(z,y, z,t) € R*|z = y und z = ¢} von R*?

Losung: Wir beweisen, dass die Menge {(1,1,0,0), (0,0,1,1)} eine Basis des Unterraums ist. Sie ist
linear unabhingig, weil kein Element ein Vielfach eines Anderen ist. Sie ist aufspannend denn fiir
(x,y,z,t) in dem gegebenen Unterraum gilt (x,y, z,t) = (y,y,t,t) = y(1,1,0,0) +£(0,0,1,1). Diese
Basis hat zwei Elemente. Deshalb ist die Dimension des Unterraums zwei.

. Lésungsmenge in Parameterform darstellen
Stellen Sie die Losungsmenge der Gleichung x1 + 2 + 3 + x4 = 2 in der Form

{P + t1v1 + tovs + tauslty, ta, t3 € R}
dar.
Losung: Fiir P konnen wir eine beliebige Losung des Systems nehmen, zum Beispiel (2,0,0,0).
Wir miissen vy, v und v so wihlen, dass {v1, v, v3} eine Basis des Kerns der Koeffizientenmatrix
(1 1 1 1 )ist. Insbesondere ist die Dimension des Kerns 3. Also nehmen wir eine beliebige line-

ar unabhéingige Menge von drei Vektoren im Kern, zum Beispiel {(1, 0,0, —1), (0,1,0,—1),(0,0,1,—1)}.
Dann kénnen wir die Losungsmenge wie folgt darstellen:

{(2, 0, 0,0) + tl(]., 0,0, —].) + t2(0, 1,0, —1) + tg(0,0, 1, —1)|t1,t2,t3 € R}



