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A: Prasenzaufgaben

1. Geometrische Bedeutung von Formeln
Welche geometrische Formen haben folgende Teilmengen von R2?

(a) {z €R?| z-(2,4) =1}
(b) {z e R?| ||| =1}
(c) {x e R? x-(2,4)=1und ||z|| =1}

Losung:

(a) Eine Gerade
(b) Ein Kreis
(¢) Zwei Punkte

2. Ldngen von Vektoren
Sei (z,y, 2) € R®. Zeigen Sie, dass ||(z + y + V22, V22 — V2y,2 + y — V22)|| = 2||(z,, 2)]|.

Losung:

(x4 y + V22,V22 —V2y,x +y — V22)|| = \/(x+y+\/52)2+(\/§x—\/§y)2+(x+y—\/§z)2

= \/x2 +y2 + 222 + 22y + 2V 2wz + 2V 2y + 222 — dwy + 202 + 22 4 y2 + 222 + 2xy — 2V 2zz — 22y
= /4x? + 4% + 422
= 2ya?+y? + 22

= 2[|(z,y,2)]l

3. Winkeln Berechnen
Berechen Sie die Winkeln zwischen folgenden Paaren von Vektoren:

(a) (3,4) und (4,-3)
(b) (3,4,5) und (4,—3,5)

Losung:



arccos( (3,4) - (4, -3) > = arccos 3xd+dx(- 3)
B DI (4, -3)]|

\/32 +42,/4% +
= arccos ( )
= arccos(0)
- 4
(b)
arccos ( (3,4,5)- (4, -3,5) > = arccos 3x4+4x(-3) +5 x5
||(37475)|| ||(47_3a5)” \/32-1-42-1-52\/42 32)—|—52
= arccos
()
25
= arccos | —
50
1
= I —
arccos 5
B: Aufgaben

1. Geometrische Bedeutung von Formeln

Welche geometrische Formen haben folgende Teilmengen von R3?

(a) {xr eR3| z-(2,4,—-1)=1}
(b) {z e R?| [zl =1}
(c) {x eR3 x-(2,4,—-1)=1und ||z|| =1}

Losung:

(a) Eine Ebene
(b) Eine Kugel
(¢) Ein Kreis

. Cauchy-Schwarz Ungleichung
Seien x, y und z reele Zahlen. Zeigen Sie, dass zy + yz + zx < 2% + y% + 22

Losung: Wir betrachten die Vektoren p = (z,y,2) und ¢ = (y,z,2). Dann zy + yz + 2z = p-q <
ol llall = V2% + 12 + 2/9% + 22 + 22 = a2 + % + 22
. Formel fiir Winkeln

Seien (z,y) und (2,t) Vektoren in R%. Zeigen Sie, dass der Winkel zwischen (x,y) und (z,t) und
der Winkel zwischen (z + y,x — y) und (z + ¢, z — t) gleich sind.

Losung: Der Winkel zwischen (z + y,z — y) und (z + ¢,z — t) ist

arccos( @ty -y (4tz-1) ) = arccos (x+y)(z+t)+ (. —y)(z — 1)
T+ 9.2~ pIG Tz~ 0] N e oY CEm Y ey

)



= arccos

xz+at+yz+yt+xzz —axt —yz+yt
Va2 4+ 2zy +y2 4+ 22 — 2xy + y2V22 + 22t + 12 + 22 — 22t + 2

2(zz + yt)
2 x2—|—y V22 + 12

Tz +yt
= arccos
Va2 +y2Vz2 + 82
t
= arccos <y)(z)>

[|C, o)I1Cz, 1)

und das ist der Winkel zwischen (x,y) und (z,1).

2wz + 2yt
= arccos
V212 4 2y2/222 + 212

. Orthogonale Projektionen
Seien & und a Vektoren in R™. Zeigen Sie, dass die orthogonale Projektion von x auf die Gerade
mit Richtung a und die orthogonale Projektion von x senkrecht zu a orthogonal sind.

Losung:
. . a-x a-x
Proj,(z) - (x — Proj,(z)) = wa . (x - |a|2a>
a-x ( a-x )
= ——laz——=a-a
|lall? [lal[?
a-x

. Winkeln und orthogonale Projektion
Sei x der Vektor (2,0,0) und a der Vektor (0, 1,1). Berechnen Sie den Winkel ¢ zwischen = und a
und die orthogonale Projektion p von x senkrecht zu a. Bestétigen Sie in diesem Fall die Formel

[Ipll = [|z[] sin(¢).

Losung: x-a=2x04+0x1+0x1=0. Es folgt daraus, dass

I

¢ = arccos _Ta ) o arccos(0) =
|| f]all

und

-a
p=ux— ||a||2a:x:(2,0,0).

Dann ||p|| = ||z|| = ||=|| sin ¢, weil sin(¢) = sin (%) =1.



