- 235 -

§ 68 Hilbertraume - Grundbegriffe

In §21 haben wir uns ausfiihrlich mit R— und C—Vektorraumen mit Skalar-

produkt beschéaftigt, dort allerdings hauptséchlich mit endlichdimensionalen

Vektorrdaumen. Im Folgenden interessieren wir uns nur fiir unendlichdimen-

sionale C—Vektorrdume mit Skalarprodukt.

Empfehlenswerte Literatur :

(T) H.TRIEBEL : Hohere Analysis. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaf-
ten, Berlin 1972. (Sehr ausfiihrliche Beweise, viele Beispiele, etwas
langatmig).

(H) H.HEUSER : Funktionalanalysis. B.G.Teubner, Stuttgart 1986. (Oft
unnétig ausfiihrlich, da wir nur das 16.Kapitel aus diesem Buch
mit 19 Kapiteln und 696 Seiten brauchen.)

(W) J.WEIDMANN : Lineare Operatoren in Hilbertrdumen, Teil I Grund-
lagen. B.G.Teubner, Stuttgart 2000 (enthélt Alles, was wir hier
machen, und noch Vieles mehr, mit gut ausgefithrten Beweisen).

F.HIRZEBRUCH / W.SCHARLAU : Einfithrung in die Funktionalanalysis. B.I.
Taschenbuch 296, Mannheim 1971 (kurz, iibersichtlich, Beweise und
Beispiele knapp.)

S.GROSSMANN : Funktionalanalysis I und IT im Hinblick auf Anwendungen
in der Physik, Akademische Verlagsgesellschaft,

Frankfurt am Main 1970.

M.REED / B.SIMON : Methods of Modern Mathematical Physics.
1 : Functional Analysis. Academic Press, New York 1972.

R.MEISE / D.Voar : Einfithrung in die Funktionalanalysis.
vieweg studium 62, Braunschweig 1992.

Auflerdem finden sich manche Sétze in

J.DIEUDONNE : Foundations of Modern Analysis 1.

Academic Press, New York 1960.

(K) KONRAD KONIGSBERGER : Analysis 1, 6.Auflage. Springer-Lehrbuch,
Berlin, Heidelberg 2004.

(L) KONRAD KONIGSBERGER : Analysis 2, 5.Auflage. Springer-Lehrbuch,
Berlin, Heidelberg 2003.

(G) OTTO FORSTER : Analysis 3. vieweg studium 52, Braunschweig 1984.

Wir zitieren die Sétze aus diesen Biichern wie bisher mit Seitenangabe:
(L 243) bedeutet: Konigsberger, Analysis 2, Seite 243.

Vor der Definition des Hilbertraums lernen wir zwei Begriffe aus der Topo-
logie kennen :

Definition 68.1 : Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge D von X
heifit dicht in X , falls ihr Abschluss D gleich X ist.

Definition 68.2 : Ein metrischer Raum X heifit separabel, wenn er eine
abzahlbare, dichte Teilmenge besitzt.
Beispiele : 1.) R mit d(z,y) := |z — y| ist separabel, denn Q ist eine

abzéhlbare Teilmenge mit Q = R.




- 236 -
2.) C mit der Betragsmetrik ist auch separabel, denn

Q] = {a+bi|abeq}

ist abzéhlbar, und Q[i] = C.
Bemerkung 68.3 : Sei V' ein C—Vektorraum mit Skalarprodukt

< , > VxV — C ,

so ist < , > nach Definition 21.1.7 eine positiv definite hermitesche Form,
und V' wird mit der durch

vl = V<wv,v>

definierten Norm nach Folgerung 21.2.6 ein normierter C—Vektorraum, also
mit

dlv,w) = |v—w]
ein metrischer Raum. Nach Definition 32.7 heifit V' ein
vollstdndiger normierter Raum, kurz: Banachraum , wenn in V' jede
CAucHyYfolge konvergiert. - Damit versteht man die
Definition 68.4 : Fin Hilbertraum ist ein unendlichdimensionaler C—
Vektorraum H , mit einem Skalarprodukt < , >, der beziiglich der durch

dv,w) = J|v—w| , vl = V<wv,o> fir vyweH

definierten Metrik vollstandig und separabel ist.

Achtung : Dass ein Hilbertraum (i) unendlichdimensional und (ii) separabel
ist, wird in vielen Biichern (z.B. KONIGSBERGER 2) nicht vorausgesetzt; fiir
uns ist es aber praktisch.

- Die wesentlichen Beispiele fiir Hilbertraume sind die Réume ¢, und L?:
Definition und Satz 68.5 : Sei

ty = { &= (&reny € FNo,C) | D |&]* konvergiert }
k=0

die Menge aller Folgen (&)ren, komplexer Zahlen, fiir die > [&]* kon-
k=0
vergiert. Dann ist f5 ein Untervektorraum des C—Vektorraums F(Ny, C) |

und mit
<&m> =) G fir &= (&), n=(m)€E b
k=0

ein Hilbertraum.
Beweis : 1) Fiir &, n, € C gilt

(1&| = Im])>* =0 also  2|&| - || < |&* + Imel®

also auch .
Re (&me) , Tm (§eme) < §(|§k|2+ |7k |?).

Seien also € = (&k)keng s 1 = (Mk)ken, € 2, dann gilt

&+ mel” = (& +me) - (& +me) = &I + [mel* + 2Re (Seme)
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und nach dem Majorantenkriterium konvergiert

Z &+, also £+ne ly , undauch
k=0

& = > Re(&m)+i Y Im(Gm)
k=0 k=0 k=0

also ist < &, >€ C definiert. Sei o € C, dann konvergiert

00 00
Yola&l = ol Yo lal
k=0 k=0

also ist /5 ein Untervektorraum von F(Ny,C) . < | > istein
Skalarprodukt auf ¢, : Linearitdt im 2.Argument und
<&En> o= <>

sieht man sofort, und es gilt

<& E>=0 — Z|§k|2:0 = VkeNy: & =0 <= ¢=0,

k=0
also ist < , > positiv definit. £y ist unendlichdimensional, denn die Fa-
milie

(E"nen mit " = (0nk)ken,
ist linear unabhéngig in /5.
2) Sei (§")nen, eine CAUCHYfolge in o, & = (§)ken, fir neN .
Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N, so dass fir n,m > ny gilt

()l -l <e , wobei

Igh =™ =< g —gm et —gm > = ) g -G
k=0
ist, also gilt fiir alle k € Ny :

& =& < Ve fir n,m>ny

also ist (& )nen fiir jedes feste k eine CaucHYfolge in C und daher kon-
vergent; es existiert

(k%) & = lim &

n—oo

Wir benutzen die MINKOWSKIsche Ungleichung :
Fir Ne N und (21,...,2n), (y1,...,yn) € CV gilt

N 3 N 3 N 3
<Z |xk+yk\2> < (Z ka\2> + (Z !ykl2> )
k=1 k=1 k=1
damit folgt fiir festes N € N :
N 3 N > N
(Z m-&;:ﬁ) < (Z m—sz&ﬁ) + (Z \5;’?—52\2>
k=0 k=0 k=0

fiir alle n,m € N. Wéhlen wir nun n, m > ng, so wird der zweite Summand
rechts kleiner als £ nach (k) . Bei festem N kann man wegen (#x) erreichen,

2
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dass der erste Summand kleiner als £ wird, fiir hinreichend grofies m , etwa
m>ny(N) . Also gilt

1
N 3
<Z|§k—§2|2) <2, fir n>ny undalle neN,
k=0

und fiir m > ny(N), aber die linke Seite hdngt gar nicht von m ab. Man
kann N beliebig grofl wéhlen und erhélt

N 3
(Z’fk—@?\Z) < 2
k=0

I€ =& <2 , also lim " = ¢

n—00

Also konvergiert jede CAUCHYfolge in ¢y : /{5 ist vollstindig. 3) Jedes
solche & = (& )ren, € ¢2 ist Grenzwert einer Folge (7,)neny mit

n" = (ry +1isp)ken, mit 7,55 € Q
und jedes solche 7, ist Grenzwert von

((ro +14s0,--.,n +1sn,0,0,...))Nen
Man sieht, dass die Menge der Folgen

(ro +1is0,...,rn +14s5,0,0,...) mit r;,s, € QN eN

abzéhlbar ist. Also besitzt {5 eine abzéhlbare dichte Teilmenge, ist also

separabel. O
Als Modell fiir die Quantentheorie hat sich ¢ nicht durchgesetzt (obwohl
das auch moglich wére), sondern die “Funktionenrdume” Ly(U) , U offen

im R™ (oder allgemeiner: U o—kompakt). Das steht schon ausfiihrlich in
KONIGSBERGER 2 , §10.3 :

(68.6) - (68.8) , (68.11) - (68.20) : (L 334 oben - L 337 Mitte),
(68.9) - (68.10) : (L 280 unten - L 281 oben)

Definition 68.21 : Seien f,g € £L*(U), dann setzen wir

<fg> = /mg@dx

Bemerkungen : 1) Nach Folgerung 68.15 existiert das Integral.

2) < , > ist kein Skalarprodukt, nur eine positiv semidefinite hermite-
sche Form. Um ein Skalarprodukt zu erhalten, nehmen wir einen Quotienten-
Vektorraum :

Definition 68.22 : Die Menge N := { f € L*U) | |[fll. = 0} ist
ein Untervektorraum von £2(U) und besteht aus allen Funktionen
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f: U — C mit f =0 ~fastiiberall. Wir setzen

Ly(U) = LYU)/nN
Folgerung 68.23 : Durch

If+ NI = llflle fir fe L3U)
wird eindeutig eine Abbildung
Il L(U) — R

definiert, und Ly(U) mit || || ist sogar ein Banachraum.
Der Beweis ist leicht. O

Definition und Satz 68.24 : Sei U C R" offen, U # (). Setzt man fiir
f.ge L2(U)

<f+N, g+ N> = <fg> ,
soist < , > ein Skalarprodukt auf L*(U) , mit
I+ NI = <f+N f+N>2

und L?*(U) mit diesem Skalarprodukt ist ein Hilbertraum.

Beweis : 1) Dass < , > eindeutig definiert und ein Skalarprodukt ist,
kann man leicht nachrechnen.

2) L*(U) ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt, und mit der durch

If+N| = <f+N.f+N >2

gegebenen Norm ist L?(U) vollstindig nach Folgerung 68.23. Wir miissen
also nur noch zeigen, dass L?(U) separabel und unendlichdimensional ist:
a) Dass es eine abzihlbare, dichte Teilmenge von L?(U) gibt, steht als Lem-
ma in (L 338) : Die Menge Tp(U) der “rationalen Treppenfunktionen” mit
Triger in U liegt dicht in £2(U) . Dabei heifit eine Treppenfunktion

N
> ala
k=1

rational, wenn die ¢, € Q+iQ sind und die Quader ), Eckpunkte aus Q"
haben. Tp(U) ist abzéhlbar.
b) Wegen U # () gibt es unendlich viele linear unabhéingige

Treppenfunktionen
N
9= oy,
j=1

mit offenen beschréinkten Teilmengen U; von U , also ist £2(U) unendlich-
dimensional. O



- 240 -

Nach diesen Beispielen wissen wir ungefihr, womit man es bei Hilbertraumen
zu tun hat - im Grunde schon sehr genau, denn es wird sich zeigen, dass alle
Hilbertraume isomorph sind. Das Folgende steht bei KONIGSBERGER nur fiir
L2(U) , aber man kann es in einem beliebigen Hilbertraum machen: Aus der
Linearen Algebra kann man den Begriff der “Orthonormalbasis” iibertragen:
Hilfssatz 68.25 : Sei (u;);en, ein Orthonormalsystem in einem
Hilbertraum H . Fiir £ € Ny und x € H nennen wir

Qp = < Uk, T >

den k—ten Fourierkoeffizienten von = beziiglich (u;);en, . Dann gilt die
Besselsche Ungleichung

oo
Dl < lzl?
k=0

n
<Z akuk) ist eine CAUCHYfolge in H . Sie konvergiert genau dann
k=0 neNg

gegen das Element x, wenn die Parsevalsche Gleichung

Dol = el il
k=0

Beweis : Aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt folgt

n o
() 0 o= Y awl? = ol + Y @y <y >
k=0

7,k=0
n n
— E o < U, T > — E o< Uk, T > =
k=0 k=0

n n n
= 2P =2 @ror+ Y @mar = JzlP= ) |l
k=0 k=0 k=0

Das ist die BEssELsche Ungleichung. Man sieht daraus, dass ( > |ak|2>
k=0

n€Np

beschrénkt ist, also konvergent: Zu ¢ > 0 gibt es ein ny(¢), so dass fir
n>m > no(e) gilt

n
E QU

k=m+1

2 n

n
= E oy < Ug,uj > = E low]? < e

Jik=m+1 J=m+1

n
also ist ( > akuk) eine CAUCHYfolge, besitzt also in H einen Grenz-
k=0 n€Ng

wert, der nach () genau dann gleich x ist, wenn

o0
lzll* = 32 laf* st O
k=0
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Definition 68.26 : Ein Orthonormalsystem (u;);en, in einem Hilbertraum
H heifit ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS), wenn fiir jedes

x € H die Parsevalsche Gleichung gilt.
Bemerkung : Ist (u;)jen, €in VONS in H , so gilt fiir alle z € H :

I ()ken, € F(Np,C) : z = Z X
k=0

In manchen Biichern, z.B. (L) und (H), wird ein VONS daher auch
“Orthonormalbasis” oder “Hilbertraumbasis” genannt. Das widerspricht aber
unserer Definition 19.2.9 der Basis eines nicht endlich erzeugten Vektorraums,
denn dort wird gefordert, dass x € H eine Linearkombination

oo
T = E apur  mit nur endlich vielen «ay # 0
k=0

ist. Ahnlich wie bei Basen von Vektorrdumen gilt aber
Hilfssatz 68.27 : Ein Orthonormalsystem (u;);en, in H ist genau dann
ein VONS, wenn fiir alle x € H gilt

VieNy: <ujyz>=0 = z =0
Beweis : 1) Sei (u;);en, vollstindig. Sei x € H mit
VieNy: <wujz>=0 ,
dann folgt aus der Parsevalschen Gleichung
lz||> =0 also ||z]| =0 , =0
2) Es gelte fiir alle z € H:
(%) VieNy: <uja>=0 = z=0

Angenommen, (u;) ey, ist nicht vollstdndig, dann gibt es ein x € H, fiir
das die Parsevalsche Gleichung nicht gilt, also

(o.)
| > Z|ozj|2 fir o =<uj,z>
=0

Nun wissen wir aus dem Beweis von Hilfssatz 68.25, dass

n
E QU
J=0 neNg

eine CAUCHYfolge ist, also einen Grenzwert
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y = Z QU
=0
besitzt. Nun ist fiir j € Ny :

<uj,r>= o =< u;,y > also

<uj,r—y>=0 flirale j7eN; |,

und damit nach (%) : z —y = 0, also x = y. Das widerspricht aber
lx]* > 2 o[ = llyll* O
]:

Hilfssatz 68.28 : Sei H ein Hilbertraum, dann ist fiir jedes y € H die
lineare Abbildung

fy: H — C | f/(z) =<y,x> stetig.

Beweis : < |, > ist linear im 2. Argument, und es gilt nach der CAUCHY-
ScHWARZschen Ungleichung

fy@)| = [<yz>] < lyllll

also ist f, stetig nach Satz 32.19 (F 22). O

Satz 68.29 : In jedem Hilbertraum gibt es ein VONS (u;);en, -
Beweis : H ist separabel, es gibt also eine abzéhlbare dichte Teilmenge
{ z; | j € Ngu{—=1} }. Dabei kann man annehmen, dass z_; = 0 und
x; # 0 fir j € Ny ist. Wir setzen

To

vy = Tzol und definieren wv; fiir j >0 rekursiv:
Lo

Vo, ..., Vj—1 seien definiert, mit
<w,vp >= 0 firdie ,ke€{0,...,7—1} mit wv,v #0.

Dann setzen wir

7j—1
o E :
v; = T — < Vg, Tj > Vg
k=0
Ist v; = 0 , so setzen wir v; = v; = 0, sonst
v’
UV = —_
. /
[[05

Dann gilt fir [ < j:

<wv,v;> = 0 fiir v; =0 sowieso, und sonst
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i—1 1
<opv;> o= (<wvr > =Y <wvay ><u,v > |
]
0 firv, = 0
_ 1
o (<vl,:cj>—<vl,:1:j >)W:O fﬁrvl;«éO.
[
J

Nimmt man aus der Folge (v;);en, noch die Nullen heraus, so erhdlt man
eine Folge (uj)jen, , die ein Orthonormalsystem ist. Die z; sind (endliche)
Linearkombinationen der u; , und da

{z; | jeNoU{-1} }

dicht in H ist, ist erst recht die Menge aller Linearkombinationen von
(ug)gen, dicht in H . Sei also y € H mit

<wuj,y>=0 firalle jeNy |,

dann koénnen wir eine Folge (yx)ren, mit klim yr = y und
—00

Yp = )‘z( R

finden. Dafiir gilt dann < y,y, >= 0 fiir alle k. Die Funktion
fy: H — C |, ar—<y,z>

ist stetig nach Hilfssatz 68.28, also folgt aus klim Y = Y
—00
<y,y> = <y, limy,> = lm<yy> = 0 ,
k—o0 k—o0

also ||y]| = 0 und damit y = 0. Nach Hilfssatz 68.27 ist (uy)gen, vollstindig.O

Wir wollen Hilbertrdume “in orthogonale Untervektorrdume zerlegen”. Dazu
die

Definition 68.30 : Sei H ein Hilbertraum und M C H .M heifit konvex,
wenn fir xq,x9 € M auch

{teo+(1—t)ay | t€[0,1] } C M st

Hilfssatz 68.31 : Sei M eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge
eines Hilbertraums H und z € H . Dann gibt es genau ein y € H mit

le—yll = min{ [lz—z| | z€M } |

also genau ein Element aus M mit minimalem Abstand zu x.
Beweis : Sei § := inf{ ||z —z|| | z€ M } , dann nennen wir eine Folge

(Zn)TLGNU mlt
lim [[z—2%,) = B und z,eM
n—o0
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eine “Minimalfolge”. Sicher gibt es so eine Minimalfolge. In der Parallelo-
grammgleichung

lu+ vl + flu = ol* = 2(Jull® + [[0]|*) fiir w,veH

setzen wir u := x — 2, und v := x — z,. Wegen
Zn+ 2
ut+v = (r—2p)+ (@ —2,) = Q(x— = 5 m> U=V = Zy— Zm
Zn + Zm . . . .
und da wegen der Konvexitdt von M in M liegt, ist

2
Zn + Zm

2w — 2m? = 2H:c—zm|12+zum—2n!|2—4H””‘

< 2w = zall® + 207 — 2l - 487

und das geht gegen 0 fiir n,m — oo, also ist (2, )nen, eine CAUCHYfOlge
in H , hat also einen Grenzwert y € H, und da M abgeschlossen ist, ist
nach Satz 32.4 (F 15) auch y € M . Wegen

poo= dm flz—zl = |z—yl
n—oo

ist y ein Element aus M mit minimalem Abstand zu x. Wir haben aber
auch gezeigt: Jede Minimalfolge ist eine CAUCHYfolge. Sei nun auch
y € M mit ||z —9'|| = B , dann ist die Folge

(v. v, u,9,...)

eine Minimalfolge, also eine CAUCHYfolge , also gilt y = ¢/ . O

Definition und Satz 68.32 : Sei H ein Hilbertraum und U ein abge-
schlossener Untervektorraum von H . Dann ist

Ut = {z€cH | VyeU : <z,y>=0}

= {z€H |VyeH: : <yz>=0}

ebenfalls ein abgeschlossener Untervektorraum von H .
Beweis : Seien 1,75 € U* und A\, \y € C , dann gilt fiir alle y € U :

<Y, T+ x> = M <yn>+a<yr> = 0,
und 0 € Ut also ist U+ ein Untervektorraum von H . Da
fy: H — C | f(x) = <yx>

fiir jedes y € H stetig ist, gilt fiir y € U und jede Folge (z,)nen, aus UL,
die in H gegen x konvergiert, auch

<y,r> = <y, lim z,> = lim <y,z,> = 0 ,

n—oo n—oo
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also x € U+ . Also ist auch U+ abgeschlossen. O

Satz und Definition 68.33 : Sei H ein Hilbertraum und U ein
abgeschlossener Untervektorraum von H . Dann gibt es zu jedem z € H
eindeutig bestimmte Elemente

$1EU,x2€UL mit = = x1 4+ 29

Man sagt dazu: H ist die orthogonale Summe von U und U' und
schreibt : H = U @ U+

Beweis : Zu dem Untervektorraum U (der trivialerweise konvex ist) und
dem gegebenen x € H gibt es nach Hilfssatz 68.31 genau ein z; € U mit

|t —z1|| = min{ ||z — 2| } 2eU }

Wir behaupten: = — x; € U+ . Beweis: Fiir beliebiges x € C und
yeU,y#0 ist

I

o —a1[” < o — (2 +p)|? =<2 — (21 + py), o — (21 + py) >

= z— $1H2 — <y xr—x>—pu<r—2,Yy> +MﬁH?/H2
Setzen wir hier

<y, xr—ux > . <zx—m,y> .
po= also 1 = ——————ein, so folgt
[yl Iyl
| <z—2,y>? | <z—m2,y > |?
lyll? lylI>
’ <T— X1,y > |2
lyll?

was nur fiir <z —x1,y >= 0 gilt. Also steht = — 27 auf allen y € U\ {0}
senkrecht und damit gilt: z — z; € U+ . Wir haben also

le—ail” < flz—a]2—2 . also

0 <

I

T = 21+ Ty mit o ::x—xleUL,xleU,
und z1,z9 sind eindeutig bestimmt, denn ist auch
T =y1+y mit y €U,y €U+ , dann folgt

T14+ 2o =y1+Y , 2 :=T1—Y = Yy — Ty gehort zu unut,
also < z,z2>= 0, also z = 0, also
r1 =y und Ty = ys . O

Bemerkung : Aus Hilfssatz 68.28 kennen wir bereits einige lineare, stetige
Funktionen von H in C ., namlich die

fy: H — C | fJz) =<y,x> fir yrecH

Wir wollen zeigen, dass das alle linearen stetigen Funktionen von H in C
sind. Auflerdem wollen wir zeigen, dass zwei beliebige Hilbertraume
“isomorph” sind. Dazu die
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Definition 68.34 : (siche auch Definition 32.20) V' und W seien
Banachraume iiber C. Dann sei

Lv,w)y = {f:V — W ‘ f ist C — linear und stetig }
und wir setzen noch speziell
Vo= LV,O) , LV) = LIV)

Die Elemente von V' nennen wir lineare Funktionale auf V.

Satz 68.35 : Seien V' und W Banachridume iiber C , dann ist L(V, W)
mit der durch

1Al = sup{ [If@)l | x€V mit [af <1}

definierten Norm ein Banachraum.
Beweis : 1) Dass L(V, W) ein Vektorraum ist, ist klar. Es gilt

Ifl =0 <= |f(zx)]| =0 firalle zeV mit |z <1

= Hf(x)H:O firalle zeV |

QHJH‘OM@

1/l =0 < f(x)=0 firalle zeV <= f=0

denn fir z € V., x #£ 0 ist =1 , undaus

m“f @I =0, also Hf(r)H 0. also

Fiir A€ C gilt

M = sup{ IM@)] | z€V mit o<1} = If]
und fir f,g e L(V,W):

If + gl = sup{ [|f(2) +g(2)| | 2 €V mit [z <1} < [If]+ gl

Also ist L(V,W) ein normierter Vektorraum.
2) Sei (fj)jen, eine CAucHYfolge aus L(V,W). Fiir jedes z € V gilt

1fi(x) = fu@l = (i = f)@I < f5 = full ]
fir j,k e Nyg , alsoist (f;j(z))jen, eine CAUCHYfolge in W . Es gibt
alsoein y € W mit y = lim fj(x) . Wir setzen
Jj—o0

f(x) == lim f;(x) =y , danngilt firz,2’ €V, 6, AeC:
j—o0

flat+a) = Jim file+a) = lm () + f@) = f@)+ @),

J]—00

fOz) = lim f;(Az) = lim (Afj(2)) = Alim fi(z) = Af(2),
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f ist also linear. Sei nun 2 € V mit |«]| < 1. Dann gilt fiir k,j € No:
If (@) = fi@) < 1f (@) = ful@)]| + I fu(z) = f5(2)]
< lf (@) = fe@)ll+ 1 i = il

Zu e € RY gibt es ein jp , so dass fiirk, j > jo gilt

1 = fill <

DO ™

Zu gegebenem x gibt es ein kg > jo , so dass fiir k,j > jo gilt

€ e e . .
|f(x) = fe(z)|] < 7 Also gilt fir j > jo :

(%) | f(z) = fi(x)|]| < e firale zeV mit [z|| <1, also

If=fll < e
und damit f = lim f;, und wegen (x) ist f — f; nach Satz 32.19 (F 22)
j—00

auch stetig,
f—fie L(V,W) unddamit fe L(V,W)

Also ist L(V,W) ein Banachraum. 0
Beispiel : Sei H ein Hilbertraum, y € H , dann gilt fiir

fy: H — C | f(z) =<y,z>
wegen |fy(z)| = [ <y,x>] < |yl || :
(%) 1full < Nyl

Andererseits gilt fiir y # 0:

2

Y 1 1 Y 1
L= el = o <= g6 ()] = il
Il - wr ot |77 i) | = T
aso 40l = Il Mit (<) folgt gl = 5, -

Der folgende Satz sagt nun, dass die f, bereits alle linearen Funktionale auf
H sind:

Satz 68.36 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz) : Sei H ein

Hilbertraum und f € H’. Dann gibt es genau ein y € H mit

f=1rf , udesgilt [f[| =yl
Beweis : 1) Die Eindeutigkeit von y ist klar: Seien y,z € H mit

fy = f[:,danngilt Ve e H: 0 =<y,2>—-<z,2>=<y—2,1>,
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also speziell 0 =<y —z,y—z>= |[ly—z|?*, also y =2z .
Nun zur Existenz von y : Fir f = 0 konnen wir y := 0 nehmen. Sei
f #0, dann ist
H = Kef={zeH| f(z)=0}

ein echter Untervektorraum von H . f ist stetig, {0} ist abgeschlossen

-1
in C , alsoist H; = f ({0}) abgeschlossen in H nach Satz 32.18 (F 24).
Wir haben also nach Satz 68.33:

C
H=H @ H{ mit H#{0} wegen H, #H

Sei uw € Hit \ {0}, also f(u)# 0. Sei x € H beliebig, dann ist

xr — %u € H wegen f (a: — %u) =0 . Alsoist
0 = <u,x—%u> = <u,x>—%||u||2 ,
flz) = %<u,x> = <y,xr> mit y::%u
3) Dass || f,|| = |lyll gilt, haben wir als “Beispiel ” gezeigt. O

Wir wollen zeigen, dass zwei beliebige Hilbertraume “isomorph” sind. Was
soll iiberhaupt ein “Isomorphismus von Hilbertraumen” sein ?

Definition 68.37 : H; und H, seien Hilbertrdume, D ein Untervektor-
raum von H; und R einer von H,. Sei

f+ D — R linear und surjektiv. f heift

a) isometrisch , wenn Vo € D : ||f(x)]| = [|z|| gilt, und
b) unitér , wenn zusétzlich D = H; und R = H, gilt. O

Dabei haben wir in a) , wie auch schon in Satz 68.35, dasselbe Zeichen || ||
fiir die Normen in H; und H, geschrieben. Auch fiir die Skalarprodukte in
H; und H, schreiben wir dasselbe Zeichen :

Satz 68.38 : Sei f eine isometrische lineare Abbildung, wie in Definition
68.37. Dann gilt

VoyeD : < f@),fly) > = <zy>
Auf dem Wertebereich R existiert eine isometrische lineare Umkehrfunktion
f*+ R — D

Ist f unitéir, so ist auch f~! unitér.
Beweis : 1) Fiir z,y € D gilt



<x+y T+ > < —a:>
<zy> =

2
+l<y—|—zx Y+ iz > < 223: y—zx>

<f(l’)-2kf(y)’ f(x > <f — [f(z) f(fj)Qf(fC)>
+Z.<f(y)4;if(5€)’ fy )J;Zf( )>_Z< )—Qlf( )7 f(y);if($)>

= < [f(2),f(y) >

2) f: D — R ist surjektiv, aber auch injektiv, denn seien x;,z5 € D
und f(z1) = f(z2) , dann ist

flar—m2) =0, |f(zr—a2)[ =0 , also

|t — x| = [|f(z1—22)|| = 0 , da f isometrisch ist, also z7 = z5.

Also gibt es eine Umkehrfunktion
f'+ R — D

Man kann nachrechnen, dass f~! linear ist, und f~! ist isometrisch, denn
zu y € R gibt es ein x mit f(z) = y, also

Iyl = 1@ = Nzl = 1 W)l

3) Ist f unitér, so hat man
D = Hy und R = H, ,

also ist auch f~! unitér. a

Bemerkung : Seien H;, Hy Hilbertraume, und die lineare Abbildung

fﬁH1—>HQ

sei unitér, dann ist f stetig nach Satz 32.19, denn

(%) VeeH - [lf(@)] = llzl < 1=
Also ist f € L(Hy,Hs) ,und esist ||f|| = 1, denn es gibt ein z € Hy,
x #0, also
' ’ ‘ 1 d Hf( )H ’ ‘ 1, also wegen (%)
— || = un = , W n .
]l ]l [l
sup{ [fWIl | ye Hinllyll <1} = 1 . =

Es ist nun leicht, zu zeigen, dass zwei beliebige Hilbertraume “isomorph” sind:
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Satz 68.39 : Sei H ein Hilbertraum, dann gibt es eine unitére lineare Ab-
bildung
f - H — 62

Beweis : Nach Satz 68.29 gibt es ein vollstdndiges Orthonormalsystem (u;);en,
von H . Nach Hilfssatz 68.25 gilt dann fiir jedes =z € H :

oo
r = Zﬂkuk mit  pr =< ug, x> . Wir setzen
k=0

f(@) = (mreny - Wegen D |mf* < [lof® st flz) € b
k=0

und f ist linear. f ist isometrisch, denn nach der PARSEVALschen Gleichung
gilt

o0
IF@IF = D Iml = =l
k=0
Wir miissen also nur noch zeigen, dass f surjektiv ist : Sei

(Bre)ken, € b2,

o0
dannist > [Bk]? < oo , also gilt fiir n,m € Ny
k=0
n
T, = Zﬁkuk und n>m :
k=0

2 n

= 1P,

k=m+1

|zn — meZ =

> B

k=m+1

also ist (z,)nen, eine CAUCHYfolge in H , also konvergent, also existiert

r = lim z, = Z Orur, € H , und dafiir gilt
k=0

n—o0

f(x) = (Br)ren,

Alsoist f: H — {5 unitar. O
Nach Satz 68.38 ist auch die Umkehrfunktion einer unitédren linearen Abbil-
dung unitar. Damit erhalten wir die

Folgerung 68.40 : Zwischen zwei beliebigen Hilbertraumen H; und H,
gibt es eine unitédre lineare Abbildung.
Beweis : Wir haben unitére lineare Abbildungen

f: Hh — ¥l und g¢g: Hy — {5

und g~ to f: H, — H, ist auch unitér. O
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Insbesondere sind die Hilbertrdume ¢, und L*(R™) als Vektorriume iso-
morph, und es gibt sogar einen Isomorphismus

fi by — L*R") mit Yao,y€ by : <z,y>=< f(2), f(y) >

- Mit Hilfe des Darstellungssatzes 68.38 kann man den adjungierten Operator
definieren:

Satz und Definition 68.41 : Sei H ein Hilbertraum, f € L(H). Dann
gibt es zu jedem f genau ein f* € L(H) mit

Ve,ye H : <y, f(x)> = < f(y),z>

f* heifit der zu f adjungierte Operator. Es gilt || f*|| = || f]]
Beweis : Sei x € H fest. Dann ist

Gz - H — C ) gx(y) :<-T,f(y)>
linear und stetig, denn fiir |ly|| <1 ist

l92() < [zl - IF @I < Nl - 1]

Also ist g, € H', und nach Satz 68.36 ( FRECHET-RIESZ ) gibt es genau
ein z =: h(z) € H mit

9:(y) =< h(x),y> firalle yeH | also

< h(z),y>=<ux, fly)> firalle zyeH

Das so definierte h : H —— H ist linear, denn fir y,z,2’ € H und
AeC ist

<hQDr+2)y>=<e+2, fly) >= A<z fly) >+ <2, fly) >

= A< h(@),y>+ < h(@),y >=< Ah(z)+h(2),y > ,
und da h(Az + 2’) eindeutig bestimmt war nach Satz 68.36, folgt

h(Ax +2') = Ah(x)+ h(2))

h ist stetig, denn fir z,y € H und ||z|| <1 gilt

| <hz)y>| =<z [y > < l=llFQI < =l 1Ayl
< IfIllyl]l , insbesondere
Ih@)* < [IfIh()] . also , auchfix h(z) =0 :

[p@I < NIfIl5 also [lall < I£]]
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Also ist h € L(H). Durch

Ve,ye H : <h(z),y> = <uz fly) >
ist h durch f eindeutig bestimmt, man kann daher f* := h schreiben und
hat
(*) I < Al Wegen
<zh(y)> = <h(y,r> = <y flr)> = <f(x),y>

fir alle x,y € H folgt h* = f, also (f*)* = f, also, wenn man (x) auf
f* statt f anwendet:

AP =)< [ und damit |[F]f = L) =

Die Rechenregeln fiir den adjungierten Operator erhalten Sie als Ubungsauf-
gabe:
Satz 68.42 : Sei H ein Hilbertraum ; seien f, fi, fo € L(H) und f*, ff, f5
die zugehorigen adjungierten Operatoren. Dann gilt:
a)  (AMifi+Xafa)" = Mfi+ Xofy fiir A, A eC,
b) (fief)" = fioff und (f) =/,
c) Existiert der inverse Operator f~' € L(H) , so existiert auch
(f )y 'e L(H), undesist (f*)~!' = (f1)*. O

Es gibt Operatoren f mit f* = f; dazu gehoren die Projektoren:

Definition 68.43 : Sei H ein Hilbertraum und U ein abgeschlossener Un-
tervektorraum von H . Dann haben wir nach Satz 68.33 die orthogonale
Zerlegung

H = UQDQ U+
zu jedem x € H gibt es eindeutig bestimmte x, € U, x5 € U+ mit

r = x1+xy , wir konnen also

plz) = m
setzen, dann ist p offenbar linear, und stetig, denn

12" = [lzn + 22f* =< 21 + 22,21 + 22 >= [l |* + [|22l* > [Ip(2)]

Y

also ||p(2)|| < ||z|| und damit ||p]] < 1.Ist U = {0}, soist p = 0 und
damit ||p]| = 0. Ist U # {0}, so gibt es ein z € U mit ||z| = 1. Dafiir
gilt

lp(z)[ = llzll und damit : [p|| =1

Fiir z,y € H gibt es z1,y1 € U und z9,7, € U+ mit

T = T+ To ) y:yl_l_yQ ) also
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<plx),y>=<z1, Y1 + Y >=<21,h >=<T1 + T2, y1 >=<2,p(y) >,
alsoist p* = p. Fiir x = 27 + 22 mit 2, €U, x5 € UL ist
p(p(r)) = p(x1) = 1 = p(z)

also p? = p . - Die so definierte Abbildung p € L(H) heit der Projektor
von H auf U.

Satz 68.44 : Fiir alle p € L(H) gilt

Pt =0p /\p2 =p <= p istein Projektor.

Beweis : “ <= 7 haben wir gerade gezeigt.
“ = 7:Wirsetzen U := { z€ H | p(z) = 2z} . Da p linear ist,
ist
U = {zeH|(p—id)(z) =0} = Ker(p—id)
ein Untervektorraum. p — id ist stetig, {0} ist abgeschlossen, also ist

v o= (p—id'({o}) ,

das Urbild von {0} unter p— id, abgeschlossen nach Satz 32.18. Fir z € H
haben wir

z = pla)+(z—p) ,
mit p(x) € U, denn p(p(z)) = p*(x) = p(z), und z — p(z) € UL, denn
fir z € U gilt
<z,r—plx)> = <z,x>-—<z/pr)>

= <zyo>-—<p(z),r> wegen p* =p

= <z—pkhr> = <0,z> = 0
Also ist p der Projektor von H auf U . O
Das zentrale Thema in diesen Kapiteln ist die Bestimmung von Eigenwerten:

Bemerkung : Ist V' ein endlichdimensionaler K —Vektorraum, K ein

Korper, f : V. — V K-linear und A\ € K, so gibt es nur zwei
Moglichkeiten :
(1) f—Aidy ist nicht injektiv. Dann ist Ker (f —Aidy) # {0}; es gibt ein
xeV\{0} mit
f(z) = Xx , X ist ein Eigenwert von f. Oder:
(2) f— Aidy ist injektiv, A ist kein Eigenwert von f.
(¥) Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ist dann
f—Aidy  sogar surjektiv,
wir haben die Umkehrfunktion
(f — )\idv)_l S HOD’IK(‘/, V)
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Den Schluss (*) konnen wir fiir unendlichdimensionales V' nicht machen.
Es kann sein, dass ein A € K zwar kein Eigenwert von f ist, aber trotzdem
(f — Aidy) ™! nicht existiert. Nur die A\ € K, fiir die f — \idy bijektiv ist,
wollen wir als “gutartig” (und damit uninteressant) ansehen :

Definition 68.45 : Sei B ein Banachraum iiber C, W ein Untervektor-
raum von B und f € Homc (W, B). Dann heifit

M; = {XeC ‘ (f=Aidw)™' : B — B existiert und ist stetig }

die Resolventenmenge von f.Zu A € M; heifit
T = (f — )\ldw)il

die Resolvente von f zu A, und

Sf = C\Mf

das Spektrum von f.

Bemerkung : Dass das Inverse einer linearen Abbildung f : V. — W
wieder linear ist, wenn f bijektiv ist, wissen wir : Seien z,y € W und
u € K | dann gilt

FU (e +y) = pr+y = pf(FH @)+ F(F ()
Faf @) + ' w)

und Anwendung von f~! ergibt das Gewiinschte. Hat man also

f: B — B , B ein Banachraum, f linear und stetig,
A€ C , undexistiert (f—Aidg)™: B — B

so ist diese Abbildung linear. Sie ist dann sogar stetig; der Beweis dafiir ist
aber keineswegs trivial : Wegen Satz 32.18 muss man zeigen, dass das Urbild
jeder offenen Menge U C B bei (f — Aidg)™!, also das Bild

(f —Aidg)(U) , offen ist :

Definition 68.46 : Seien M und M’ metrische Raume und
g: M — M'. g heifit eine offene Abbildung , wenn fir U C M,
U offen, gilt :

g(U) st offenin M’ 0

Den folgenden Satz kénnen wir nicht beweisen, da wir dazu viel zu weit aus-
holen miissten :

Satz 68.47 (Satz von der offenen Abbildung) (H 242) : Seien B, B’
Banachraume iiber C und f : B — B’ C-linear, stetig und surjek-
tiv. Dann ist f eine offene Abbildung. O
Folgerung 68.48 (H 243): Seien B, B’ Banachrdaume iiber C und

f: B — B’ stetig und C—linear.
f ist genau dann offen, wenn der Bildraum f(B) abgeschlossen ist. O

Direkt aus der Bemerkung vor Definition 68.45 und dieser Folgerung folgt
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Folgerung 68.49 : Seien B, B’ Banachriume iiber C und

f: B — B’ C-linear, stetig und injektiv. Dann ist die Umkehrfunk-
tion

f7t: f(B) — B stetig. O

Eine erste, vielleicht etwas grobe, Aussage iiber das Spektrum macht
Satz 68.50 : Sei B ein C—Banachraum und f € L(B). Dann ist

Sy {xeC| M<IfI

n J
Fiir [A| > || f]] ist (— > )\{Jrl) eine konvergente Folge von Elementen
=0 neN .
00 J
aus L(B). Der Grenzwert dieser Folge, den wir mit — go NES bezeichnen,
ist die zu f — \id inverse lineare Abbildung. Dabei ist unter f7 die j—fache
Hintereinanderausfithrung von f zu verstehen, f° := id.
e nfi ) |
Beweis : 1) Wir zeigen, dass <]§0 p¥ES fir |A] > || f]| eine CAUCHY-
neN
folge ist: Fiir fi, fo € L(B) und z € B gilt
[(fre )@ < Al - (2@ < L fall - (120 lell -, also
() e fell <Al -0, also
£ <P fir jeN
J
und wegen der Konvergenz der geometrischen Reihe Z ‘K‘H gibt es zu

e >0 ein Ny € N, so dass fiir n >m > Ny gilt

SN 1 < KR
> gl X (M) <

2) Da L(B) nach Satz 68.37 ein Banachraum ist, existiert der Grenzwert

_ — ~ f
Ty = — YEs ?}LIEO — Ve € L(B) ,

j=0 7=0

und aus (x) folgt : Es gibt ein n;y(e) € N, so dass fiir alle n € N mit
n > ny(e) gilt :

v (£

n J
Also konvergiert auch die Folge ( fo (— )\“L 1)) , und zwar gegen
j=0
neN

fory. Also ist

™ Z VL
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(f=AXid)ory = fory—Ar, =

: ~ f/ . ~ fI
= am feo <_ Vo) T\ -2
=0 =0

_ f]+1 n fj . . fn+1 .
=J£&< ZW > ) = () =

=0

Analog beweist man
ryo(f—Aid) = id

Also ist f — A\id bijektiv, besitzt die Umkehrfunktion ry, und A gehort zu
M f- O
In einigen Spezialfillen wollen wir das Spektrum genauer untersuchen :

869 Das Spektrum kompakter Operatoren

Definition 69.1 : Seien V' und W Banachrdume iiber C , und

f: V. — W sei C—linear.

f heiBt kompakte lineare Abbildung , wenn fiir jede beschréinkte Folge
(Zn)neny in V' die Folge (f(x,))nen eine konvergente Teilfolge besitzt.
Satz 69.2 : Seien V' und W Banachrdume iiber C und

f: V. — W sei C - linear und kompakt.

Dann ist f stetig, also f € L(V,W).
Beweis : Angenommen, f ist nicht stetig. Dann gibt es nach Satz 32.19 zu
jedem n € N ein z, € V' mit

[f @)l > nllzall also @, #0

und fiir y, = ——

[ynll = 1 und [[f(yn)]| > 7

Die Folge (yn)nen in V' ist also beschrinkt, aber fiir jede Teilfolge (yn, )ken
von (Yn)nen gilt
1f @)l > e,

also ist (f(yn,)) unbeschrankt und kann nicht konvergieren, Widerspruch
dazu, dass f kompakt ist. a

Man koénnte nun auf die Idee kommen, dass umgekehrt auch jede stetige li-
neare Abbildung kompakt ist. Um zu zeigen, dass das nicht so ist, brauchen
wir einige Hilfssétze:

Hilfssatz 69.3 : Sei V' ein normierter C—Vektorraum, dann gibt es zu end-
lich vielen linear unabhéngigen Vektoren wvq,...,v, € V stetsein 5> 0, so
dass
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V(xl,...,xn) e C": ”xlvl"i_---_'_xnvnu > ﬁ”xH

n
ist, wobel ||z|| = ||(z1,...,z)| = /D |x;]? ist.
\/ ;=

n
Beweis : Jedes Element > z;v; aus span(v;),e, ldsst sich eindeutig schrei-

7j=1
ben als
Z yjv; + Z Ynyjivy mit  (y1,...,Y20) € R*™
j=1 j=1
Tj = Y +iynq; fir je€n . Die Abbildung
g: R — Vo gl ve) = DYt Y Yneiv
j=1 Jj=1

ist R—linear und stetig nach Satz 32.19, denn

lgCyrs- -yl < D sl llosll + D 1yassl llosll < 20yl
j=1 J=1

2n
mit [ylI> = > y7 . M = max{ [lyl| | jen }
j=1

Auch h : R*™ — R, h(yi,.-,y20) = llg(y1,---,y20)|, ist stetig, da
| Il : V — R stetig ist, und

S = {yeR”| |yl =1} istkompakt,

da S abgeschlossen und beschrinkt ist, also ist nach Satz 33.10 auch h(S)
kompakt, und nach Satz 33.11 existiert

f :=minh(S) >0 , sogar [ >0 |,

denn aus 8 = 0 wiirde folgen: Es gibt ein (y1, ..., y2,) € R* mit |ly|| = 1,
also y # 0, und

0= h(y) = Z Y;v; + Z Unt105] also
j=1 j=1
0= Z(yj + Ynt)V5
j=1
im Widerspruch dazu, dass (vy,...,v,) iiber C linear unabhéngig war. Also

gilt fir (y1,...,y2,) € R* mit |yl = 1 :
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||g(y17,y2n)|| > 6 > 07
und fiir beliebiges y € R?*":

gy, - y2a) |l = Byl

und damit fiir (x1,...,2,) = (Y1 + Wnt1,- -+, Yn + iY2,) € C" wegen

Izl = Dl = D W+ = lul®
j=1 j=1
le"jvj > Bllz|| . O
]:

Folgerung 69.4 : Sei W ein endlichdimensionaler normierter C—Vektorraum,

mit Basis (v1,...,v,) . Dann konvergiert eine Folge
k
(Yn)ken = (Z n, )vj> gegen Yy = > ;v
=1 keN j=1

in W genau dann, wenn
Vien: limy =n st

d.h. wenn die Folge “komponentenweise” konvergiert.
Beweis : 1) Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt: Wenn

) . k

lim g = also T g =

fiir alle 7 € n gilt, dann ist klim yr = y fiir obiges yi, v .
—00

2) Nach Hilfssatz 69.3 gibt es ein f > 0 mit

1
k .
||(77]( - ni)jenll < BHyk —y|| fir keN |

wobei links die euklidische Norm im C" steht. Aus klim llye —y|| = 0 folgt
—00
also klim (nj(k))j@ = (nj)jen in C" und damit die Behauptung. a
—00 - -

Folgerung 69.5 : Sei V' ein normierter C—Vektorraum und W ein

endlichdimensionaler Untervektorraum. Dann ist W abgeschlossen in V.

Beweis : Sei (vy,...,v,) eine Basis von W und (Z n](k)vj> eine
j=1

keN
Folge in W mit einem Grenzwert vo. Angenommen, es ist vy ¢ W, dann
ist (vg,v1,...,v,) eine Basis des endlichdimensionalen Untervektorraums

Wy := span(vg, vy, ...,v,), und in Wy gilt

nach Folgerung 69.4 also hm 0 =1 , Widerspruch. Also ist vy € W,
und nach Satz 32.4 (F 15) 1st W abgeschlossen.
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Hilfssatz 69.6 : Sei V' ein normierter C—Vektorraum. Dann gilt:

E:={veV | |v[<1} istkompakt <= dimcV < oo

Beweis : 1) Sei dim¢ V' < oo, dann gibt es eine Basis (vy,...,v,) von V|

und nach Hilfssatz 69.3 gibt es ein § > 0, so dass fir v = ) zu; € £
=1

1=

gilt
L2 ol = || @05 = Bl
j=1
: ) 1.
mit z = (z1,...,2,) € C", fir das dann ||z| < 3 ist, also
1
BCylicy) mic Ky = {yeR | ] <)

und der im Beweis von Hilfssatz 69.3 definierten stetigen linearen Funktion

g: R — Vo glnven) = Y U+ i)Y
j=1
K 1 ist abgeschlossen und beschrinkt im R?", also kompakt nach Satz 33.7
(HEINE-BOREL). g(K%) ist kompakt nach Satz 33.10, da ¢ stetig ist. E

ist (als Urbild der abgeschlossenen Menge [0;1] bei der stetigen Abbildung
| |l : V. — R ) eine abgeschlossene Teilmenge von g(K 1 ), also E

kompakt nach FORSTER 2, §3 , Satz 4 (F 30).
2) E sei kompakt. Es gilt

E c K@
und es reichen endlich viele dieser offenen Kugeln aus, um FE zu iiberdecken:
E C UK%(GJ) mit ay,...,a, € E

j=1

Sei W := spanc(a;) e, ; wir zeigen W = V und damit dime¢ V' < n :
Angenommen, es gibt ein x € V', x ¢ W, dann ist

a = f{|z-y]|yeW} > 0

nach Beispiel (3.5) in (F 32), denn W ist abgeschlossen nach Folgerung 69.5.
Es gibt dann ein y € W mit

3
a < |z —yl SECV . Fir
= Y gilt ||z =1 also ze E |
|z =yl
es gibt ein j € n  mit ZGK%(aj) .
v = y+lr—ylle = y+lz—ylla+lz—yllz—a)

und y + ||z — ylla; € W. Also gilt
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le=yllllz=all = Nz =+ (lz-yla)l = o,
«

|z =yl > % = 2a , Widerspruch. O
2

Iz = a4

Hilfssatz 69.7 (Rieszsches Lemma) : Sei V' ein normierter C—Vektor-

C
raum und W ein abgeschlossener Untervektorraum, W # V .Dann gibt es
zu jedem 7 € (0,1) einen Vektor z, € V' mit

|z, =1 und Ve eW : |z— z,] > 7
Beweis : In V' gibt es einen Vektor y ¢ W . Dann ist
d = inf{ ]|x—yH|er}>0

nach Beispiel (3.3) in (F 21), und es gibt eine Folge (z,)neny in W mit
lim ||z, —y|| = d. Wegen 0 <n <1 ist — > d, also gibt es ein z € W
n—o0 T]
mit
d
0<d<|z—yl < -
n

1
Wir setzen 7y := || || und =z, = y(y —z2), dann ist ||z, || = 1, und
=Y
1
fiir alle x € W hat man wegen v > g und —x+z¢€ W:
Y
1
lv = zp | = llz =~y =2 = [[(z+~2) =l = 7||(;$+Z)—y||
Ui
> —.d=n. (I
d n

Satz 69.8 : Sei V' ein C—Banachraum. Genau dann sind alle Elemente aus
L(V) kompakt, wenn dim¢ V' < oo ist.
Beweis : 1) Sei dim¢V < oo und f € L(V). Sel (x,)nen eine beschrinkte
Folge in V', es gebe also ein ¢ € R mit

|zn]| < ¢ firalle neN | dann ist
S I
c

die In liegen also in der nach Hilfssatz 69.6 kompakten Einheitskugel

c

E={zeV | |lz]| £1 }.Nach FORSTER 2, §3, Satz 8 (F 33) (BOLZANO-
WEIERSTRASS) gibt es eine Teilfolge (x,, )ken, die gegen ein a € E konver-
giert. Wegen der Stetigkeit von f in a folgt daraus

lim f(xnk) = fla) ,

k—o0

d.h. (f(z,))nen enthélt eine konvergente Teilfolge, f ist kompakt.



- 261 -

Sei dim¢ V' = oo. Die Abbildung idy ist sicher stetig. Wir zeigen, dass
idy nicht kompakt ist, dass es also eine beschrinkte Folge (z,)nen gibt,
fir die (zp)neny = (idy(2,))nen aber keine konvergente Teilfolge enthélt:
Zunéchst gibt es ein x; € V' mit ||1]] = 1. Sei

Wl = span ($1) )

dann ist Wy # V| W} endlichdimensional, also abgeschlossen. Nach Hilfssatz
69.7 gibt es ein x5 € V' mit

1
lzo]| =1 und VaeeW;: |z—af > 5
Das macht man nun rekursiv: Seien z1,...,x, konstruiert, dann ist
W, = span(z1,...,x,) # V und abgeschlossen, es gibt also ein z,,1 € V
mit
|Zns1]] =1 und VaeeW, : ||v—z,4q| >

DO | —

Die Folge (z,)nen ist offenbar beschriankt; fiir n,m € N mit n # m gilt
aber

7 — 2l > 3
Tp — Tm|| = 5
es gibt also nicht einmal eine Teilfolge, die CAucHYf{olge ist. O
Nach Satz 68.35 ist L(V, W) mit
I = sup{ [f @)l | [lofl <13}

wieder ein Banachraum. Damit ist “Konvergenz in L(V, W) ” definiert:

Satz 69.9 : Seien V, W Banachrdume iiber C, dann bilden die kompakten
Operatoren einen abgeschlossenen Untervektorraum von L(V, W) .

Beweis : 1) Seien f, g kompakt und A, € C. Sei (z;)jen eine beschriankte
Folge in V', dann kénnen wir eine Teilfolge

(2, )ken finden, so dass (f(x},))ken

konvergiert, und davon wiederum eine Teilfolge

($jkn )nGN y SO dass (g<$jkn))k€N

konvergiert. Dann konvergiert auch (Af(x;, )+ug(xj,, ))nen, alsoist Af+pug
kompakt.

2) Sei (fn)nen eine in L(V, W) konvergente Folge kompakter linearer Ab-
bildungen und (z;);en eine beschrénkte Folge in V' :

JceRY ¢ flzj)| < ¢ firale jeN
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Dann gibt es eine Teilfolge (z1;)jen von (x;)jen, so dass (fi(z15))jen kon-
vergiert, davon wiederum eine Teilfolge (29;)jen, so dass (fa(xa;))jen kon-
vergiert, allgemein eine Teilfolge (2,,41)jen von (Zn;)jen, so dass
(fat1(Tns14))jen konvergiert. Nehmen wir die “Diagonalglieder”

Yy = T

so ist (y;)jen , jedenfalls vom Index j = n an, eine Teilfolge von (z,;) e,
also konvergiert (f,(z,;))jen fiir jedes n € N. Sei nun ¢ > 0 beliebig
gegeben, dann gibt es zu dem in L(V,W) existierenden f := lim f, ein

n—oo
no € N | so dass

[fro = fII < & ist.
Dann gilt es ein kg € N, so dass fiir [,k > kg

g () = fog ()| < €

ist; dann gilt fiir diese [, k:

£ () = fFull < 1) = Fuo WO+ [ fro We) = Fao () |+ 1] fro (i) — f ()

< ellull +e+ellynll < (2e+1)e

Also ist (f(yk))ken eine CAuCHYfolge im Banachraum W und damit eine
konvergente Teilfolge von (f(x;)) en - O

Definition 69.10 : Sei B ein C—Banachraum. Ein f € L(B) heifit
ausgeartet , wenn fiir den Wertebereich
R(f) = f(B) gilt: dimc R(f) < oo . O

Folgerung 69.11 : Sei B ein C—Banachraum und f € L(B) ausgeartet.
Dann ist f kompakt.
Beweis : Sei (x,)nen eine beschriankte Folge in B | also

deeRL ¢ |lz,]| < ¢ firalle neN | und

1)l < 1 IHzall < e [IF]

o= f (m)

E = {zeR(f) |l <1}

fiir alle n € N . Die

liegen also in

und F ist nach Hilfssatz 69.6 kompakt. Nach FORSTER 2 §3, Satz 8
(F 33) (BOoLZANO-WEIERSTRASS) hat (y,)nen eine gegen einen Punkt
a € E konvergente Teilfolge (yn, )ken - Also gilt
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lim f(z,,) = c|fll-a ,

k—o0

also ist f kompakt. O

Wir kommen nun wieder zu Hilbertraumen :

Hilfssatz 69.12 : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H) ausgeartet. Dann
gibt es endliche Familien (e;)jer, (€])jex, k¥ € No, mit

<ene>= 0, , k=dmR(f) und

k
flz) = Z <e,r>e firalle rxeH, lrek
j=1

Der adjungierte Operator f* ist ebenfalls ausgeartet, und es gilt

k
dimR(f*) = k und f*(z) = Z <ej, T > €]
7j=1
Beweis : Sei k& := dim R(f). Dann gibt es in R(f) eine Orthonormalbasis
(€j)jex - Jedes f(z), x € H, ist eine Linearkombination

flz) = Z%’(%)@j :

7=1
Bilden wir das Skalarprodukt mit ¢; fiir [ € k, so erhalten wir
<el>f<$) > = al($)

und wegen
()] < fleal | LFI]]

ist y ein lineares Funktional auf H , und nach Satz 68.36 ( FRECHET-RIESZ)
gibt es ein e; € H mit

az) =<e,z>=< f(¢)),x > firalle ze€H | also

k
flz) = Z<e;,x>ej
j=1

Fiir beliebige z,y € H erhalten wir

k k
<y, f(z) >= Z <e,r><y,e>= <Z <ej,y>e;,x> ,
j=1 j=1

andererseits ist f* definiert durch

<y, flx)> = < f(y),z> , alsogilt

k
Fly = > <euy>e
j=1

also ist auch f* ausgeartet, (€});er ist ein Erzeugendensystem von R(f*),
also dim R(f*) < dim R(f). Wegen (f*)* = f folgt dann aber auch
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dim R(f) = dim R((f*)") < dim R(f")
also dim R(f*) = dim R(f) . 0

Satz 69.13 : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H).
(1)  f ist genau dann kompakt, wenn es eine Folge (f;);en ausgearteter
Operatoren gibt mit jli_)rglo I\f—fill = 0.
(2) f ist genau dann kompakt, wenn der adjungierte Operator
f* kompakt ist.
Beweis : (1) “ <= 7 : Ausgeartete Operatoren sind kompakt nach Fol-
gerung 69.11, und nach Satz 69.9 ist der Grenzwert einer Folge kompakter
Operatoren kompakt. Also ist der Grenzwert einer Folge ausgearteter Ope-
ratoren kompakt.
“ = 7 : f sei kompakt, und

E = {zeH||z| <1} die Einheitskugel in H

Dann hat jede Folge (y,) = (f(2n))nen aus f(F) eine konvergente Teilfolge,
denn f ist kompakt und (x,) beschriankt. Wir behaupten:
(x) Zu jedem e € RY gibt es endlich viele Punkte ay,...,a, € f(E),

sodass f(E) C U K.(ax) ist.
k=1
Beweis von (x): Angenommen, (%) ist falsch, dann gibt es ein ¢ > 0, so

dass f(E) nicht von endlich vielen offenen Kugeln mit Radius e {iberdeckt
werden kann. Wir konstruieren damit rekursiv eine Folge

(Yn)neno, I f(E) mit |lyg —ynl] > ¢ firalle kneNy, k#n:

yo konnen wir beliebig aus f(F) wéhlen. Seien vy, ..., y, schon so definiert,
dass |lyx —will > e fiir kI < n,k#1 gilt. Da die Kugeln K.(y),
k < n, keine Uberdeckung von f(FE) bilden, gibt es ein y,,1 € f(E) mit

Ynt1 & UKE(xk) ) also
k=0

lYni1 —ykl| > e firalle k<n

Sei nun z € f(E) beliebig, dann liegt in K< (2) hochstens ein Element der
Folge (Yn)nen, denn zwei Elemente von K:(z) haben einen Abstand < ¢.
Also hat die Folge (y,) keine gegen einen Punkt z € f(F) konvergente
Teilfolge, Widerspruch. Damit ist (x) bewiesen.

Sei also € > 0 gegeben, dann haben wir nach (x)

m(e)

ar, . ame € f(E) mit f(E) C U K.(ay) . Sei
k=1

H. = span(a;)jem() und
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p. : H — H der Projektor von H auf den endlichdimensionalen, also
nach Folgerung 69.5 abgeschlossenen, Untervektorraum H. . Dann ist

fe = p-.of ausgeartet wegen dim R(f.) < m(e)

Sei x € H mit |lz|| =1 . Dann folgt

If (@) = fe@)l < min{ [[f(z) =2l | =€ H. }

nach Konstruktion der orthogonalen Zerlegung in Satz 68.33. Wegen a; € H.
folgt

1f (@) = fe(@)]| < min{ [[f(z) —qjll | j€m(e) } <e

also ||f — fz]| < e. Also bekommt man f als Grenzwert einer Folge ausge-
arteter Operatoren.

(2) Sei f kompakt. Dann gibt es nach (1) eine Folge ausgearteter Operatoren

fo mit lim ||f — f,|| = 0. Nach Hilfssatz 69.12 sind die f ausgeartet,
n—oo

und nach Satz 68.41 ist

L= fall=1f =1l

also auch lim f* = f* | und nach (1) ist f* kompakt. Ist umgekehrt
n—oo

f* kompakt, so folgt mit diesem Schluss, dass f = (f*)* kompakt ist. O

Hilfssatz 69.14 : Sei H; ein Untervektorraum des Hilbertraums H . Dann

ist auch der Abschluss H; ein Untervektorraum von H .
Beweis : Das folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte. O

Hilfssatz 69.15 : Sei f € L(H). Dann ist (mit der schon in Definition
69.10 eingefiihrten Abkiirzung R(g) := g(H) fir ¢ : H — H) H
die orthogonale Summe

H = R(f-Xid) @ Ker(f*—\id)

= R(f*—Xid) @ Ker(f—\id) firalle XAecC

Beweis : Zu dem abgeschlossenen Untervektorraum R(f — Aid) haben wir
nach 68.33 die orthogonale Summe

H = R{f- Nid) © R(f—rid)
Sei y € R(f—)\id)l. Dann gilt fiir alle x € H

0 =<y, (f - Aid)(x) >=< (f = Aid)*(y),z > also

(f=2id)*(y) =0 , fy)—Ay=0,
y € Ker (f* —Xid) . Also gilt

R(f —Aid) € Ker(f* — Xid)
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Sei umgekehrt y € Ker (f* — Xid), so ist fiir x € H:
<y, (f = Aid)(2) >=< (f* = Nid)(y),z >= 0 also
y € R(f —\id)*
und da < , >: H — C stetig ist, auch
y € R(f - Aid)

Der zweite Teil der Formel folgt aus (f*)* = f, wenn wir f* fiir f einsetzen.
(I

Fiir kompaktes f wird der Satz etwas einfacher:

Satz 69.16 : Sei f € L(H) ein kompakter Operator und A € C, A # 0.
Dann ist H die orthogonale Summe

H = R(f-Xid) @ Ker(f*—\id)
= R(f*—Xid) @ Ker(f—A\id)

Beweis : Wegen Hilfssatz 69.15 miissen wir nur zeigen, dass R(f —Aid) ein
abgeschlossener Untervektorraum ist.
1.) Wir zeigen zunéchst, dass es ein ¢ € RY gibt mit

() N =Ad) @) > c-|lof| firalle e R(f*—\id)
oder, was gleichbedeutend ist:
I(f = Aid)(z)|| > ¢ firalle o€ R(f*—Xid) mit [zl = 1.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen, es gibt kein solches ¢. Dann gibt
es eine Folge (z;)jen mit

z; € R(f*—Xid) und |zl =1 wund

(%) |(f — Aid)(z))] < % fir alle j € N.

f ist kompakt und die Folge (x;);en beschrénkt, also gibt es eine Teilfolge
(yj)jen, so dass (f(y;))jen konvergiert. Andererseits ist nach (xx):

lim (f(y;) —Ay;)) = 0

j—o0
also konvergiert auch die Folge (Ay;)jen ,
=Ny o= Q) = Ay = fly)

und wegen A # 0 konvergiert auch (y;)jen, etwa gegen y . f ist stetig,
also lim f(y;) = f(y), also
Jj—00

y € Ker(f —Aid)
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andererseits, da (y;)jen konvergente Teilfolge von (z;)jen Wwar,
z; € R(f*—Aid):

y € R(f*— Xid) = Ker(f — Xid)* nach Hilfssatz 69.15 |,

also y = 0, im Widerspruch zu ||y| = lim ||y;|| = 1.
j—o0o
2.) Wir zeigen nun, dass R(f — Aid) abgeschlossen ist. Sei dazu y € H und
es gebe eine Folge (y;)jen von Elementen aus R(f —Aid) mit lim y; = v,
Jj—o0

und dazu z; € H mit

yi = (f—Aid)(2)

Nach Hilfssatz 69.15 kann man z; eindeutig zerlegen in
zj = x;+n; mit x; € R(f*—Xid) und n; € Ker(f —Xid) , also

(f = Aid)(z) = (f = Aid)(z;) + 0 = y;

Auf die z; wenden wir nun () aus 1.) an :

1 , 1
g = @ill < —I(f = Add) (g —an)ll = — lly; —well
also konvergiert auch die Folge (z;)jen, etwa gegen x. Damit folgt
y = lim gy = lim (f—~ Aid)(e)) = (f ~Aid)(@) ,  also
j—o0 j—00

y € R(f — \id)

Nach Satz 2 in §2 (F 10) ist R(f — Aid) abgeschlossen.
Man muss nun noch f durch f* ersetzen, um die zweite Aussage des Satzes
zu bekommen. Das geht, da wir nach Satz 69.13 wissen:

f kompakt <= f* kompakt. a

Nun koénnen wir den zentralen Satz fiir kompakte Operatoren beweisen :

Satz 69.17 : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H) kompakt. Dann gilt:
(a) Das Spektrum Sy ist die Menge der Eigenwerte, vereinigt mit {0} .
(b) Sy ist hochstens abzéhlbar (d.h. endlich oder abzdhlbar). Eine

konvergente Folge von verschiedenen Elementen aus Sy kann nur
gegen 0 konvergieren.
(c) Jeder von 0 verschiedene Eigenwert A hat endliche Vielfachheit ,
d.h. dim Ker (f — \id) < o0
(d) Esist Spe = { X | Xe Sy}
Beweis : (d) Sei My die Resolventenmenge von f und A € My, dann
existiert (f — Xid)~! € L(H). Nach Satz 68.42 c) existiert auch
(f*=Xid)™' € L(H). Alsoist A € M. alsogilt: A € My = X& Mj..
Wenn man f und f* vertauscht, erhdlt man die umgekehrte Richtung, und
wegen
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Sf = (C\Mfi

(a) Ist A € C ein Eigenwert von f soist f — Aid nicht injektiv, also kann
(f —Aid)~! nicht existieren, also ist A € Sy. Wir zeigen nun die umgekehrte
Richtung: Ist A # 0 und A kein Eigenwert von f, so gehort A\ zu My, also
nicht zu Sy .

Beweis : Ist A kein Eigenwert von f und X\ # 0, so ist

Ker(f—Xid) = {0}
also nach Satz 69.16 :
H = R(f*—\id)
Wir zeigen zunéchst, dass auch
(1) H = R(f—A\id) gilt, durch Widerspruch:

Angenommen, H # R(f — Aid), dann ist nach Satz 69.16
Ker (f*—Xid) # {0} ,

also A ein Eigenwert von f*, es gibt also ein zy € H mit
(f* = Xid)(x0) = 0 und ||zl > 0

Da R(f* — \id) = H ist, gibt es dazu ein z; € H mit
(f* = Aid)(z1) = =

man kann rekursiv eine Folge (z;);en, mit
(f* = Aid)(xj11) = z; fiir jeN,

konstruieren. Dafiir ist
(f* = Xid)/(z;) = zo und
(f* = Aid)*Y(z;) =0 also
Ker (f* — Nid)l # Ker (f* — Xid)i*!

Also ist Ker (f* — Xid)? ein echter, wegen der Stetigkeit von f* — \id

auch abgeschlossener, Untervektorraum von Ker (f* — Xid)’*1 . Man zerlegt
Ker (f* — Xid)?™ nun in eine orthogonale Summe

Ker (f* — Xid)’™ = Ker (f*—Xid)! @ M;

mit einem abgeschlossenen Untervektorraum M; # {0}. Wir wéhlen uns
nun eine Folge (y;)jen, mit

y; € M; und lyf| =1
Diese Folge ist beschréankt. Fiir j > £k gilt
1£7 () = = s + (F () = Ay = f )l
mit ij € M; und
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P i) = Ny = () = gf* —Xid)(yjz_ (f* = Xid)(yn) _sz_’i

€ Ker (f*—Xidy , € Ker(f* —Xid)* , € Ker(f* — Xid)F*!

/

C Ker (f* —Xid)? | also
<Xy; , fry;) =My — f*(yr) >= 0 und damit

£ Cs) = £ @ll* = 1yl + 1 (i) = Ay = ()P
> AP flyl* = A1

Die Folge (f*(y;j))jen, enthélt also keine konvergente Teilfolge. f* ist also
nicht kompakt, also nach Satz 69.13 b) auch f nicht kompakt, Widerspruch
zur Voraussetzung, also gilt (1) .
(1) besagt, dass f—A\id surjektiv ist, und injektiv ist es, da A kein Eigenwert
von f ist. Also existiert die Umkehrfunktion (f—Aid)™', von der wir nach
der (nicht bewiesenen) Folgerung 68.49 dann auch wissen:
(f = Aid)™! € L(H). Man kann hier die Stetigkeit von (f — Aid)™' auch
direkt zeigen: Wir haben beim Beweis von Satz 69.16 unter 1.) gezeigt: Es
gibt ein ¢ € RY mit

1(F = Mid)(@)|| > ¢ ||| firalle o€ R(f* —Nid)

wegen R(f* —\id) = H also fiir alle 2 € H . Also gilt fiir alle y € H :

(7= Xid) "Wl < ol

womit nach Satz 32.17 die Stetigkeit von (f — \id)™' gezeigt ist. Also ist
AeM f-

Es bleibt noch zu zeigen, dass 0 stets zum Spektrum gehort : Angenommen,
0 gehort zur Resolventenmenge My, dann wére mit f auch

ft=(f-0id)' e L(H)

und damit

id = f'of kompakt,

denn da f kompakt ist, kann man aus jeder beschrinkten Folge (z,)nen in
H eine Teilfolge (7,,);en auswéhlen, so dass (f(zn;))jen in H konvergiert,
und wegen der Stetigkeit von f~! konvergiert dann auch ((f~'of)(xy,))jen
also ist id kompakt. Wie wir im Beweis von Satz 69.8, Teil 2), gesehen
haben, ist das wegen dim¢ H = oo falsch.

(b) 1) Wir zeigen zunichst den 2.Teil von (b), also dass es keine Folge
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(A)nen, In Sy mit A;# A, fir k#j und lim A\, #0
n—oo

gibt, durch Widerspruch: Angenommen, es gibt doch so eine Folge, dann sind
fast alle A, # 0, nach (a) also Eigenwerte von f, es gibt also Eigenvektoren
xn, # 0 dazu. (z,)nen, ist eine linear unabhéngige Familie, denn sonst gébe
es eine linear abhingige endliche Teilfamilie

(Tp)nefoyum mit minimalem m e Ny, , also cop,...,c, € C mit
Z cnty, =0 und ¢, #0 , also
n=0
Z ATy, = 0 und Z cnf(xy,) =0 also
n=0 n=0
Z Ty, = 0 und damit Z e Am — ANz, =0
n=0 n=0
m—1

Cn<)\m - /\n>xn =0 )

n

Il
=)

wegen der Minimalitdt von m also cg,...,c,_1 = 0, damit aber
CmTm = 0 mit ¢, #0
was falsch ist. Also ist

V= span(x,)nen,

unendlichdimensional. Mit Hilfe des beim Beweis von Satz 68.29 verwendeten
Orthonormalisierungsverfahrens konstruieren wir uns in V' ein Orthonormal-
system

n
(Yn)nen, mit  y, = Zoznjxj , ap;€C |
=0

< Y;,Ys >= 0jp , insbesondere |y;| =1

Die Folge (yn)nen, ist also beschriankt, und da f kompakt ist, enthélt
(f(yn))nen, eine konvergente Teilfolge. Andererseits gilt fir j > [:

J-1 !
Fl) = Fw) = Nagizg + > Meagear — > Aeonax
k=0 k=0

Nach Konstruktion des Orthonormalsystems (y,)nen, kann man z, wieder
als Linearkombination von vy, ...,¥y, erhalten, es gibt also



- 2711 -

j—1

yiw € Comit fy;) = Flu) = Nyj+ D Vit
k=0

und wegen der Orthogonalitéit von (y,)nen, folgt

£ (s) = F)l® = I gl = 1)

und wegen lim \; = X\ # 0 gibt es ein jy € Ny, so dass fiir j > 1 > jy gilt
Jj—o0

ol

17w~ Tl = P > 2
Damit enthélt (f(y;));en, aber keine konvergente Teilfolge, Widerspruch.

Damit ist der erste Teil von (b) bewiesen, aber auch der zweite: Sei
A€ Sy, A# 0, dann gibt es keine Folge in S;\{\}, die gegen A konvergiert,
also eine offene Kugel

K. () mit K,(A)NS;={A} .

und in Kry (A) sicher eine Zahl aus Q + iQ. Ordnen wir diese Zahl dem

Spektralwert A € Sy\ {0} als “Index” zu, so haben wir héchstens abzéhlbar
viele “Indizes”, und damit ist Sy abzéhlbar.

(c) Sei A # 0 ein Eigenwert, dann ist auch die Restriktion

f‘ Ker (f — \id) kompakt, aber

flKer(f=aid) = A dKer(f—Aid) -
was nach dem Beweis von Satz 69.8, Teil 2), nur geht, wenn
dim Ker (f —Aid) < oo ist. O

Man kann noch etwas mehr als in (c¢) und (d) beweisen :

Satz 69.18 (T 119) : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H) kompakt. Dann
gilt fiir alle A € Sy \ {0} : B

dim Ker (f — Aid) = dim Ker(f*—Aid) < oo . O
Zum Schluss dieses Paragraphen vielleicht noch ein Beispiel fiir einen kom-
pakten Operator :

Beispiel 69.19 (T 75) : Sei Q eine beschrénkte offene Teilmenge des R”
und

ke L2(Q x Q)
Dann gehort der durch
K@ = [Keg) sy fin fe )
0

definierte Operator K zu L*(Q)). K ist ein kompakter Operator. O
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Wir konnten hier authéren, wenn die in der Physik vorkommenden Opera-
toren alle kompakt wéren. Da sie zum Teil ein “kontinuierliches Spektrum”
haben, ist das sicher nicht so.

§ 70 Der Spektralsatz fiir symmetrische und selbstadjungierte

Operatoren

Definition 70.1 : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H). f heifit ein
symmetrischer Operator auf H, wenn

Ve,ye H: <z, fly) >=< f(x),y > gilt.

Folgerung 70.2 : Gemé&f Definition 68.41 ist fiir einen symmetrischen Ope-
rator f € L(H):

o= 0
Das Spektrum Sy von f € L(H) hatten wir schon in 68.45 definiert, und

davor auch schon bemerkt, dass es fiir ein A € Sy zwei Moglichkeiten gibt:
f—Aid ist nicht injektiv, oder f—Aid ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv:

Definition 70.3 : Sei V' ein Banachraum iiber C, W ein Untervektorraum
von V. Sei f € L(W,V). Dann nennen wir

SP; = { AeC | Ker(f— Xidw) # {0} }
das Punktspektrum von f und
SCp = { AeC | Ker(f—Aidw) = {0} A(f = Nidw)(W) #V }
das kontinuierliche Spektrum von f.
Folgerung 70.4 : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H). Dann gilt:
a) Sy =SP;USCy , SPrNSCy =1
b) Ist f ein symmetrischer Operator, so ist Sy C R, und
SCp = {AeC| Ker(f—Aid) = {0} A (f — Xid)(H) = HA
(f = Nid)(H) # H}.
Beweis : a) ist klar nach Definition von Sy, SP; und SC;.
b1) Zu A€ SPs gibt esein x € H, x # 0, mit

flx) = x| also <z, f(x) >=< z, . >= \z|*
1 — 1T -
= T <z, f(r) >= TE < flx),x > = e <z flx)>=X |,
also A € R.

______c
by) Sei A € SCy. Angenommen, (f —Nid)(H) # H,dann haben wir nach
Satz 68.33 den orthogonalen Untervektorraum
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_— |
(f = Xid)(H) " # {0} ,
und darin ein Element y mit ||y|| = 1. Fir = € H gilt also

<(f=Aid)(z),y>=0 also

0=<fz),y>—<An,y>=< f(x),y>— < x,I\y >
=<, (f —Xid)(y) > , insbesondere also
(f =Xid)(y) =0 , f(y) = Ay , undwieinb,):

<y, fly) >= X\ also AeR |

(f—=Aid)(y) =0,y#0 , also AeSP; , Widerspruch, also ist
(f—=Aid)(H) = H. B
Angenommen, es ist A € R, also A # A\, dann ist fiir z € H, 2 #0 :

0 < |A=Alz]? = |(AN=X) <z,2> |

= | <z, (f = Nid)(z) > — <z, (f — Nid)(x) > |
= | <, (f=Aid)(z) > = < (f=Aid)(x), 2 > | <2|(f=Aid)(@)[ [l«]

also

Qo < 2

o 10 2@

fiir alle x € H. Wir wissen nun bereits, dass

(f = Xid)™t o (f—Nid)(H) — H
existiert, da A ¢ SPy, und wegen (1) , dass diese Abbildung stetig ist:

2
A=A

I(F = Aid) " )l < [yl fiiralle  y e (f = Aid)(H),

und dass (f — Aid)(H) = H ist; zu y € H gibt es also eine Folge (yn)nen

mit y = lim y, und y, € (f — Mid)(H). Fir x, := (f — Xid) "} (y,) gilt
n—oo

nach (1)

[zn = Tl < lyn —yml  firalle n,meN |
also ist (2, )nen eine CAUCHYfolge in H . Es existiert = := lim z,,
n—oo
flzn) = (f = Xid)(z,) + Az = yn + A also

lim f(x,) = y+ Azr , andererseits wegen f &€ L(H) :

n—oo
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lim f(zn) = f(z) ,  also f(z) =y+Az
y = (f=Aid)(z) € (f = Aid)(H)

Also haben wir eine stetige Inverse (f—Aid)™: H — H , X My,
Widerspruch zu A € SCy . O

Wir werden die Aussage “S; C R” noch prézisieren. Zunéchst:

Definition 70.5 : Fiir einen symmetrischen Operator f € L(H) definieren
wir

f>0 <= VzeH:<f(x)xz>>0 . O
Man beachte dabei, dass fir x € H gilt

< flx),e> = <z flz)> = < flx),z> |,

also gilt < f(x),x >€ R sowieso.

Satz 70.6 (Verallgemeinerte Schwarzsche Ungleichung) :
Ist fe L(H) symmetrisch und f >0, so gilt

Vo,yeH | < fla),y> [ <<fx)2> <[fly)y>
Beweis: s : Hx H — C,s(z,y) =< f(zx),y > ist eine positiv

semidefinite HERMITEsche Form, und dafiir gilt die CAUCHY-SCHWARZsche
Ungleichung (Satz 21.2.1). O

Satz 70.7 : Seien f,g € L(H), und es gelte
VeeH: < f(x),x >=<g(x),z> |,

dannist f = g.
Beweis : Fiir x,y € H ist

4< fly),z>=<flz+y),z+y>—< flr—y),z—y>

+i < flx+ay),z+iy > —i < f(z—1y),x —iy > .

Damit folgt nach der Voraussetzung

4 < fly),zr>=4<g(y),r> furale =z,yeH , also

<(f=9),z>=0,
insbesondere fiir x := (f — g)(y) , also

I(f=9)W|* =0 firalle yeH ,  also

fo= 9 . O
Satz 70.8 : Ist f € L(H) symmetrisch, so ist
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1Al = sup{ [ <f@@)z>|]| [lo]l =1}

Beweis : Sei v :=sup{ | < f(z),2>]| | 2€ H mit [z =1}
dann gilt nach der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung fiir z € H mit
el =1

| < f@)z>| < [If@I-ll=zll < £ =l® . also

v < |Ifll
Umgekehrt gilt fir alle A€ Rt und z€ H mit |z|| =1 :

W@ = < fOa+ L f@) A+ 3 /(@) >
=~ < fOr - f@) A - ) >

< v+ S + e = @)

1
= 2wVl + 3 IF@IF)
letzteres nach der Parallelogrammgleichung 21.2.4 b) ( sie besagte:
lo+w|*+ [0 —wl* = 2(]Jo]]* + Jw]|*) fir v,weH ).
1/ ()]

]

Fir f(z) #0 setzen wir A := , dann wird

f@1* < 2v- 202l f@)]
If@) < vl

Das gilt sicher auch fiir x = 0 , also

A< v,

insgesamt also ||f|| = v = sup{ | < f(z),a>]| | [lz]| =1} . O

Definition 70.9 : Seien f,g € L(H) symmetrisch, dann definieren wir
f <9 = g-f =20

Folgerung 70.10 : Seien f,g,h € L(H) symmetrisch, dann gilt
DI -

2 (f <gng =< f) = f=9 .
B (f <ghg <h = f<h |,
4 f < g = f+h < g+h . Zum Beweis von (2) braucht
man Satz 70.7, der Rest ist klar. O

Wegen dieser Anordnung ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 70.11 : Sei (f,)qen eine Folge symmetrischer Operatoren aus
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L(H).(fn)nen heifit
a) monoton wachsend (fallend) , falls fiir n,m € N mit n < m
gilt

fo < fm (o = fm)

b) mnach oben (unten) beschrinkt , falls es ein symmetrisches
g € L(H) gibt mit

VneN: f, < g (fu = g) ,

c) beschrinkt | falls (f,)n,en nach oben und unten beschrénkt ist. O

Analog zu dem entsprechenden Satz fiir reelle Zahlen gilt

Satz 70.12 : Jede monotone und beschriankte Folge symmetrischer
Operatoren aus L(H) konvergiert punktweise gegen einen symmetrischen
Operator aus L(H).

Beweis fiir eine monoton wachsende Folge: Sei

Jo < i £ .0 Z g,

dann folgt mit Satz 70.8 :

1o = full = sup{ < fu(@) = fnl2),2> | 2 < 1}

< sup{ <g(2),x>— < fo(a),x > | 2] < 1} = a,
und mit Satz 70.6 ( mit y = (fn, — fm)(x)) :

1 fu(@) = fu(@)]* =< fula) = fu(2), fulz) = fu(z) >
S < (fn - fm)($)>x > < (fn - fm)Q(x)a (fn - fm)<x> >

< (< fal@) x> = < funl@),z>) - z]?

Fiir jedes x € H ist die Folge (< fn(x),z >)neny monoton wachsend und
beschrinkt, also konvergent. Die gerade ausgerechnete Abschitzung zeigt
nun, dass (f,(z))nen eine CAUCHYfolge in H ist. Sie konvergiert in H . Sei

fla) = lm foz)
dann ist auch f € L(H) und symmetrisch . O

Nach Folgerung 70.10 (4) darf man zu einer Ungleichung f < ¢ von sym-
metrischen Operatoren addieren. Darf man Ungleichungen auch mit einem
positiven Operator multiplizieren ? Dazu

Satz 70.13 : Sind f,g€ L(H), f und fog symmetrisch und f > 0,
so gilt

VeeH : [<(fog)(x),z>] < |gl|- < [f(z),z>
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Beweis : Nach Satz 70.6 gilt fiir x,y € H :

| <fl@)y>| < V<fl@)a> <flyy> .

und da das geometrische Mittel kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel
ist :

() 1< f@y>] < S(< @) >+ < )y >)
Fiir n € N ist
<(fog")(z),y>=<g""(2),(fog)(y) >

= [ < (fog" ™)), g(y) >=<g"*(2), (fog*)(y) >
= ... =<z,(fog")(y) > |,
alsoist fog" symmetrisch , fir n € Ny. Damit folgt aus (%) die Abschétzung

| <(fog")z)x>| =<z (foyg")(z)>] = | < f(z)9"(x) >

< S f@)e >+ < (Fog)@).g" () >)

- %(< f@),z>+<z,(fog™)(z)>)

Durch Induktion nach n erhilt man daraus

(xx) < (fog)(z),z >< (%—l—i—l——l—%) <f(a:'),:z:>—|—2in (fog® ) (z),z > .

Ist ||g|| = 1, so konvergiert wegen
| < (fog®)(@),a>] < [If]lll=?
der letzte Summand in (xx) gegen 0. Fiir n — oo folgt also
| <(fog)@),z>] < < f(x),z>
Aus diesem Spezialfall folgt die Behauptung des Satzes, indem man ¢ durch
g

gl
Satz 70.14 : Sind f,g,h € L(H) symmetrisch, und gilt

ersetzt. O

f <9, h =0 ud foh=hof , goh=hog ,
ist also h mit f und g vertauschbar, so ist
foh < goh

Insbesondere gilt: f > 0 A h > 0 A foh = hof = foh > 0
Beweis : Wir zeigen zunéchst den letzten Spezialfall: Es gibt ein § € R%
mit

1) Bh < id
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denn angenommen, VB € R* 3z € H : <z — fh(xz),z > < 0, dann gibt
es ein z mit ||z| = 1 und

1
l-p<h(z),e>< 0 , = < <h(),z> |,

p

1
wobei 3 beliebig grof sein kann. Es gilt aber < h(x),xz > < ||h]| nach

der CAuCHY-SCHWARZschen Ungleichung. Also gibt es ein 5 € R mit (1);
dafiir ist auch fh > 0, also

0 < id-—ph < id
Nach Satz 70.8 ist dann
lid = Bhl = sup{ |< (id—Bh) @),z > | el =1} < 1 |

> 0 und < <z, x>
und da f mit id — 8 h vertauschbar, also fo (id —fh) symmetrisch ist,
folgt aus Satz 70.13 :

<(fo(id—=ph))(x), x> < < f(z),z> also
f—=pBfoh < f unddamit foh > 0

2) Die allgemeine Aussage folgt aus diesem Spezialfall, indem man f durch
g—f > 0 ersetzt. a

Definition und Satz 70.15 : Sei H ein Hilbertraum und f € L(H)
symmetrisch. Fiir x € H ist dann

< f(x),x > R, und wir setzen
m(f) = inf{ <f(@),z> |zeHAN|z| =1} ,
M(f) = swp{ <f@,e> |seHA =1}
Dann gilt
IFl = max{|m(f)], [M(f)]} ,

also m(f), M(f) € R
Beweis : Nach Satz 70.8 ist

Il =swp{ | < f(x)x>]|zeHd mit [z =1} ,
also || f|| = max{|m(f)|, [M(f)} . DO
Satz 70.16 : Ist f € L(H) symmetrisch | so gilt

SpC[m(f);M(f)] und m(f), M(f) € Sy

Beweis : Nach Folgerung 70.4 b) ist Sy C R
1.) Ist m(f) > 0, soist 0 € My , denn angenommen, es ist

0 € Sy , dann ist entweder
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a) 0€ SP; , also 0 ein Eigenwert von f, also existiert ein z € H mit

|z]| = 1 und f(z) =0-2 =0

< f(x),r >=<0,z >=0 , Widerspruch zu < f(z),z> > m(f) > 0 |
oder

b) 0€SC; . Nach Folgerung 70.4 wissen wir dann

f(H) # H . aber f(H)=H |

und wir zeigen :
(x) Es gibt kein ¢ € R, so dass fiir alle y € f(H) gilt:

fj
) = cllyll

J

wobel —
)\j+1

die wegen Ker f = {0} existierende Umkehrfunktion
fj

Mt ’

f(H) — H ist:

Angenommen, (%) ist falsch, es gibt so ein ¢. Wegen f(H) = H gibt es zu
jedem z € H eine Folge (y,)nen in f(H) mit

z = lim gy, . Dann gilt fiir n,m e N :

n—oo
f f
1557 Wn) = 35 Wl < cllyn —wmll
j
also ist (W(yn))neN eine CAucHYfolge in H , es existiert

J

w o= und dafiir gilt wegen der Stetigkeit von f:

Jim 5 n)
: i :
flw) = lim f(77(ye)) = lm oy, =2,

also z€ f(H) , H = f(H) , Widerspruch, also gilt (x) .
Wegen (%) gibt es nun zu jedem n € N ein y, € f(H) mit

fj
lynll =1 und {355l > n

f (
Fiir 2 = A gilt dann ||z,|| = 1 und
fi
HW(yn)H
1 1 .
f@ll = Il < 5 ako lw f(m) =0
Hw(%)”

1
0 < |<flaa)zn>] < If@a)ll-llzall < —

lim < f(z,),z, >=0 |,

n—oo
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Widerspruch zu < f(z,),z, > > m(f) > 0
Also ist 0 € Mjy.
2.) Sei A¢ [m(f);M(f)] , also

A < m(f) , dannist
m(f—Mid) = inf{ < f(z) = Az, x> | ||z =1}
=m(f)=A > 0,
also nach 1.) ; angewendet auf f — \id:
0e Mg yig also A¢ Sy , oder
A > M(f) , dannist
m(Aid— f) = inf{ <Xz — f(z),z> | |lzl =1}
= A—M(f) > 0 , undnachl.):
0eMyiq— ¢ - also A ¢ .5

Also ist Sy C [m(f); M(f)]
3.) Sei A := m(f), dann gibt es eine Folge (z,)pey mit |[|z,]| = 1 und
lim < f(x,),z, >= m(f) = X, nach Definition von m(f). Dann ist

n—o0

. . _ 1 . . 2
(%) nh_}rxgo < f(n) — Az, > nh_}rgo < f(zn), zn > —A nh_)rgo || zn |
—A=A=0 .

und fir alle x € H mit |jz| =1 :
< flx) =z, > > 0 |

das gilt dann fiir alle € H , und nach Definition 70.5 :

f—2xid > 0
Nach Satz 70.6 gilt dann fiir alle ;2 € H :
| < (f = Xid)(z),z > > < < (f = Aid)(z),z > - < (f — Aid)(2),z > ,
speziell fir z := (f — Aid)(z) , also
If =A@ * < < (f = Aid)(@),2 > - < (f = Nid)2(), (f — Aid)(x) >

< < (f=Aid)(@)a > | — Aid] flz]]?

und aus () folgt fir unsere Folge (x,,) :
lim [|(f — Aid)(z,)|[* = 0 also
n—oo
nh_}rgo (f = Aid)(z,) = 0
Angenommen, es wire A € M, dann héitten wir eine stetige Inverse

(f=Aid)™': H — H , und es wiirde folgen
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lim z, = (f —Aid)™'(0) = 0 , Widerspruch zu ||z,| = 1

n—o0

Alsoist A € Sy . Entsprechendes zeigt man fiir A := M(f) . a

Bemerkung 70.17 : Bereits in Definition 68.43 haben wir Projektoren ein-
gefithrt und in Satz 68.44 bewiesen: Ein p € L(H) ist genau dann ein Pro-
jektor, wenn

p'=p und p*=p

ist. Es wird sich zeigen, dass die Projektoren die “einfachsten” symmetrischen
Operatoren aus L(H) sind. Nach Satz 68.44 ist

H1 = p(H)

stets ein abgeschlossener Untervektorraum von H .
- Eine leichte Ubungsaufgabe ist der

Satz 70.18 : Sei H ein Hilbertraum, p ein Projektor von H und
U := p(H). Dann gilt fiir jedes f € L(H):

a) f(U)CcU <= fop=pofop ,
b) fU)cU A f(UY)CcU+ <= fop=pof . O
Satz 70.19 : Seien p;,ps Projektoren auf H ,
U =pj(H) fir je€2 . Danngilt:
a) Ist pyops = paopy, soist p; opsy ein Projektor, und

(prop2)(H) = Uy NU;

b) Ist p1opy = 0, soist auch pyop; = 0, U; und U, sind zueinander
orthogonal und p; + po ist der Projektor von H auf den
abgeschlossenen Untervektorraum

U, @ Uy = { Ul + Usg ‘ up € Up A ug € Uy }

Beweis : a) (p1ops)® = propsopiopy = piops = propy und

(prop2)” = (p2op1)” = piop; = propx
also ist p; o py ein Projektor nach Satz 68.44. Es ist wegen

U = {zeH|p@) =z} :

(prop2)(H) = { x € H | pipa(z)) = v }
= {2€H [ ppn@) =2} =000

b) Esist poop; = psop; = (prope)* =0 =0 .
Nach Teil a) ist daher Uy NUy; = {0}, und fir x € Uy, y € Us :

<z,y> = <pi(x),py) > = <z, (prop)(y)> = 0,



- 282 -

U; und U, sind also zueinander orthogonal, U; O U, ist definiert, und
man kann leicht zeigen, dass U; @) U, abgeschlossen ist. Es ist

(pr+p2)" = pi+p; = pr+p2 und

(pr+p2)? = pl+piopa+paop +ps =pi+p2
und fiir 2z € H ist

(1 +1p2)(2) = p1(2) +p2(2) €L @ Va5

umgekehrt gilt fir z € Uy, y € Uy wegen Uy NU; = {0} :

r+y = pi(z) +pa(y) = pi(x +y) +pa(z +9)
= (p+p2)(xz+y) € (p1+p2)(H)
also (p1 —|—p2)(H) = U @ Uy . O

Bemerkung 70.20 : Sei p ein Projektor, dann gilt fiir x € H :

<plx),z> = <p’(a),z> = <pla)plx)> , also

0 < <pa)z> = [p@l* < lpl*-Izl* = [plI* <z,2>
und fir p # 0 ist ||p|| = 1 nach 68.43 :
<zx—plx),r> = <z,x>-—<plx)r>> 0 ,
also nach Definition 70.5: id—p > 0 , also
0 < p < id . O

Weitere Aussagen iiber die Anordnung stehen in
Satz 70.21 : Seien pp,ps Projektoren auf H ,

u; = p;(H) fir je2

Dann sind folgende Aussagen gleichbedeutend :
(&) p < p2 o,

(b) VazeH: [p@) < lp(2)]

(¢c) propa =paopr =p1

(d) U, Cc Uy

(e) — pp ist ein Projektor .

Bewels :(a) = (b) : Fir ze€ H gilt

lpr(@)* = <pi(@),pi(2) > = <pi(z),z>

(a)

= <px),z> < <p@),z> = |[p2)|?
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(b) = (a) : Fir xe H gilt

<pi(x),pr(z) > < < po(z),p2(xz) > und damit

<pi(z),x > < <po(x),x > also p1 < po
(a) = (¢) : Aus p; < po folgt id—py, < id—p; , also
1((id = p2) o p) (@[> = < (id = pa)(pa(2)), (id = p2) (pr(2)) >

= < (id = p2)(p1(2)),pr(2) >
denn auch (id —py)? = id —py und (id — po)* = id — po, also

< <(idd=p)pi(2)),pi(x) > = <O,p(x)> = 0 ,
also (id—py)op; =0 , p; = ppopy, und
p1=pi = (p2op)" = piop; = prop
(c) = (d) : Fir yeU ist
y = py) = (p2op)(y) = p2(y), also yel

(d) = (e) : Esist (p2—p1)" = p;—pi = p2—p1, und jedes v € H
lésst sich eindeutig zerlegen in

T = ao+2" mit zy €Uy, 2" €Uy

Man kann x5 zerlegen in

Ty = o +2 mit x, €U, 2 €Ut | also
r = x+a2+2" ,
pi(z) =1 , (pop)(z) = pi(z1+2') =21
(p2op1)(z) = po(x1) =21
(P2 —p1)*(x) = pa(x) = (p2opi)(@) = (p1 o pa)(x) + pr()

= pZ(l’)—pl(l’) )

also (p2 —p1)* = p2 — 1
() = (a) : Esist

<(p2—p)(x)z> = <(p2—pi)(@),(p2—p1)(x) > > 0

also po > p1 . O
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Wir brauchen noch zwei Hilfssétze fiir das Rechnen mit Ungleichungen zwi-
schen Operatoren. Wir wissen aus Satz 70.14 :

f >0 = f >0,

es liegt nahe, gleich Polynomfunktionen zu betrachten :
Hilfssatz 70.22 : Sei f € L(H) symmetrisch,

m:=m(f) , M := M(f) (siche Definition 70.15).
Seien p,q Polynomfunktionen mit reellen Koeffizienten. Gilt dann
Yaxe[m;M]: p(A) > q(A) , sogilt

p(f) > q(f)

Dabei ist unter p(f) der Operator zu verstehen, den man durch Einsetzen
von f in p erhélt:

n

p(z) = Z%’fﬁj = p(f) = ) af!

§=0
Beweis : Es geniigt, zu zeigen :
(%) vaxe[m;M]: p(A) > 0 = p(f) >0

Um (%) zu beweisen, zerlegen wir p(x) in C in Linearfaktoren:

wobei die Faktoren mehrfach auftreten konnen. Fiir @ = 0 ist (%) richtig.
Sei also « # 0. Dann bezeichnen wir mit

a; die Nullstellen < m

b die Nullstellen > M |

v die Nullstellen in (m; M) |

0, = ( +in, die nicht-reellen Nullstellen von p(x).

Dann ist mit &, auch 6, eine Nullstelle, und jedes 7; hat gerade Vielfachheit,

denn sonst wiirde p(A) bei A = ~; das Vorzeichen wechseln; es ist aber

p(A) > 0 fiir Ae&[m,M ]. Bei geeigneter Numerierung haben wir also
(r =)@ =) = (x—m)? fir 1=1,3,... ,
(x—0,)(x—6,) = (x—¢)2+n? fir r=1,3,...

und damit

p) = o [T0=ap) J[TG=N  JT =w® I (A=¢)% )

[ ungerade r ungerade

mit einem o' > 0, also
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p(f) = [[(f —agid)o [T (Beid = f)o
J k

o [I (F=nwidye [ ((f—¢id)*+ntid).

[ ungerade r ungerade

p(f) ist damit ein Produkt positiver, vertauschbarer Operatoren, also positiv
nach Satz 70.14 . O

In diesem Hilfssatz kann man stetige Funktionen statt Polynomfunktionen
nehmen, wegen des folgenden Satzes, und dann sogar Funktionen, die sich
von oben durch stetige Funktionen anndhern lassen:

Weierstraflscher Approximationssatz : Sei [a; 0] ein reelles Intervall und
¢ € Cla;b]. Dann gibt es eine Folge (pr)ren von Polynomfunktionen py
die auf [a;b] gleichméBig gegen ¢ konvergiert.

Beweis : siche etwa (K 313). O

Definition 70.23 : Seien m, M € R, m < M, dann bezeichnen wir mit
K, die Menge aller Funktionen

pi ImM] — R
zu denen es eine Folge (p,)nen von stetigen Funktionen
©n : [m;M] — R gibt mit
vae[m M) (pu(d) 2 @nn(A) 2 0 A lim p,(A) = (X))

Fiir Polynomfunktionen p;, , ¢ = klim pr und symmetrisches f € L(H)
—00

kann man dann

p(f) = lim pi(f)

setzen, auch fir ¢ € Kj; man muss zeigen, dass ¢(f) eindeutig ist, also
nicht von der Wahl der Folge (pi)ren abhingt, die gegen ¢ konvergiert. Die
erforderlichen Beweisschritte sind in (H 551) skizziert. Man erhélt

Satz 70.24 : Sei f € L(H) symmetrisch , m = m(f), M = M(f),
und K; wie in Definition 70.23. Dann gilt fiir ¢, ¢ € K; und
aceR, a > 0:

(a) Yxe[mM]: o) < ¥\ = of) < ¥(f)
(b) ap,p+1 und @-1 gehdren zu K; , so dass

(a)(f) = a-o(f) wd (o * ¥)(f) = o(f)

definiert sind.

(¢)  (f) ist vertauschbar mit ¥ (f) und sogar mit jedem g € L(H) , das
mit f vertauschbar ist.

W(f)

(d)  Wird ¢ von oben durch stetige Funktionen ¢, approximiert, gilt also
on L 9, s0istauch o(f) = lm gn(f) -
n—oo
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Man macht das noch allgemeiner; man moéchte auch Funktionen mit
negativen Werten zulassen und erweitert daher die Menge K; zu Ks:

Definition und Satz 70.25 : Seien m, M und f wie in Satz 70.24 und

K, = {QD—@D‘QO,@/)GIQ} )

dann ist
(e =9)(f) = olf) =)
eindeutig definiert. Es gilt

(a) C([m; M]) C Ky
(b) Fir ¢, € K3 und « € R sind
p+yv,ap ud @Y€ Ky

(c) Fiir ¢, v € Ky ist o(f) vertauschbar mit ¢(f) und sogar mit
jedem g € L(H), das mit f vertauschbar ist.

Fiir jedes p € R ist nun die Funktion

1 fir m < X <min{u, M
e R — R, g,()) = {0 ot L, M}
ein Element von K :
eu(N)
- A
m min{u, M}

Damit kann man die folgende, fiir das Weitere grundlegende, Definition
verstehen:

Definition 70.26 : Sei f € L(H) symmetrisch,

m = m(f) und M := M(f)

Dann setzen wir fiir jedes reelle u:

e, = ¢eu(f)

e, ist symmetrisch, da f symmetrisch ist, und ¢, = ¢, ,da €, = ¢, ist.
Die e, sind also Projektoren. Die Familie (e,),cr heifit die
Spektralschar des Operators f und erfiillt die folgenden Axiome:

(Sch 1)  Fiir jedes A € R ist ey, ein Projektor.
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(Sch 2)  (eu)uer ist monoton wachsend: ey < e, fir A < p
(Sch 3)  (eu)uer ist rechtsseitig stetig : hg} e, = e

I
(Sch4) e, =0 fir p<m , e, =1id fir p> M

Beweis : (Sch 1) haben wir schon eingesehen.
(Sch 2) und (Sch 3) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Familie

(5u>ueR-
(Sch 4) Auf [m; M ] ist
ex=0 fir AX<m , g =1 fir v > M
Als Funktionen aus Ky bzw. K; sind €, und ¢, also Polynomfunktionen,

ex(f)y=0(f) =0 fir A<m , ¢ =1id fir v > M

Wir wollen nun f als “RIEMANN-STIELTJES-Integral” {iber seine Spektral-
schar (e,),er darstellen. Die Definition des RIEMANN-STIELTJES-Integrals
get in Vielem #hnlich wie die Anniherung des Integrals im R! durch
RIEMANN-Summen (Satz 11.8.2 (K 216)) , nur, dass diese Integrale jetzt
nicht reelle Zahlen, sondern Operatoren sind :

(70.27) Riemann-Stieltjes-Integral iiber die Spektralschar eines

Operators
Sei f € L(H) symmetrisch, m = m(f), M = M(f) und (e,).er die
Spektralschar von f. Eine Familie

wooi= (o, p1y- .-y ) mit n €N und

o < m < 1 < oo fipey < o = M

heifit eine verallgemeinerte Zerlegung von [m; M| (“verallgemeinert” |
weil stets oy < m sein soll); die Zahl

n(p) = max{ g —ma| | ken}
die Feinheit von g , und ein n—tupel
(M, Ay) mit ey < A < o ound A > m

eine Familie von Zwischenpunkten . Zu der Funktion

o: [miM] — R

gebe es nun einen symmetrischen Operator g € L(H) mit folgender Eigen-
schaft: Zu jedem ¢ € R existiert ein 0 € R’ , so dass fiir jede verallgemei-
nerte Zerlegung p mit n(p) < § und jede Wahl der Zwischenpunkte
A1, ..., A\, stets

n

g— Z SO(/\k)(e,uk - e#k—l)

k=1

< €
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ist. Dann sagen wir, das Riemann-Stieltjes-Integral

M
/ p(N)dey existiert und ist gleich g¢

m—0
Folgerung 70.28 : In (70.27) nehmen wir speziell
p(A) = A
Dann gilt fir £ € n und A € [m; M ]:
-1 (A) =€, (A) < Ak(Ee(A) =€, (N) <0 gl (A) =€, (N)) 5

:Uk—l(‘guk (A) = 5/%-1()‘)) < )‘(Euk()‘) - gﬂk—l()\)) < ,Uk(guk()‘) - 6%—1()‘))

und wenn wir f fiir \ einsetzen:

IN

:uk*1<€lik - e//fkfl) < )‘k<€uk - e,ulcfl) < :uk(euk - eﬂk71> )

,ukfl(euk - 6#1%1) < f o (euk - eukq) < :Uk<€uk - eukq)

Mit den Abkiirzungen

3

n
re= Z 'U’k—l(e,uk - e,“k—l) 8= Ak(e#k B ef‘k*1>’
k=1

n

b= Z //Jk(euk - eﬂk—l)

k=1

folgt durch Summation der Ungleichungen

IN

(%) r < s <t , r fo<t

(wegen e,, = 0,¢e, = id ). Zu ¢ € R} nehmen wir nun § := g Fiir
jede Zerlegung p mit n(p) < 6 ist dann

n

0 < t—r = Z (,U/k_,uk—l)<€/lk_eﬂk—l>
k=1 k=1

A\
>
[M]=

(eﬂk_eﬂk—l> = 01id

Nach (x) ist dann auch

und nach Satz 70.8 und wegen ||id|| = 1 :
lt=sll <o , Jt=1fl < o0 , also

If=sll < If=th+lt-s] < 20 =e



Also ist

und bewiesen haben wir damit den

(70.29) Spektralsatz fiir symmetrische Operatoren auf H : Zu

jedem symmetrischen Operator f € L(H) gibt es eine Familie (ey)ycr , die
den Axiomen (Sch 1-4) geniigt, ndmlich die in 70.26 definierte Spektralschar

von f, so dass
M

f = /)\de,\ ist.

m—0

Nun hétte man den ganzen formalen Apparat des RIEMANN-STIELTJES-
Integrals sicher nicht eingefiihrt, wenn man nicht damit ganz gut rechnen
konnte. Ein erstes Beispiel dafiir ist

Satz 70.30 : Mit den Bezeichnungen von (70.27) sei

M

fo= /AoleA

m—0

Sei ¢ : [m;M] — R stetig, dann gilt
M
o) = [ ede wd
m—0

le(HIl < el

wobei || fllw = sup{ |¢(z)| | z € [m;M] } die Supremumsnorm von ¢
ist.
Beweis : Fiir jede verallgemeinerte Zerlegung

o <m < py < ... < = M
von [m; M| gilt

(e ) = G W) E V) =2, (V) = {0 fiir k # 1

5/%()‘) _Euk—l(/\) firk =1
fir A € [m; M| , also auch

0 fir k # 1

Cup — €y, fUrk = 1.

(euk - eﬂkfl) © (euz - 6#171) = {

Fir r € Ny folgt daraus durch Induktion
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<Z )‘k(euk - 6/%-1)) = /\Z(euk - 6;%-1)
k=1

und durch Grenziibergang n(u) — 0 folgt

3

M

o= /X”deA

m—0

Damit folgt fiir jede Polynomfunktion p : R — R :

(1) o(f) = / p(Vdes

m—0
und insbesondere fiir » = 0:
M
(1CL) id = / 1 de,\
m—0

Um in (1) statt p eine beliebige stetige Funktion
v: [mM] — R

zu bekommen, benutzen wir den WEIERSTRASSschen Approximationssatz :
Zu gegebenem ¢ € R7 gibt es zu ¢ eine Polynomfunktion p mit

2) —2 < PPN < o fir A€ [miM]
Einsetzen von f ergibt
€. €.
—gld < o(f) —p(f) < gld
und, etwa nach Satz 70.8 :
€
lelh) =pNll < 5

~—

und auflerdem, wenn man die Ungleichung (2) mit (e, —&,,_,)(A) multipli-

ziert und summiert :

3

—5(Em (V) —ew(V) = Y () = PO (e (A) = £, (V)

< %(5un()‘) — €M)

Wir tragen hier f fiir A ein und setzen zur Abkiirzung
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M
I
M=

@(Ak’)(euk - euk—1) )

o

S

—_

EP = p<)‘k)<€uk - eﬂkfl) )
k=1
dann folgt
€. €. €
—3 id < ¥,-3%, < §1d , also ||X, =3, < 3

Nach (1) kann man die Zerlegung u so fein wéhlen, dass

)

Ip(f) =5l < 3

w

wird. Dann ergibt sich

(5 = Zoll < llelh) = o+ 1p(1) = Syl + 1%, = Sl < 35 =

und damit
M
on) = [ ede
m—0
Setzt man nun f in die Ungleichung

—llellee < 0(A) < lells

ein, so erhélt man wegen (la) noch
IOl < el 0

Wenn man den Operator f nicht wie in Satz 70.30 in eine reellwertige
Funktion ¢, sondern in

p = e+ mit @ e K,
einsetzen will, muss man vorsichtig sein:

p(f) = o(f)+iv(f)

ist 1.A. nicht mehr symmetrisch ( man nehme p(\) := i\ als Beispiel ).
Davon abgesehen, kann man aber wie mit reellwertigen Funktionen rechnen,
z.B. erhélt man aus Satz 70.30 : Ist

p = ¢+ 1y mit stetigen Funktionen ¢, ¢ : [m;M] — R |

SO 1St

of) = fwwww/wwwxa 7mmm
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- Fiir den folgenden Satz braucht man, dass man das RIEMANN-STIELTJES-
Integral nicht nur mit der Spektralschar (ey)iecr eines Operators, sondern
allgemeiner mit “Funktionen von beschrénkter Variation” mit Werten in ei-
nem Banachraum bilden kann:

Definition 70.31 : Sei B ein Banachraum iiber R oder C. Seien
a,b € R, a <b. Eine Funktion

«: la;b] — B

heift von beschrénkter Variation , wenn es ein ' € RY gibt, so dass fiir
jede Zerlegung

a =y < 1 < ... <py, =0>
des Intervalls [a;b] gilt :

ST () —alm)ll < C

Definition und Satz 70.32 : Sei B ein Banachraum iiber R oder C,

[a;b] ein reelles Intervall, ¢ : [a;b] — R stetigund « : [a;0)] — B

von beschriinkter Variation. Sei (u®)ren = (,uék), . ,qu?) eine Folge von
Zerlegungen von [a;b] , also
k k
a:ué)<u§)<...<u;’?:b
mit lim max { \,ug.k)—ug-k_)l] ‘ jeEny } =0 , und
k—o0 -

eine Folge von Zwischenpunktfamilien zu (,u(k)) ken - Dann existiert

Nk

lim > o) (a() - a(w)
j=1

und ist fiir alle solchen Folgen von Zerlegungen gleich; wir kénnen also
| edaty
[a;0]

dafiir schreiben und nennen es das Riemann-Stieltjes-Integral von ¢ {iber
den Integrator «.
Man definiert noch

/ PN da) = dm [ e()day)
(a3b] la+e;b]

b

/ PN day = lm [ pday)

[a—e;b)
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da « in a nicht notwendig stetig ist, konnen diese Integrale verschieden sein!
Beweise und Einzelheiten dazu sieche H.HEUSER , Lehrbuch der Analysis,
Teil 1, §§91,92 . O

Beispiele 70.33 : 1) Ist a(\) := A, so ist

/gp()\)d)\ = /bgo(/\)d)\

[a;b]

das gewohnliche RIEMANN-Integral im R!, nach dem Satz 11.8.2 iiber
RIEMANN-Summen (K 216) .
2) Fir uns wichtig ist der Fall, dass

a: [a;b] — R
(a) rechtsseitig stetig ist, dass also

lim a(\) = «(¢) firalle (¢ €[a;b) existiert,

AL
(b) nur endlich viele “Spriinge” in [a;b] hat, also dass es (g, ..., (. gibt
mit
a = ¢ < ... < G = b,
so dass aber
a(Ci— = lim a(N\) fir jer
G-) = lma() fir jer

existiert und « in den Intervallen (;_i;(;) stetig ist. Dann wird

T s

/ s dah) = 3 e a) —alG-) + S / o) daly)

[ab] 7=l I=1 (¢ 005¢)

an den Sprungstellen (; wird also der Funktionswert ¢(¢;) mit dem “Ge-
wicht” «((;)—a((j—) im Integral beriicksichtigt. So etwas kann man mit dem
gewoOhnlichen RIEMANN- Integral oder dem LEBESGUE-Integral, bei dem es
auf die Funktionswerte auf Nullmengen gar nicht ankommt, nicht erreichen.
3) Ist a in [a;b] stetig differenzierbar, so wird

b

/ sV da()) = / SN’ (A) dA
[asb] a

wieder ein gewOhnliches RIEMANN-Integral, denn man hat in diesem Fall in
Definition 70.32 :

k k k k
a(@) —a@) = O - )

mit uﬁ-k_)l < Qj(-k)
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4) Aus 3) folgt, was wir 6fter mal brauchen werden: Ist « in [a;b] konstant,
SO 1st

/ e(A)da(X) =0
[a;0]
Definition 70.34 : Ist « : R —— B eine Funktion mit nur abzahlbar

vielen Spriingen, noch so, dass in jedem beschriankten Intervall [—a;b] nur
endlich viele Spriinge liegen, so setzen wir

/“¢uwhuw = am [ eda(y
o0 [—asb]

wenn der Limes existiert.

Mit diesen Begriffen wird der folgende Satz verstédndlich, dessen Beweis dhn-
lich geht wie der von Satz 70.30 :

Satz 70.35 : Mit den Bezeichnungen von (70.27) sei

M

fo= / Adey

m—0
Sei ¢ : [m;M] — R stetig und seien x,y € H, dann ist
A — < eyx),y >

von beschrinkter Variation und es gilt

M

<o),y > = /¢Wd<mmy>

m—0

Beweis siche (H), Aufgabe 116.1, S.556, Losung S.679 . O Eine Folgerung
daraus ist

Satz 70.36 : Mit den Bezeichnungen aus (70.27) sei

M

fo= //\deA

m—0

¢ : [m;M] — C seistetig. Dann gilt fiir z € H:

le(H)@)* = /|90(/\)|2d||€x(95)|’2

Beweis : Nach Satz 70.30 (fiir C statt R) gilt

of) = /wwwA
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und damit nach Definition 70.32 (wobei zu berticksichtigen ist, dass die Funk-
tion
a: mM] — H , «a) = e\z)
fiir festes € H von beschréankter Variation ist) :
M

d@ = [ eWdaw
m—0
2
D leH@)* = lim Z p(Ae)(en (2) = e (2))|]
n(pu)—0
wobei p eine verallgemeinerte Zerlegung o < m < pp < ... < p, =M
und (Ag,...,A\,) eine Familie von Zwischenpunkten ist. Nun gilt (siehe auch

Beweis von Satz 70.30) :

(euk - eukﬂ) © (euz - eﬂlfl) = {
und damit

< (e#k - el‘«kfl)(z% (euz o 6#171)(37) >=0 fiur k 7é L,

die Summanden in (1) sind also paarweise orthogonal, und wir erhalten nach
PYTHAGORAS

0 firk #£ 1
e firk =1

pe — Cur_y

le(H@I* = i Z o) llew () — ey (@)
Wegen Satz 70.21 und (Sch 2) aus Definition 70.26 ist
€1 ©Cup = Cupr also
le(H@I* = it Z e A)* (lew (@)% = Nl ()1%)
M
= fo e dflex()[I* O

Die Spektralzerlegung erméglicht uns nun tiefere Einblicke in das Spektrum
von f. Nach Folgerung 70.4 b) wissen wir schon, dass fiir symmetrisches
f gilt: Sy € R. Wir miissen also nur fiir A € R fragen, ob A € Sy oder
AeM f ist.

Satz 70.37 : Sei H ein Hilbertraum, f € L(H) symmetrisch und (ey)aer

die Spektralschar von f . Ein Ay € R gehort genau dann zu My, wenn es

ein € > 0 gibt, so dass (ey)rer auf dem Intervall [\g — &; Ao + €] konstant

ist.

Beweis : 1) Es gebe ein € > 0 , so dass (e))xer auf dem Intervall
I:=[X—¢eX+¢]

konstant ist. Sei ¢ : R — R eine stetige Funktion mit
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1 "
).—)\0_)\ fir AN¢ 1
und ¥P(A) == A\ — A , dann ist
)N =1 fiur Aé¢l.
Sei m = m(f), M := M(f), dann gilt

¥

/\O )\04‘5

)\0—8

o) o v(f) = (- w)(s) TV / oV - (V) den

Fir A ¢ I ist p(A)-¥(A) = 1, und in [ ist (ey)rer konstant, also gilt
nach Beispiel 70.33 (4)

Aote Xo+e
eAN)Y(A)dey, = 0 = / 1dey, , also
Ao—e—0 Ao—e—0
M
o(f)ob(f) = /1de,\ = idy nach Satz 70.30.
m—0

Also ist ¥(f) = Ao idg — f bijektiv, nach Folgerung 68.49 auch stetig, also
f — X ldy € L(H) und damit A\ € Mf.

2) Sei Ao € My, und wir nehmen an, dass es kein ¢ > 0 gibt, so dass (e))aer
in [A\g —&; A\, + €] konstant ist. Dann gibt es Folgen (ay)nen, (8n)nen mit

a, < N < B, und 6, = f,—a, —0 , sodass

e(0,) == ep, —€q, #0
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ist, also e(d,) ein Projektor, e(d,) (H) # {0}, und es gibt
oo € R(e(dn)) mit z,f| =1,
und da e(d,) ein Projektor ist,
eOn) (@) = 0

I(f = Xoid)(za)[* = [((f = Aoid) o e(d,) ) (@) ||*
= < ((f = Aoid) o e(dn) )(an), (f — Aoid) 0 e(dn) )(2n) >
= < ((f = Xid)? o e(6,) ) (zn), 2, >
und da f, id, e(d,) symmetrisch und miteinander vertauschbar sind, und
nach Satz 70.35, ist das gleich
M
= / (A= X0)*(es,(N\) — €0, (V) d < ex(wy,), 7, >
m—0

Wir wollen nun dieses RIEMANN-STIELTJES-Integral abschétzen :

A —<ex(x,),r, > ist monoton wachsend,

B 0 fird < a, oderA > 3,
und wegen o, < Ao < B, istin [on;B,) 0 (A—A)? < 5721 ’

also
M

I = Aoid) ()| < & / 1d < ex(tn), 20 >

m—0

70.35 62 < id(w,),zn >=62 — 0

Alsogilt  lim (f—Xoid)(z,) =0 . Wegen Xy € M, folgt daraus, dass
n—o0

auch
0= lim (f —Xid) " o (f — Noid)(z,) = lim =,
n—oo

n—oo

ist, im Widerspruch zu ||z,|| = 1 . Also war unsere Annahme falsch. 0

Man kann Satz 70.37 auch so ausdriicken : Die Spektralpunkte von f sind
genau die Wachstumspunkte der Spektralschar (ey)aer , genauer:

ANeES; = ey Fey firjedes >0

Nach (Sch 2) gilt ohnehin eyy. > eyx_.. In A € Sy kann (e))reg nun
stetig oder sprunghaft wachsen; wir werden zeigen, dass es davon abhéngt,
ob A € SC; oder X € SPy ist. Dazu brauchen wir noch zwei Hilfssétze:

Hilfssatz 70.38 : Sei f € L(H) symmetrisch und (ey)rer die Spektral-
schar von f.
a) Fiir jedes o € R und jedes = € H existiert

eo—(z) = 1;&1 ex(x)
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1 fir A = «,

b) Die Funktion §, : R — R | §,(N) = {0 sonst

gehort zu K, und es ist

So = €q — €a— = u(f)

¢) S. ist ein Projektor.

Beweis : a) folgt daraus, dass (e))ie(—oc;a) €ine monoton wachsende, be-
schrénkte Folge symmetrischer Operatoren ist, mit Satz 70.12.

b) Wir setzen ¢,(A) = €4(A) —e,_1(A\) und definieren 1, (\) wie in der
folgenden Zeichnung : !

1
I+ -
n
1 on "
1
n
Pn . Pn

2 1 1 2

o — — o — — Q o+ — o+ —

n n n n

Da die 1, stetig sind und ,, | 0, geht, gehort o, zu K;, und es gilt
lim ¢,(f) = da(f)
n—o0

Aus ¥, > ¢, > 0, folgt

Un(f) > ea—eq

und fiir n — oo folgt b).

c) Wegen 62 = 4, ist s> = s, . Wegen s, = 0,(f) ist s, symmetrisch.
Also ist s, ein Projektor. O

Hilfssatz 70.39 : Sei f € L(H) symmetrisch und ¢ € K. Ist a ein
Eigenwert von f , gibt es also ein u € H mit

f(u) = au und w#0 , soist

(%) (P(MNw) = pla)u

Beweis : Es ist a € Sy C [m(f); M(f)] , alsoist ¢(a) definiert. Ist ¢
eine Polynomfunktion, so ist (%) leicht nachzurechnen. Ein ¢ € K; bzw.
K, kann man durch Polynomfunktionen annéhern und erhélt damit (x). O

“Sprunghaftes” Wachstum der Spektralschar (e))yer in a bedeutet:

Sq = €q —€q— 7# 0 :
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Satz 70.40 : Sei f € L(H) symmetrisch. Genau dann ist a« € R ein
Eigenwert von f , wenn s, # 0 ist. In diesem Fall ist s, der Projektor von
H auf den Eigenraum zu «.

Beweis : a) Sei « ein Eigenwert von f, also

Jue H\{0} : f(u) = au
Dann folgt nach Hilfssatz 70.38 b) und 70.39 :

salw) "B G Y s@)u = uto

also s, # 0 .
b) Sei umgekehrt s, # 0. Nach Hilfssatz 70.38 ¢) ist s, ein Projektor, also

sa(H) = { v € H | so(z) =z } # {0}

Sei nun @(A) := A 0,(A) = a-d4(A), dann ist ¢ € Ky,

o(f) = (foda)(f) = ada(f); wegen 6.(f) = sa also

fosa=as. |

also gilt fiir ein u € s,(H) \ {0} :

f(u) = (fosa)(u) = (asa)(u) = au

« ist also ein Eigenwert von f .
¢) Den Rechnungen in a) und b) entnimmt man: Ein v € H, u # 0, ist
genau dann ein Eigenvektor von f zum Eigenwert o, wenn s,(u) = u ist.
Also ist

so(H) = Ker(f—«aid)

der Eigenraum von f zum Eigenwert «. a

Bemerkung : Da S; die disjunkte Vereinigung

Sy = SP;USC,

ist, und da wir die Elemente von Sy nun mit Satz 70.40 charakterisiert
haben, wissen wir nach Satz 70.37 auch, was in den A € SCy mit der
Spektralschar passiert: Sie wichst (echt) , hat aber keinen Sprung; es ist

lim e, = ey , wund sowieso nach (Sch 3): lim = e, |,

ath al
(ex)rer wéchst in A\ also kontinuierlich , nicht sprunghaft. Der Name
“kontinuierliches Spektrum” fiir SC} erklért sich daher !
Es gilt

Folgerung 70.41 : Sei f € L(H) symmetrisch. Genau dann gilt o € SCy,
wenn
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€a_e F# €qre furalle >0 und 1/\1%11 ey = e, Iist. O
«

- Das war Alles zur Spektraltheorie symmetrischer Operatoren !

Bemerkung 70.42 : Sei H ein Hilbertraum, dann heifit ein Operator
u € L(H) nach Definition 68.37 unitér, wenn

Vee H: |ul)| = ||lz|| uwd w(H) = H ist,
und nach Satz 68.38 gilt dann
Ve,ye H : < u(z),u(y) >=<z,y>

und u~! € L(H) existiert und ist ebenfalls unitéir. Fiir z € H und
y = u1(2) folgt

<u(r),z > = <zul(z) >
also ist u* = u~!, u* unitir, und
uou" = uou = id

Aus [Ju(x)|| = ||z|| folgt noch |ju|| = 1. Was kann man iiber das Spektrum
von u sagen ?

Satz 70.43 : Sei u € L(H) unitdr. Dann ist

SeC {zeC||zl=1}
Beweis : Sei A € S, , so gilt nach Satz 68.50 :

Al < |lul| =1 (siehe 70.42).
A = 0 gilt sicher nicht, denn

(u—0-id)"' =u!' =u* € L(H) ,
. ) 1 1
also 0 € M, .Sei 0 < |\ < 1, dann ist ‘X‘ > 1, also X ¢ Sy, da

auch u* unitar ist. Also ist u* — " id bijektiv. —Au ist auch bijektiv, also
ist auch ]
(u” —Xid)O(—Au) =u—Auou =u—Aid
bijektiv, also A € M, . Ist A € S, , so kann also nur
IA| =1 sein. O

Zu jedem A € C mit |A\| = 1 kann man ein « € [—m;71] mit A = e
finden. Eine analoge Aussage wollen wir fiir unitére Operatoren zeigen : Es
gibt ein symmetrisches f € L(H) mit

u=¢e' und S;C[-m;7]
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Zum Beweis brauchen wir zweil Hilfssatze:

(70.44) Lemma von Wecken : Seien w,t € L(H) vertauschbare

symmetrische Operatoren mit w? = t* |, und p sei der Projektor auf
Ker (w —t). Dann gilt
a) Jedes g € L(H) , das mit w —t vertauschbar ist, ist auch mit
p vertauschbar.
b) Aus w(z) = 0 folgt p(x) = x.
c) w=(2p—1id)ot.
Beweis : a) Fiir x € H ist p(z) € Ker(w —1t), also

(w—t)ogop)(z) = (go(w—t)op)(z) =0, also
(gop)(x) € Ker (w—1t) und damit
(po(gop))(z) = (gop)(z) , dh
(1) pogop = gop
Mit g ist auch ¢* mit w —t vertauschbar, da (w —¢)* = w — t; also folgt

pogiop =g'op
und wegen p = p*:
pogop = (pog-op)" = (¢"op)" =pogy

Mit (1) ergibt sich gop = pog
b) Fiir alle z € H ist

|w(z)]]? =< wz),w() >=< w(z),r >

=< B(z),x >=< t(z),t(x) >= |t(@)|?

Aus w(z) = 0 folgt also t(x) = 0 und
(w—t)(x) =0 , dh =ze€ Ker(w—t) unddamit p(z) =z

c) Esist (w—1t)o(w+1t) = w?—1t* = 0; fiir jedes x € H ist also
(w+1t)(z) € Ker (w—t), also

(2) po(w+t) = w+t

Wegen p(x) € Ker (w—1t) ist (w—t)op = 0, und da w — ¢ mit sich selbst
vertauschbar ist, folgt nach a) auch

po(w—t) =0
Mit (2) folgt daraus
w+t =po(w+t)—po(w—t) =2pot , also

w= (2p—id)ot . O
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o0
Hilfssatz 70.45 : Sei ) a,z" eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten
n=0

ay, , die fiir alle x € R mit |z| < 7 € R4 absolut konvergiert. Sei
f € L(H) symmetrisch und ||f|| < +, dann konvergiert Y a,f"

n=0
gegen einen symmetrischen Operator, und es gilt fiir den Grenzwert:

00 00
D_anfrl < Yl
n=0 n=0

und > «,f" ist vertauschbar mit jedem g € L(H), das mit f vertausch-
n=0
bar ist.

Beweis siche (H), Aufgaben 116.2 und 3, S.556, Hinweis dazu S.680. O

Satz 70.46 : Sei v € L(H) unitdr. Dann gibt es ein  symmetrisches
f € L(H) mit '
u = e’ und S;C[-m;7]

Beweis : Die Operatoren

1 1
v o= §(u+u*) und w = 2—Z(u—u*)

sind vertauschbar und symmetrisch, und es gilt
(1) loll, Jw|] < 1 , —id <ov < id , —id < w < id

(letzteres folgt daraus, dass fir symmetrisches f gilt: f < | f|lid),

1
(2) v+ w? = Z(UQ + (W) +2uou* —u? — (u*)? +2uou*) = id
Fir A € R mit [A|] < 1 hat man die arcsin-Reihe

\ T _— T )\+1)\3+1-3)\5+
arccos\ = — —arcsin A = — — - —— ...
2 2 23 2-45 ’

wegen ||v|| < 1 istalso arccosv definiert und symmetrisch nach Hilfssatz
70.45. Auch
t := sin(arccosv)

ist definiert und symmetrisch. ¢ ist mit v und w vertauschbar. Wegen
cos(arccosv) = v und cos’ A +sin* A =1 fir AeER

haben wir
v+t = id ; wegen (2) also

2 = w?

Mit dem Projektor p von H auf Ker (w —t) gilt daher nach dem Lemma
70.44 von WECKEN :
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w=2p—id)ot , px) =2z fir x€ Kerw |,
p ist vertauschbar mit v wund arccosv

Wir setzen nun
f = (2p—id)oarccosv |,

dann ist f symmetrisch, da v und p es sind. Seien ¢;, o die durch

e1(\Y) = 1—5—%]?... = cos\
AN _
Apa (V) = A — 3 + At = sin A

definierten Potenzreihen. Es ist p? = p, also gilt
(2p—id)? = 4p—4p+id = id ,
und da p mit arccosv vertauschbar ist, folgt daraus
f* = (arccosv)?
Also ist, wenn man in die obigen Reihen einsetzt,
cos f = o1(f*) = pi((arccosv)?) = cos(arccosv) = v

sin f = foa(f?) = (2p — id) o arccos v o y((arccos v)?)
= (2p — id) osin(arccosv) = (2p— id)ot = w

Nach Definition von v und w gilt
u=0v+iw , also

u = cos f+isinf = e

Wir miissen nur noch zeigen, dass Sy C [—m; 7 ist. Nun wissen wir aus Satz
70.30, dass

| arccos(v)|| < |larccos || = sup{ |arccos(\)| | A€ [-1;1] } =7
ist. Esist ||2p— id|| = 1, denn wenn
Hy = { @z €H | p(z1) = a1 } ist, haben wir fir =€ H

T = T +29 mit a3 EHl,xQEHf, und
12p — id)(@)[]* = flz1 = 22l* = [[1]® + [Jz2]* = [

Damit folgt ||f|] < =, und nach Satz 68.50 :
Al < 7 fur Ae Sy
Wegen Sy C R folgt Sy C [—m;7]. 0

Damit erhalt man nun
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Satz 70.47 (Spektralsatz fiir unitire Operatoren): Zu jedem unitiren

Operator u auf dem Hilbertraum H gibt es eine Spektralschar (ey) er von
H , so dass (Sch 1 - 3) aus Definition 70.26 gilt; aufilerdem

(Sch4) ey =0 fir X< —-m , e =1id fir N\ > «
und

s ™ ™

U = /e“d@\ = /cos/\deA—Fi / sin Adey

—7—0 —7m—0 —7m—0
Beweis : Nach Satz 70.46 haben wir
v = el = cosf+isinf |,

wobel f € L(H) symmetrisch mit Sy C [—m;7] ist, also nach Satz 70.29 :
f == u/m A(ieA
—m—0
mit der Spektralschar (e))xer von f . Nach Satz 70.30 folgt
u = [ e*rdey . O

—7m—0
Folgerung 70.48 : Mit Satz 70.30 und 70.35 erhélt man aus Satz 70.47 fiir

einen unitéren Operator v € L(H) und eine stetige Funktion

P : {)\ECHM:l} — C:

(1) o(u) = / o(e*)dey und fir x,ye H :

—1m—0

™

@ < mplu)y) >= / PN d < z,e5(y) >

—7—0

Bemerkung 70.49 : Alles, was wir bisher an Operatoren kennengelernt ha-

ben, ist fiir die Physik unzureichend. In der (eindimensionalen) Quantentheo-
rie kommt z.B. der “Impulsoperator”
d
=  th—

b dx
vor, der auf “Wellenfunktionen” ¢ € L*(Q) fiir ein offenes, nichtleeres,
beschrinktes 2 C R angewendet werden soll. Nun ist aber keineswegs jede
integrierbare Funktion auch differenzierbar; wir wissen

Q) # @) £ LHQ)

Immerhin: Man kann ein o € L*(Q2) durch eine Folge (¢, )nen von Elemen-
ten aus C'(2) annihern,
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C'(Q) liegt dicht in L*(£2)

d
Noch etwas: — ist auf C'(2) (wenn man die L?—Norm nimmt) keineswegs
x

stetig. Dazu das
Beispiel 70.50 : Sei 2 := (—m;7) C R, dann sind die durch

1
on(t) := —=sin(nt) fir neN

N3

definierten Funktionen Elemente von C'(Q) und damit von L*(Q2) , wobei
wir genauer ¢, + N wie in Definition 68.22 schreiben miissten, aber fiir
stetige Funktionen f, g gilt

fAN =g+ N < f=g |,

es entstehen also keine Missverstindnisse, wenn wir das AN weglassen (und
nur deshalb kénnen wir C'(Q2) als Teilmenge von L*(Q) auffassen). Sei

fle) = %s& fir eC'(Q)

dann gilt fiir die L?—Normen von ¢, und f(p,):

17 17
2 .2
n = = tydt = — 1- 2nt))dt
lonl? = % [ sin(at e [ (1 costzat)
1 ™
= —/ldt = 1 , aber
2m
n2 r n2
fel? = = / cotnt)dt = = [(cosent)r)dt = n?
s 2
Nach Satz 32.19 ist f nicht stetig. a

Wir miissen also lineare Abbildungen untersuchen, die weder auf dem ganzen
Hilbertraum definiert noch stetig sind :

Definition 70.51 : Sei H ein Hilbertraum, D(f) ein Untervektorraum von
H mit

(b))  D(f) = H

Sei f: D(f) — H linear. Dann nennen wir f einen

dicht definierten (linearen) Operator in H .

Definition 70.52 : Sei f : D(f) —— H ein dicht definierter linearer
Operator in H , also D(f) C H ein dichter Untervektorraum von H . Dann
setzen wir

D* = {yeH|3y eHYreD(f): < f(a),y >=< x,y" > }

Zu gegebenem y € D* ist das y* € H mit



- 306 -
Vee D(f): < f(x),y >=< z,y" >
eindeutig bestimmt, denn sei auch y; so ein Element, dann gilt
VeeD(f): < z,yp >=< z,y" > |

VeeD(f): <z,yn—y >=0

und da die Abbildung = — < z,y; —y* > auf H stetig und D(f) dicht
in H ist, auch

VeeH : <zy—y >=0 also 1y, = y*
Wir konnen also
ff: D — H | f(y):=y" und D(f"):= D"

setzen. f* ist offensichtlich linear und heifit der zu f adjungierte
Operator . O

f* ist ebenso wie f im Allgemeinen nicht stetig; es gilt aber eine Ab-
schwéchung :

Satz 70.53 : Sei f ein dicht definierter linearer Operator in H und
f*: D — H der zu f adjungierte Operator. Dann gilt

(Ab) Fiir jede Folge (yn)neny in D*, die gegen ein y € H konvergiert,
und fiir die (f *(yn))neN gegen ein z € H konvergiert, ist
yeD und f7(y) =

Beweis : Fiir alle z € D(f) 1st

< flz),y >= hrn < fx),y, >= lim <z, f"(yo) >=< x,2 >
n— oo

also y € D* und f*(y) = z . O

d
Bemerkung 70.54 : Unser Impulsoperator —ihd— ist immerhin noch “selbst-

x
adjungiert” : Fiir ¢, €L?(R) N CY(R) gilt, wenn man beriicksichtigt, dass
diese Funktionen fiir || — oo gegen 0 gehen :

d — — d
<infews=in [ FOv0 At = —in [ GOHOA =< p-in T >

R R

Satz 70.55 : Ein in H dicht definierter linearer Operator
f: D(f) — H erfille die Bedingung

(Sy) Va,yeD(f): <wfly) >=< fla),y > |

dann ist der adjungierte Operator f* eine Fortsetzung von f, d.h. es gilt
D(f) Cc D(f*) und Vze D(f): f(x) = f(x)

Beweis : Fiir alle y,z € D(f) folgt aus (Sy) und Definition 70.52 :
< fle)yy >=<wzy > mit y = fy) . O
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Definition 70.56 : Sei H ein Hilbertraum, D(f) ein Untervektorraum von
H mit

(bi) D(f) = H

und f : D(f) —— Hlinear. Dann heifit f selbstadjungiert , wenn
auch noch

(Sy) Va,yeD(f): <z, fly) >=< f(x),y > und
(Se) D(f) = D(f*) silt. m

Zum Nachweis der Selbstadjungiertheit kann man den folgenden Hilfssatz
benutzen:

Hilfssatz 70.57 : Sei H ein Hilbertraum, D(f) ein Untervektorraum von
H , f: D(f) — H linear, und f erfiille die Bedingungen (Di) und
(Sy) aus Definition 70.56. Wenn es ein A € C gibt, so dass

R(f —Aid) = R(f —Nid) = H

ist, dann gilt auch (Se) fiir f, d.h. f ist selbstadjungiert.
Beweis : Nach Satz 70.55 ist f* eine Fortsetzung von f, es gilt

D(f) < D(f)

Wir miissen also nur D(f*) C D(f) zeigen. Sei also y € D(f*). Dann gilt
fir alle z € D(f):

<y flz)=—Ax >=<y, f(zr) >\ < y,x >

=< f'y),z > — < dy,x >=< [*(y) — Ay, z >
Wegen R(f — Xid) = H gibt es ein z € D(f — Xid) = D(f) mit

f(2) =2z = f*(y) =My also

- S
<y, flz)— Az >=< f(2) — Az, > (:y) < z, f(z) — Az >
Wegen R(f — A\id) = H gilt fur alle v € H:
<y—z,u>=0 |, also y = z¢€ D(f). O

Fiir einen selbstadjungierten Operator in H gilt also f* = f. f ist aber
nicht auf ganz H , sondern nur auf einem dichten Untervektorraum

D(f) € H definiert, und nicht stetig, sondern erfiillt nur die Bedingung
(Ab) aus Satz 70.53 (man sagt, f ist ein abgeschlossener Operator). Im-
merhin haben wir unsere Definition 68.45 des Spektrums von f so allgemein
gefasst, dass Sy auch fiir selbstadjungiertes f definiert ist. Wir interessieren
uns fiir Sy und stellen dazu einen Zusammenhang mit den schon behandel-
ten unitdren Operatoren her :
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Satz 70.58 : Sei f : D(f) — H ein selbstadjungierter Operator in H .
Dann gilt fiir alle = € D(f):

L N +id) @1 = @1+ ll=l* . also
) [I(f+iid) @) = =]
Es existieren die Umkehrfunktionen (f +7id)~'. Sie sind auf ganz H defi-

niert und stetig.
Beweis : (1) Fiir 2 € D(f) ist

I(f +iid) @) = [If @I +lizl*+ < fz),iz >+ < iz, f(z) >

= [If@)I?+ lz|* , denn
(Sy)

< flx),ix >=1 < f(x),x > =" i<uaf(zr) >=—<iz flx) >.

(2) folgt trivialerweise aus (1) .

(3) f=iid ist linear und injektiv, denn Ker (f+1iid) = {0} wegen (2) :
(f+iid)@) =0 & o =0 = 2=0

Aus (2) folgt, wenn man dort das “—”-Zeichen nimmt (fiir das “4”-Zeichen
geht es genau so), dass

r = (f—iid)"! stetig ist,

auf dem Untervektorraum D(r) := (f —iid)(D(f)) von H.

(4)  Wir zeigen, dass D(r) abgeschlossen ist: Sei (z,)nen eine Folge aus
D(r), die gegen ein z € H konvergiert. Sei

Yo = (f—iid)"(z) € D(S)
dann ist (y,)nen wegen (2) eine CAUCHYfolge in H :
190 = ymll = 1 (f = iid) " (zn — 2a) | < [l20 — 2|

Es existiert also y = lim y, € H . f erfillt (Ab) , und die auf ganz
n—oo
H definierte stetige Abbildung id auch, also gilt (Ab) fir f — ¢ id. Wegen

(f —iid)(yn) = 2» — 2z€H und

Un — ye H folgt
yeD(f—iid) = D(f) und 2z = (f —1iid)(y) € D(r) ,
also ist D(r) abgeschlossen.

(5)  Angenommen, es ist D(r) # H . Dann haben wir nach Satz 68.33 :
H = D(r) O D(r)*

und ein y € D(r)t, y # 0. Dafiir ist dann
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< (f=iid)(z),y >=0 =< 2,0 > firalle ze€D(f—iid) = D(f)
Also existiert
0= (f—ild)*(y) = (f+iid)(y) ,

aber f 41 id ist injektiv, also y = 0, Widerspruch.
(6)  Wir haben also die lineare, stetige Abbildung

(f—did)™': H — H . O
Satz 70.59 : Fiir einen selbstadjungierten Operator f : D(f) — H ist
Sy CR.

Beweis : Sei 4 = a + if € C nichtreell, also o, € R, § # 0. Dann
existiert nach Satz 70.58

-1
(f—pid)™ = (f—aid—iBid)* = %(%(f—aid)—iid)

auf ganz H und ist dort stetig, also p € Mjy. a

Achtung : Im Gegensatz zu Satz 68.50 ist Sy im Allgemeinen keine
beschrinkte Teilmenge von R !

Satz 70.60 : Sei f : D(f) — H ein selbstadjungierter Operator in H .
Dann ist die Cayley-Transformierte von f

v = (f—did)o(f+iid)™!

ein auf ganz H definierter, unitirer Operator.
Beweis : Nach Satz 70.58 haben wir

id -1 e

g VDT poy o T4

also ist v auf ganz H definiert und linear. Aus (1) in Satz 70.58 folgt fiir
x e D(f):

H

I (f =aid)(@)|| = [ (f +eid)(@)]
und wenn wir z := (f +4id)"'(y) fiir y € H einsetzen :
I (f —iid)o (f +iid) " (y)] = Iyl

Also ist v stetig und nach Definition 68.37 a) isometrisch. Aber
v: H —— H ist auch surjektiv, denn nach Satz 70.58 haben wir

vt = (f+iid)o (f—iid)': H — H

also ist v unitar. O
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Bemerkung 70.61 : Wie man leicht nachrechnet, kann man f auch wieder

aus seiner CAYLEY-Transformierten v = (f —iid)o (f+iid)™" berechnen:
f=i(id+v)o(id—v)™t . O
Das Ziel unserer langen Bemiihungen ist nun der

Satz 70.62 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren in H ):

Sei f : D(f) — H ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum

H . v sei die CAYLEY-Transformierte von f und
™
I / e dey
—7—0

die Spektraldarstellung von —v geméfl Satz 70.47. Dann ist
fur alle z € D(f)

o0

<z flz) > = / Ad <z, falz) > mit fi = €9 qrctan A

—00

Beweis : 1) Wir zeigen zunéchst, dass (ey)yer in —7 und 7 stetig ist.
Gemaf der Herleitung im Beweis von Satz 70.47 ist (ey)xer die Spektralschar
eines (auf ganz H definierten) symmetrischen Operators g € L(H) mit

—v = cosg+ising und S, C [—m; 7]

Wire (e))aer in —7 unstetig, so wiare —m nach Satz 70.40 ein Eigenwert
von ¢. Es gébe also ein y # 0 mit

gly) = —my
Nach Hilfssatz 70.39 wire dann
(cosg)(y) = cos(=m)(y) = —y , (sing)(y) = sin(-7)(y) =0 ,
also v(—y) = —v(y) = (cosg)(y) +i(sing)(y) = —y ,  also
(v—id)(—y) =0 , —y#0 , aber
v—id = (f —did)o (f +iid)™* — (f +iid) o (f +4id)~"

= —2i(f+iid)™!

ist nach Satz 70.58 injektiv, hat also den Kern {0}. Also ist (ex)rer in —m
stetig, d.h. e_r = e_,_. Entsprechend beweist man die Stetigkeit in 7.
Insbesondere kann man nun

™

(1) —v = /e”de,\

—T
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schreiben; man kann in der Definition 70.27 des RIEMANN-STIELTJES-Integrals
in diesem Fall Zerlegungen des Intervalls [—7; 7] nehmen und braucht keine
verallgemeinerten Zerlegungen.

2) Wie wir in 1) gesehen haben, ist

id—v = 2i (f+idid)™"

injektiv, und (id —v)(H) = D(f) . Zu jedem x € D(f) gibt es also genau
ein y € H mit
z = (id=v)(y)

und mit der Formel aus Bemerkung 70.61 :

f(z) = i((id+v) o (id —v) o (id —v))(y) = i(id+v)(y)

Mit diesen beiden Gleichungen, und da v unitér ist, erhélt man

< flz) >=1 <y—oly),y+oly) >
=i <y >—i <wy)oly) > i <oly)y >+ < yuy) >
= Z(< yav(y) > —< yav(y) >) = —2Im < y)”(y) >
und wenn man hier fiir —v die Formel (1) einsetzt :

™

(2) <z flx) >= /QSin)\d < y,exy) >

—T

™

= /45111%005%(1 < y,exy) >

—T

Da (ex)aer die Spektralschar von ¢ ist, kann man e, mit cosg und sing
vertauschen, wegen —v = cosg + ising also auch mit v. Also ist

< zyepn(zr) >=< (id —v)(y),ex((id — v)(y)) >
=< 9, ((id—=v)* o (id —v)oey)(y) >

Mit z := e (y) und Folgerung 70.48 (2) folgt

™

< z,e\(r) >= /(1+ei“)(1+ei“)d < y,eu(z) >

™

= /4(:082% d < y,eu(z) >

—T

Fir p < Xist e, < ey, alsonach Satz 70.21 : ¢, 0ey = ¢,, also
en(2) = (epoen)(z) = euly) fur p < X, analog:

eu(2) = ex(z) firalle pu > A
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Fiir 4 > X ist also der Integrator
poo— < y,ez) >=< y,ex(z) > konstant,

und mit Beispiel 70.33 , 4) erhdlt man

By
(3) < zenr) >= /4cos2§ d < y,eu(y) >

Wegen der Stetigkeit von (e))xer in —7 und 7 folgt daraus und aus (2) :

™

<z flz) >= /45111%005% d <y,exly) >

—T

T

by A
= /tan§ -4 cos? 5 d < yaeA(y) >

-7

A
und wegen (3) kann man d < x,ex(x) >= 4cos? 3 d < y,eily) >

substituieren ( man sehe sich dazu die Definition 70.32 und
Beispiel 70.33, 3) an ) :

T

A
<z, flx) >= /tan§ d < z,ex(z) >

-7

Mit der Substitution A = 2arctant erhalt man

<z flz) >= / td <z fi(r) > mit
fi = e2arctant - -

Folgerung 70.63 : Die Familie (f)\)aer in Satz 70.62 hat die Eigenschaften:
(Sch 1)  Fiir jedes A € R ist f, ein Projektor.

(Sch2) fi < f, fir A < p

(Sch 3)  (fa)aer ist rechtsseitig stetig:

l}}g\l fu = fa
(Sch4)  lim f, =0 , lim f\ = id . O
A—00 A—r00

Bis auf (Sch 4) ist das wortlich genau so wie in 70.26 fir symmetrische
Operatoren f € L(H). Hier ist aber S; i.A. nicht beschrénkt !
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Folgerung 70.64 : Sei f ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum

H | D(f) dicht in H. Dann gibt es eine Familie (f))rer mit den Eigen-
schaften (Sch 1 - 4) aus Folgerung 70.63 und

(1) f@) = ] rdp@) g owen(p)

@ D)= el | | XK@ <o}

Beweis : (2) erfordert etwas lingere Uberlegungen, siche (T 238),
Lemma 19.8.
(1) folgt aus Satz 70.62 : Danach ist

<z flz) > = 7/\d<x,f,\(x)>
fir x € D(f). Fir x € D(f) ist -
g(x) = 7A d fa(z)
definiert, und nach Satz 70.35 gilt -
< zglx) > = <z f(x) > fir ze€ D(f)

Nun ist fir =,y € D(f):

can o= (15025 (520()
() (52 ()

also < y, f(x) >=< y,g(x) >. Da D(f) dicht in H ist, gilt das auch
fiir beliebiges y € H und z € D(f); damit also

0 =<y, (f—g)(x) > firalle yeH,zecD(f) |,
und da < , > nichtausgeartet ist: (f —g)(z) = 0. O

Leider sind die Operatoren, die einem in der Quantentheorie begegnen, oft
nicht einmal selbstadjungiert, und erfiillen auch nicht die Bedingung (Ab)
aus Satz 70.53. Sie lassen sich aber wenigstens fortsetzen zu einem selbstad-
jungierten Operator:

Definition 70.65 : Sei H ein Hilbertraum, D(f) ein Untervektorraum von
H und

f: D(f) — H linear.

a) f heiit ein abgeschlossener Operator , wenn gilt (siche auch Satz
70.53 und Seite 297):

(Ab) Fiir jede Folge (x,)nen in D(f), die gegen ein z € H konvergiert,

und fiir die (f(x,))nen gegen ein z € H konvergiert,
ist z € D(f) und f(z) = z.
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b) Seiauch g : D(g) — H linear, wobei D(g) ein Untervektorraum
von H ist. Gilt dann

D(f)C D(g) und Vze D(f): f(x) = g(x) ,

so heifit g eine Fortsetzung von f, geschrieben: g O f.
c) f heifit abschliebar , wenn es einen abgeschlossenen Operator g mit
g D f gibt.

Satz 70.66 : Sei H ein Hilbertraum, D(f) ein Untervektorraum von H
und

f: D(f) — H seilinear und abschlieBbar.

a) Dann gibt es eine eindeutig bestimmte abgeschlossene Fortsetzung
f: D(f) — H von f ,
so dass fiir jede andere abgeschlossene Fortsetzung g von f gilt
gD fDFf . f heiBt der Abschluss von f
(b) Wenn wir fiir 2,5 € D(f) definieren :

[z,yl; = <azy>+<f(z),fly) > und
lzlly = flzady
soist || [/ eine Norm auf D(f) , und

(c) beztglich dieser Norm liegt D(f) dicht in D(f).
Beweis : (a) f ist abschliefibar, also gibt es eine Fortsetzung g von f, die
abgeschlossen ist. Dafiir gilt

D(f) < Dlg)
Dass auf D(g) durch

||{L‘||g = [ZE,I’]g I [x7y]g =< xay > +< g<x)7g(y) >

eine Norm definiert ist, kann man nachrechnen (womit dann auch (b) be-
wiesen ist). D(g) ist mit [, ], ein Hilbertraum, denn sei (x,),en eine
CaucHyfolge in D(g) , also

|zp —zmlly < e furalle n,m > ng , dannist

[z = 2wl < e und |lg(zn) = g(zm)| < &

fiir alle n,m > ng, also existiert in H :

r:= lim z, und y:= lim g(z,) ,
n—oo n—oo

und da ¢g abgeschlossen ist:

€ D(g) und g(r) =y
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Damit folgt aber: Es existiert

lim [z, —zml; = lim (o, — 2 +[lg(za) — g(@)|*) =0,
n—oo n—oo

also lim z, = x bezliglich || |,, und = € D(g). Also ist D(g) mit
n—oo

| |l; komplett, also ein Hilbertraum. Wegen ¢ O f ist

D(f) < D(g) ,

D(f) ist ein Untervektorraum des Hilbertraums D(g) mit || ||, . Wir setzen
nun

D(f) = D(f) .
wobei wir hier den Abschluss von D(f) in D(g) mit || ||, meinen. Dann
gilt jedenfalls (c¢). Wir definieren
f: D(f) — H durch f(z):= g(z) ,

dann ist f linear und stetig, und

g > [ DOFf

D(f) istmit || |ly = || |l ein Hilbertraum, da D(f) in D(g) abgeschlos-

sen ist. Sei (x,)nen eine Folge in D(f) mit

lim 2, = z und lim f(z,) =y

n—o0 n—oo
(der Grenzwert ist der Grenzwert in H mit || || !) Dann gilt
) - —
||$n_$m||f = ||1Un—ffm||2+ |f(n) _f(xm)HQ )
also ist (,)nen eine CAucHYfolge in (D(f), || |7) und damit in

(D(g), || |lg), und da dies ein Hilbertraum ist, konvergiert sie in D(g)

beziiglich || ||, gegen ein x € D(g). Da D(f) abgeschlossen ist, ist

x € D(f), und es gilt

lim || — 2, =0 und lim ||f(z,) — f(x)|] = 0.
n—oo

n—oo

Also ist f abgeschlossen. Sei h eine beliebige abgeschlossene Fortsetzung

von f und z € D(f). Dann gibt es wegen (c) eine Folge (x,)nen aus
D(f) mit

lim ||z —z,|F =0 also
n—oo
lim ||z —x,]| =0 und lim ||f(x,) — f(z)]| =0
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Wegen h D f folgt auch
lim h(z,) = f(z) ,

n—oo

und da h abgeschlossen ist: h(x) = f(z), also
h D> f . Alsogiltauch (a) . O

§ 71 Differentialgleichungen im Hilbertraum

Wir richten uns in diesem Paragraphen ganz nach dem Kapitel VII “Die
mathematischen Grundlagen der Quantenmechanik” (T 457-569), von dem
wir hier natiirlich nur eine Kurzfassung geben koénnen.

Bei der SCHRODINGERgleichung sind die linearen Operatoren Differentialope-

ratoren. Wir miissen daher noch definieren, was die Ableitung einer Funktion
t — z(t)eH , telICR , [ einIntervall

Y

sein soll:

Definition 71.1 : Sei I C R ein Intervall, H ein Hilbertraum und

z: I — R

eine Funktion. = heifit stetig differenzierbar im Intervall [, mit

Ableitung ', falls fiir jedes to € I der Grenzwert

t h) — x(t
H ‘CE( 0t ) 'CE( U) _Il(tO)H - 0
h
h—0
to+hel
existiert und wenn 2’ : I — H stetig ist. O

Damit wird der folgende Satz verstandlich :
Satz 71.2 : Sei H ein Hilbertraum, f ein selbstadjungierter Operator mit
D(f) C H und R(f) C H. Sei z¢ € D(f). Dann ist die Funktion

z: [0;00) — H |, z(t) = e (x)

die einzige stetig differenzierbare Funktion von [0; oo) in H, die die
Differentialgleichung

2(t) = if(z()
mit der Anfangsbedingung z(0) = x, 16st, mit
x(t) € D(f) firalle tel0;00)

Die Operatoren et/ sind unitér.
Beweis : Siehe (T) , Satz 22.1 . O

(71.3) Mathematische Formulierung der Quantenmechanik :

Man geht in der Quantenmechanik gewthnlich so vor: Zunéchst bestimmt
man auf Grund der klassischen Mechanik die “Hamilton-Funktion” des gege-
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benen Systems. Dann hat man eine “Ubersetzungsvorschrift”, um aus dieser
Funktion den “Hamiltonoperator der Quantenmechanik” zu erhalten. Das ist
ein selbstadjungierter Operator in einem Hilbertraum. Wir betrachten hier
die Ubersetzungsvorschrift von SCHRODINGER. Dabei nimmt man den Hil-
bertraum L?(R™) .Die Hamiltonoperatoren sind gewisse Differentialoperato-
ren auf diesem Raum. Man untersucht, ob diese Operatoren selbstadjungiert
sind und welches Spektrum sie haben. Anschliefend versucht man, die ge-
wonnenen mathematischen Resultate physikalisch zu interpretieren und mit
den Experimenten zu vergleichen.

’Axiomatik der Quantenmechanik
!

Klassische Quan@)erung SCHRODINGERdarstellung (Differen-
Mechanik tialoperatoren in Hilbertraumen

1 Interpretation

Experimentelle Resultate
der Quantenmechanik

Wir werden uns hier mit dem mathematischen Teil, d.h. mit der Axiomatik
der Quantenmechanik und der Untersuchung gewisser Differentialoperatoren,
die in der Quantenmechanik auftreten, beschéftigen :

(71.4) Zur Axiomatik der Quantenmechanik : Wir werden uns bemii-
hen, die Axiome der Quantenmechanik so zu formulieren, dass man sich phy-
sikalisch etwas darunter vorstellen kann, aber nicht muss, also dass alles auch
ohne physikalische Anschauung verstéandlich bleibt.

Definition 71.5 : H sei ein Hilbertraum. Dann versteht man unter einem
Zustand eines quantenmechanischen Systems einen eindimensionalen
Untervektorraum von H .

Bemerkungen 71.6 : 1) In der Physik nennt man so etwas einen “reinen
Zustand”.
2) Eindimensionale Untervektorrdume von H sind die Mengen

{X | AeC} mit zeH , |zl=1 , =z fest.

Zu einem gegebenem Untervektorraum ist das x aber nicht eindeutig be-
stimmt, auch nicht durch die Festlegung ||z|| = 1. Es gilt

{ X1 | AeC} = { | AeC}

fir =1, 2o€ H mit |jz1]] = ||z2f = 1

genau dann, wenn es ein o« € R mit z; = e'®x, gibt. Einen Zustand kann
man also angeben durch eine Menge

{ e | aeR} mit [z =1 ;

festgelegt ist der Zustand aber auch durch Angabe eines Elements dieser
Menge.
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3) In Folgerung 68.40 hatten wir bewiesen, dass es zu zwei Hilbertraumen
H,, Hy eine unitére lineare Abbildung

fi H, — H glbt

Es kommt also in Definition 71.5 nicht darauf an, welchen Hilbertraum man
nimmt. Man nimmt sich immer den, in dem man am besten rechnen kann.

Beispiel 71.7 (Harmonischer Oszillator): Wir betrachten ein Teilchen

der Masse m, das sich auf der reellen Achse bewegt. Der Ort des Teilchens
zur Zeit t sei x(t) , dann ist seine Energie

1
%ﬁ(t) =5 p(t)* , p = mdi der Impuls.
Das Teilchen bewege sich in einem Kraftfeld mit der potentiellen Energie
k

V(z) = §-x2 , keRL

Die klassische Hamiltonfunktion h des Teilchens ist dann
1 k
h — . 2 v2
(z,p) STl ARE L

Zur quantenmechanischen Beschreibung dieses als “harmonischen Oszilla-
tors” bezeichneten Systems miissen wir Zusténde dieses Systems durch nor-
mierte Vektoren aus H beschreiben, und dem Ort z und dem Impuls p
selbstadjungierte Operatoren in H zuordnen. Wie man das macht, ist ein
physikalisches Problem, die Quantisierung.

Definition 71.8 : Als Observable ( beobachtbare Grofle ) eines quan-
tenmechanischen Systems bezeichnet man einen selbstadjungierten Ope-
rator f mit D(f), R(f) C H und D(f) dicht in H.

Folgerung 71.9 : Zu einer Observablen f gibt es nach Folgerung 70.63 eine
Spektralschar (fy)xer , so dass

[e.e]

f@) = [ Aap@) fiw seD(y) .
Dif) = {wel| [ NdA@I <o)

ist. Mit dieser Spektralschar definieren wir nun :
Definition 71.10 . Sei I C R ein Intervall,
A:=infl , p:=supleR

Gegeben sei ein quantenmechanisches System mit einem Zustand, der durch
ein z € H mit ||z|| = 1 gegeben ist, und einer Observablen f. Sei (f\)ier
die zu f gehorige Spektralschar. Dann definieren wir als Wahrscheinlich-

keit dafiir, dass der Messwert der Observablen f im Zustand =z
in das Intervall [ fillt , abgekiirzt w(z, f, 1), die Zahl
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1(fu = H)@IP fir I = [y

1(fi = £2)(@)]I? fir 1= (Ap]

[(fr- = K@ fiir T = [Ap)

[(fr- = H@2 fir T = (Ap)
Man hat dabei

Y

foor == 1d und f_o =

zu setzen.

Bemerkung 71.11 : Wir wollen uns ansehen, welche Eigenschaften unsere
Wahrscheinlichkeit w(x, f, I) als Funktion von I hat: Sei I = (A\; ), dann
gilt, da f,_ — f\ ein Projektor ist :

w(z, f, (A 1) = I(fu- — ) @)
=< (f,u,— —f)\)2(l‘),$ >=< (fm— —f)\)(l‘),z >
Damit folgt dann :
w(z, f,z, f, [\ ) =< (fu- — H-)@),z >

=< (fur = @), >+ < (fa— H)@),z >
= w(z, f, (A p) +wle, ,,INA)

wobei [A\;A] := {A} gesetzt ist. Genau so kann man zeigen: Fiir A < v < p
gilt

w(z, f,[\p) = wz, f,[Nv)+w, flvp)
also ist es sinnvoll, allgemein fiir zwei Intervalle I, I, mit I; NI, = () zu
definieren:

w<$,f,[1U[2) = w<l’,f,[1)+1U($,f,Ig) )

denn fiir den Fall, dass I} U I, wieder ein Intervall ist, gilt diese Gleichung.
Allgemein kann man fiir jede Teilmenge B von R, die eine Vereinigung
abzahlbar vieler paarweise disjunkter Intervalle ist, also fiir

B = |JIL mit NI =0 fir j#k ,
=1
definieren:
wie, f,B) =Y w(z, f,1)
7j=1

Fir B = R ist nach Definition 71.10
w(z, f,R) = [[(id = 0)(x)]* = [Jz]]* = 1

Wegen dieser Eigenschaften ist (wie man in der Wahrscheinlichkeitstheorie
lernt) w ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf der Menge der oben definierten
Teilmengen B von R. O
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Bisher haben wir definiert, was ein Zustand eines quantenmechanischen Sy-
stems ist. Wir mochten nun auch zeitliche Anderungen dieses Zustands be-
schreiben :

Definition 71.12 : Unter einem quantenmechanischen System verste-

hen wir einen selbstadjungierten Operator H in einem Hilbertraum H | zu-
sammen mit einem eindimensionalen Untervektorraum U, von H , der also
durch ein Element xy € H mit ||xy| = 1 aufgespannt wird.

‘H heiit der Hamiltonoperator des Systems,

Uy heifit der Zustand des Systems zur Zeit 0,
und fiir ¢ € [0;00) heifit
U= { () | \eC} mit a(t) == e 7™ (z0)

der Zustand des Systems zur Zeit t¢. Dabei hat man unter e~ii ™ den

in §70 fiir den Operator H definierten Operator zu verstehen. A ist eine
positive reelle Konstante, genannt das Plancksche Wirkungsquantum ,

h = 1.054 - 10~3* Watt sec?
Bemerkungen 71.13 : 1) Die Definitionen 71.5 , 8 ; 10 und 12 bilden die

vier “Axiome der Quantenmechanik”.

2) Mit z ist auch x(t) normiert, denn nach Satz 71.2 ist e~*#* unitér.

3) Ublicherweise definiert man ein quantenmechanisches System nicht durch
Definition 71.12, sondern durch die SCHRODINGER-Gleichung. Das ist aber
dasselbe, denn nach Satz 71.2 ist

z(t) = e (x0) fiir t€0;00) , f:= —%7—[
die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung
2(t) = i f(x(t)) mit z(0) = xo
also von i ha'(t) = H(x(t)), z(0) = zo

Das ist die SCHRODINGER-Gleichung. Definition 71.12 ist nur insofern allge-
meiner, als dass nicht notwendig

o € D(H)
vorausgesetzt wurde.

Definition 71.14 : Ein Zustand eines quantenmechanischen Systems heif3t
stationir , wenn

U, = const. fiir alle ¢ € [0;00)

gilt. Fiir unsere Beschreibung eindimensionaler Untervektorrdume durch nor-
mierte Elemente aus H bedeutet das: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine reelle
Zahl p(t) mit
t
—i—H 4
e b (z) = xt) = €Y.z

Bei der Suche nach den (physikalisch wichtigen) stationdren Zustdnden muss
man also diese Gleichung l6sen.
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Satz 71.15 : Gegeben sei ein quantenmechanisches System, gekennzeichnet
durch seinen Hamiltonoperator H . Ein Zustand dieses Systems, gekennzeich-
net durch z € H mit [|z|| = 1, ist genau dann stationdr, wenn x ein
Eigenvektor des Operators H ist.

1
Beweis : Zur Abkiirzung setzen wir f := _ﬁH‘ f hat dieselben Eigen-

vektoren wie H und ist auch selbstadjungiert.
1) x sei ein Eigenvektor von H , also von f, also

f(z) = pr mit peR

Zu f gibt es nach Folgerung 70.63 eine Spektralschar (f))er , so dass

o0

fly) = /)\de(Z/) fir y € D(f)

—0o0

ist. Nach Satz 70.40 (den man auch noch fiir selbstadjungierte Operatoren
beweisen miisste, die nicht auf ganz H definiert sind,) ist

(fo= Lo @) = =

und damit folgt aus den Axiomen (Sch 1) und (Sch 4) der Spektralschar aus
Folgerung 70.62 :

_ 0 fiirA < p und
e ro = {0 Ea T,

Wegen z € D(f)folgt nach Satz 70.36 :
et @) = el = [ = e d e

Fiir A = p ist der Integrand 0 , also

"t (z) — ePla|* = / + / e — e Pt d || fal) ||
(co0ip)  (pioo)

und das RIEMANN-STIELTJES-Integral ist 0, wenn hinter d ... eine Kon-
stante (d.h., konstant als Funktion von X ) steht, was nach (%) der Fall ist,
also

eitf(m) = ¢ty

Nach Definition 71.14 beschreibt x einen stationdren Zustand.

2) Den Beweis der umgekehrten Richtung sparen wir uns, weil er ziemlich
lang ist, siehe (T), Satz 34.1 . O
Beispiel 71.16 : Fiir den harmonischen Oszillator hatten wir schon in 71.7
die klassische Hamilton-Funktion in Orts- und Impulskoordinaten aufge-
stellt:




- 322 -

1 k
h(z,p) = ﬁp2+§$2

Auf Grund physikalischer Quantisierungsvorschriften ersetzt man x und p
durch Operatoren in einem der Problemstellung angepassten Hilbertraum
H . In unserem Beispiel wahlt man sinnvollerweise

H = L*R)
Die Ortskoordinate z ersetzt man durch den Operator f, der durch
(fe)(@) == 7-9(z) fir g€ [AR), zeR
definiert ist, die Impulskoordinate durch den Operator g,

() (&) = —ih——p(a)

Den Hamiltonoperator H der Quantenmechanik erhélt man dann durch Ein-
setzen in h(z,p):

M) = 5 (it ) (o) + 5ol

1 d? k
—%ff 122 p(r) + 53?2 ()

Man muss noch geeignete Definitionsbereiche von f und H suchen, so dass
diese Operatoren selbstadjungiert werden. Fiir f nimmt man

D(f) = { pe L)(R) | v € LX(R) fir o¢(z) = zp(z) } ,
dann gilt fiir ¢, € D(f) und das Skalarprodukt < , > in L*(R) :

<f@%¢>=(/wdﬂwﬂdxzt/ﬁahwmﬁm
=< o, f(¥) >

also erfiillt f die Bedingung (Sy). Sei A € C mit Im A # 0, und ¢ € L*(R) ,
dann ist die durch

_ )

definierte Funktion ¢ in D(f), denn ¢ € L*(R) und n, n(z) = z¢(z),
ist in L*(R) . Nun gilt

(f =Aid)(¢) = ¢ ,  also

R(f —Xid) = L*R)
Da das auch fiir A statt \ gilt, ist f nach Hilfssatz 70.56 selbstadjungiert.
Mit Hilfe des Operators f kann man nach Definition 71.10 die Wahrschein-
lichkeit dafiir berechnen, dass sich das Teilchen in einem gegebenen Intervall

I aufhélt. Nun werden wir gleich beweisen: Sei (e))aer die Spektralschar
von f, dann ist

6)\<90) = 1(700;)\] 4 fiir (S H

Also ist nach Definition 71.10 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich im
Zustand = das Teilchen im Intervall (\; | aufhélt:
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o0 B

= [ Mm@ = L @Plo@ do = [ o) dz
—00 A
Den Hamilton-Operator des Systems
h? > ko
= — _ x .
2m dz? 2

werden wir noch genauer untersuchen. Zunéchst wollen wir sehen, wie die
Spektralschar des Ortsoperators f aussieht :

Hilfssatz 71.17 : Sei

(fle)(z) == x-p(x) fir z€R und ¢e€D(f) ,

D(f) = { v L’R) | Y€ L)(R) fir 9(z) =z -p(z)} .

also f der eindimensionale Ortsoperator, so ist f ein selbstadjungierter
Operator im Hilbertraum L*(R) . Die Spektralschar von f ist (ex)rer,

() (ea@)(@) = Lwsn(@)(z) fir o€ L(R)

Beweis : Dass f selbstadjungiert ist, haben wir gerade gesehen.
1) Wir zeigen, dass (e))aer tiberhaupt eine Spektralschar ist:
Man sieht an (x), dass e, als Funktion von ¢ linear und stetig ist,

leal < 1

Fiir ¢,¢ € L*(R) gilt

< exp),y >= / 1 ;,A](x)-w(x) p(x) de =< g,en(v)) >

—00

und da ey auf ganz L*(R) definiert ist, ist ey symmetrisch, insbesondere
selbstadjungiert,
6; = €)

Fir A, peR, N < p gilt
((enoex)(@)(x) = ((excen)(w))(x)

= Yoo (%) * Lo, n(2) - () = Lo n(@) - p(2) = (ex(p))(2),

also gilt nach Satz 70.21 : ey, < ¢,, und insbesondere

2
€y = Ex
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also sind die e, nach Satz 68.44 Projektoren. Auch die Eigenschaften
(Sch 3) und (Sch 4) aus Folgerung 70.63,

lime, = ey lim ey, =0 lim ey, = id
o ) )
[TADY A——00 A—00

folgen aus den Eigenschaften der charakteristischen Funktion.
2) Da (ey)aer eine Spektralschar ist, haben wir den Operator

[e.9]

g = /Ade,\ mit

—0o0

D(g) = { pe L*®R) | / AR dllea(@)]? < o0 }

nach Folgerung 70.64, und wir wollen zeigen, dass f = g ist : Seien
a, B €R, a < B, dann gilt nach Definition 70.32 fiir beliebiges

¢, ¥ € L*(R) :

[ ¥d<a@o = > (< aul)v > - < g ()0 >)
k=1

n()—0
(o8]
= i ; oo ] — L(—oo: d
n(,i)rgo ; Hi—1 / ( (=00 pkl ( 004%—1]) (@)e(@)p(z) de
das Integral hier ist das LEBESGUE-Integral, also
n 1
/ Md < ex(p), >= lim Z - / o(x)-Y(x) dz also
n(w)—=0 =
o8] - Hr—1
B
) [ Rd<ae = [ do
(o] o

Wir wollen hier ¢ := ¢ einsetzen; dafiir gilt

[

< exp),p >=<exp) exlp) >= [lea(w)

und fiir &« = —o0, f — oo folgt aus (xx): Ist ¢ € D(g), so ist

/ o) dz = / A2 dlles(@)? = le@)]? < oo

also gehort nicht nur ¢, sondern auch die Funktion v,

zu L*(R) , also ¢ € D(f) fiir ¢ € D(g), also
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D(g) € D(f).
Sei umgekehrt ¢ € D(f), dann ist also
[ et do < o
und, wieder nach () :

[ AR dlla@l? < oo

also ¢ € D(g). Analog zu (%) rechnet man aus :

B

[ ra<awo = [ab@ew do

[ 8] o

fir ¢ € D(f) = D(g) und € L*(R) . Also folgt nach Satz 70.35 :

< gl >= /Ad<eA<so>,w>= /xwwmdxzwmw,

speziell fiir ¥ := g(¢) — f(v), also
fl@) = g(e) O

Bemerkung : Nach Hilfssatz 70.38 wissen wir, dass zu jeder Spektralschar

(ex)rer die Operatoren

ex— = lim e,
A

existieren. In unserem Fall ist

(ex—(@)(@) = M (Ao (2) - (7)) = Limooin(2) - (),

und da man in L?(R) Funktionen nicht unterscheidet, die sich nur in einem
Punkt unterscheiden:

ex—(v) = e(y)

Nach Satz 70.40 heifit das: f besitzt keine Eigenwerte. Das héitte man auch
direkt sehen kénnen: Angenommen, ¢ ist ein Eigenvektor von f, zum
Eigenwert X, dann ist

(fle)(x) = A-p(x) also

zo(x) = Ap(x) ,  also (z-Ap(r) =0
Das geht aber nur fiir ¢ = 0 € L*(R) .

Bemerkung 71.18 : Wir wollen nun den Hamilton-Operator des harmoni-
schen Oszillators H
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(K@) =~ ole) + apl)

ndher untersuchen. Bis auf physikalische Konstanten ist das der Operator f,

(f(@)(@) = —¢"(x) + 2% p(2)

Dieser Operator heiit Hermitescher Differentialoperator .

Satz 71.19 : Sei Q offen im R™ und C§°(2) die Menge der beliebig oft
differenzierbaren Funktionen ¢ mit kompaktem Tréger

Suppp = { 2 €R" | () #0 } C Q

Dann ist C°(€2) eine dichte Teilmenge von L?(€2) .
Beweis : Fiir @ = R" steht das als Corollar zu Satz 10.3 in (G 93) . Fiir
beliebiges €2 siche (T), Satz 3.6 . O

Speziell fiir ¢(x) := 22 + 1 ist der nichste Satz ein Satz iiber den
HERMITEschen Differentialoperator :

Satz 71.20 : Sei ¢ : R — R stetig,

g(z) > 1 firalle ze€R und lim ¢(x) = oo

|z| =00
Sei f definiert durch
D(f) = CF(R) € L*(R) , R(f) ¢ L’(R)

(fl)(x) = —¢"(z) +q(z) p(x)
dann gilt
a) < f(p)p > 2> [lof* firalle ¢eD(f)
b) f erfiillt die Bediingung (Sy) aus Definition 70.56.
¢) f,der in Satz 70.66 definierte Abschluss von f, ist selbstadjungiert.
d) Esist SCF = 0, also S7 = SP;
Beweis : ¢) und d) miissen wir weglassen, da unsere Kenntnisse iiber selbst-

adjungierte Operatoren (immer noch) zu gering sind.
a) und b) : Es gilt fiir ¢,1 € D(f), wenn man partiell integriert :

<f@%¢>=/(—¢@ﬂw@%w@%wwdm

R

- / (¢'(z) - ¥'(x) + q(z) - o(2) - Y(2)) do
R
denn ¢ und v sind 0 auBerhalb eines hinreichend grofien Intervalls. Also
folgt einerseits
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<0 2= [ B (00 + o) b)) do =< 0 fW) >
R
d.h. f erfiillt (Sy) . Andererseits folgt

< flp)p >= / (19 @) + g(2) |o(@)?) da

R

und wegen ¢(z) > 1:

< fp)p > > H{ (@) dz = ||z . O

Man erhélt damit fiir den HERMITEschen Differentialoperator den
Hilfssatz 71.21 : Sei D(f) := C(R) C L*(R)

(fle)(x) == —¢"(z) + 2*p(z) fir @eD(f) ,

dann ist R(f) C L*(R) und
a) f selbstadjungiert ,
b) SC; =10

Beweis : Den Satz 71.20 konnen wir zwar nicht auf f, aber auf f+ id ,

((f +id)(@)(2) = —¢"(2) + (2" + V(=)

anwenden, denn fiir ¢(z) := z* + 1 gilt ¢(z) > 1. Nach Satz 71.20 ist
dann f 4+ id selbstadjungiert,

f+id = f+id . Fir f gilt dann
(Di) D(f) = H wegen D(f) = D(f+id) |,
(Sy) VYayeD(f): <afly) >=<ua,fy)+y >— <,y >=

=< (f+id)(x),y > =< z,y >=< f(z),y > , und
(Se) D(f) = D(f+id) = D((f+id)") = D(f +id) = D(f") ,
also ist f nach Definition 70.56 selbstadjungiert. Da 507 +id = () ist, und

da
)\ES? — MN+1leS:

F+id
gilt, folgt aus Satz 71.20 auch

SCy = SCqq = 0 . O

Man muss also nur Eigenwerte und Eigenvektoren des HERMITEschen Dif-
ferentialoperators f berechnen. Das sind im Wesentlichen Rechnungen mit
Differentialgleichungen, wobei man die Differentiationen im LEBESGUE-Inte-

gral [ ...¢(z) da auszufiihren hat, also Differentialgleichungen fiir Distri-

butionen. Wir wollen die Rechnungen nicht im Einzelnen ausfithren, sondern
geben nur das Ergebnis an :
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Satz und Definition 71.22 : Sei f der in Hilfssatz 71.21 definierte HER-
MITEsche Differentialoperator. Dann hat f genau die Eigenwerte

A =2n+1 , nelNy

Diese Eigenwerte haben die Vielfachheit 1 . Die Eigenvektoren zu A, sind
die Hermiteschen Funktionen

ho(z) = cpe? T

2 . *
<6x> mit ¢, € R}

(Es gilt hn(z) = cae~ Ho(z) , wobeidie H, diein (F 132) definierten
HERMITEschen Polynome sind).
Beweis siche (T), Satz 24.2 . O

Bemerkung 71.23 : Man kann die ¢, so wéhlen, dass

1l =1

in L*(R) gilt. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

orthogonal sind, haben wir mit (A, )nen, ein Orthonormalsystem in L*(R) .
Da SC7 = () ist, kann man auch noch zeigen, dass (hy)nen, ein vollstidndiges
Orthonormalsystem ist; man kann also jedes ¢ € L*(R) “nach
HERMITEschen Funktionen entwickeln” :

o) = Z < hp, o > -hy(2)

- Wir betrachten wieder unser Beispiel aus der Quantentheorie :

Beispiel 21.16 :Der Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators war

Bk,
_x'
2m da? 2 ’

wobei noch nicht klar war, fiir welche ¢ € L*(R) dieser Operator iiberhaupt
definiert ist. Wir nehmen nun C§°(R); das ist ein dichter Untervektorraum
von L%*(R) , und setzen

D) = CF®)
(Ho@)@) = =5 ple) + 5 2% o(a)

Nach Hilfssatz 71.21 ist dann der Operator f mit

2m

Fo= g

selbstadjungiert, also auch #, selbstadjungiert. Als Hamiltonoperator wihlen
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WwIir nun

H = H_O )

dann ist ‘H nach Hilfssatz 71.21 ein selbstadjungierter Operator mit

SCy% = 0. Wir wollen die Eigenwerte und Eigenvektoren von H bestimmen.
2

Dabei muss man die Konstanten o und 5 beachten, die in dem
m

HERMITEschen Differentialoperator von Satz 71.22 nicht standen. Sei

Vkm
Vh
Die Funktionen h,, n € Ny gehoren zwar nicht zu C3°(R) , aber (was wir

hier nicht beweisen wollen) zu D(#), dem Abschluss von C°(R) in L*(R)
beziiglich || ||z , wobei

lolln® =< ¢, 0 >+ < H(p), Hip) >

ist. Es gilt fir u,(x) := hy(cx):

(H(uy,))(z) = o qa? hn(cx) + = 2°h,(cx)
h? 2 " m 2
= 5.¢ (=h!(cx) + 12 o (cx)* hp(cx))
h2

= 5 - A(hn(e) + (cw) ha(cw))

Darin bedeutet ’ die Differentiation von h,(y) nach y. Nach Satz 71.22 gilt

—h(W) +haly) = @2n+1Dha(y) ,  also
Hu)@) = S5 @n 1) haen)

= g\/%(anL 1) up, ()
Vkm

Also bilden die Funktionen w,, , u,(x) = hy(cz) mit c¢ = 7 bei

passender Wahl der Konstanten ¢, in Definition 71.22 ein (nach Bemer-
kung 71.23 sogar vollstiandiges) Orthonormalsystem von Eigenvektoren des
Operators H . Nach Satz 71.22 gibt es auler den Eigenwerten

k 1
h —(n—|—§) , neNy

m
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keine weiteren Eigenwerte von H . Ein stationdrer Zustand des harmonischen
Osrzillators wird nach Satz 71.15 gegeben durch eine Funktion

¢on € L*(R) mit [jp,| =1 in L*R) und

on(x) = ay hyp(cz)
mit einer Normierungskonstanten c«,, . Damit kann man dann nach Definiti-
on 71.10 die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass der Messwert fiir den

Ort des Teilchens im Zustand ¢,, in das Intervall I f&llt, denn wir kennen
ja die Spektralschar des Ortsoperators.

- Um den Zusammenhang mit der Physik klarzumachen, wollen wir zwei
Interpretationsregeln der Quantenmechanik angeben, die nicht direkt zum
mathematischen Teil der Quantenmechanik gehéren :

(71.24) Interpretationsregel 1 : Ein zeitlich unverdnderliches quanten-

mechanisches System befindet sich in einem stationédren Zustand. Der Zu-
stand kann dann gekennzeichnet werden durch einen Eigenvektor des zu-
gehorigen Hamiltonoperators H . Der zu dem FEigenvektor gehorige Eigen-
wert gibt die Energie des Systems an. Der Normalzustand ist der Zustand
kleinster Energie.

Bemerkung 71.25 : Diese Interpretationsregel ist nur sinnvoll, wenn

a) der Operator H FEigenwerte besitzt,

b) ein kleinster Eigenwert existiert, oder zumindest das Infimum der
FEigenwerte.

(71.26) Interpretationsregel 2 : Geht ein quantenmechanisches System,

das sich in einem stationdren Zustand mit der Energie E; befindet, in einen
stationdren Zustand mit niedrigerer Energie Fs {iber, so entsteht elektroma-
gnetische Strahlung der Frequenz

1
= )

Beispiel 71.16 : Beim harmonischen Oszillator sind also folgende Energien

moglich :
| k 1
E, =nh —<n+—> , n €Ny
m 2

Die moglichen Frequenzen der abgegebenen elektromagnetischen Strahlung
sind demnach

1 1 k
— L (B,—E,) = — 1/~ (n—
Vnm 27rh( " m) 27 m(n m)

1 Jk
Mit v = vy = — 1/ — folgt
2TV m

En:hu-<n—{——> fir neNy, mit h :=27h
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- Unser Ziel ist es nun, die HEISENBERGsche Unschérferelation mathematisch
zu formulieren. Dazu brauchen wir einige Begriffe aus der Statistik :

Definition 71.27 : Gegeben sei ein quantenmechanisches System im Zu-
stand z, z € H, ||z|| = 1, und eine Observable, also ein selbstadjungierter
Operator f im Hilbertraum H . Ist = € D(f), so heifit

<z, f(z) >
der Erwartungswert der Observablen f im Zustand z. Die Zahl
o(z, f) = || fa)= <, f(z) >z

heifit die Streuung und (z, f)? die Varianz von f im Zustand z.

Beispiel 71.28 : Sei f ein Operator mit “reinem Punktspektrum”, also

SC¢ = 0, und einfachen Eigenwerten
An , mne F%

Sei (zp)nen, ein vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von
f,sogilt fir + € H mit ||z|| = 1:

0o 00
p= S corn mit 3 ff? = el = 1
n=0 n=0

Nach Satz 70.40 gilt fiir die Spektralschar (ey) er von f:
(ex, = ex,—) () = @
Wegen A, # \,, fiir n # m folgt daraus
(ex, —exn,—)(zm) =0 fir n#m, also

(6/\n - eknv_)(m) = Cn In
Nach Definition 71.10 ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Messwert

von f im Zustand x gleich )\, ist :

w(@, £, Aa]) = [ (e, —ex, =) (@) 7 = leal”

Wegen x € D(f) erhalten wir fiir den Erwartungswert von f im
Zustand x:

<) > = /Ad < mex(n) >— /Adnemx)n?

Da Sy = SPs ist, folgt nach Satz 70.37 : Ist A kein Eigenwert von f, so
gibt es ein € > 0 mit

exie(r) = ex_c , und damit
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/)\d||eA )7 = Z/ A dllex(a@)|? = ZA||eA—eA D@P,

An;An]

also

(1) <z, f(x >—Z)\w [y 5 Anl)

Auch die Varianz von f im Zustand x kann man ausrechnen. Nach Satz
70.36 gilt

0z, f) = I(f= < =, fz) > id)(2)|* = / A=< @ f(z) > [* dllex()]”

Z A= <z, f(@) > [ l(ex, —ex,—)(@)|> . also

(2) oz, f)? = Z M= <z, f(z) > w(z, f, [y Aal)

Aus der Definition der Varianz, und da f— < z, f(z) > -id selbstadjungiert
ist, folgt noch

(3) Sz, f)? =< (f— < 2, f(z) > id)*z,z >

(71.29) Physikalische Interpretation : Wir sehen d(x, f) als ein Mafl

dafiir an, mit welcher Schirfe (Genauigkeit) der Erwartungswert von f bei
einer Messung im Zustand z angenommen wird. Die Messung im Zustand
x heilt scharf , wenn

oz, f) =
ist, also nach Definition 71.27 genau dann, wenn
fl@) =< fz) >x

ist. Dann ist also x ein Eigenvektor von f. Sei umgekehrt z ein normierter
Eigenvektor von f, dann gilt

flz) =px , |z =1, mit peR, also

<z, f(x) >= pllz|* = p, also

fl@) = po =< f(x) >

Eine Messung von f im Zustand z ist also genau dann scharf, wenn x ein
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Eigenvektor der Observablen f ist. Der zu x gehorige Eigenwert von f ist
dabei

p=<uz flr) > |,
also der Erwartungswert von f im Zustand z.
- Nach Satz 70.40 gilt:
x ist Eigenvektor von f zum Eigenwert u = z=(e,—e,_)(x) ,

wobei (ey)aer diezu f gehorige Spektralschar ist, und nach Definition 71.10
ist das gleichbedeutend mit

we, £, {n}) = [l ex = eu )@ P =l = 1

Eine Messung von f im Zustand x ist also genau dann scharf, wenn man
mit Wahrscheinlichkeit 1 als Messwert fir f die Zahl p =< z, f(z) >
den Erwartungswert von f, erhélt.

Folgerung 71.30 : Speziell fiir den Hamilton-Operator H sagt die letzte

Bemerkung: Wir kénnen die Energie eines quantenmechanischen Systems ge-
nau dann scharf messen, wenn sich das System in einem stationéiren Zustand

befindet.

- Zur Vorbereitung der HEISENBERGschen Unschérferelation brauchen wir
noch den

Satz 71.31 : f und g seien zwei Observable und = der Zustand eines
quantenmechanischen Systems, ||z|| = 1. Sei aulerdem

z€D(f) N D(g) ., flz)€D(g) und g(z)€ D(f)

Dann gilt

1
S(2,) - 8(e,9) = 51 < w90~ fog)w) > |
Beweis : Fiir beliebige «, € R gilt
<z,(gof—fog)z) >

=< x,(9—fFid)o(f—aid)(x)=(f—aid)o(g—Fid)(x) >
=< z,(9g—pid)o(f—aid)(z) > — < (g—pid)o(f—aid)(z),z >
= 2iIm < z,(g—pFid)o(f—aid)(x) > |, also
| <z (gof—fog)lx) >] < 2[< (¢9—Fid)(z),(f —aid)(z) > |
< 2|(g = pid)(@)[| - I(f — aid)(@)]|
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und mit o =< =z, f(x) >, f =< x,g9(x) > folgt die Behauptung. a

Folgerung 71.32 : Seien f und g zwei selbstadjungierte Operatoren, so
dass fiir alle x € H mit

(x) zeD(f)ND(g) , flx)eD(g) , g(x)eD(f)

gilt:

(gof—fog)z) = pa
mit einer festen komplexen Zahl p. Dann folgt aus Satz 71.31 :

P
Das ist die abstrakte Formulierung der HEISENBERGschen Unschérferelation:
Sei p # 0, dann gibt es kein = € H , das (x) erfiillt und Eigenvektor von f
oder g ist. Denn sonst wére nach (71.29)

Oz, f) =0 oder d(z,g) =0

im Widerspruch zu 6(x, f) - d(z,g) > % . Diese Formel sagt noch etwas

mehr aus : In dem Mafle, wie §(z, f) klein wird, wird é(x,g) groB. D.h.,
wenn man bei den Messergebnissen von f nur geringe Streuung hat, hat
man bei den Messergebnissen von ¢ eine grofie Streuung.

Bemerkung 71.33 : In der Physik formuliert man die HEISENBERGsche
Unschéarferelation zunéchst nur fiir den Orts- und den Impulsoperator. Dazu
miissen wir den Impulsoperator auf einem geeigneten Hilbertraum definieren.

Wie schon in §68 sei

LLRY = {f:R'" — C | / f(z) d"z < o
A

fiir jede kompakte Teilmenge A C R" }, und
LR = LLER)/ A
N = {feLl . (R ‘ f = 0 fast iiberall }
Jedes f € Li.(R") definiert eine Distribution : Fiir

o €DR") = CPR")  sei  Tylo] = / f@)p(z) Az

Rn

dann ist
Tfi D(Rn) — C

eine stetige Linearform auf D(R"), also eine Distribution. Fiir
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a = (ag,...,a,) €Ny und |af := Z a;
j=1

war die a-te Ableitung von T definiert durch
(DTY)[p] = (=) Ty[D]
Es kann nun sein, dass es ein g® € L*(R") gibt mit
DTy = Ty

dass also insbesondere D®T; wieder eine regulédre Distribution ist, dann
sagen wir: Es existiert die a-te Distributionsableitung ¢ € L*(R")
fir f € Ly,.(R") . Dabei wissen wir aus der Theorie der Distributionen :
wenn alle partiellen Ableitungen

D°f fir 0 < |8 < |qf

existieren, dann ist D f gleich dieser a—ten Distributionsableitung g (ge-
nauer: die Aquivalenzklassen in L*(R") sind gleich), denn es ist dann

DTy = Tpe,
Man kann aber aus der Existenz der Distributionsableitung von f nicht die
Differenzierbarkeit von f schlieflen.

Definition 71.34 : Sei k € Ny. Dann verstehen wir unter W#(R") die

Menge der f € L, .(R"), fiir die die a— te Distributionsableitung von f
fiir

0 < |of < k

in L*(R") existiert. W*(R") heifit der Sobolev - Raum der Ordnung & .
(Bei (T) werden diese Réume mit WF(R") bezeichnet.) O

Satz 71.35 : Sei k€ N, und fiir p € W*R") und |a| < k sei
f)agp die a — te Distributionsableitung von ¢

Setzt man

< ) Sy = Z / D p(z)-DY(x) d"z |

aeENg Alal<k gn

so wird W¥(R") ein Hilbertraum, und C§°(R™) ist ein dichter Untervektor-
raum von WH(R").
Beweis : Siehe (T), Sétze 5.1, 5.2 . O

Bemerkung 71.36 : Wegen Satz 71.19 und nach Definition von W¥*(R")
gilt

CCR") < WMR") c L*R")
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und beziiglich der L2—Norm liegt C°(R") dicht in L*(R") , also liegt
auch W*(R") beziiglich der L2—Norm dicht in L?*(R"™) . Wir haben aber in
WE(R™) eine andere Norm als in L*(R") , némlich

1
lellwe = (< @0 >wr)? !

- Auf W*(R"™) kénnen wir nun den Impulsoperator definieren:

(71.37) Impulsoperator (eindimensional) : Fiir ein Teilchen, das sich

auf der reellen Achse bewegt (z.B. den harmonischen Oszillator), definieren
wir den Impulsoperator g auf der nach Bemerkung 71.36 in L*(R) dich-
ten Teilmenge

D(g) == W'R) = { p€ L’(R) | 3Dp e L’(R) : T,/ = Ty, }

durch g(p) := —ihDyp
Fir ¢,¢ € C°(R) (!) berechnet man mit partieller Integration
< g(p zh/ o' (x = —ih/ p(x)(x) de =< p,g(¢¥) >,
R R

<, > ist hier das Skalarprodukt in L*(R) , nicht in W*(R). Nach 71.36
liegt C5°(R) dicht in W!(R) beziiglich der L?—Norm , also gilt auch

g(@) v > = < p,g) > firale ¢, ¢eW'(R)

g erfiillt also (Sy) . Um zu zeigen, dass g sogar selbstadjungiert ist, fehlen
uns entsprechende Sétze iiber W (R).

(71.38) Heisenbergsche Unschiirferelation fiir Orts- und Impuls-

operator : Wir wollen sehen, ob die Voraussetzungen von Folgerung 71.32

erfiillt sind fiir den eben definierten Impulsoperator g und den Ortsoperator
f mit

D(f) = { € L’(R) | ¥ € L*(R) fir o(z) ==z p(x) } |
(f(e)(z) = z-p(z) :
Sei zunéichst ¢ € C3°(R), dann gilt
(x) e D(f)ND(g) . flp)eDlg) , glp)€D(f) und

(90 f ~ J o)) = —ih(mpla)) ik 2D = ippa),

also

(gof—fogllp) = —ihyp
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Man muss sich noch iiberlegen, dass diese Formel auch fiir alle ¢ gilt, die
(%) erfiillen. Dann folgt nach 71.32 :

h
Das ist die HEISENBERGsche Formulierung der Unschérferelation. a

Wir wollen damit den Abschnitt iiber die Axiomatik der Quantenmecha-
nik beenden und uns noch einige in der Quantenmechanik vorkommende
Operatoren ansehen und ihre Spektren bestimmen. Zur Konstruktion der
Hamilton-Operatoren benutzt man die folgende

(71.39) Quantisierungsregel : Gegeben sei ein System von n Teilchen,

das im Rahmen der klassischen Mechanik und Elektrodynamik durch carte-
sische Ortskoordinaten xq,...,x3, und Impulskoordinaten pi,...,ps, be-
schrieben werden kann, und

h(xh co 3 X3n,P1y - - - 7p3n)

sei die klassische Hamiltonfunktion. Dann ersetzen wir die Ortskoordinaten
xp durch die Operatoren f; ,

(fe(e)(@) = - plz)

und die Impulskoordinaten p, durch die Operatoren g ,

.0
(n(o))(z) = =ik ()

Den so gewonnenen Differentialoperator h(fx, gx) verwendet man zur Kon-
struktion des Hamiltonoperators.

- Diese Regel bedarf noch der Préazisierung :

Bemerkung 71.40 : Die Regel 71.39 besagt, dass man h(fy, gx) formal

ausrechnet und damit einen Operator

H = h(fr, 9x)

erhilt. Das ist dann nicht eindeutig, wenn in h(x,p) Produkte xj - py auf-
treten, denn es ist xy - pr = pi - x, aber

(eop)@)@) = —ihmpg(@)
(o f)(@))@) = —m%w(x» - —mxka%so(m—mm

Man muss also davon ausgehen, dass in den gegebenen Hamiltonfunktionen
h(z,p) solche Produkte zj - py nicht auftreten.

Bemerkung 71.41 : Die Formulierung “h(fx, gx) verwendet man zur Kon-

struktion des Hamiltonoperators” ist so zu verstehen, dass man zunéchst
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einen Definitionsbereich fiir den Hamiltonoperator suchen muss. Dazu sucht
man sich je nach Problem einen Hilbertraum (etwa L*(R®") ) und darin
einen dichten Untervektorraum D(H), so dass

H(p) = h(fr96)(p)

fir ¢ € D(H) definiert ist. Fiir den harmonischen Oszillator haben wir das
schon gemacht. Fiir das Beispiel, das gleich kommt, untersuchen wir den
Differentialoperator —A:

Satz 71.42 : (a) Der Differentialoperator f

D(f) = WR") |

3
)

flo) = Ay = =) —=5¢

2

wobei hier unter —— die zweite Distributionsableitung von ¢ zu verstehen
J

ist, ist ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum L*(R") .

(b) Fiir den Operator fy,

D(fo) = C~R") , folg) == -Ayp
gilt fo = f.
(c) Esgilt f > 0.
(d) SPf:(Z) , SCfI[O;OO>

Beweis : (a) Wir zeigen zunéchst, dass f die Bedingung (Sy) erfiillt: Seien
@, € C(R™), dann folgt mit partieller Integration:

< hiehv >= [ TEAN ) ae = [

R7™ R™

8xj 8ZEj

j=1

_ / o(2) - (—AY(x) d"z =< o, folth) >

Da C°(R™) dicht in W?(R™) ist, folgt durch Grenziibergang fiir
o, € WA(R"):

< flehv > = <p fl¥) >,

also ist (Sy) erfiillt, und auflerdem gilt

W <see> = [ %

nach Definition 70.5 also : f > 0 Also gilt (c) . Die Selbstadjungiertheit

dp(z) |

d"z > 0
&cj r= ’
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von f zeigt man mit Hilfssatz 70.57 :
I NeC: R(f—-\id) = R(f —Nid) = H = [ sclbstadjungiert.

Dazu nehmen wir uns ein beliebiges A € R mit A < 0, und ein_beliebiges
¢ € L*R") . Mit 1) gehoren auch die Fouriertransformierte ¢ und die
Funktion )

V()

o , definiert durch o(z) = o=
x J—

( |lz|| die Norm von z € R* ,) zu L*(R") (was wir im Einzelnen nicht
beweisen wollen). Dann ist auch

oe LXR") fir o(z) == 6(—x)

Nach unseren Rechenregeln fiir die Vertauschung von Differentiation und
Fouriertransformation (Satz 52.2.9, Skript S.129) gilt fir 5 € Nj:

- —

D% = ()G = (—DF(@P0)) = (—1)¥ufs

mit p(z) = iz. Fir |8] < 2 ist auch p’o € L*(R") (ohne Beweis) und
damit auch D’z € L*(R") , also & € W2(R"), und es gilt

—

SN N A N
i=1 j=1

mit p;(z) = ix;, also p;(x)> = —a7,

ﬂZ@ﬁm::Zﬁww:\wmwﬂ>:

[(=2)I

()
[(=2)[]> = A
Ao(—x) 2 _J(—a) also
—Ao(—x -z)
[(=2)[]> = A
N -xe = 10,
j=1
—AG—-Xo = ¢
also R(f —\id) = L*(R") .
b) Um fy = f zu zeigen, miissen wir nach Satz 70.66 (c) zeigen, dass

W2(R™) der Abschluss von D(fy) = C°(R™) in L*(R™) beziiglich || ||;

ist, wobei

lell; = 1f @I+ lleli* (Il I die Normin  L*(R") )
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ist. Nun wissen wir, dass C{°(R") beziiglich der Norm von W?(R") dicht
in W?2(R") liegt; wir sind also fertig, wenn wir gezeigt haben, dass || ||
und || ||y dquivalent sind, denn dann konvergieren Folgen, die in der einen
Norm konvergieren, auch in der anderen Norm, und zwar gegen den gleichen
Grenzwert. Rechnen wir die beiden Normen einmal aus:

2
lelly™ = el + 12> = el +

= ||90||2+< > Dip, Y D§w>
7=1

=HW+Z/ D) D2p(x) d"a

Jik= 1Rn
Fir ¢ € Cg°(R™) erhélt man mit partieller Integration :

n

el = llelP= Y [ DD Digle) "

J.k=1 Rn

=HW+Z/DM¢WMWM%
J.k= ]-Rn

el S DDl

jk=1
2
(2) lells* = lel?+ ) ID3el*+2 Y IID;Drell®
7=1 i<k

wobei hier || || stets die Norm in L?*(R") bezeichnet. Andererseits ist

el = 3 [ ID%ptof v

= lel*+ Y D%
1<|8]<2
= H@H2+Z IDZel*+2 Y IID,Dxeel +Z IDjell®

i<k

(3) lell;® < el
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Das ist die eine Abschitzung, die wir fiir die Aquivalenz der Normen brau-
chen. Andererseits gilt

lellw=" = llells* + D Dyl
j=1

= el 43 [ PP ana

Jj=1 R"

D Joll? + < f@)e >

< el + @I+ 1F 1 - el
Da fiir a,8 € R stets a-3 < o?+ B2 gilt, folgt

@ lelw=" < 2(llel® + 1)) = 2 llell;*

Aus (3) und (4) folgt: || ||w2 und || || sind dquivalent.

(d) Wir wollen nun das Spektrum von f untersuchen. Nach Satz 70.59 ist
Sf C R.
1.) Sei A€ R, A < 0. Schon beim Beweis von (a) hatten wir gezeigt:

(5) R(f-Mid) = LA(R")

Angenommen, es ist A € Sy , dann gilt entweder
A € SP¢, es gibt also ein ¢ € D(f) mit ||¢]| = 1 und

flo) = Ap
< flo),o >= Ap||> = X < 0 , Widerspruch zu (c) , oder

A € SC¢, dann ist f — Aid injektiv, es existiert also
(f = Aid)™! : L*R"®) — D(f) . Wir zeigen mit Definition 70.64,
dass (f — Aid)™' auch noch abgeschlossen ist : Sei (¢g)ren eine Folge aus

D((f —Xid)™") = L*R") mit
Jim gp = ¢ und - lim (f = Xid) 7 (pr) = ¢,
dann miissen wir zeigen:
p € D((f = Aid)™)
was aber klar ist wegen D((f — Aid)™") = L*(R") , und auBerdem:
(6) (f=Aid)"H(p) = ¥
Beweis von (6) : Sei
Yp = (f = Aid)"Hyy) , dann ist
(7) vr € D(f=Aid) = D(f) ,
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®)  Jimyp =9, lim(f=Aid)(y) = lim pp = @, also
(9) Jim f(yr) = p+Ae

Nun ist f selbstadjungiert, nach Satz 70.53 (c) also abgeschlossen. Aus
(7),(8),(9) folgt daher

fW) = e+ , also (f—Aid)(¥) = ¢ und damit (6).

Also ist (f — Aid)™! abgeschlossen. Nun ist L*(R") x L*(R") mit der
Maximum-Norm

1o, )| = max{llell, l¥]} fir ¥ € LAR")

ein Banachraum, und darin ist

G = {(p(f=2id)(p) | e L’R") }

der Graph von (f — \id)™!, ein abgeschlossener Untervektorraum, denn
sei (¢, (f — Aid) 7 (or))ren eine Folge mit einem Grenzwert

(¢, ) € L*(R") x L*(R") , dann besagt die Abgeschlossenheit von

(f = Aid)™! gerade :

v = (f=Aid)(¢) , also (p,9) €

G ist also selbst ein Banachraum. Die Abbildung

p: G — L*R") , ple(f=Aid)7(p) = o
ist linear, stetig und bijektiv. Nach Folgerung 68.49 ist

pls LRY) — G, o (o0, (f = Aid) ()
stetig, also ist auch (f — Xid)™! stetig. Also ist

A€ My ., Widerspruch , und wir haben gezeigt :

Sy < [0500)

2.) Sei nun A € [0; c0). Angenommen, A\ € SP;, dann gibt es einen
Eigenvektor o € W2(R™) zu A mit ||p|| = 1. Fiir die Fouriertransformierte

p gilt
= Tcp[

N

—4

’ 2

—4

é 5] = Tw[@

|
und wegen @ =
121" = To[@] = llel® =1

Mit der Rechnung wie beim Beweis von (a) folgt aus f(¢) = Ap:

=< 9,9 >= Tp]

She ©)

H37H29/5(37) = \p(x) also

(lzl* =N @) = 0
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Wegen @ € L*(R") gilt das nur fiir § = 0. Dem widerspricht aber
|p|| = 1. Also gibt es kein A > 0 mit A € SPs.

Wir behaupten:

SCy = [0; 00)
Dazu geben wir zu jedem A > 0 eine Folge (¢;)jen, in W?(R™) an, fiir
die gilt

(¢;)jen, besitzt keine konvergente Teilfoge, und

() Jim (f = Xid)(¢;) = 0

Dann kann (f — Aid)™! nicht stetig sein, denn aus der 2.Aussage von (x)
wiirde sonst folgen: lim ¢; = 0 , im Widerspruch zur 1.Aussage.

j—o00
Beweis von (*): Wir wéhlen uns zunéchst eine Folge (¢;)jen, aus RY mit
lim ¢; = 0 und zu gegebenem ¢ € C3°(R") eine Folge (z;)jen, aus R™
J—o0
mit

lim [|zf} = oo,

j—o0

so dass die Tréager der Funktionen
vy R — € ¢(a) = ¥(g(r — 7))
paarweise disjunkt sind. (Das geht, denn es gibt ein v > 0 mit
Suppy C  K,(0)
Wihlt man zy := 0 , so ist fiir ¢g(x) = Y(eo(x — 20)) :

Supp ¢y C Ky (0) mit o = 51
0

Sind dann zg,...,2, und ~,...,7, so bestimmt, dass =, > 7v,_1 und

Supp v, C K, (0)\ K“/nﬂ(o)

ist fur ¢,(x) := ¢Y(en(x — 2,)), dann wahlt man z,.; € R mit

und  Yn11(2) = Y(enti(z — 2p41))

znsall > Yn + —
En+1

dann gilt fir = € Supp ¥y,41:
lent1® = €nsr zpill < v, also [lena @l = lensr zasall =7 > Ens1mm
also [|z|| > 7, und man findet 7,41 > 7, mit

Slﬂ3pfﬁn+1 C l{&n+1<0) \ ]<Vn<0)

Also liegen die Tréger der Funktionen 1; paarweise disjunkt.) Fiir
r = (21,...,2,) € R" und j € Ny definieren wir nun

n

pi(z) == €;2 - Y(ej(x — 2;)) - exp (z Z kmxm> ,
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wobei wir ein festes ¢ € C°(R™), ¢ # 0, und ¢; und z; wie oben wéhlen,

und kq,...k, € R mit
k24 k2 =)

Dann ist ¢; € Cg°(R") € W2(R™), und es gilt

\Isoj\PL2<Rn) = ¢} / [ (gj(x — 2;))|* A"

- / WP dy = )P > 0

(mit der Transformation y = ¢;(z — z;). ) Da ¢; und ¢, fir j # k
disjunkte Triiger haben, ist ihr Skalarprodukt in L*(R") gleich 0, also gilt

log = @xll® = llosll* + llgwll® = 2[%* > 0

Da ||¢]| eine positive Konstante ist, sieht man, dass (¢;);jen, keine konver-
gente Teilfolge hat. Nun ist

ejw(aj(:r; 2;)) (exp( Z kma:m>> =

= —)\ej%w(sj(x—z] exp( Z km$m> = —Ap;(z),

n

wegen Y. (ikn)? = —\. Wegen f = —A folgt nach der LEIBNIZ-Regel
m=1
fiir die 2.Ableitung :

((f = Aid)(p)(x) =

n
2

J

= —AY(gj(x -2 Z B (gj(x — 2;))ikp, | -exp ( Z kmxm> )
Wir verwenden nun die Dreiecksungleichung fiir die Norm in L*(R") und
fithren anschliefend wieder die Transformation y := ¢;(z — z;) aus. Da A

dann die Differentiation nach y bedeutet, folgt

et < ([ avran) v

—00

n 2

n

auf der rechten Seite héngt nur noch €; von j ab. Das geht gegen 0 fiir
J — 00, also

lim (f - Aid)(g;) = 0 |

J—00

(¢;)jen, hat also die Eigenschaft (x). O
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Damit kénnen wir nun ein quantenmechanisches Problem bearbeiten :

Beispiel 71.43 : Wir betrachten das quantenmechanische System eines Teil-

chens derMasse m , das sich auf der reellen Achse frei bewegt. Die klassische

Hamiltonfunktion ist in diesem Fall
m 1
h — 2 — 2
(z,p) 5 v oy

Nach unserer Quantisierungsregel (71.39) erhalten wir einen Operator Hy,

D(Ho) == Ci'(R") . Holp) = o "
Dieser Operator erfiillt zwar (Sy) , ist aber nicht selbstadjungiert. Nach Satz
71.42 ist nun H = Hy ,

DOH) == W2R) . H(p) =

2m
selbstadjungiert, und fiir das Spektrum von H gilt
SCH:[0,00) s SPHZQ)
‘H hat also keine Eigenwerte. Es gibt also keine stationdren Zusténde des
Teilchens. Befindet sich das Teilchen im Zustand ¢ , [[¢] 12 R) = 1,
so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen im Intervall (a,b)
aufhalt, gleich

wie, f,(a:0) = l(es-—ea(@)I* .

wobei f der Ortsoperator und (ey)xer die zu f gehorige Spektralschar ist.
Nach Hilfssatz 71.17 ist

Wi, f(@h) = < (e —e)p)p > = / p(@)? da

Beispiel 71.44 : Wir betrachten das quantenmechanische System eines Teil-

chens der Masse m , das sich auf der reellen Achse bewegt, und auf das eine
duBere Kraft wirkt, die durch ein Potential V' (x) beschrieben wird. Dann ist
die klassische Hamiltonfunktion :

1
h = — .
(%, p) V()
und damit nach unserer Quantisierungsregel :
h2
Holp) = 5 '+ V(z) , D(Ho) = CF(R)

Wir setzen nun voraus:
V: R — R iststetig, V(z) > ¢
fiir eine passende reelle Konstante ¢, und

lim V(z) = oo
|z| =00
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Dann ist, bis auf Konstanten, Hq der Operator f |

(f(e)(x) = =¢"(x) +p(z)p(x) ,  mit

p: R — R stetig, p(x) > 1, lim p(z) =

|z]—o0

2
erfiillt, man muss eventuell den Operator

2
aus Satz 71.20 (die Bedingung h_m -V(z) > 1 ist fiir Hp nicht immer

Ho +n id mit passendem n €N

betrachten, so wie wir das beim Beweis von Hilfssatz 70.21 gemacht haben,
und dann auf H, zuriickschliefien). Aus Satz 71.20 folgt dann : Der Operator

H=FH
ist selbstadjungiert und besitzt ein “reines Punktspektrum”, d.h.
SCy = 0

Das Punktspektrum SPy ist abzéhlbar, also besitzt H nach Satz 71.15
abzahlbar viele Zusténde. O

Der schon behandelte harmonische Oszillator ist natiirlich ein Spezialfall die-
ses Beispiels. - Wir wollen uns zum Schluss noch mit einem dreidimensionalen
Problem befassen, dem Wasserstoff-Atom. Zunéchst einmal ganz allgemein
die

(71.45) Klassische Hamilton-Funktion eines Atoms : Gegeben sei ein

Atom mit Atomkern der Kernladungszahl Z und n Elektronen (nicht not-
wendig Z = n , es sind also auch ionisierte Atome zugelassen) . Den Atom-
kern denken wir uns fest im Nullpunkt des Koordinatensystems. Die Koor-
dinaten des j—ten Elektrons seien

(v3j-2,735-1,23;) , JEN
der Impuls des j—ten Elektrons sei
(P3j—2,P3j—1,P35) € R®

Wir setzen zur Abkiirzung

- 2 2 2

Tk = \/(963j—2 — Tgp—2)? + (35-1 — T3p—1) + (w35 — w3p)?

fir j,k € n , dann ist die klassische Hamiltonfunktion des Atoms :

3n n
1 1 1
h(l‘lw-'vm?m)pl)"'ap?)n) = 2m E pi_Z€2 E T_+ 62 E —_ )
Jj=1

rs
=1 itk Ik
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wobei e die Ladung des Elektrons und m seine Masse ist. Damit kann man
nun nach der Quantisierungsregel (71.39) den Hamilton-Operator der Quan-
tenmechanik definieren :

Definition 71.46 : Das quantenmechanische System eines Atoms mit Kern-
ladungszahl Z und n Elektronen beschreiben wir im Hilbertraum L?*(R®")
durch den Operator

H, erfillt (Sy), ist aber nicht selbstadjungiert, aber H ist selbstadjungiert.

Folgerung 71.47 : Fiir das neutrale Wasserstoffatom ist

h2 €2
Hol(p) = —%ASO— P

mit r :=ry und n = 1. O

Den Satz iiber das Spektrum dieses Operators konnen wir hinschreiben, mit
unseren Mitteln aber keineswegs beweisen :

Satz 71.48 : Der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms H = H,,
h? e?

D(Ho) = CF(R?) , Holp) = —ﬁA‘P—7<P

ist ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum L*(R?) . Es ist
D(H) = W?3(R3). Es gilt

Sp, = me’ | N
o 212 N2
Der Ei Ei ¢ __™me" |t die Dimension N2
e enra (S e e a e €ns10 .
T lg nrauin zuin lg nwer 2h2N2 1 11mension

Beweis : Siehe (T) , Satz 36.2 , Seiten 504 - 510 . O
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