Prof. Dr. Reiner Lauterbach 03.06.2010
Philipp Wruck

Aufgabenblatt 8
Funktionalanalysis

Aufgabe 1: [5 + 5 Punkte] Es sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Beweisen Sie die folgenden
Verallgemeinerungen der Holderschen Ungleichung durch Riickfiihrung auf dieselbe.

1. Ist X eine K-Banachalgebra, f € LP(Q; X), g € L9(2; X) mit 1 < p < oo und
ste=Lisoist frg:Q— X, we fw)g(w) in LX) und es ist ||f- g, <
1A, - gl

2. Ist f € LP(Q; X'), g € LY(2; X) mit 1 < p,q < 0o und }D—k% =1,s0ist fg:Q —
K, w— f(w)(g(w)) in L'(2;K) und || fgll, < [[f], - lgll,

Aufgabe 2: [10 Punkte] Es sei (Q,.A, ) ein Mafiraum mit u(Q) < oo, X ein K-
Banachraum. Zeigen Sie, dass L(2; X) C LP(2;X) gilt fir 1 < p < ¢ < oo mit
der Abschitzung || f]], - M(Q)% < [Ifll, u(Q)% fiir ¢ < oo, welche fiir ¢ — oo erhalten
bleibt (Hinweis: Holdersche Ungleichung).

Aufgabe 3: [4 + 6 Punkte]
1. Berechnen Sie die schwache Ableitung der Betragsfunktion B : R — R, z +— |z].

2. Es sei U C R" offen, U eine glatte Mannigfaltigkeit und f € C™(U,R). Ferner
seien alle Ableitungen von f in LP(U), 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass fiir einen
Multiindex o mit || < m die schwache Ableitung D™ f existiert und Df =
D@ f gilt (Hinweis: Satz von Stokes).

Aufgabe 4: [6 + 4 Punkte]

1. Es seien X,Y und X,, n € N, Banachriume und induktiv sei £M(X,Y) =
L(X,Y), (X1, ..., X)) = L(X, L0 (Xs, 0, Xp1)). Essei £7(X1, ..., Xona1)
der Raum der beschrankten multilinearen Abbildungen X; X --- x X,, — X, 1.
Zeigen Sie, dass die Abbildung

Tn . £(n)(X1, . ,Xn+1) — £n<X1, ce ,XnJrl), TA(LUl, . ,l’n) = A(;Ul)(132> ce (q;n)
ein isometrischer Isomorphismus ist.

2. Geben Sie mit Aufgabenteil 1. eine sinnvolle Definition des Raumes C*(U;Y") der
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen fiir X, Y Banachrdaume, U C X offen.
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Bezeichnung:
Definition:
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Dualraum:

Weitere Eigenschaften:

WwmP(U), meN, 1 <p<oo, UCR" offen.

WmP(U) = {f € LP(U) | D f € LP(U) fiir |a] <m}

1l = (Cparem [D@£7)”
W=m4(U) fiir 1 < p < oo und %—i—éz L.

Hilbertraum fiir p = 2, reflexiv fiir 1 < p < oo.



