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Aufgabenblatt 5
Funktionalanalysis

Aufgabe 1: [5 + 5 Punkte| Es sei X ein K-Banachraum, ¥ C X ein abgeschlossener
Unterraum. Es sei
Yit={d' e X |2(y) =0Vyec Y}
Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen isometrische Isomorphismen sind:
!/
O (X/y) =Y 0@ (2) =2 ([x]), W:X/p =Y, () = X

Aufgabe 2: [10 Punkte] Es sei X ein R-Banachraum, Y C X abgeschlossener Unter-
raum, C' C X offen, konvex und Y N C = (. Zeigen Sie die Existenz eines Funktionals
e X' mit 2'(y) =0 fir y € Y, 2/(¢) > 0 fiir ¢ € C' (Hinweis: Aufgabe 1).

Aufgabe 3: [4 + 6 Punkte] Es sei B(R) der Banachraum aller beschrinkten Funktionen
R — R mit der Supremumsnorm, 7, : B(R) — B(R), 7,f(z) = f(x — a) fiir a € R. Ein
invariantes Mittel auf B(R) ist ein Funktional 2’ € B(R)’ mit inf f < 2/(f) < sup f und
2'(f) = a'(raf). Zeigen Sie:

1. Es existiert genau dann ein invariantes Mittel, wenn fiir jedes N € N und alle

firoo fv € B(R), ay,...,ay € R gilt: infmeR{vazl(fi(x) —fi(x—ai))} < 0.
(Hinweis: Aufgabe 2).

2. Es existiert ein invariantes Mittel auf B(R).
(Hinweis: Um inf S (fi(x)— fi(z—a;)) abzuschiitzen betrachten Sie die speziellen
ze{M-ar+--+Av-an | A €N 1<)\ <m} fiir feste m € N).

Aufgabe 4: [3 + 4 + 3 Punkte| Es sei
neN
Zeigen Sie:

1. T ist eine Isometrie, aber nicht surjektiv.
2. Ist X ein K-Banachraum und ist X’ separabel, so ist auch X separabel.

3. Es gibt keinen isometrischen Isomorphismus ¢! — (¢£)".
(Falls Sie hierfiir Inseparabilitdt von ¢>° zeigen wollen, betrachten Sie die Menge
{xa € 0> | M C N} mit xjs der charakteristischen Funktion von M.)

Abgabe: 06.05.10 in den Ubungen.
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Bezeichnung:

Definition:

Norm:

Dualraum:

Weitere Eigenschaften:

LP(, A ), 1< p< oo
LP(Q A 1) ={[f]: Q =R | Jo|f(w)]" du < oo}

(Q, A, n) Mafraum, [f] Aquivalenzklasse von f
bzgl. Gleichheit u-fast iiberall.

1fll e = (Jo [P dpe) 7 fiir p < o0
LI, A ), 5+ =1, (falls 1 <p < o0)

Reflexiv fiir 1 < p < o0.



