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Aufgabenblatt 2
Funktionalanalysis

Aufgabe 1: [10 Punkte] Beweisen Sie: Ein kompakter Hausdorffraum, welcher dem ers-
ten Abzéhlbarkeitsaxiom geniigt, ist folgenkompakt.

Aufgabe 2: [3 + 3 + 4 Punkte] Es sei I eine beliebige Menge, R = {f : I — R}.

1. Fire >0, F C [ endlich, sei U(f,e, F)={g:1 — X | |f(i) —g(i)| <eVie F}
und Uy = {U(f,e,F) | ¢ > 0, F C I endlich}. Zeigen Sie, dass Uy eine Um-
gebungsbasis von f einer Topologie 7 auf R ist. (D.h. zeigen Sie, dass endliche
Schnitte von Mengen in Uy stets wieder ein Element von Uy enthalten. Die Ele-
mente von 7 sind dann Vereinigungen von Mengen aus U, fiir f € R’ variabel).

2. Zeigen Sie, dass mit der Topologie aus 2.1. die Abbildung 7; : R — R, f — f(4)
fiir jedes i € I stetig ist.

3. Es sei o eine Topologie auf R!, so dass die Abbildungen ; : R — R stetig sind.
Zeigen Sie, dass dann die Abbildung (R, o) — (R, 7), f — f stetig ist.

Aufgabe 3: [10 Punkte] Es sei X ein Vektorraum, p, : X — R2° fiir n € N eine
Menge von Funktionen mit p,(z + y) < pu(z) + pu(y) und p,(Az) = |A| - pu(2x) fiir
neNzye X, A€Rund zu jedem z € X \ {0} gebe es n € N mit p,(x) # 0. Zeigen

Sie:
=1 p T —y)

definiert eine Metrik auf X.

Aufgabe 4: [2 + 4 + 4 Punkte] Es sei X ein normierter Raum, ix : X — X seine
Vervollstandigung (als metrischer Raum). Zeigen Sie, dass X in kanonischer Weise ein
Banachraum ist, in dem Sie zeigen:

1. (Lineare Struktur) X trigt die Struktur eines Vektorraums, so dass iy (X) ein
Unterraum ist.

2. (Vollsténdigkeit) Die vervollstéindigte Metrik auf X wird von einer Norm induziert,
in welcher X Banachraum ist.

3. (Kanomzltat) Ist L : X — Y linear und stetig, ¥ normierter Raum, so gibt es
L: X — Y linear und stetig mit Lo ix =1y o L.

Abgabe: 15.04.10 in den Ubungen.



Raum der Woche

Bezeichnung: £°

Definition: 0 ={x:N—R| sup,cy |z, < o0}
Norm: HSUHOO = SUDP,cn | Zn|

Dualraum: m(N,R)

Weitere Eigenschaften: Nicht reflexiv, inseparabel, Pradualraum ¢*.



