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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit soll das Verhalten von Abbildungsgraden unter der Prisenz von
Gruppensymmetrien untersucht werden. Ein Satz von Hopf besagt, da3 die Abbildung

deg : [M,S"] = Z

zwischen den Homotopieklassen stetiger Abbildungen einer n-dimensionalen, kompakten,
orientierbaren Mannigfaltigkeit M in die n-Sphére und den ganzen Zahlen eine Bijektion ist.
Zwei stetige Abbildungen sind also genau dann homotop, wenn sie gleichen Abbildungsgrad
besitzen. Im Falle von Gruppensymmetrien gibt es kein dhnlich einfaches Ergebnis fiir den
Grad dquivarianter Abbildungen und dquivariante Homotopieklassen. Man kann vielleicht er-
warten, da3 nicht beliebige Grade fiir d4quivariante Abbildungen zulidssig sind, sondern daf} es
gewisse Restriktionen aus den Symmetrien gibt und ferner, da3 Abbildungen gleichen Grades
nicht notwendig dquivariant homotop sein miissen (die Umkehrung gilt natiirlich). Ein einfa-
ches und gleichzeitig beriihmtes Resultat ist der Satz von Borsuk, der besagt, da3 ungerade
Abbildungen zwischen Sphiren ungeraden Abbildungsgrad besitzen.

Abbildungsgradtheorie ist eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Untersuchung nichtlinea-
rer Probleme. Gleichzeitig besitzen viele der Probleme, die man studieren mochte, beispiels-
weise solche, die in der Physik ihren Ursprung haben, offene oder versteckte Symmetrien.
Hierbei geht es nicht nur um die Losbarkeit von Gleichungen, sondern auch um Phidnome-
ne wie Bifurkation von Losungen oder Eigenschaften von dquivarianten Funktionalen. Es sei
auch an Lusternik-Schnirelman-Theorie erinnert und das darauf aufbauende Konzept einer
(G-Indextheorie fiir beliebige kompakte Liegruppen. Die Untersuchung von Abbildungsgra-
den dquivarianter Abbildungen scheint also ein sinnvolles Unterfangen zu sein. Erinnert man
sich an den topologischen Ursprung des Abbildungsgrades, dieser charakterisiert ndmlich den
Homomorphismus, den eine stetige Abbildung auf Homologieniveau induziert, so findet man
aber auch reichliche Anwendungen des Grades innerhalb der reinen Mathematik. Als Beispiel
sei die Klassifikation der Darstellungen einer kompakten Liegruppe G bis auf G-dquivariante
Homotopie genannt, siehe etwa [Die].

Es gibt mehrere Herangehensweisen an dquivariante Gradtheorie. Diese Arbeit beruht auf
dem Buch ,,Geometric Approach to Degree Theory of Equivariant Maps™ von Alexander Kus-
hkuley und Zalman Balanov [BK]. Die Resultate, die hier erzielt werden, beruhen auf geome-
trischen Uberlegungen, genauer auf der dquivarianten Fortsetzbarkeit dquivarianter Abbildun-
gen. Ziel ist es, den Grad zweier dquivarianter Abbildungen ,% : M — S zwischen einer
kompakten, orientierbaren G-Mannigfaltigkeit und einer GG-Sphire, beide der Dimension 7,
zu vergleichen. Die Herangehensweise ist dabei die Folgende: Man bildet den Zylinder M x I
und orientiert Deckel und Boden entgegengesetzt. Ebenso bildet man die Kugel B = ST A 1
und betrachtet die Abbildung

t=0
FoMx {01} =S, Fai={?W .
bla) t=1
Setzt man F' fort iiber den Zylinder in die Kugel B, so gilt

deg F' = degF‘aM = +(deg p — deg 1))



und Letzteres ist die GroBe, die berechnet werden soll. Der Grad von F' stimmt aber mit dem
lokalen Grad um O von F' iiberein und daher braucht man nur die wéihrend der Fortsetzung ent-
stehenden Nullstellen so zu kontrollieren, daf eine Berechnung des lokalen Grades moglich
ist. Die Fortsetzung von F' wird dabei induktiv iiber die Orbittypen von M, das sind die Kon-
jugationsklassen von Isotropieuntergruppen, erzeugt werden.

Die Ergebnisse, die hier vorgestellt werden, stammen groBtenteils aus [BK]. Die Hauptauf-
gabe meiner Arbeit war es, die oft nur zum Teil ausgefiihrten Beweise zu vervollstandigen und
in eine fiir Studenten lesbare Form zu bringen. Ein kurzer Uberblick iiber die Gliederung der
Arbeit:

Im ersten Abschnitt wird zunédchst eine dquivariante Version des Fortsetzungssatzes von
Kuratowski fiir stetige Abbildungen bewiesen. Der Fortsetzungssatz selbst wird im Anhang
wiedergegeben. Der Beweis veranschaulicht bereits das Prinzip der Induktion iiber die Orbit-
typen, welches immer wieder verwendet werden wird. Er beruht auf der Existenz von Funda-
mentalbereichen fiir freie Gruppenaktionen, welche davor hergeleitet wird. Diese beiden Sitze
sind auch fiir sich betrachtet von Interesse.

Beruhend auf diesen beiden Resultaten wird der erste Hauptsatz bewiesen. Dieser beschéftigt
sich mit topologischen Aktionen auf topologischen Mannigfaltigkeiten, es wird hier also kei-
nerlei Glattheit verwendet. Unter gewissen Voraussetzungen, insbesondere an die Dimension
der Fixmengen bzgl. der Orbittypen der Aktion, besagt dieser Satz, dal die Grade von ¢ und
1) folgende Relation erfiillen:

deg p = degty mod (ggT{‘G/Hl‘ e

O, }).

wobei die H; die verschiedenen Orbittypen repriasentieren. Der Beweis benutzt wenig mehr
als die beiden zuvor bewiesenen Sétze und elementare Eigenschaften des Abbildungsgrades.

Das Kapitel wird abgeschlossen durch einige Beispiele fiir Anwendungen des ersten Haupt-
satzes.

Das zweite Kapitel dient dem Beweis des zweiten Hauptsatzes, welcher die Vorausset-
zungen einerseits erheblich verschirft. So ist A/ nun Riemannsche Mannigfaltigkeit, S eine
Sphére in einer orthogonalen Darstellung und alle beteiligten Abbildungen sind glatt. Ande-
rerseits entfillt hier die Dimensionsbedingung, der Satz ist fiir beliebige Aktionen endlicher
Gruppen giiltig. Der Beweis ist erheblich umfangreicher als der des ersten Hauptsatzes und
nimmt, zusammen mit drei Hauptlemmata, auf denen er beruht, fast das ganze Kapitel ein.
Am Ende folgen wieder Beispiele und Ausblicke, so kann man zum Beispiel auch Aussagen
tiber Aktionen kompakter Liegruppen treffen, indem man zunéchst Torusaktionen betrachtet,
dort mittels der Dichtheit der p-Untergruppen fiir p prim die Resultate fiir endliche Gruppen
tibertrigt und dann mit Hilfe der maximalen Tori in kompakten Liegruppen schlieBlich den
allgemeinen Fall behandelt. Dies soll jedoch nur ein Ausblick sein, der Hauptbetrachtungsge-
genstand der Arbeit sind endliche Gruppen.



Die Bedeutung der Abbildungsgradtheorie ist auch deshalb so grof3, weil der Grad im End-
lichdimensionalen mittels einfacher Konstruktionen auf unendlichdimensionale Situationen
tibertragen werden kann. Das einfachste Konzept ist hier der Leray-Schauder-Grad. Im drit-
ten Kapitel soll daher, nach einer kurzen Rekapitulation der Konstruktionen, die Theorie auf
Banachrdume verallgemeinert werden. Hierbei werden nun Abbildungen f : 2 — X fiir
ein Gebiet €2 in einen Banachraum X betrachtet. Die Ubertragung der Resultate ist in die-
sem Fall nicht besonders kompliziert. Der grofte Teil des Kapitels befalt sich daher mit einer
modifizierten Frage und zwar mit zwei verschiedenen Aktionen derselben zyklischen Gruppe
G auf einem Hilbertraum. Die verschiedenen Aktionen beinhalten nidmlich eine signifikan-
te Schwierigkeit fiir die Konstruktion des Grades im Unendlichdimensionalen, weil man im
Allgemeinen keine endlichdimensionalen Unterrdume findet, welche bzgl. beider Aktionen in-
variant sind. Dies wiirde jedoch fiir eine straight-forward-Ubertragung nétig sein. Es miissen
daher einige Konstruktionen durchgefiihrt werden die es erlauben, zu einem invarianten Unter-
raum bzgl. der einen Aktion einen invarianten Unterraum bzgl. der anderen zu finden, welcher
geniigend nah an ersterem anliegt. Die Ergebnisse in diesem Fall befassen sich mit Aktionen
zyklischer Gruppen, auch wenn zumindest leichte Verallgemeinerungen sofort auf der Hand
liegen. Das Kapitel wird abgeschlossen mit der bereits erwédhnten Standardverallgemeinerung
des zweiten Hauptsatzes auf Banachrdume, wenn G nur auf eine Weise operiert.

Das vierte Kapitel schlielich ist eine Anwendung der Resultate aus Kapitel 3, letztendlich
also des zweiten Hauptsatzes, auf elliptische partielle Differentialgleichungen. Einem allge-
meinen Existenzsatz folgt ein konkretes symmetrisches Problem. Dieses Kapitel soll die Niitz-
lichkeit der erhaltenen Resultate veranschaulichen.

Im Anhang habe ich die nitigen Hilfsmittel aus allgemeiner G-Raum-Theorie, mengentheo-
retischer Topologie und Abbildungsgradtheorie zusammengestellt. Dabei ist das Kapitel iiber
(G-Raum-Theorie um einiges umfangreicher und enthélt meistens auch die Beweise zu den
Resultaten. Dies erschien mir sinnvoll, da auf diesen Tatsachen der tatsdchliche geometrische
Hintergrund der Resultate der ersten Kapitel beruht, wogegen die Sétze aus der allgemeinen
Topologie nicht wesentlich zur Einsicht in die Probleme beitragen und eher Hilfscharakter
besitzen. Die Fakten aus der Gradtheorie sind zwar unablissig, aber hier sind eher die Eigen-
schaften des Grades von Bedeutung als die konkrete Art und Weise, wie er konstruiert wird.
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1 Der Grad aquivarianter Abbildungen bei
topologischen Aktionen

In diesem Kapitel werden zunéchst die beiden wichtigsten geometrischen Hilfsmittel bewie-
sen, die fiir die Beweise der Hauptsitze gebraucht werden, die Existenz von Fundamentalbe-
reichen fiir freie Gruppenaktionen 1.1.2, sowie die dquivariante Version des Satzes von Ku-
ratowski, 1.1.4, welcher das Fortsetzbarkeitsproblem fiir metrische Rdume klirt. Das Kapitel
gipfelt dann im Beweis des ersten Hauptsatzes 1.2.1. Die Resultate stammen gréftenteils aus
[BK], wobei als Hilfsmittel auch [Eng], [Bor], [Die] und [Bre] dienten.

Vorab mochte ich ein paar notationstechnische Dinge klédren, die im Rest der Arbeit ohne
weitere Erwdhnung verwendet werden. I bezeichnet das Einheitsintervall [0, 1], gegebenenfalls
mit Grundpunkt 0. Der Kegel iiber einem topologischen Raum X wird gebildet durch X+ A
I. Dabei ist X' der Raum X vereinigt mit einem disjunkten Grundpunkt und A bezeichnet
das Smashprodukt. Diese etwas komplizierte Darstellung des gewohnlichen Kegels hat den
Vorteil, dal man so direkt eine Gruppenoperation erhilt, falls X G-Raum ist und G auf I
sowie {+} trivial operiert.

Operiert G auf X und ist H Isotropieuntergruppe fiir ein € X, so bezeichnet die Aquiva-
lenzklasse unter Konjugation, (H ), den Orbittyp (von z). Details findet man im Anhang iiber
(G-Raum-Theorie. Dort sind auch diverse Fixmengen definiert, die wichtigsten sind dabei fiir
eine Untergruppe H C G:

X ={zeX|HCG,}

X" =lreX|HCG,}
X(H):{l'GX‘Gm:H}

Die erste Menge kann unter gewissen Umsténden als Faser in X, interpretiert als GG-Faserbiindel,
aufgefallt werden, die letzte Menge ist im Falle glatter Aktionen kompakter Liegruppen stets
eine Untermannigfaltigkeit (siehe [Bre], S.309). Weitere Details findet man auch hier im An-
hang.

Ist X ein metrischer Raum, so bezeichnet dim X die topologische oder Uberdeckungsdi-
mension von X, zur Definition und fiir die hier verwendeten Eigenschaften siehe das Kapitel
tiber Dimensionstheorie im Anhang. An dieser Stelle sei nur kurz Folgendes bemerkt: Ist X
Mannigfaltigkeit, so stimmt die topologische Dimension mit der Dimension als Mannigfaltig-
keit iiberein. Daher sind hier keine Mi3verstindnisse zu befiirchten. Immer wieder verwendet
wird die Transitivitdt der Dimension auf Mannigfaltigkeiten, also dim A < dim M fiir A C M
beliebig.

1.1 Fundamentalbereiche und der Satz von Kuratowski

Definition 1.1.1 Es sei G eine topologische Gruppe, welche auf einem metrischen Raum X
operiert. Es sei Dy C X so, dall Dy C D = D, offen ist. Dann heiflit D Quasifundamentalbe-
reich der Aktion, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

FB1: G(D) = X.



FB2: g(Dy) Nh(Dy) = 0 fiir g # h, g,h € G.
FB3: X\G(Dy) = G(D\Dy).

Ist X endlichdimensional so hei3t D Fundamentalbereich der Aktion, falls zusitzlich zu Obi-
gem gilt:

FB4: dim D = dim X/, dim (D\Dy) < dim D, dim G(D\Dy) < dim X.

Mit Hilfsmitteln der allgemeinen Topologie, welche ich im Anhang zusammengestellt ha-
be, kann der folgende Satz iiber die Existenz von Fundamentalbereichen bewiesen werden,
der auch fiir sich betrachtet von Interesse ist. Man beachte, dall das Verfahren zur Konstruk-
tion eines Fundamentalbereichs zwar im Allgemeinen nicht konstruktiv, in Spezialféllen aber
durchaus handhabbar ist.

Satz 1.1.2 Es sei X ein metrischer G-Raum, G kompakte Liegruppe, welche frei auf X ope-
riert. Dann existiert ein Quasifundamentalbereich der Aktion. Ist X endlichdimensional, so
existiert ein Fundamentalbereich.

BEWEIS. Da die Aktion frei ist, besitzt X insbesondere nur einen Orbittyp, und zwar den
trivialen Typ ({e}). Nach 5.2.7 ist die kanonische Projektion p : X — X/~ die Projektion
eines Faserbiindels mit Faser G. Man wihle einen Biindelatlas {,, U, } ;- Der Satz von Sto-
ne besagt, dal3 metrische Riume parakompakt sind und das Bild parakompakter Riume unter
abgeschlossenen Abbildungen ist parakompakt. Die Orbitabbildung p ist aber abgeschlossen
(siehe 5.1.5), also ist der Orbitraum parakompakt, weshalb der Atlas als lokal-endlich ange-
nommen werden kann. Man wihle eine Familie {V,, } ¢/, so daB gilt:

(1) Vo C U, firalle a € 1.

@) VN Vs = 0 fiir @ # 5.

(3) dimoV, <n — 1.

(4) {Val}aer ist eine Uberdeckung von X/ 7.

DaB} dies stets moglich ist garantiert Lemma 5.3.9. Die Einschriankung der Kartenabbildung
o auf G x V, werde mit @, : G x V,, — p~*(V,) bezeichnet. Die Familie der V; ist nach
Konstruktion disjunkt, daher induzieren die Abbildungen ¢, einen Homéomorphismus

©:G X% U Vo — Up_l(Va).
acl acl
Man definiere
Dy =@ ({e} < va>
acl

und D = D,. Dann ist D der gesuchte Quasifundamentalbereich und D, die entsprechende
Menge aus der Definition desselben. Es sind also die folgenden 4 Eigenschaften zu verifizie-
ren:



FB1: Da p abgeschlossen ist, gilt

p(D) = p(Do) = p(Dy).
Da ¢ aber mittels Kartenabbildungen definiert wurde, ist p(Dy) = (J,; Vo und daher
p(Do) 2 | JVa =X/¢-
acl

FB2: Es seien g, h € G beliebig, g # h. Die Karten eines GG-Prinzipalbiindels sind dquivariant,

damit folgt
9(Do) = g <{€} < Va> = <{g} < U Va>

acl acl
und genauso natiirlich

h(Dy) = ¢ ({h} < Va) .

acl
Da ¢ Hom6omorphismus ist, folgt g(Dg) N h(Dg) = 0.

FB3: Da offenbar G(D\ D) UG (Dy) = X gilt, ist die Bedingung verifiziert, falls G(D\ Dy) N
G(Dy) = 0 ist. Angenommen also es ist z € G(D\Dy) N G(Dy). Es gibt dann y € D\ Dy
und z € Dy mit x = gy = hz mit g, h € G, womit p(y) = p(z) folgt. Es ist aber

y € D\Dy C 0Dy = 0¢ ({e} X U Va>

acl

und da ¢ ein Homoomorphismus ist und die V,, so gewihlt waren, dal ihr Rand ganz in
einer Kartenumgebung, also im Definitionsbereich von ¢ liegen, folgt weiter, da der Rand der
Vereinigung einer lokal-endlichen Familie Teilmenge der Vereinigung der Rénder ist (siehe
Satz 5.3.8):

o ({e} X Uva> C ({e} x 0 (U va)> C ({e} X Uava) .

SchlieBlich liefert die Tatsache, dall ¢ aus Kartenabbildungen zusammengesetzt ist:

% ({e} x| ava> cJp'(@va) =p! (U ava> :

acl ael ael

letztendlich also

p(y) € U V.

acl
Andererseits ist

p(2) € p(Dy) = p* (U Va> = X/a\ (U ava> ,

ael ael



Dieser Widerspruch zeigt FB3.

FB4: Es sei nun X endlichdimensional. Zur Vereinfachung der Notation sei p({e} x V) =
We. Ist z € J,c;p " (Va), so liegt p(x) in endlich vielen Mengen U,,,, ..., U,,, also z €
p Us), - p  (Us,). Wegen V,, C U, und W, C p~1(U,) folgt die lokale Endlichkeit
der Mengen W . Nun gilt allgemein (siehe Satz 5.3.4), daB die Dimension eines Raumes ab-
geschitzt werden kann durch die Dimension der Mengen einer lokal-endlichen, abgeschlosse-
nen Uberdeckung. Damit folgt zunzichst dim D = max,, (dim W), und da W, homdomorph
ist zu V,, und diese Mengen wiederum X/ ¢ tiberdecken, erhilt man dim D = dim X/ .

Da die Aktion frei ist, gilt dim X/ a= dim X —dim G (siehe Satz 5.3.6). Mit der Tatsache,
daB dim 9V,, < dim X/ — 1ist, folgt weiter:

ael

= dim (G < ava)

acl

dim G(D\Dy) = dimp™* (U ava>

< dim G + dim U oV,
acl

< dimG +dimX/7—1
= dimG+dmX —dimG—-1=dimX —1

Dies zeigt die zweite Bedingung von FB4. Fiir die letzte zu zeigende Ungleichung stellt man

zunéchst
D\Dy =0 (U Wa) c|Jow,

acl acl
mit Hilfe von Lemma 5.3.8 fest. Aber nach Satz 5.3.4 ist

dim _J oW, < dim X/ — 1.

ael

Zusammen ergibt sich
dim D\Dy < dim X/ — 1.

Dies zeigt FB4 und der Satz ist bewiesen. O

Ausgertistet mit Satz 1.1.2 wird nun eine dquivariante Version des Satzes von Kuratowski
(Satz 5.3.10) hergeleitet. Von grundlegender Bedeutung sind hierbei zwei verschiedene Fil-
trierungen eines metrischen G-Raums X. Man spricht von X als einem (G-Raum von end-
lichem Orbittyp, falls die Aktion nur endlich viele Orbittypen besitzt. Dies ist natiirlich der
Fall, wenn G endlich ist, aber auch jede glatte Aktion einer kompakten Liegruppe auf einer
kompakten glatten Mannigfaltigkeit erfiillt diese Bedingung (siehe [Die2], S.121). Es seien
nun X,Y zwei metrische G-Rdaume mit endlichem Orbittyp. Die Menge aller auftretenden

Orbittypen sei
{(H1),...,(Hn)}
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Hierbei sei die Nummerierung so gewihlt, da} gilt:
(H;) < (Hy) =i <.

Dies impliziert also zum Beispiel (H,,) = ({e}), falls {e} Orbittyp der Aktion ist. Fiir glatte
Aktionen im Allgemeinen ist (H,,) der prinzipale Orbittyp (zur Definition des prinzipalen
Orbittyps siehe [Bre], S.179). Die Orbitfiltration von X ist jetzt definiert als

X1 CXo G- C X=X

mit

X;={re X |(G,) = (H,) firein j < i}.
Analog filtriert man Y; C --- C Y, = Y. Man beachte, daB} fiir die Fixmengen X Hi stets
XHi C X; gilt. Lemma 5.2.10 impliziert, daB jede W ( H )-équivariante Abbildung f : X —
Y eine eindeutige G-iiquivariante Fortsetzung F' : X; — Y; besitzt. Diese Beobachtung
wird spiter wichtig sein. Hier die genaue Formulierung.

Lemma 1.1.3 Es seien X,Y G-Riume, G kompakte Liegruppe, G operiere auf X und Y mit
endlich vielen Orbittypen (Hy),...,(H,,). Es seien X; C --- C X,,, Y1 C --- C Y, die
Jeweiligen Orbitfiltrationen der Riume. Die Weylgruppe W (H,;) operiert auf den Fixrdumen
XHi YHi st f: X; 1 — Yy G-dquivariant und F™ . X — YHi eine W (H,)-dquivari-
ante Fortsetzung von f | xHi so gibt es eine eindeutig bestimmte G-dquivariante Fortsetzung

F:X;—Y,s0daf F|, = fundF| ., =F".
BEWEIS. Dies folgt sofort aus Korollar 5.2.10, siche Anhang. O

Die zweite Filtrierung geht von einer abgeschlossenen, invarianten Teilmenge A C X aus,
so daB die Aktion auf X\ A frei ist. Es sei X© = X, LO® = X\ A, Es seien nun X,
L9 definiert, so daB die Aktion von G auf L@ frei ist. 1.1.2 liefert einen Fundamentalbereich
D® C L und die dazugehérige Menge D{”. Man setze dann

XD = AU G(DN\D),

L(z‘-i—l) — X(z—l—l)\A

Es ist klar, daB die Aktion auf LUTY frei ist, somit erhélt man eine Filtration, die Fundamen-
talfiltration, von X:
AC...CcX@cx®Wcx®=x,

Falls X'\ A endlichdimensional ist, ist auch die Fundamentalfiltration endlich, das folgt sofort
aus der Dimensionsbedingung FB4 aus der Definition des Fundamentalbereichs.

Die Orbitfiltration wird durchgehend eine zentrale Rolle spielen, wogegen die Fundamen-
talfiltration nur in Zusammenhang mit dem ersten Hauptsatz auftreten wird.

Mit Hilfe der Orbit- und Fundamentalfiltration kann nun der Satz von Kuratowski 5.3.10 fiir
den dquivarianten Fall formuliert und bewiesen werden. Dieser Beweis ist ein Paradebeispiel
fiir das Prinzip der Induktion iiber die Orbittypen, welches noch mehrfach angewendet werden
wird.
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Theorem 1.1.4 Es seien X,Y metrische G-Riume, G kompakte Liegruppe, A C X abge-
schlossen und invariant. Auf X\ A operiere G mit endlich vielen Orbittypen (H,), ..., (Hy),

welche kanonisch geordnet seien. Die Menge Y i sei lokal und global n;-zusammenhcingend
fiir Zahlen n; € N. Gilt dann

fiir alle i < m, so besitzt jede dquivariante Abbildung f : A — Y eine dquivariante Fortset-
zung F': X =Y.

BEWEIS. Man betrachte die Orbitfiltration des Raumes X\ A. Diese ist einfach gegeben durch
X\AC X\AC e C X, \A,

Auf X7\ A operiert G mit nur einem Orbittyp, eben (H;). Ferner operiert die Weylgruppe
W (H,) frei auf (X;\A)" = X[\ A, Somit steht hier, bzgl. W (H,), X{™* und A"t die
Fundamentalfiltration zur Verfiigung. Es gibt also eine endliche Filtration

A — Xfl) - Xl(l—l) C...C X{O) _ X

und entsprechend der Definition dieser Filtration hat man die Fundamentalbereiche D), D[()j )
und die Mengen L) = XU\ A1 Es seinun f : A — Y beliebig dquivariant. Man setze

le — f‘AHl ZAHl N YH1 — Y'lHl'

Diese Abbildung soll nun nach dem Satz von Kuratowski in seiner nichtdquivarianten Ver-
sion fortgesetzt werden iiber den zugehorigen Fundamentalbereich D(®). Zunichst kann man
allgemein abschitzen:

IN

dim

IN

dim X{Il\AHl/W(Hl))

IN

(
(L(O)/W(H1)>
(
(

Insbesondere ergibt sich
dim (XY UDINXD) <ny + 1.

Dies ist genau die Bedingung, um f%1 von X = A1 auf X® U DU stetig fortzusetzen.
Man beachte daf} es hier keinen Sinn ergibt, von dquivarianter Fortsetzung zu sprechen, da
man auf einen Fundamentalbereich der Aktion fortsetzt. Mittels Lemma 5.2.11 findet man
weiter eine W (H;)-dquivariante Fortsetzung iiber

W(H) (XY U DUy = x(=1),
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Dieses Verfahren kann nun induktiv fiir alle Elemente der Fundamentalfiltration durchgefiihrt
werden, da die Dimensionsabschitzungen unabhingig vom speziellen Index waren. Man erhilt
also eine W ( H;)-dquivariante Fortsetzung

i xO = x5 v

der Abbildung f¥1. Diese kann vermdge G-Aquivarianz eindeutig fortgesetzt werden zu einer
dquivarianten Abbildung
fi: X1 -1

und f; ‘ 4= f | A gilt dann aus Aquivarianzgriinden (vergleiche dazu 1.1.3). Damit ist der In-
duktionsanfang abgeschlossen. Der Induktionsschritt folgt aber fast genauso. Hat man bereits
fi: X; — Y, sodal fz"A, = f|Av gilt, so setze man

Hiyy CvHin Hiyy
fi _f’i‘XHi+1 ¢ —Y; .
1

Die Weylgruppe W ( H; 1) operiert frei allﬁllf X ﬁf X ZH ', Damit findet man in dieser Situation
erneut eine Fundamentalfiltration mit X; """ anstelle von A. Auch die Dimensionsabschitzun-
gen folgen genau wie oben (mit ¢ anstelle von 1), so daB also eine W (H,,)-dquivariante
Fortsetzung

Fip: X = Y™
von fiHi+1 gefunden wird. Mit 1.1.3 folgt dann die Existenz einer G-dquivarianten Fortsetzung
von [ iiber ganz X. O

Ein einfaches Korollar ist der Satz in einer lokalen Version.

Korollar 1.1.5 Es seien dieselben Voraussetzungen gegeben wie in Satz 1.1.4 mit der Ausnah-
me, daf Y Hi nicht notwendig global n;-zusammenhiingend sein muf3. Ist dann der Kegel iiber
Y metrisierbar, so besitzt | eine dquivariante Fortsetzung iiber eine invariante Umgebung
U C X von A.

BEWEIS. Essei K = Y1 Alder Kegel iiber Y und GG operiere in der offensichtlichen Weise.
Dann ist Ki = (YHi)* A L. Kegel sind kontrahierbar, also ist K% lokal und global n;
zusammenhingend fiir; = 1, ..., m. Die Komposition

ALy LK

besitzt daher eine dquivariante Fortsetzung ' : X — K. Man setze U = F~!(K\{x}), wobei
+ der Grundpunkt des Kegels sei. Y ist ein Retrakt von K\ {x} und die Komposition 7o F| , :
U — Y, wobei r die kanonische (dquivariante) Retraktion ist, ist dann die gewiinschte lokale
Fortsetzung von f. O

Es ist von besonderem Interesse, wie sich im Verlauf einer Fortsetzung einer Abbildung
in eine Kugel die Nullstellen verhalten. Darin geben die beiden folgenden Korollare einen
Einblick.
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Korollar 1.1.6 Es sei GG endliche Gruppe und G operiere auf der kompakten, n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Es sei A C M abgeschlossene und invariante Teilmenge von M, so daf
die Aktion auf M\ A frei ist. Es sei weiter V eine (n + k)-dimensionale, orthogonale Dar-
stellung von G, k > 1. Ist S die Einheitssphdre in V, so besitzt jede dquivariante Abbildung
f : A — S eine dquivariante Fortsetzung F : M — S.

BEWEIS. Die Aktion von G auf M\ A ist frei, besitzt also nur einen Orbittyp, und zwar {e}.
Der Satz von Kuratwoski besagt dann: Genau dann ist jede dquivariante Abbildung f : A — S
dquivariant fortsetzbar, wenn S"4¢) = S m-zusammenhingend ist und dann

dim (X(gep\A/g) <m+ L.
Nun ist S aber mindestens (n — 1)-zusammenhéngend und
dim (X ;e \A4/ ) = dim (X(e)\A) —dim G < dim X = n.
Damit folgt die Behauptung. O

Fiir die zweite Folgerung ist noch das folgende Lemma vonnoten, dessen Beweis in [Bre]
zu finden ist:

Lemma 1.1.7 Es sei G eine endliche Gruppe, welche auf einer kompakten, glatten, n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit M operiert. Es sei A eine abgeschlossene, invariante Teilmenge
von M, so daf3 die Aktion auf M\ A frei ist. Dann liegt in jeder Umgebung von A eine offene,
invariante Umgebung U von A, so daf3 M\U eine glatte, kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand
ist. Ferner besitzt M\U eine endliche, invariante Triangulation.

Man beachte, daB dies insbesondere fiir A = U = () gilt.

Korollar 1.1.8 Es sei G eine endliche Gruppe, welche auf einer kompakten, glatten, n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit M operiert. Es sei A eine abgeschlossene, invariante Teilmenge von
M, so daf3 die Aktion auf M\ A frei ist. Es sei V eine n-dimensionale Darstellung von G und
B die Einheitskugel in V. Dann besitzt jede dquivariante Abbildung f : A — B\{0} eine
dquivariante Fortsetzung F : M — B, so daf3 die Menge F~'(0) endlich ist.

BEWEIS. Die Sphire in V ist lokal k-zusammenhingend fiir jedes & und die Kugel in V' ist
metrisierbar. Die lokale Version des Satzes von Kuratowski 1.1.5, liefert daher eine Fortset-
zung f : U — B\{0} von f iiber eine Umgebung U von A. Es sei U C U eine offene
Umgebung von A, wie sie in Lemma 1.1.7 gefunden wurde. Es sei M"~! ein invariantes
(n — 1)-Skelett von M\U, insbesondere also (n — 1)-dimensional. Dann liefert der globale
Satz von Kuratowski 1.1.4 eine dquivariante Fortsetzung

F:-UuUM ! — B\{0}.

Die Aktion auf M\ (M" ' U U) ist frei, also existiert ein Fundamentalbereich. Dieser kann
wieder nach Lemma 1.1.7 simplizial gewéhlt werden und man findet eine nichtdquivariante
Fortsetzung iiber den Fundamentalbereich. Diese kann ebenfalls simplizial geschehen und
besitzt damit insbesondere nur endlich viele Nullstellen. Das Standardargument (siehe Lemma
5.2.11) liefert die gewiinschte Fortsetzung auf M. O
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1.2 Der Hauptsatz fiir topologische Aktionen

Theorem 1.2.1 (Erster Hauptsatz): Es sei G eine endliche Gruppe. G operiere auf einer n-
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit M und auf der n-Sphdre S™ = S. Es sei N C
M invariant und abgeschlossen. Auf M\N seien (H,),...,(H,,) die Orbittypen der Aktion.
Die Fixmengen St seien lokal und global n;-zusammenhdingend, wobei n; = dim M — 1,
v = 1,...,m. Dann gilt fiir je zwei dquivariante Abbildungen o, : M — S, welche auf N
dquivariant homotop sind:

deg p = degt mod ggT (‘G/Hl

g oo ey

G/HmD'

BEWEIS. Anfangen will ich mit einer Skizze des Beweises. Man definiere den Zylinder iiber
M als

C=MxI

und den Kegel iiber S als
B=S"AL

Letzteres ist natiirlich einfach die Kugel, welche von S berandet wird. C' und B sind Mannig-
faltigkeiten mit Rand. Man definiert nun eine Abbildung f von M x {0,1} U N x I in die
Sphire wie folgt: Auf 0C' = M x {0, 1} setze man f als ¢ auf dem Boden, ¢ auf dem Deckel
des Zylinders. Auf N x I sei f gegeben durch eine dquivariante Homotopie H zwischen ¢
und . Diese Abbildung setze man #dquivariant iiber ganz C' fort. Im Allgemeinen wird dies
keine Abbildung in die Sphére mehr sein, sondern in die Kugel. Orientiert man C, so daf} Bo-
den und Deckel entgegengesetzt orientiert sind, dann ist der Grad solch einer Fortsetzung F’
gegeben durch die Differenz der Grade von ¢ und 1, und dies ist die GroBe, die interessiert.
Der Grad von f ist dann identisch mit dem lokalen Grad um 0, da C' kompakt ist. Es gilt also,
die Nullstellen der Fortsetzung zu kontrollieren, um diesen lokalen Grad zu berechnen. Die
Fortsetzung F' wird induktiv {iber die Orbittypen konstruiert, so da3 gewisse Eigenschaften
der Nullstellenmenge gegeben sind, aus denen dann leicht die gewiinschte Aussage gefolgert
werden kann.

Seien also C', B wie oben und die Orientierung von C' entsprechend gewihlt. Die Orbitfil-
tration von C und B ist dann gegeben durch C; = M; x I, B; =S AL Essei H : N x I — S
eine dquivariante Homotopie mit Hy = ¢, H; = 1. Man definiere die Abbildung

() t=0
Fr(Mx{0,1})U(NXI)—S, flz,t)=< H(z,t) 0<t<1.
Yx)  t=1

f soll nun induktiv iiber die Orbittypen so fortgesetzt werden, dafl die Fortsetzung F; :
C; — B, folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) Es gibt Mengen T}, ..., T} mit

1

F7H0) = JTj und T} N T7 =  fiir ¢ # s.

j=1
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(2) Ist hy, ..., h,, ein Reprisentantensystem von G/ Hp i = ’G / H,

, so gibt es eine H;-

invariante, kompakte Teilmenge K; C C; mit
T = | ()
k=1

und die Vereinigung ist disjunkt.

Insbesondere ist T} = G(K?}).

Im Induktionsanfang muf3 also die Abbildung f auf die Menge (' fortgesetzt werden.
W (H,) operiert auf C{™* und die Operation ist frei, denn da (H,) der einzige Orbittyp in
Oy ist, gilt C{"" = (C})p,, und auf dieser Menge ist die Aktion frei (siehe Anhang). Somit
erhilt man die, nach Voraussetzung endliche, Fundamentalfiltration:

CH =c®>c® ... 000 = (M x{0,1}) U (N x ),

Man setze A = (M x {0,1}) U (N x I). Es soll der dquivariante Satz von Kuratowski ange-
wendet werden. Dazu schitzt man wie folgt ab:

dim (c((j},l)\AHl Jw( Hl))

dim (CONA™ g, )

= dim (CN\A™) — dim W (H,)
dim (C\A™)

dim ¢

= dimM™ +1

IN

Hierbei wurden der Satz von Morita 5.3.5, die Formel
dim X/ = dim X — dim G

fiir freie Aktionen kompakter Liegruppen, siehe 5.3.6, sowie dim W (H;) = 0, da W(H,)
endlich, also diskret ist, verwendet.
Nach Konstruktion der Fundamentalfiltration ist

dim C% < dim Ct—Y,
damit erhdlt man fiir ¢ > 1 sogar die schirfere Abschétzung
: () H, ; Hy
dim (C(Hl)\A /W(H1)> < dim M ™.
Nach Voraussetzung ist St (dim M — 1)-zusammenhiingend, also liefert der dquivariante

Kuratowski 1.1.4 eine W (H,)-dquivariante Fortsetzung F, : O — St C B#1\{0} von
fo| g, - CV ist aber definiert als

C = A yw () (DO\D),
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wobei D© ein Fundamentalbereich der W (Hy)-Aktion auf C#1\ A™1 ist und DY die ent-
sprechende Teilmenge aus der Definition eines Fundamentalbereichs. Die Menge B! ist kon-
trahierbar, also gibt es nach dem gewohnlichen Satz von Kuratowski 5.3.10 eine nicht-dquiva-

riante Fortsetzung
Fy,:CcWyuDpO — gt

von Fy. Es sei K, die Menge der Nullstellen von Fyin D(O)~. Diese ist kompakt und trivialer-
weise Hi-invariant, da sie sogar H;-fix ist. Die Abbildung Fj besitzt eine eindeutige W (H)-
dquivariante Fortsetzung

ri oW yw(H)(DY) = ot — B

(siehe 5.2.11), deren Nullstellenmenge gerade die disjunkte Vereinigung der Mengen g(K;)
ist, g € W(H,). Diese Abbildung wiederum besitzt eine eindeutige G-dquivariante Fortset-
zung Fy : C} — By, da es zu jedem Element € C;\A ein g € G gibt mit gz € C1, also
Fi(z) = g ' F" (gz) gesetzt werden muB, siehe auch 1.1.3. Auf A" stimmt diese Abbildung
mit f iiberein. Setzt man also F(z) = f(z) firz € ANC) = Ay, soist Fy : C; — By wohl-
definiert, dquivariant, setzt f fort und ist stetig, da sie auf den abgeschlossenen Mengen A,
und G(CH1) stetig ist und A; U G(CH1) = C gilt. Die Nullstellenmenge dieser Abbildung
ist leicht bestimmt:

Fi(z) =0 & ¢ 'FM(gz)=0
& gz € W(H) (K1)
= T € G(Kl) =T

Dies zeigt, dal I} eine Fortsetzung mit den gewiinschten Eigenschaften ist und der Indukti-
onsanfang ist damit abgeschlossen.
Es sei jetzt F; : C; — B; eine Abbildung mit den gegebenen Eigenschaften. Man definiere

Fi(x) zeC;
iICZ'U GCHC, —>B1 s ) = .
f ( +1) +1,  Ji(z) {f(x) v €dC N0y
Es gilt nun, f; iiber die Menge C), fortzusetzen. Lemma 1.1.3 gibt auch die Anleitung, wie
dies geschehen soll: Mit Vi, = C/7+ U (8C N CHi+1) st f; fortzusetzen iiber CHi+1,

Dann liefert besagtes Lemma eine Fortsetzung iiber C;,;, welche aus Aquivarianzgriinden
auf Boden und Deckel mit f iibereinstimmen muf3. Dabei muf} aber nun auf die Nullstellen

geachtet werden. Es sei hy, . .., h,, wieder ein Représentantensystem von G/ H;» j <1.Nach

Induktionsannahme, da die Mengen hk(K}:) paarweise disjunkt und kompakt sind und K]i-
H j-invariant ist, gibt es [ ;-invariante offene Umgebungen U (KJZ) von KJ’ so daf3

h(U(KD) N (U(KD) = 0

und
UK)NU(K?) = fiir s # 7.
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Dann ist

U(Ty) = |J m(U(K}))

eine offene, G-invariante Umgebung von T7. Der Schnitt U (T}) = U(T}) N C’ﬁf ' ist dann
offensichtlich eine W (H,)-invariante offene Umgebung von T} N C’ﬁf ' und diese Menge
ist kompakt. Nach 5.3.3 gibt es dann eine abgeschlossene, W (H;,1)-invariante Umgebung
V(T}) von T; N C/i, so daB
dim 9V (T7) < dim C7
erfiillt ist. Die Menge
v = Jv(T))
j=1

ist dann eine W (H, 1 )-invariante Umgebung der Nullstellenmenge von F; in C’ﬁf ' und es ist

dim oU < dim Cf.

Es sollen keine Nullstellen auf 9U erzeugt werden, die alten und die eventuell entstehenden
neuen Nullstellen sollen also voneinander separiert sein. Ferner sollen die neuen Nullstellen
nach wie vor die geforderten Bedingungen erfiillen. Um dies zu erreichen sind mehrere Fort-
setzungsschritte notig.

Schritt 1: f; | Vier soll W ( H;,1)-dquivariant auf den Rand von U () fortgesetzt werden und dort

nullstellenfrei sein. Die Weylgruppe W (H, 1) operiert frei auf C’ﬁf ! \C’ZH "1 denn wie bereits
in der Beweisskizze erwihnt ist dies eine Teilmenge von Cy, . . Ferner ist

aU(z’)\ (aU(z’) U VH—I) C Cﬁiftl\cv;{iwq’

also operiert auch hier die Weylgruppe frei. Nach Annahme ist B#+1\ {0} lokal und global
(dim M*i+1 — 1)-zusammenhingend und

also ist B#+1\ {0} (dim OU® — 1)-zusammenhingend. Es wird die dquivariante Version des

Satzes von Kuratowski angewendet auf V;_;\U® C V;,;\U” U9U" und Einschrinkung der
Abbildung f; auf diese Menge. Abzuschitzen ist also

dim (((Viﬂ\i}(i) U 8U(i)) . \ (W+1\[}(i))>/W(HiH)).

k3

o (i) ‘ o (i) A
(V;H\U U aU“)) \ (I/;+1\U ) c oUW
(Hit1)
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folgt mit 5.3.6, daB diese Dimension kleiner oder gleich dim OU® ist. Das bedeutet aber ge-

rade, daf3 der dquivariante Satz von Kuratowski anwendbar ist und man erhélt eine W (H,1)-
o (4)

dquivariante Fortsetzung von f;, eingeschrinkt auf V;,;\U , in die Menge B#i+1\ {0}. Diese

wird zu einer W (H,1)-dquivarianten Fortsetzung

£l Vi uou® — BHin

von f; erweitert, einfach durch f/ ‘ o(i) = fi‘ - (). Das iibliche Argument zeigt,
Vi Vi

}Vi“ ir1NU ir1NU
daf} diese Abbildung stetig ist, da sie auf aen beiden betgiligten abgeschlossenen Teilmengen

stetig ist. Nach Konstruktion hat f/ dieselben Nullstellen wie f;, insbesondere keine auf dem
Rand U@,

Schritt 2: Die Menge B! ist kontrahierbar, also besitzt wieder nach dem Aquivarianten
Kuratowski f/ eine W (H;1)-dquivariante Fortsetzung

f Vi WU — B

(e}

Diese besitzt eventuell neue Nullstellen in U@, aber als Fortsetzung von f/ keine auf U (@,
Da die Fortsetzung dquivariant ist, bleibt die Nullstellenmenge invariant.

Schritt 3: f/ soll auf C’ﬁf ' fortgesetzt werden. Zunichst ist C’ﬁf N\ (Vi1 UUY) ein freier

W (H,41)-Raum, wiederum als Teilmenge von C’ﬁf "\ ¢+ Somit steht die Fundamentalfil-
tration zur Verfiigung

ViauU® =cfh ccliV e coy =it

und sie ist endlich. Man erhilt folgende Abschiétzung fiir die Dimensionen (r > 1):

dim (CTN\CEL) < dim (GO

< dimC; !

= dim M+ 41

wegen dim C'/ T < dim C7). Also ist dim <C’i(i)1\C’i(j)1> < dim M*i+1, da die Dimensionen
der Rédume in der Filtration streng monoton fallen. Wie in Schritt 1 soll nun f! ohne neue
Nullstellen fortgesetzt werden auf C’i(i)l. Man betrachte also

o

fl,/ (V UU(l))\U?Z) : (‘/;Jr]_ U U(’L))\U(l) N BHZ+1\{O}
i+1

Der dquivariante Satz von Kuratowski ist anwendbar auf (in der Notation von 1.1.4) die Men-
gen

A= (Vi WUONUY
und

X = (v o) u (o),
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da X\A C C’i(}r)l, also
dim (X1, )\A) /17 (g1,,.,) < dim O}y < dim M7

ist. Es gibt also eine W (H,)-dquivariante Fortsetzung von f/ | o au
(Viar WUONU D)

(e vTNTD) U ()

in den Raum B¥+1\{0} und wie in Schritt 1 kann diese wieder mit f zusammengesetzt
werden zu einer W (H,1)-dquivarianten Abbildung

" Vi uU®u ), — B

so daB f!” dieselben Nullstellen besitzt wie f!'. Insbesondere liegen diese alle in U®,
Schritt 4: W (H, ) operiert frei auf Cﬁf ! (Vi+1 UuU®uy Cfﬂ). Es gibt also einen Funda-

mentalbereich Dz(?r)l dieser Aktion. Da Bfi+! kontrahierbar ist, gibt es eine nicht-dquivariante

Diese besitzt eventuell neue Nullstellen in Dﬁ)l. Die Menge der Nullstellen von f in Dl(?r)l

werde mit L, bezeichnet.
Schritt 5: Nun gibt es wieder eine eindeutig bestimmt W (H,)-dquivariante Fortsetzung

v . ~Hip Hiq
fi Gy — B

von f und die Nullstellen von f} sind genau die Menge W (H,;1)(L;11), wobei g(L;11) N
h(L;y1) = O fiirg,h € W(H,41),g # h.Diesistklar,da L, in einem W (H, 1 )-Fundamental-
bereich liegt. Es ist also f eine W (H,)-dquivariante Fortsetzung von F; ‘ i+t und Lemma

1.1.3 liefert daher eine eindeutige (G-dquivariante Fortsetzung
Fii1:Cipr — By,

von f} und F;. Diese stimmt nach Konstruktion auf (C;,; N A)#+1 U (C; N A) mit f iiberein
und die Eindeutigkeit der Fortsetzung von f zu F;; impliziert daher, daf letztere Abbildung
auch auf C;; N A mit f iibereinstimmt.

Nun ist nachzupriifen, da F;.; tatsdchlich eine Abbildung mit den gewiinschten Eigen-
schaften ist. Man setze dafiir

i+1 i+1 1+1
K = Ly, T = G(K)

und
K = K U (F0)nU(K)), T = GKH)

fir 1 < j < i. Die K;™' sind nach Konstruktion H;-invariant und kompakt und es ist
he (K5 0 b (KT = 0 fiir 7 # s. Nun ist Fiiq(z) = 0 genau dann, wenn eine der
folgenden Situationen eintritt:

20



(1) € G(L;4+1), da L;,; die Nullstellenmenge von f} in einem Fundamentalbereich der
W (H,;;1)-Aktion ist.

(2) = € K} fiirein j <4, da Fj;, Fortsetzung von Fj ist.
(3) Ist weder (1) noch (2) der Fall, so muB z nach Konstruktion in U liegen, also = €
F1(0) NU(K}) fiir ein j < i.
Dies zeigt, da3 die Nullstellenmenge tatsidchlich gegeben ist durch

i+1

Fih0) =1+
j=1

Induktiv liefert dies also die Existenz einer Fortsetzung /' : C' — B mit einer Nullstellenmen-
ge der Form

FH0) =Ty, T.NT,=0firr#s
j=1

und 7; = G(K;) mit den weiteren Eigenschaften wie oben. Hieraus wird nun der Satz abge-
leitet. Man wihle Umgebungen U; der Mengen 7, so dal die Mengen U; paarweise disjunkt
sind. Dies ist moglich, da die Mengen 7 paarweise disjunkt und kompakt sind. Die Ein-
schrinkung von I auf U; sei mit F}; bezeichnet. Dann liefert die Ausschneidungseigenschaft
des Grades

deg F' = ZdegFj.

j=1

Mit dem iiblichen Reprisentantensystem h, ..., hy, von G/ H, ist

7, = U hul).
k=1

Es sei nun V; eine Umgebung von K. Dann kann, da K ; kompakt ist und h,(K;)Nh,(K;) = 0
fiir p # r gilt, V; so gewihlt werden, da auch h,(V;)Nh,.(V;) = 0 fiir p # r istund h,.(V;) ist
eine Umgebung von A, (K;). Man bezeichne die Restriktion von F' auf h,(V;) mit F; . Wegen
der Aquivarianz von F gilt dann

Fy = (W) oy 0nC,

wobei h¢ : C — (' der Homdomorphismus ist, als der h, auf C operiert, genauso A :
B — B der, durch den h, auf B operiert. Als Homéomorphismen haben h¢ und h® Grad
+1. Angenommen, die Grade der Homdomorphismen ¢, g® wiren verschieden fiir irgendein
g € G. Dann folgte aus der Multiplikativitdtseigenschaft des Grades:

deg F = deg (¢®)™' - deg F - deg g© = —deg F,
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also deg F' = 0. Wegen deg I’ = +(degp — deg)) (siche Anhang) folgt dann sofort die
Behauptung. Man kann also weiterhin annehmen, daB die Grade von ¢“ und ¢® gleich sind
fiir alle g € G. Dann liefert wieder die Multiplikativitit aber

deg I, = deg I}, .

Setzt man dies in die obigen Summenformeln fiir die Grade ein, so ergibt sich

deg F' = izjdegFjl = isj-degFjl.
j=1

j=1 k=1

Mit a; = deg Ij, € Z und der Tatsache, daB} s; = ‘G / H, ’ gilt, ergibt sich

Y

+(degp — deg1) =deg F' = Zaj : ’G/Hj
j=1

woraus sofort die Behauptung folgt. O

Bemerkung: Im Beweis des Satzes wurde nirgends explizit verwendet, dal der Zielraum die
n-Sphére ist, genauer wire er auch fiir jede beliebige n-dimensionale, kompakte, orientierbare
Mannigfaltigkeit N durchgegangen, solange die Dimensionsbedingungen erfiillt sind. Diese
implizieren in vielen Fille jedoch bereits N = S". Ist etwa {e} ein Orbittyp der Aktion, so ist
eine der Bedingungen gerade, daB N (n—1)-zusammenhéngend sein muf3, und dies impliziert,
dal NV homoomorph zur Sphire ist (der Beweis im Fall n = 3 wurde kiirzlich von Perelman
erbracht). Im Falle von glatten Aktionen erhilt man das gleiche Resultat unter Verwendung
des prinzipalen Orbittyps der Aktion. Es ist mir momentan unklar, ob die Bedingungen fiir
beliebige topologische Aktionen implizieren, dal N = S™ sein muf}. Falls dem nicht so ist,
konnte der Satz fiir beliebige Zielmannigfaltigkeiten /N wie oben formuliert werden.

1.3 Einige Beispiele

In diesem Abschnitt sollen ein paar Beispiele fiir den ersten Hauptsatz gegeben werden, vor
allem natiirlich solche, die bei konkreten Problemen etwas einfacher zu verwenden sind als der
Satz selbst. Die Situation vereinfacht sich, wenn man in der Notation von Satz 1.2.1 M =S
hat mit der gleichen G-Aktion. Ist dann die Dimensionsbedingung erfiillt, so folgt

Korollar 1.3.1 Unter den obigen Voraussetzungen ist fiir jede dquivariante Abbildung ¢ :
S — S, welche auf einer abgeschlossenen, invarianten Teilmenge N C S dquivariant homotop
zur Ildentitdt ist

degp =1 mod ggT ‘G/Hi"

BEWEIS. Dies ist wortwortlich eine Spezialisierung von 1.2.1. O
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Natiirlich macht das Korollar nur dann eine sinnvolle Aussage, wenn der grofite gemeinsame
Teiler nicht 1 ist. Insbesondere muB also S® C N sein, um einen nichttrivialen Sachverhalt
darzustellen.

Ein einfaches Korollar aus dem Hauptsatz ist der bekannte Satz von Borsuk.

Korollar 1.3.2 (Satz von Borsuk): Es sei f : S* — S" eine Abbildung, welche f(—x) =
— f(x) erfiillt. Dann ist deg f = 1 mod 2.

BEWEIS. Die kanonische Z,-Aktion ist frei auf S, somit ist die Dimensionsbedingung in

Hauptsatz 1 trivialerweise erfiillt. Ferner ist der einzige Orbittyp der Aktion ({e}), und ‘Zg / (e}

2. f ist dquivariant bzgl. dieser Aktion. Man setze N = ) und ¢ = 1, so folgt also

deg f =degl =1 mod 2. O

Als Nichstes sollen die Resultate in gewissen Fillen auch fiir kompakte Liegruppen herge-
leitet werden. Der Ansatz hierzu ist natiirlich der, da3 jede kompakte Liegruppe einen maxi-
malen Torus besitzt und in einem (unendlichen) maximalen Torus liegen die p-Untergruppen
dicht. Ein wichtiges Hilfsresultat ist

Lemma 1.3.3 Es sei T ein Torus, der auf einer kompakten, n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M sowie der n-Sphdire S operiert. Fiir eine Primzahl p sei {G;} eine geordnete Kette von p-
Untergruppen von T, so daf3 | J; G; dicht in T liegt. Dann gibt es ein iy > 0 mit MG = MT
und S¢ = ST fiir alle i > .

BEWEIS. Man setze
X =M.
i

Dann folgt X = MY fiir ein j > 0, da man ansonsten eine unendliche Kette abgeschlossener
Untermannigfaltigkeiten erhilt. Wire nun z € X\ M7, dann giibe es ein ¢t € T mit tx # .
Man wihle eine Folge g; € G, so dal g; — ¢ gilt. Es gilt dann

r = lim g;(z) = tx # =.
Widerspruch. Das selbe Argument liefert ein j, so da S“ = S” und mit 5, = max (j, j) folgt
die Behauptung. O

Mit diesem Resultat kann nun ein einfacher Satz iiber Aktionen kompakter Liegruppen aus
dem Hauptsatz iiber endliche Gruppen hergeleitet werden.

Korollar 1.3.4 Es seien alle Voraussetzungen des ersten Hauptsatzes erfiillt mit der Ausnah-
me, daf3 G nun eine unendliche kompakte Liegruppe ist. Es gelte ferner M® C N. Dann
ist

deg ¢ = deg1).
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BEWEIS. Es sei 7' ein maximaler Torus in G und H eine p-Untergruppe von 7', p prim, so
daB M* = MT. Diese existiert nach dem vorangehenden Lemma. Dann gilt also M? C N
und nach dem ersten Hauptsatz ist

Y

deg o = degy mod ggT ‘H/Hi

wenn H; die Orbittypen der H-Aktion auf M\ N sind. Nach Annahme ist aber H; # H und
da H p-Gruppe ist, sind also alle Ausdriicke ‘H / Hz‘ durch p teilbar. Dies liefert

degp =degy mod p.
p war aber eine beliebige Primzahl. Dies liefert die Behauptung. O

Als letzte Anwendung soll noch ein interessantes Resultat iiber die Existenz dquivarianter
Abbildungen von Sphiren in beliebige Mannigfaltigkeiten bewiesen werden.

Satz 1.3.5 Es sei G eine kompakte Liegruppe, welche frei auf einer kompakten, orientierba-
ren Mannigfaltigkeit M der Dimension m sowie auf der k-Sphdire S* operiert. Gibt es eine
dquivariante Abbildung f : S* — M, so ist k < m und ist k = m, so ist deg f relativ prim zu
|G|, falls G endlich ist und deg f = %1, falls G unendlich ist.

BEWEIS. Die Dimensionsbedingung folgt sofort aus dem dquivarianten Satz von Kuratow-
ski, denn genau dann besitzt die leere Abbildung eine Fortsetzung iliber die ganze Sphire,
wenn k£ < m ist, da es keine kompakten, n-dimensionalen, n-zusammenhingenden Mannig-
faltigkeiten gibt. Es sei nun £ = m und G endlich. Dann gibt es eine dquivariante Abbildung
h: M — Sk und es ist

degho f=1 mod |G|

nach Korollar 1.3.1, also ist deg f relativ prim zu |G|. Ist G unendlich, so findet man p-
Untergruppen fiir beliebiges primes p und es folgt

degho f=degh-degf =1,

also deg f = +1. O
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2 Der Grad aquivarianter Abbildungen bei glatten
Aktionen

2.1 Der Hauptsatz fir glatte Aktionen

Um eine schirfere Version des ersten Hauptsatzes fiir glatte Aktionen zu formulieren und
letztlich zu beweisen ist eine umfangreichere Maschinerie vonndoten, als sie bisher verwendet
wurde. Der erste Hauptsatz ist dquivalent zu der Aussage, dal unter den dortigen Bedingungen
fiir die Abbildungen ¢, ¢ gilt:

deg p — deg = Zai : ’G/Hi"
i=1

In der Version fiir glatte Aktionen wird nicht mehr iiber alle Orbittypen summiert, sondern nur
tiber ,hinreichend schone™. Um dies auszuformulieren wird wieder die Orbitfiltration von G-
Rédumen herangezogen. Es seien also X, Y G-Riume, G kompakte Liegruppe, die mit endlich
vielen Orbittypen auf X und Y operiert. Die Orbittypen seien

(Hl)7 ey (Hm)

mit der iiblichen Halbordnung. Die so entstehende Orbitfiltration
X1 € C Xy

werde mit F'xy bezeichnet, analog
Y, C.---CY,,

mit Fy.

Definition 2.1.1 Das Paar (X,Y") heiit (G, Fx, Fy)-fortsetzbar, falls folgende zwei Bedin-
gungen gelten.

(a) Es gibt eine dquivariante Abbildung f : X — Y.

(b) Jede dquivariante Abbildung g : X; — Y, besitzt eine dquivariante Fortsetzung G :
X —-Y.

Allgemeiner seien A C X, B C Y H-invariante Unterrdume fiir eine Untergruppe H von
G, dann heiBt das Paar (A, B) (H, Fx, Fy)-erweiterbar, falls die Eigenschaften aus obiger
Definition erfiillt sind fiir die Filtrationen A; = ANX; C A, C---C A, =ANX,, = A,
Bi=BnY,CBy,C---C B, =BnNY,, = Bin Bezug auf H-iquivariante Abbildungen.

Das folgende Korollar klért die Fortsetzbarkeitsfrage in einigen wichtigen Fillen. Es folgt
sofort aus dem dquivarianten Satz von Kuratowski.

Korollar 2.1.2 Seien X,Y G-Rdume und Fx, Fy die Orbitfiltrationen. Gibt es eine dqui-
variante Abbildung f : X, — Y, und ist fiir jedes * € X\X, die Menge Y%= lokal und
global (dim X% — dim W (G,,))-zusammenhéingend, dann ist das Paar (X,Y) (F, Fx, Fy)-
fortsetzbar.
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BEWEIS. Der Satz von Kuratowski liefert die dquivariante Fortsetzbarkeit jeder Abbildung
fi - X; — Y liber X und die Existenz einer dquivarianten Abbildung von X nach Y ist daher
wegen der Existenz der Abbildung f gesichert. O

Im Folgenden bezeichnet Or(M) die Menge der Orbittypen von M. Sind (H), (K) €
Or(M)und (H) < (K), so ist H konjugiert zu einer Untergruppe von K und die Reprisen-
tanten werden daher so gewihlt, daB H C K gilt. In diesem Fall ist M/* C M* und es ist dann
von Interesse, wie sich M* in M verhilt. Die folgenden Gruppen operieren in kanonischer
Weise auf den so entstehenden Mengen.

Es sei GG eine kompakte Liegruppe, K C H abgeschlossene Untergruppen von G. Man
setze

W(H,K)=NK)NH/g

N(K,H) = N(K)/ n(5) 1 11

Man beachte, daB N (K, H) im Allgemeinen keine Gruppe ist. N(K), der Normalisator von
K, ist die groBte Untergruppe von G, welche auf M operiert. Die Gruppe W (H, K) stellt
also, anschaulich gesprochen, den Teil der Aktion dar, welcher zwischen M Hynd MK liegt,
denn auf M* operiert W (H, K) trivial. Die Mengen N (H, K) spielen spiiter eine Rolle in
der Formulierung des Hauptsatzes. Translatiert man einen Punkt z € C*\C¥ mit W (H), so
ist |[N(K, H)| gerade die Michtigkeit seines Orbits.

Die folgende Situation sei fiir den Rest des Kapitels zugrunde gelegt. Die kompakte Lie-
gruppe G operiere glatt auf kompakten, glatten, n-dimensionalen, orientierbaren Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten M und N durch Isometrien. Die W (H )-Aktionen auf N und M#
seien konkordant, das heilit deg g,; = deg gy fiir alle ¢ € W(H) (im Beweis zum ersten
Hauptsatz hat man gesehen, daf} diese Forderung nicht einschrinkend ist, da sonst der Grad
beliebiger dquivarianter Abbildungen Null ist). Es sei f : M — N #quivariant. Man unter-
scheidet nun einige Klassen von Orbittypen:

Definition 2.1.3 Es sei (B) ein Orbittyp von M und dim M? = dim NZ. Dann bezeichne
O.(M, N, B) die Menge aller Orbitypen (H) von M mit (B) < (H) und dim M# = dim N#.
Ferner sei O, (M, N) = O.(M, N, {e}) die Menge aller Orbittypen, die die Dimensionsbedin-
gung erfiillen. Fiir (A) € O,(M, N, B) bezeichne O, (M, N, A, B) die Menge aller Orbittypen
(K) € O,(M,N)mit (B) < (K) < (A).

Die Orbittypen in O,(M, N) werden diejenigen sein, die iiberhaupt eine Rolle in der Ver-
gleichsformel spielen. Fiir die restlichen wird gezeigt werden, daB sie fiir den Abbildungsgrad
irrelevant sind.

Es sei nun N = S(V) = S eine Sphire in einer n-dimensionalen, orthogonalen Dar-
stellung V' der Gruppe G. Dies wird der Fall sein, der dem Vergleichssatz zu Grunde liegt.
Man unterscheidet die Orbittypen in O, (M, S) noch genauer. Es sei (B) € O,(M,S) und
(A) € O.(M,S,B). Es sei p € M* ein Punkt mit Isotropiegruppe A. M besitzt eine
tubulare Umgebung in M P, diese ist gegeben durch eine #quivariante Einbettung des Nor-
malenbiindels N (M%) in M®. Insbesondere kann man also das Bild der Einheitssphére in
N, (M) als Sphire um p orthogonal zu M# ansehen. Diese Sphéire sei mit o, (A, B) bezeich-
net. Weiter sei W das orthogonale Komplement von V4 in V5. Der Normalisator N (B) von
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B operiert auf MP, ebenso A, also operiert N(B) N A auf 0,(A, B). Ferner operiert diese
Gruppe natiirlich auf der Einheitssphire S(W) = S(A, B) in W. Man betrachte wie oben
definiert die Filtrationen F); und F's der Riume M und S.

Definition 2.1.4 Es sei B gewihlt wie oben. O,.(M, S, B) bezeichne die Menge aller Or-
bittypen (A) € O.(M, S, B), so da} das Paar (0,(A, B),S(A,B)) (N(B) N A, Fy, Fs)-
erweiterbar ist. Ebenso sei O,.(M,S) = O..(M,S,{e}) und fir (A) € O..(M,S, B) sei
O..(M, S, A, B) die Menge aller (K) € O,.(M, S, B) mit (B) < (K) < (A).

Fiir Orbittypen in O, sind also dquivariante Abbildungen, die auf einem Filtrationsunter-
raum einer Sphére bereits definiert sind, iiber diese fortsetzbar und man muf3 nicht aus der
Sphére ,hinauslaufen”. Die ndchste Definition ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Ver-
gleichsformel.

Definition 2.1.5 Es sei (B) € O.(M,S) und (A) € O..(M, S, B) sowie (A) # (B). Nach
Definition von O.,..(M, S, B) gibt es dann eine W (A, B)-dquivariante Abbildung (man beach-
te, dal W (A, B) und N(B) N A auf gleiche Weise auf den beteiligten Mengen operieren)
fap : 0,(A,B) — S(A, B). Nach Definition eines erweiterbaren Paares kann die Abbil-
dung fapy : 0,(A,H) — S(A,B) fir (H) € O..(M,S, A, B) so gewihlt werden, daf3
I A,B‘Up( AH) — fa,m ist. Mit solch einer konsistenten Wahl sei dann der Aquivarianzindex
a(M, S, A, B) definiert durch

CY(M, Sv A7 B) = O./(A, B) = deng,B-
AuBerdem sei o(B, B) = 1.

Damit kann der Vergleichssatz fiir glatte Aktionen formuliert werden:

Theorem 2.1.6 (Zweiter Hauptsatz): Es sei G eine endliche Gruppe, M eine kompakte,
orientierbare Riemannsche G-Mannigfaltigkeit und G operiere durch Isometrien. V sei eine
orthogonale G-Darstellung, S(V') = S die Einheitssphdre in V. G operiere effektiv auf M und
alle Fixmengen M" seien orientierbar. Es seien ¢, : M — S dquivariante Abbildungen.
Dann gibt es fiir (K) € O..(M,S) Zahlen b(K) € Z, so daf fiir jedes (H) € O.(M,S) gilt:

degp|,n —deg|,n = > oK H)-bK) |NHK)
(K)€O0.+(M,S,H)

wobei die o( K, H) die entsprechenden Aquivarianzindizes bezeichnen.

2.2 Beweis des Hauptsatzes

Zunichst mochte ich wieder eine grobe Beweisskizze angeben. Das Prinzip ist genau das glei-
che wie im ersten Hauptsatz, man betrachtet den Zylinder tiber M, legt die Abbildung ¢ auf
den Boden, v auf den Deckel, und sucht eine Fortsetzung dieser Abbildung iiber den ganzen
Zylinder in die Kugel in V. Behilt man die Nullstellen dieser Fortsetzung unter Kontrolle, so
kann man den lokalen Grad um O berechnen, welcher aber mit dem Grad selbst tibereinstimmt
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und dies liefert das Resultat. In der Vergleichsformel stehen nun nur Orbittypen aus O,.. Es
ist also Folgendes zu tun: Orbittypen (H ) mit dim M < dim S sollen keine Rolle spielen.
Dies ist auch anschaulich klar, denn da die Dimension des Zielraums echt grof3er ist, als die
des Urbildraums kann man erwarten, dafl der Grad lokal verschwindet. In der Tat wird es hier
keine Probleme geben, das entscheidende Hilfsmittel ist Korollar 1.1.6, welches unter geeig-
neten Voraussetzungen die dquivariante Fortsetzung ohne neue Nullstellen gestattet, also so,
daB in diesem Fall die Fortsetzung den lokalen Grad nicht @ndert.

Ebenso sollen Orbittypen (H) mit dim M# > dim S¥ keine Rolle spielen. Um diese wird
sich das erste Hauptlemma, derer es drei geben wird, kiimmern. Man betrachtet fiir eine Fort-
setzung von C~* auf C'¥ fiir einen festen Orbittyp die Nullstellen, welche in C*\C># liegen.
Das Hauptlemma liefert nun das Verschwinden des Grades lokal um diese Nullstellen, falls
dieser Orbittyp eben dim M# > dim S# erfiillt. Gleichzeitig liefert es auch ein Verfahren,
um die Beitridge der O,-Orbittypen durch O,,-Orbittypen auszudriicken. Was damit gemeint
ist, wird im Beweis selbst klar werden.

Die zwei weiteren Hauptlemmata befassen sich allgemein damit, eine handhabbare Fort-
setzung auf den Zylinder zu finden. Genauer findet sich eine Art tubulare Umgebung um die
Menge M > in M fiir einen festen Orbittyp (H ), welche eine invariante Blitterung besitzt.
Der Rand dieser Umgebung wird eine glatte Mannigfaltigkeit sein. Hauptlemma 3 liefert ge-
wisse dquivariante Abbildungen auf dem Rand, deren Nullstellen kontrolliert werden konnen.
Mittels der invarianten Blitterung wird dann eine Abbildung, die auf M > bereits gegeben
ist, einfach per konvexer Homotopie mit diesen vorgefertigten Abbildungen auf dem Rand
der Umgebung verbunden. Es wird sich dann zeigen, daB keine neuen Nullstellen innerhalb
dieser Umgebung erzeugt wurden und auBerhalb nur endlich viele. Dies gestattet dann die Be-
rechnung des Grades der Fortsetzung, wenn man das Verfahren induktiv iiber alle Orbittypen
anwendet.

Es werden also nun die drei Hauptlemmata présentiert. Das erste beruht auf einer tieferen
Verbindung von Abbildungsgrad und Thomklasse, fiir Details siche Anhang oder [Do].

Lemma 2.2.1 Es sei M eine n-dimen-sionale, orientierbare Mannigfaltigkeit, V ein n-dimensionaler
Vektorraum, D C 'V ein k-dimensionaler Unterraum und f : M — V sei eigentlich und stetig.
Es sei W C V offen, so daf$ D\{0} ein Deformationsretrakt von W ist und

WU (VAD) = VA\{0}

gilt, etwa eine e-Aufdickung von D\{0}. Es bezeichne K die Nullstellenmenge von f. Existiert
dann eine offene Menge U C f~(W), so dap U U (M\E) = M\K fiir eine Obermenge E
von f~Y(D) ist, dann gilt: Ist f*(7})) = 0, so ist auch deg, f = 0.

BEWEIS. Essei O} die Fundamentalklasse um {0} in V und OY die Fundamentalklasse um
K in U. f induziert eine Abbildung von Tripeln

Es folgt zunichst mit 5.5.2

0# 75 N0y =1i(0F) € Hi(V,W) = Hy,(D, D\{0}),
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da OF ein Erzeuger ist und Hy(D, D\{0}) = Z ist. Da f aber die besagte Abbildung von
Tripeln induziert, schlieft man mit Hilfe von 5.5.1

f(f(rp)NO%) = 15N f(OF)
= 7p N (degy f - Op)
deg f - (Tg N O(‘)/)
degof-i*(ooD).

Ist nun deg, f # 0, so auch der obige Ausdruck und dies impliziert f*(7)) # 0. O

Dieses Resultat wird helfen, das erste Hauptlemma zu beweisen. Dieses wird dazu dienen
die Orbittypen (H) mit dim M > dim S aus der Vergleichsformel zu eliminieren. Man
stelle sich die Situation in diesem Lemma wie folgt vor: M ist die Mannigfaltigkeit C*,
C = M x I, fiir einen Orbittyp (H), N ist die Mannigfaltigkeit C* fiir ein (L) > (H), und
die Mannigfaltigkeiten N; sind gegeben durch C¥ fiir Orbittypen (K;) mit (H) < (K;) <
(L). Die Unterrdume D; entsprechen in dieser Interpretation dann natiirlich den Rdumen mit
Einheitskugel BX/, B = St A L

Hauptlemma 1 Es sei M eine kompakte, orientierbare, n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
N C M kompakte Untermannigfaltigkeit der Dimension I. U C M sei offen und N N U
zusammenhdngend. V sei ein n-dimensionaler Vektorraum und D C V' ein k-dimensionaler
Unterraum mit | > k > 1. Es sei f : U — V stetig und eigentlich. Man setze K = f‘l(()).
Ferner seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

(I) Es gibt kompakte Untermannigfaltigkeiten N1, ..., Ny von M sowie Untervektorriume
Dy,...,DsvonV,dimD; < dimV, mit N = Ny C N und D = Dy C Dj fiir alle
1 <j <s. Weitersei f(N;NU) C D, fiir0 <j <s.

(II) Zu jedem z € U, welches in mindestens einer der Mannigfaltigkeiten N; enthalten ist,
gibt es einen Index j,, so daf} gilt

ZeNi:>szgNi.

(1ll) Es sei
E={ze|JN;| dimN;. >dimD,.}.

j=0
Dann ist f~'(D) C NUE.

(IV) f besitzt Nullstellen in N, also N N K # ().

(V) Ist dim N > dim D, so gibt es einen echten Oberraum P von D, D C P C V, so daf3
in jeder Umgebung von 0 Punkte aus P\ D liegen, welche das Bild von f nicht trifft.

Dann gilt:
(a) Istl > k so ist deg, f = 0.
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(b) Ist | = k, so ist entweder ebenfalls deg, f = 0, oder um jedes v € N N K gibt es
eine Scheibe o C U in einer tubularen Umgebung von N in U orthogonal zu N, so daf

f(do) CV\D.

BEWEIS. Die Bedingung f~!(D) C F dient dazu, Lemma 2.2.1 anwenden zu kdnnen. Es sei
ndmlich W ein eindimensionaler Unterraum, welcher keinen der Unterrdume D; mit dim D; <
dim N; nichttrivial schneidet. Die Menge W, = V\W erfiillt dann N,\K C f~1(D;\{0}) C
f~Y(W), also ist

(UN(NUE))U f~1 (W) = U\K.

Damit liegt also die gewiinschte Verbindung von Thomklasse und Abbildungsgrad vor. Es
werden nun die beiden Fille unterschieden.

(a) Der lokale Grad deg,, f ist lokal konstant, also gilt deg, f = deg, f fiir jedes y in einer
hinreichend kleinen Umgebung von 0. Wihlt man geméf Bedingung (V) ein y, welches
nicht im Bild von [ liegt, so daB deg, f = deg, [ ist, so folgt wegen deg, f = 0 die
Behauptung.

(b) Istdeg, f = 0, so ist nichts zu zeigen. Also sei deg, f # 0. Damit ist auch f*(7)) # 0,
wie anfangs festgestellt wurde. Da U N N zusammenhéngend ist, ist nach Definition der
Thomklasse (siehe [Bre2], S.371) diese représentiert durch eine Kokette dual zu einer
Transversalklasse von NV, also einer Kette, welche durch eine Scheibe transversal zu D
in V reprisentiert wird. Dies bedeutet aber gerade, daB f(0c) D nicht trifft fiir eine
hinreichend kleine Scheibe o um jeden beliebigen Punkt in N, da sonst f*(7)) = 0
wire. Insbesondere gilt dies fiir Scheiben um die Punkte in N N K. O

Das zweite Hauptlemma soll nun hinreichend schéne Umgebungen von M= in M* lie-
fern. Man beachte, daB M>* genau die Menge der nichtprinzipalen Orbits in M bzgl. der
Aktion der Weylgruppe W (H) ist. Da dies die einzige Situation ist, in der die weiteren Resul-
tate benotigt werden, wird im Folgenden angenommen, daB {e} der prinzipale Orbittyp der
Aktion ist. Dies erleichtert lediglich die Notation, die Beweise funktionieren analog bei belie-
bigem prinzipalen Orbittyp. Es wird zunéchst ein (gewohnliches) Lemma bewiesen, aus dem
das Hauptlemma auf triviale Weise folgen wird.

Lemma 2.2.2 Es sei G eine endliche Gruppe, welche durch Isometrien auf der glatten, kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M operiert. Es sei M' die Menge aller nichtprinzi-
palen Orbits, {e} der prinzipale Orbittyp. Dann gibt es eine abgeschlossene invariante Um-
gebung U C M von M', ein glattes G-invariantes Funktional f : U — R und ein ¢ > 0
mit

o [ ist nicht negativ auf U und f~1(0) = M.
o Vf#0in f71((0,c]).

BEWEIS. Nach Annahme ist der prinzipale Orbittyp der Aktion {e}, daher ist

M = U MH
(H)€Or(M),H#{e}
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Es sei Org(M) die Menge der minimalen nichtprinzipalen Orbittypen von M bzgl. der Stan-
dardordnung auf Or(M). Fiir (H) € Org(M) ist dann H # {e} und M*¥ ist in keinem M*
enthalten fiir (K) € Or(M), ({e}) # (K) # (H). Man setze

6, = min {d(M*, M*), (H), (K) € Oro(M), M* 0 M* = 0}.

Dabei bezeichnet d die Riemannsche Abstandsfunktion. Es sei Fyy(x) = d(x, M®) fiir (H) €
Oro(M). Dann ist Fy; glatt in einer Umgebung von M*. Da Ory(M) endlich ist gibt es also
ein &, mit 0 < 0, < 1, so daB Fy; glatt ist auf der Menge F;*([0, &5)) fiir alle (H) € Oro(M).
Man wihle 0 < § < min {&;,d}. Es sei w : R — R eine glatte Funktion mitw(2) = 1 und

ist Identitit auf [0, g]
w { ist streng monoton steigend  auf [g, 2]
ist konstant 1 auf [$, 00).

Dann ist das Funktional
7“57H:WOFH:M_)R+
glatt und es gilt
rou(z) #1 = d(x,MH) <

N >

Man definiere nun ein Funktional

rs(z) = H ro.m(T).

(H)€Oro(M)
rs st offensichtlich glatt. Ferner besitzt 75 die folgenden weiteren Eigenschaften:
(1) rs ist invariant.
(i) (r5)7'(0) = M".
(iii) Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0, so daB fiir alle z € M mit 0 < rs(z) < 1 gilt:
Li= () M"#90
7o g (x)#1

und
d(l’, L(;) < €.

(iv)

Vrs(z) =rs(x) - Y %@Sﬂ)-v&(m)
r5,H(T)#1 ’

Im Einzelnen sieht man das so ein:
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)
ra(gr) = [ ren(gw)

(H)EOTo(M)

= H wo Fy(gx)

(H)eOro(M)

= ]I wedlgz,m™
(H)€Oro(M)

= H wod(z,g "MH)
(H)eOro(M)

= H w o d(x, M9 119)
(H)€Oro (M)

= H wod(x, M)
(H)eOro(M)

= rs(x)

wobei die Invarianz der Riemannschen Abstandsfunktion verwendet wurde.
(ii) Das ist klar nach Definition von rs und der obigen Darstellung von M.

(iii) Alle Mengen M*! sind kompakt und nach bisheriger Wahl von § sind die beteiligten
M* paarweise nicht-disjunkt. Es gilt allgemein fiir kompakte, paarweise nicht-disjunkte
Teilmengen K, ..., K, eines metrischen Raums M: Zu jedem ¢ > 0 gibtes > 0, so
daf fir alle z € M mit d(x, K;) < ¢ fiir mindestens ein j gilt:

L= (] K #0, d(z Ls)<e.
d(z,K;)<d
Denn fiir kompakte Mengen A, B findet man stets ¢’ > 0 mit

d(z,A) <¢", d(z,B) <" = d(z,ANB)<2-9"

fiir alle 0” < ¢’. Man wihle daher ¢’ so klein, dal diese Eigenschaft fiir je zwei Mengen
der Form K;, N---N K; und K; ., N---NK;_, s < m, erfiillt ist. Man setze weiter

r+1

S = Hllﬂ{d(KllﬂﬂKz Kir+1ﬂ~~-ﬂKis)]8§m,
d(K;y,N---NK; , K; ., N---NK; ) >0}

T

und damit

d = min (g, 5, g)
Gelte nun

d(.fE,Kil) <0,... ,d(l’, Kzs> <0
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und s > 1. Angenommen, es wire Ls; = (). O.B.d.A. kann man annehmen, da dann
Ki,n---NnK,; #0, K, N---NK; #0.

Also ist

5-0<d<dKyN-—-NK;, K N--NK;.).

)

Aber

d(Kil .- mKi7-7KiT+1 M- ﬂKis) d(JI,KZ‘l M- ﬂKir) —i—d(a;,KirH AERE ﬂKZ‘S)

<
< 2.642.6=4-4,

Widerspruch. Somit ist Ls # () und nach Wahl von ¢ folgt auch sofort d(z, Ls) < .

(iv) Dies ist einfache Anwendung der Kettenregel.

Man wihle nun 6 > 0 so klein, daf} einerseits § < min {d;, do} und andererseits L; in obiger
Notation nicht leer ist fiir alle z € M mit 0 < rs(x) < 1. Es sei nun z € M mit dieser
Eigenschaft. Es sei v die Geoditische mit v(0) = z und 7/(0) = V Fy(z). Entlang v wird also
Fy(~(t)) kleiner und da M kompakt ist, gibt es ein minimales ¢ty € R* mit Fy(v(ty)) = 0. Es
sei y = (o). Dann ist natiirlich y € M* und nach Definition ist die Linge der Geodtischen
zwischen x und y, bezeichnet mit [z, y|, gerade Fy(z). Man wihle weiter ein z € Ls, so
daB die Linge der Geoditischen zwischen x und z gerade | = d(x, Ls) ist. Es bezeichne
v € T,,(M) den Geschwindigkeitsvektor dieser Geodétischen im Punkt = und ory den Winkel
zwischen V Fyy () und v. Dann gilt

l

Da Ls C M* ist, folgt, daB fiir hinreichend kleines ! der Ausdruck 75 ebenfalls klein wird.
Da M kompakt ist, gibt es also ein €y > 0, so daf} gilt:

cosay = + ().

FH(ZE) < 1 FH<.T)

d(z,Ls)| — 2 d(x, Ls)

Man verkleinere also gegebenenfalls nochmals d, so dal Eigenschaft (iii) fiir ¢ = ¢ erfiillt ist.
Fiir dieses ¢ und ein beliebiges ¢ € (0, 1) erfiillt 75 dann die Anforderungen. Es ist nur noch
nachzuweisen, dafl Vry(x) # 0 fir alle x € M mit 0 < r4(x) < 1 ist. Dazu berechne man
(v, Vrg(z)). Nach (iv) gilt wegen ||V Fy(x)|| = 1:

d(:ll‘, L(;) < gy ==

cos ay(x) —

0.V} = rate) 3 LU 0 Ry
rom@zr T
= o) 3 S s ay(a) - o
ram@#l 1

)
[[v] - ra(z) w'(F(z)) - Fu(z)
= 2d ' Z L-rgm(x)

ra,H (%) #1

Damit folgt die Behauptung. O
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Hauptlemma 2 Es sei G eine endliche Gruppe und G operiere effektiv auf einer glatten kom-
pakten, Riemannschen Mannigfaltigkeit M durch Isometrien. Es sei M’ die Menge der nicht-
prinzipalen Orbits. Dann gibt es eine abgeschlossene, invariante Umgebung U von M’, so
dap gilt:

e OU ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von M.

e FEs gibt eine glatte Abbildung
.o x1—0U

mit T'(z,0) € M, I'(x,1) = x und die Mengen I'(z, (0,1]) fiir x € OU bilden eine
invariante Bldtterung von U\M'.

BEWEIS. Es sei f eine Funktion wie in Lemma 2.2.2. Dann ist das dort definierte c ein re-
gulidrer Wert von f. Mit U = f~1([0, ) ist also U eine invariante Umgebung von M’ und OU
eine glatte Untermannigfaltigkeit. Fiir I' wiahle man dann einfach den Gradientenflu3 von f,
dieser erfiillt offensichtlich alle Bedingungen. O

Es folgt das dritte Hauptlemma, welches gemil den einleitenden Bemerkungen Abbildun-
gen definieren soll, die auf dem Rand einer solchen tubularen Umgebung, wie sie in Haupt-
lemma 2 konstruiert wurde, leben sollen. Die spezielle Form dieser Abbildungen gestattet es
dann, die Nullstellen der fortgesetzten Abbildung zu kontrollieren. Es wird eine topologische
Konstruktion hierfiir benotigt, der Join oder auch Palais-Join zweier Riume.

Definition 2.2.3 Esseien X, Y topologische Ridume. Der Join X Y von X und Y ist definiert
als der Quotient der Menge

X xY x1,
in dem alle Teilmengen der Form
{z} xY x {0}
und
X x{y} x {1}

je zu einem Punkt geschrumpft werden.

Anschaulich hat man alle Punkte von X und Y durch Linien miteinander verbunden. Diese
Linien ,,schneiden’ sich aber, und man merkt sich stets, zwischen welchen Punkten man sich
gerade befindet. Man vergifit allerdings zwischen welchen Punkten man steht, wenn man sich
im Start- oder Endpunkt einer solchen Linie befindet.

Nun also das

Hauptlemma 3 Es sei V eine orthogonale, (d+ 1)-dimensionale Darstellung einer endlichen
Gruppe G und B sei die Einheitskugel in V. G operiere frei auf einer (d — k)-dimensionalen
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit X, k > 1. Sind dann L;,j = 1,...,m endlich
viele Unterrdume von V mit dim L; > k, so gibt es eine dquivariante Abbildung f : X — B
mit

dim (f'(G(BNL;))) <dimL; — k — 1.
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BEWEIS. Zur Vereinfachung der Notation sei BNL; = Bj, dies ist natiirlich die Einheitskugel
in L;, sowie r; = dim L;. Weiter kann man r,, < --- < 7 annehmen. Nach 1.1.7 besitzt
X eine invariante Triangulierung. Man kann also annehmen, daB G simplizial operiert. Es
bezeichne dann X' ein i-Skelett von X . Man betrachte die Menge

e (U Bj) |

Da G endlich ist, ist dies die Einheitskugel, aus der endlich viele Einheitskugeln niedrigerer
Dimension entfernt wurden. Da die maximale Dimension solch einer entfernten Kugel r; ist,
ist diese Menge (d —r; — 1)-zusammenhingend. Die Aktion ist frei, somit liefert der dquivari-
ante Satz von Kuratowski wegen dim (X9~"1) = d —r, eine Fortsetzung der leeren Abbildung
zu einer dquivarianten Abbildung

fdfrl P XTT - B\G (6 Bj) :

j=1

Es seinun £+1 < ¢ < r;. Man nehme induktiv die Existenz einer Abbildung f,;_; : X =i _, B
an, so daB das Bild f(X %) ein Simplizialkomplex der Dimension d — 4 ist und
dim (f(G(B,) < r; — i — L.

Man wihle einen Fundamentalbereich D@1 jn X 4=+l \elcher nach 1.1.2 existiert und
simplizial gewihlt werden kann, da die Aktion simplizial ist. Ziel ist es nun, f;_; iiber jedes
einzelne Simplex des Fundamentalbereichs stetig fortzusetzen, so dafl das Bild dieses Simplex
unter der fortgesetzten Abbildung kein B; trifft, falls ; < d—1 und andernfalls die Dimension
des Urbildes eines 3; um Eins erhoht wird.

Es sei also o ein Simplex in D@~ und p das Baryzentrum von o. Man definiere zunéichst
fa—i+1(p) = 0. Dies wird spiter eventuell noch verindert. Fiir ein beliebiges = € o sei z(z)
der kanonische Punkt in do, den man durch baryzentrische Projektion bzgl. p erhilt. Damit
definiere man

d(p, =)

fa—ioi(z) = (. 2(2) +fami(z(2)),

wobei d wiederum die Riemannsche Abstandsfunktion ist. f;_; wird sozusagen ,linear iiber
das Simplex fortgesetzt. Diese Fortsetzung ist offensichtlich stetig und vertriaglich mit wei-
teren Fortsetzungen iiber angrenzende Simplizes. Man beachte weiter, da das Simplex o
einfach in den Kegel iiber f;_;(0o) abgebildet wird, dessen Spitze in 0 € V' liegt. Es sei

Qs = Ji(G(B;) N oo

also der Anteil des Urbildes von G(B;) unter f;_;, welcher das aktuelle Simplex trifft. Nach
Konstruktion ist dann f;;, | (G(B;)) N 0o der Kegel iiber @);, also

dim (f; ;41 (G(By))) = dim (f;,(G(B)))) + 1 < rj — i.
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Es soll aber zusitzlich erreicht werden, daB f;_;11(0) N G(B;) = 0 fiir r; < d — i. Zu diesem
Zweck wird das Bild des Baryzenters, welches bisher 0 war, geeignet verschoben, und zwar
sei

JZ' = fd_i(aO') * U Bj

dim Lj<d—i

der Join von f;_;(0c) mit allen B;, so daB3 r; < d — i. Dies sind also alle moglichen Ver-
bindungslinien von Punkten in solch einem B; zu Punkten in f;_;(0c). Man kann sich den
Join als Teilmenge von V' denken, einfach als Menge aller Punkte auf Verbindungslinien zwi-
schen den beteiligten Mengen. Offensichtlich ist dann dim J; < d, also gibt es einen Punkt
vg € B\J;. Statt des Nullpunktes als Spitze des Kegels wird die ganze Konstruktion so ver-
schoben, dal} die Spitze in vy liegt. Dann wird also durch die oben beschriebene Fortsetzung
kein Punkt in B; von f;_; ;1 getroffen, falls r; < d —1, also ist fq_;11(c) N B; = 0 fiir diese 7,
was zu erreichen das Ziel war. Diese Konstruktion fiihre man fiir alle endlich vielen Simplizes
von D,;_;;1 durch. 5.2.11 liefert dann die gewiinschte dquivariante Abbildung f;_,,; auf dem
ganzen (d — i + 1)-Skelett und induktiv erhélt man so das gesuchte f. O

Ausgeriistet mit den drei Hauptlemmata kann nun der Beweis des Hauptsatzes fiir glatte
Aktionen in Angriff genommen werden. Man vergleiche hierzu nochmals die Beweisskizze
am Anfang des Abschnitts.

BEWEIS. Wie im Beweis des ersten Hauptsatzes setze man C' = M x I, B = ST AT und
versehe diese Rdume mit der kanonischen G-Aktion, indem G trivial auf I operiert, orientiere
Boden und Deckel von M entgegengesetzt und definiere

fo: M x{0,1} =S, fo(z,t) = {

Fiir eine Fortsetzung F' von f iiber C' gilt dann
deg F' = +(deg ¢ — deg1)).

Es gilt also, eine passende Fortsetzung F' von f; zu konstruieren. Dieses F’ soll die folgenden
Eigenschaften besitzen:

(1) Zu jedem (H) € O,(M,S) existiert eine W (H )-invariante Umgebung U von C>* in
C*, so daB simtliche Nullstellen von F auf U bereits in C> liegen.

(2) Essei (H) € O.(M,S) und Z eine Zusammenhangskomponente der Nullstellenmenge
von Fin C># Es sei (L) ein maximaler Orbittyp mit CL' N Z # (). Die Orbittypen (K)
mit dim BX < dim C* und (H) < (K) < (L) seien mit (K),..., (K) bezeichnet,
sowie (L) = (Kj). Ferner seien diese mit der iiblichen Ordnung versehen und die Re-
prasentanten so gewihlt, daf bereits Inklusion als Untergruppe gilt, falls (K;) < (Kj).
Dann gibt es eine offene Umgebung U, C C* von Z, so daB F‘UZ die Bedingungen

des Hauptlemmas 1 erfiillt bzgl. der Mannigfaltigkeiten C0 C C*i C CH und der zu
den Kugeln BXo C BEi C BEs gehorigen Unterrdume.
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(3) Fiir (K) € O,(M,S) ist die Menge (F}CK\C>K)—1(0) endlich.

(4) Bs sei (H) € O,(M,S) und (K) € O,.(M,S, H). Fiir jede Nullstelle z € CK\C>¥
gibt es eine W (K, H )-invariante Umgebung U, o= der Form

Uz,CH = UZ,CK x D

wobei D eine Scheibe orthogonal zu C¥ in C'* ist und U, cx eine invariante Umgebung

von z in C*. U, o ist also ein Ausschnitt aus einer tubularen Umgebung von C>#. Die

Abbildung F spaltet sich auf in das Produkt der Abbildungen F|,  und F|,. F|,
z,C

ist eine Abbildung von der Scheibe D in die Einheitskugel 7'(K, H) im orthogonalen
Komplement von V¥ in V# so daB der Rand der Scheibe in die Sphiire abgebildet wird.
Ferner ist der Grad dieser Restriktion gegeben durch

deg F|,, = (K, H).

(5) Ist (H) € O.(M,S) aber (K) € O.(M,S, H)\O..(M,S, H), dann gilt entweder das
Gleiche wie in (4) mit Ausnahme der Gradbedingung, oder fiir jede Scheibe D orthogo-
nal zu C¥ in C mit D N F~1(0) # 0 gilt

F(OD)N BX £10.

(6) Ist x € C und dim C% < dim B®, soist F'(z) # 0.

Diese Eigenschaften werden spiter verwendet bei der Herleitung der Gradformel. Jedoch ist
im Verlaufe der Konstruktion der Fortsetzung noch von Bedeutung, daf} es gewisse Mengen
gibt, auf denen F' keine Nullstellen besitzt. Diese werden nun konstruiert.

Essei (H) € O,(M,S) fest. Ist (K) € Or(M) und BX C B, sowie dim B < dim C¥,
so wiihle man einen linearen Teilraum L von V' mit Einheitskugel B, so daB BX C BE C
B gilt, ferner dim B = dim BX + 1 und BS = BX @ V/X, wobei der eindimensionale
Raum, dessen Einheitskugel VX bezeichnet, aufgespannt wird von einem Vektor in B\ B>
und die V£ verschieden sind fiir verschiedene (K). A(H) sei die Familie aller BX mit (K) €
Or(M)und (H) < (K) sowie, falls vorhanden, B und V.

Man wihle gemiB Hauptlemma 2 eine tubulare Umgebung Uy von M~ in M*. oUy ist
eine glatte Mannigfaltigkeit und W (H) operiert frei auf 0Uy, da OUy C M\ M>*, Ferner
ist

dim Uy = dim M" — 1 = dim B" — 2.

Somit ist Hauptlemma 3 anwendbar fiir die Mannigfaltigkeit OUp, die Kugel B im zu-
gehorigen Unterraum von V, die Familie A(H) von Kugeln und den Wert £ = 1. Es sei
fa : OUg — By die von Hauptlemma 3 bereitgestellte W (H )-dquivariante Abbildung.
Nach Definition werden dann die Kugeln VX von fg nicht getroffen. 7 sei die Projekti-
on auf M>* entlang der Blitterung, also 7y (y(z,t)) = ~(z,0). Fiir jedes (K) € Or(M) mit
dim B = dim C* sei

v(EK)= | U @l (P)nM®),

(H) € O4(M,S) P c A(H)
(H) < (K) dim P < dim BX
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sowie fiir jedes (K) € Or(M) mit dim BX < dim C*X:

viK)= | U (ru(fo' (P)) N M5).

(H) € 04 (M,S) P e A(H)
(H) < (K) dim P < dim BX +1

Nach Definition von fy ist dim (f5;'(P)) < dim P — 2, ferner vergroBert 7y als glatte Ab-
bildung die Dimension nicht. Alle Vereinigungen oben sind endlich, daher folgt mit dem Satz

von Morita:
dim (Y(K) x I) = dimY(K) + 1 < dim B — 1.

Als weitere Bedingung an die Fortsetzung F' wird nun gefordert:
(7) Ist H € Or(M), so besitzt I keine Nullstellen auf der Menge

(W(H)(Y (H) x I))\C™*.

Um nun £ induktiv iiber die Orbittypen zu konstruieren reicht es aus, die Existenz von F' auf
der Menge C>* fiir einen Orbittyp H anzunehmen und dann auf C* fortzusetzen. Lemma
1.1.3 liefert dann die eindeutige Fortsetzung auf die H entsprechende Menge der Orbitfil-
tration. Man beachte dabei, daB C~Hi+1 = C’iH “* mit der ensprechenden Notation aus der
Definition der Orbitfiltration. Der Induktionsanfang kann genau so durchgefiihrt werden (hier
ist einfach C># = (), dies wird am Ende jedes Schrittes noch einmal explizit erwihnt werden).

Die Fortsetzung von F' geschieht in mehreren Schritten. Es sei F' : C># — B>H eine
Abbildung, die auf den Orbits, auf denen sie definiert ist, die Eigenschaften (1)-(7) erfiillt.
In den folgenden 4 Schritten wird aus Griinden der Lesbarkeit nicht explizit erwédhnt, daf3
die Abbildung auf dem Rand mit f; iibereinstimmt, jeder Fortsetzungsschritt ist aber so zu
verstehen, daf} dies beriicksichtigt wird. So sollen etwa Umgebungen von Nullstellen stets so
gewdhlt sein, daf} sie den Rand nicht treffen. Dies ist moglich, da der Zylinder kompakt ist
und die Abbildung F' nach Konstruktion keine Nullstelle auf dem Rand besitzt.

Schritt 1: In diesem Schritt wird F' iiber kleine Umgebungen von isolierten Nullstellen
fortgesetzt, ohne dafl neue Nullstellen erzeugt werden. Es sei also z ein isolierter Punkt in
F~1(0). Natiirlich muB solch ein z nicht zwangsldufig existieren. Falls es aber existiert setze
man K = (.. Man wihle eine Umgebung U, ¢« von z in C¥, so daB U,co =U,cx X D
eine W (K, H)-invariante tubulare Umgebung ist, wobei D eine Scheibe orthogonal zu C¥
in C'* bezeichnet mit Mittelpunkt z. Weiter sei T'(K, H) die Einheitskugel im orthogonalen
Komplement von V% in V¥ Man betrachte die Abbildung

Floonnp €77 NOD — B> NOT(K, H).
Man wihle eine Fortsetzung dieser Abbildung auf die ganze Sphire, sofern eine solche Fort-
setzung existiert. Nach Definition von O,, findet man stets eine solche Fortsetzung, falls
K € 0..(M,S, H) liegt. In diesem Fall wihle man speziell die Abbildung ff z, mit de-
ren Hilfe der Aquivarianzindex definiert wurde (siehe 2.1.5). Nach Definition des Aquivari-
anzindex und der Abbildungen fx  ist dies mit der Induktion vertréglich. Da die Aktionen
orthogonal sind, kann diese Abbildung kanonisch auf die ganze Scheibe fortgesetzt werden
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und von dort als Produkt tliber die ganze Umgebung U, ¢« . Durch hinreichend kleine Wahl
von U, ¢« ergibt sich eine Fortsetzung tiber W (H )(U, ¢ ) und schlieBlich kénnen so alle iso-
lierten Nullstellen in C># behandelt werden. Dies ergibt eine Fortsetzung der Abbildung F
iiber eine Menge W, welche also gerade die Vereinigung von C'># und kleinen Stiicken tubu-
larer Umgebungen um isolierte Nullstellen in C># ist, wobei 1 so gewihlt werden kann, da3
keine weiteren Nullstellen von F' in W liegen. Insbesondere sind so keine neuen Nullstellen
entstanden. Ist speziell C' >H — () so geschieht in diesem Schritt natiirlich nichts.

Schritt 2: Dieser Schritt behandelt den Fall dim C¥ > dim B*. Man beachte, daB in die-
sem Fall nur Bedingung (7) beriicksichtigt werden muf3. Man setze

Z = FO\W, Q= W(H)(Y(H)xT).

F soll also keine Nullstellen auf Q\C>* erhalten. Man wihle eine absteigende Folge von
Kugeln B; C B*, welche sich auf den Nullpunkt zusammenziehen, weiter eine absteigende
Folge abgeschlossener, invarianter Umgebungen V; C C¥ von Z, welche sich auf Z zusam-
menziehen, so daf} ferner gilt

F(V,nc>") C B

fir alle ¢ € N. Es sei Q; = @\V/;. Nun gilt nach Konstruktion der Mengen Y (H ), da}
dimoV; N Q < dim B —1

ist. Somit besitzt
. H
Fl gvnonesm V1N QN C>1" — B\ {0}

eine dquivariante Fortsetzung auf 0V} N () ebenfalls ohne Nullstellen. Dies folgt aus Korollar
1.1.6. Damit ist auch die zusammengesetzte Abbildung

F.Cc”"u(0VinQ) — By

dquivariant und stetig und es ist ] (0V; N Q) C B;\{0}. Ebenso erfiillt Q\V; die Dimensi-
onsanforderung von 1.1.6, so daf} analog eine dquivariante Fortsetzung

F.cc?u@, — BY

existiert mit F}'(Q,) € Bf\{0}. Der dquivariante Satz von Kuratowski schlieBlich liefert
eine Fortsetzung
F:c”fuQ— BY

von FY', welche F (V) C B erfiillt.

Induktiv sei nun eine dquivariante Fortsetzung F; : C~# U Q — BY von F konstruiert,
welche F;(Q;) C B¥\{0} und F;(V;) C B; erfiillt. Man schriinke F; ein auf C~# U Q\V;,,.
Genau wie oben findet man mit 1.1.6 eine Fortsetzung

Fl . (C7"u@) U (dVisi NQ) — BT,
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so daB dV;1 N @ nach B;;1\{0} abgebildet wird. Ebenfalls wie oben erhélt man eine Fort-
setzung
Flp (C7TUQ)UQip = C7"MU Qi — BY

und F",(Qi11) € B7\{0}. SchlieBlich gibt der Satz von Kuratowski wieder die Fortsetzung
F:c”"u@Q — BY

mit der Eigenschaft, dal V;,; nach B;,, abgebildet wird. Insbesondere stimmen F;, und F;,
fiir n < m auf den Mengen C> U Q,, iiberein, also giltin V

Fy(z) — Fy(z) €2 B,

Die Folge { F}, } .en konvergiert also im Banachraum C5(C># U Q, V') der beschrinkten, G-
dquivarianten Funktionen von C># U @Q nach V gegen eine Grenzfunktion [, : C>7 U Q —
B welche dann offensichtlich die Eigenschaft Fy(Q\C>*) C BH\{0} besitzt. I, kann nun
erneut mit dem Satz von Kuratowski beliebig #quivariant iiber C¥ fortgesetzt werden, was
diesen Schritt abschlieBt. Ist in diesem Schritt C># = (), so hindert dies nicht an der genauen
Durchfiihrung des Verfahrens, man erhilt dann eine Abbildung

F:.:CH - Bf,

welche keine Nullstellen auf W(H)(Y (H) x I) besitzt.

Schritt 3: Hier wird der Fall dim C¥ = dim B¥, also (H) € O,(M,S) behandelt. Natur-
gemadl ist dies der umfangreichste Schritt, weil hier alle 7 Bedingungen erfiillt werden miissen.
Es sei Z eine Zusammenhangskomponente der Nullstellen in C~# und es sei z kein isolierter
Punkt, der bereits in Schritt 1 behandelt wurde (man bemerke aber, daf3 z sehr wohl isolierter
Punkt sein kann). Es sei (L) der maximale Orbittyp, so daB C'L' N Z # (). Dies bedeutet also
Nullstellen in Z sind entstanden in einem Schritt, in dem F‘ oL iiber C'F fortgesetzt wur-
de (oder spiter). Da nach (1) die Nullstellen, welche in verschiedenen Fixmengen entstehen,
voneinander separiert sind, ist L eindeutig bestimmt. Man bezeichne mit (K),... (K;) al-
le Orbittypen mit (H) < (K;) < (L), dim B¥ < dim C* und setze Ky = L. Wie stets
wird angenommen, dall die Repridsentanten K; so gewdhlt sind, dal bereits K; C K gilt,
falls (K;) < (Kj) ist. Es sei Uy eine tubulare Umgebung von M># nach Hauptlemma 2.
Es sei A(H) die Familie von Kugeln in B, die in der Konstruktion der Mengen Y (K) de-
finiert wurde. Dann liefert Hauptlemma 3 eine #quivariante Abbildung fy : OUy — BY
bzgl. dieser Familie von Kugeln. Man wihle 0 < a < b < 1, so daB ' keine Nullstellen in
M x ([0,a] U [b, 1]) besitzt. Dies ist moglich, da C' kompakt ist und F' keine Nullstellen auf
dem Rand von (' besitzt. Die Menge Uy besitzt nun eine invariante, eindimensionale Blitte-
rung, gegeben durch Kurven ~y(z,-) : I — Uy, x € OUy. Man definiere auf Uy X [a, b] die
Abbildung

Fg(’Y(I,t),S) = F(’Y(Q?,O), 5) ’ (1 - t) + fH(‘r> -,
also einfach die Standard-Konvexhomotopie zwischen £’ und fy entlang der Blitterung. Dann

gibt es eine Umgebung von Z in C¥, in der F, keine Nullstellen besitzt. Dies ist klar fiir ei-
ne Umgebung von Z in C~#, da Z eine Zusammenhangskomponente von F~1(0) ist. Ist
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F(y(z,0),s) # 0, so auch Fy(y(x,t),s) in einem Intervall [0, t(x)], t(z) > 0 aus Stetigkeits-
griinden. Ist aber F'(v(x,0),s) = 0, so besitzt F nur dann Nullstellen auf der Verbindungs-
geraden von fy(x) zu 0 = F(v(z,0),s), wenn fg(x) ebenfalls O ist. Dies bedeutet natiirlich
insbesondere

fu(z) € BY
fiir alle Orbittypen (K), damit also

mu(r) € mu(fy'(BY))

fiir alle Orbittypen (K). Hierbei bezeichnet 7y wieder die Projektion v(z,t) — (x,0). Also
ist y(r,0) € 7y (f5"(BX)) und trivialerweise auch v(z,0) € M% @0, Da v(x,0) eine Null-
stelle von F ist, folgt aber aus Eigenschaft (6), daf dim M Gy > dim ST =0, also ist die
Menge Y (G (z,0)) definiert und es folgt

Y(x,0) € Y(Gyz0))-

Trivialerweise ist aber y(x,0) ¢ M>%v=0. Dies widerspricht Eigenschaft (7). Somit kann
fr(x) nicht 0 sein und es gibt somit aus Kompaktheitsgriinden eine Umgebung Uy von Z
in C, in der F, keine weiteren Nullstellen auBer denen in Z besitzt. Es bezeichne F die
Restriktion von Fy auf U. Nun soll gezeigt werden, daB F} Eigenschaft (2) erfiillt, also die
Bedingungen aus Hauptlemma 1 gegeben sind mit den entsprechenden Mengen wie in (2)
beschrieben. Es sei dazu

E={z¢c C"| dimC% > dim B¢}.

Dies ist genau die Menge £ aus Hauptlemma 1, angepal3t an die vorliegende Situation. Die
Bedingungen (I), (I) und (IV) sind offensichtlich erfiillt. Gezeigt werden soll F; *(BY) C
CL U E in einer Umgebung von Z. Es muB eine Fallunterscheidung vorgenommen werden,
und zwar sei zunichst dim C* = dim B%. Man nehme dann ein (y(z,1),s) € Uy X [a,b], so
daB (y(x,0),s) in Z\E liegt. Angenommen, es wire F;(v(z,0),s) € BL. Nach Definition
von F bedeutet dies fz(x) € BY. Mit (y(x,0),s) = zistdann (H) < (G.) und es gilt

dim B* = dim C* < dim C%* = dim B®-

wobei die letzte Gleichheit aus der Annahme z ¢ FE folgt. Nach Konstruktion der Menge
Y (G,) ist dann aber
mu(fg' (BY) "M% CY(G.)

und wegen fy(x) € B isty(x,0) = 7y (z) € 7 (f5' (BL)), also letztlich
z € Y(G,) X [a,b].

Genau wie oben ist aber klar, daB = ¢ C >G> und dies widerspricht der Konstruktion von F'.
Im zweiten Fall sei nun dim C* > dim BY. Angenommen, es ist F;(y(x,0),s) in BL.
Diese Menge wurde ebenfalls in der Definition der Mengen Y (K') definiert. Dann folgt wie
oben fy(r) € BL, also
A(x,0) € Ta(f'(BY)).

41



Die Dimensionsbetrachtungen liefern nun mit 2z wie oben:
dim BL = dim BY + 1 < dim C* < dim C% = dim B*,

also auch z € Y(G,) x |a, b], was zum Widerspruch fiihrt.
Der Fall dim C* < dim B* kann nach Eigenschaft (6) nicht auftreten, es ist daher gezeigt:

(v(2,0),5) € Z\E = Fi(y(,1),s) ¢ B".
Somit findet man eine Umgebung U, C Uy, so daB
(B, (B cCrUE

gilt. Damit erfiillt F7 also auch Bedingung (III) aus Hauptlemma 1. Fiir Bedingung (V) aus
Hauptlemma 1 sei wieder dim B < dim C'* angenommen, also existieren B und V. Nach
Definition trifft f7 die Menge V% nicht. F ist eine Abbildung nach B> und trifft V% daher
hochstens in 0. Es sei nun @ € 0Uy beliebig. Entweder, es ist (y(z,0), s) eine Nullstelle fiir
ein s € [a,b], dann ist aber Fy(y(z,t),s) = fu(x) -t ¢ Vi fir t > 0. Oder (y(z,0), s)
ist keine Nullstelle, dann ist F(y(z,t),s) ¢ V& fir 0 < ¢t < ty(x) mit einem bestimmten
to(z) € 1. Wieder aus Kompaktheitsgriinden findet man daher eine Umgebung der Nullstellen,
welche in Uy liegt, so daB F; die Menge V% hochstens in 0 trifft. Damit ist aber (V) aus dem
Hauptlemma erfiillt. Es kann natiirlich angenommen werden, daf} diese letzte Umgebung U,
selbst ist.

F) kann nun dquivariant auf W (H)(U;) fortgesetzt werden. Dieses Verfahren fiihre man
fiir alle Komponenten Z von F~!(0) durch. Die so entstehende Menge werde mit

Vo = JW(H)(Uy)

bezeichnet. Man hat also eine Fortsetzung I, von F iiber die Menge C> UV, U W, wobei
W die in Schritt 1 konstruierte Menge ist. Man beachte, daf} diese Fortsetzung noch keine
anderen Nullstellen als die von F' selbst besitzt. Daher kann auf diese Situation das Verfahren
aus Schritt 2 wortwortlich libertragen werden, indem F; tiber die Menge

CPTUVoUW U (W(H)(Y(H) x 1))

fortgesetzt wird ohne Nullstellen auf W (H)(Y (H) x I)\C>*. Im Unterschied zu Schritt 2
kann aber aufgrund der Dimension von C**/ nun Korollar 1.1.8 angewendet werden, um die
so entstandene Abbildung endgiiltig iiber C' fortzusetzen. Dies bedeutet, daB auBerhalb von
C>H nur endlich viele neue Nullstellen erzeugt werden. Schritt 3 ist hiermit abgeschlossen.
Am SchluB noch die Betrachtung des Falles C>* = {): In diesem Fall passiert den ganzen
Schritt tiber gar nichts bis zur Anwendung von 1.1.8. Es wird also lediglich eine Abbildung

F.c" - BH

mit endlich vielen Nullstellen erzeugt.
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Schritt 4: Es bleibt noch der Fall dim C? < dim B¥ zu betrachten. Dieser kann aber
vollig analog zu Schritt 3 behandelt werden bis zum letzten Fortsetzungsschritt. Die nochmals
verschérfte Dimensionsbedingung gestattet nun sogar die Anwendung von Korollar 1.1.6 an-
stelle von Korollar 1.1.8. Es werden also keine weiteren Nullstellen erzeugt. Die Betrachtung
des Falles C>1 = () ergibt genau das gleiche Ergebnis wie in Schritt 3, nur besitzt die Abbil-
dung nun gar keine Nullstellen.

Die Konstruktion von F' ist somit induktiv abgeschlossen. Es soll zur Veranschaulichung
noch einmal jeder der Punkte (1)-(7) nachgepriift werden.

(1) Dies ist eine Bedingung an Orbittypen in O,(M,S), also ist man in Schritt 3. Dort ist
aber genau die Existenz einer Umgebung U, einer Komponente Z der Nullstellen ge-
zeigt worden, die keine weiteren Nullstellen umfaflt. Die Vereinigung dieser Umgebun-
gen tliber alle Komponenten liefert also eine Umgebung der gesamten Nullstellenmen-
ge mit der gewiinschten Eigenschaft, und diese kann natiirlich durch Anwendung von
W (H) invariant gemacht werden, ohne daB Nullstellen hinzukommen, da F' dquivariant
ist.

(2) Dies ist genau in Schritt 3 gezeigt worden.
(3) Auch diese Tatsache wurde am Ende von Schritt 3 explizit erwéhnt.

(4) Fir (K) € O,.(M,S) wurde in Schritt 1 die Abbildung genau so fortgesetzt (iiber die
endlich vielen Nullstellen in C*\C>*¥ nach (3)), daB diese Bedingung erfiillt ist.

(5) Hier ist nun tatsichlich etwas nachzupriifen. Es tritt dann die gleiche Situation wie in
(4) ein, wenn in Schritt 1 der Konstruktion von F' die Fortsetzung iiber die orthogonale
Sphire existierte. Es ist also zu zeigen, dal die zweite Bedingung erfiillt ist, falls diese
Fortsetzung nicht existiert. Die Fortsetzung iiber die Sphére wurde induktiv gewonnen,
man kann daher annehmen, daB C># = C¥ ist, also (K) ,direkt* iiber (H) liegt (an-
sonsten setze man so lange die Abbildungen iiber die Sphéren fort, bis man, geméil
Voraussetzung, stecken bleibt und betrachte die Situation dort). Angenommen nun es
giibe eine Sphire D um eine Nullstelle 2 orthogonal zu C¥ in C#, so daB

F(OD)NBX =9

ist. Es sei p : B — (B%)* die Einschriinkung der Orthogonalprojektion auf die Kugel.
Man setze
h:0D — (BX)'. h(z) = po F(x)

wobei F hier die Einschriinkung von F auf 9D bezeichne. W (K, H) operiert auf ( B¥)+
und trivial auf BX, also ist die Projektion W (K, H)-#quivariant und h somit ebenfalls
eine W (K, H)-éiquivariante Abbildung nach (B¥)1. Nach Annahme ist  nullstellen-
frei. Wieder aus der Orthogonalitit der W (K, H)-Aktion folgt, dal auch ﬁ W(K,H)
dquivariant, wohldefiniert und eine Abbildung zwischen den Sphéren ist. Dies wider-

spricht der Annahme, dal} es gerade eine solche nicht gibt. Also gilt (5).

(6) Dies sieht man sofort nach Betrachtung von Schritt 4.
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(7) Die Konstruktion von F' verlief genau nach dem Plan, hier keine Nullstellen zu erzeu-
gen.

Es ist die Existenz einer Abbildung F' mit den Eigenschaften (1)-(7) gezeigt. Nun gilt es,
daraus das Theorem abzuleiten. Es fiihrt wieder nichts um eine Fallunterscheidung herum.
Die Situation ist die Folgende: Man wihle eine Abbildung F', wie sie eben konstruiert wurde
und einen festen Orbittyp (H) € O.(M,S). Man schriinke F' ein auf C* und nenne diese
Abbildung f. Es sei Z eine Zusammenhangskomponente der Nullstellen von f. Fiir z € 7 ist
dann nach (6)

dim M©* > dim S°=.

Es sei L wieder der maximale Orbittyp, so daB C* N Z # (). Nun muB unterschieden werden:
Fall 1: Ist (L) ¢ O.(M,S), so gibt es nach Eigenschaft (2) eine Umgebung von Z, Uy,
so dall Hauptlemma 1 anwendbar ist, und wegen der Dimensionsbedingung liegt dort Fall (a)
vor. Dies bedeutet deg f |U 7z =0.
Fall 2: Der nichsteinfachere Fall ist (L) € O,.(M,S). Dann ist Z = {z} nach Eigenschaft
(3), also ein isolierter Punkt, und es gibt eine W (L, H)-invariante Umgebung

Uz,C’H = Uz,C’K X D,
in der F' die Eigenschaften wie in (3) besitzt. Es folgt also

degf|Uz,CH = degf}Uz’CL ~a(L, H)

nach der Multiplikativitit des Grades. Es seien nun 21, ..., z; alle diese endlich vielen Null-
stellen in C¥\C>~. Diese liefern die Nullstellen W (H)(z;) in der Menge C'*. Da alle diese
Nullstellen isoliert sind, findet man eine Umgebung V; von W (H)(z;), welche keine weiteren
Nullstellen von f enthilt und so, daB V; N'V; = 0 fiir ¢ # j. Man setze V(L) = Ule Vi. Es
ergibt sich zunéchst genau wie im Beweis zu Hauptsatz 1

degf}vk = ‘N(H)/LQN(H)‘ 'degf’Uz’cH’

da die Michtigkeit des W (H )-Orbits eines z; gerade ‘N H)/1 A N( H)‘ ist. Nach obigen
Austiihrungen gilt also

k
degf‘V(L) = Zdegf‘vk
=1

,cL

_ |N(H,L)|-a(L,H)-Zdegf\Uzk
= |N(H,L)|-o(L,H) - b(L),

wenn man b(L) € Z genau durch die obige Summe definiert. Insbesondere ist b(L) un-
abhéngig davon definiert, welches konkrete /1 gewihlt wurde.
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Fall 3: Dieser Fall ist die eigentliche Schwierigkeit, und zwar sei nun (L) € O,(M,S) aber
nicht aus O.,..(M, S). Zunichst bemerkt man Folgendes: Da Eigenschaft (5) gilt, liegt entweder
dieselbe Situation wie in Fall 2 vor, oder es gilt in einer Umgebung U der Nullstellen

f(oD)NBL £

fiir jede Scheibe D, welche eine Nullstelle als Zentrum besitzt. Wire der Grad von f in U nicht
0, so sagt aber Hauptlemma 1, Teil (b), dal es eine solche Scheibe gibt, die B nicht trifft.
Somit ist in dieser Situation der Grad von f ebenfalls 0. Ubrig bleiben also solche Orbittypen
(L), welche zwar nicht in O, (M, S, H) liegen, aber dennoch Schritt 1 in der Konstruktion der
Abbildung F' durchgefiihrt werden konnte. Diese Orbittypen benenne man mit O4(M,S, H)
(,,A* steht fiir ,,Ausnahmeorbittyp*). Fiir solch einen Ausnahmeorbittyp geht man also genau
wie in Fall 2 vor, nur hat man fiir den Grad der Abbildung auf dem Rand der Sphére nicht mehr
den Wert «(L, H), sondern eben den Grad der nichtkanonischen Fortsetzung. Dieser soll mit
wu(L, H) bezeichnet werden. Mit der Ausschneidungseigenschaft des Grades folgt also aus
Fall 1, Fall 2 und dem eben Gesagten, daf}

degf = > alK,H)-b(K)-|N(H,K)
(K)€EOx(M,S,H)

(K)eOA(M,S,H)

Es soll nun gezeigt werden, dal3 die Summanden der zweiten Summe ebenfalls in der Form
der Summanden der ersten Summe dargestellt werden konnen. Dies geschieht erneut durch
eine Induktion und durch Riickgriff auf die Konstruktion von F'. Die Induktion l4uft diesmal
tiber die Anzahl der Orbittypen (L) € O4(M,S,H) mit (H) < (L) < (L) fir (L) €
OA(M,S, H). Die Induktionsannahme lautet: Fiir ein (L) € O (M, S, H) kann man

p(L H)-b(L) - IN(H. L) = > oK H)-V(K)[NK H)
(H) < (K) < (L)
(K) € Oux(M,S, H)
schreiben, falls hochstens n Orbittypen (L1), ..., (L,) € Oa(M,S, H) existieren mit
(H) < (Li) < (L).

Dal} diese Umschreibung mit der Formulierung des Theorems vertréglich ist, wird nach der
Induktion gezeigt werden. Offensichtlich reicht es vom Fall n = 0 auszugehen, also daf} es
keinen Ausnahmeorbittyp zwischen (H) und (L) gibt. Es liegt die Situation von Fall 2 vor,
also ist

deg f|, g, = #(L. H) -b(L) - [N (L, H)|

fiir eine Umgebung V(L) der Nullstellen von f in C*\C>~. Es sei nun W eine Mannigfaltig-
keit mit Rand, W C C*, welche genau die Nullstellen von f in CX\C>L umschlieBt. Dann
gilt auch

deg fy, = (L, H) -b(L) - |N(H, L)| .
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Nun folgt der entscheidende Trick. ' wurde induktiv iiber die Orbittypen fortgesetzt. Man
nehme daher die Fortsetzung F; mit (H;) = (L), also gehe in den Schritt zuriick, in dem F'
gerade iiber den Orbittyp (L) fortgesetzt wurde. Da (L) € O.(M,S, H) ist, sind die Nullstel-
len in CX\C>* alle isoliert. Im n#chsten Schritt wiirde also mit Schritt 1 (siehe Fortsetzung
von F)) fortgefahren. Man kann annehmen, da3 (H;;,) > (H;), ansonsten nehme man einfach
den nichsten Orbittyp, so daB diese Ungleichung erfiillt ist. Dann ist >+ = C*. Der Fort-
setzungsschritt verlief wie folgt: Fiir eine isolierte Nullstelle z in C>+1 mit G, = L sei D
eine Scheibe orthogonal zu C* in CHi+1 um z, und die entsprechende Scheibe im Zielraum
sei T'(L, H;11). Nun galt es, die Abbildung

F|on : 07N 9D — B> N 9T (L, Hipq)

+1NdD
fortzusetzen. Aber wegen C>i+1 = CL ist C>Hi+1 N 9D = (). In diesem Schritt kann also
iber die Fortsetzung vollig frei bestimmt werden. Man beachte, daf} die Fortsetzung, die hier
gerade durchgefiihrt werden soll, in einer Reihe von Fortsetzungen steht von Abbildungen
bzgl. der Orbitfiltration von D(L, H), der Scheibe orthogonal zu C'* in C¥, nach T(L, H).
Da (L) aber Ausnahmeorbittyp ist, gibt es eine dquivariante Abbildung f : D(L,H); —
T(L, H);, welche keine Fortsetzung auf D(L, H);, besitzt (j bezeichnet eine Stelle in der
Orbitfiltration). Man wihle daher diesmal als Fortsetzung auf D(L, H;, 1) die Einschriankung
dieser Abbildung f und fahre in den folgenden Schritten genau so fort. Somit ist Schritt 1
irgendwann nicht mehr durchfiihrbar (genauer nimlich im j-ten Schritt) und stattdessen muf}
auf Schritt 3 ausgewichen werden. Man erhilt also eine von F' verschiedene Abbildung F”,
welche aber ebenfalls die Eigenschaften (1)-(6) besitzt. Die Einschrinkung dieser Fortsetzung
auf O sei mit f’ bezeichnet.

In Schritt 1 der Fortsetzung wurde F’ stets so fortgesetzt, da3 um isolierte Nullstellen keine
neuen Nullstellen erzeugt wurden. Dies ist in Schritt 3 nicht der Fall. Im Laufe der Fortsetzung
von f’ sind also in C'H weitere Nullstellen entstanden, die aus einer Nullstelle in C’L\C>L
hervorgingen. Nach (1) kann aber eine W ( H )-invariante Umgebung so gewéhlt werden, daf}
keine weiteren Nullstellen in dieser Umgebung liegen. Man wihle die Mannigfaltigkeit 11/
in dieser Umgebung, so daB alle Nullstellen von f’, welche aus C*\C>? hervorgingen, im
Inneren von W liegen. Insbesondere tun das also auch die Nullstellen von f selbst, denn dies
waren ja genau die Nullstellen in CX\C>%. Man setze f = f'|..,. Mit dieser Konstruktion sind
die folgenden Eigenschaften erreicht worden:

- e = flwe

0¢ f(owW).

0¢ f(oOW).

Jede Scheibe D(L, H) in W orthogonal zu C* um eine Nullstelle von f |W ,, erfullt

-

f(OD(L, H)) N B +£ 0.

Dies ist Eigenschaft (5).
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Es sind also die lokalen Grade deg, f!W und deg,, f definiert. Aus der letzten Eigenschaft
folgt aber sofort mit Hauptlemma 1, da3

~

deg, f = 0.

Da die Abbildungen f ‘ R f |8W nullstellenfrei sind, kann man annehmen, daf} sie in eine
invariante Sgh'aire Sop € B abbilden. Der Satz, soweit er bisher bewiesen ist, ist daher auf das
Paar f‘ — | oy anwendbar und die Gradformel liefert

deg |, — deg f|,,, = w(L,H)-V(L)-|N(H, L)
+ > (K, H) -V (K) - |N(H,K)|

(K) € Oux(M,S, H)
(K) < (L)

Andererseits gilt

0 = deg f’(aw)L - degf‘(aw)L = Oé(L, L) ) b/(L> ) |N(L7 L)|
— W(L)- WD)

Y

also b'(L) = 0. Damit ergibt sich letzlich

p(L, H)-b(L) - [N(H,L)| = deg, (f]y;))
= deg, (f}w>
= deg f|aW - degﬂaw
= > oK, H)-V(K)-|N(H,K)|.

(K) € Oxx(M,S, H)
(K) < (L)

Da sich diese Betrachtungen alle in einer Umgebung der Nullstellen in CX\C>1 abspielten,
welche keine anderen Nullstellen enthielt, sind die so erhaltenen Formeln unabhédngig von den
Induktionsschritten. Es ist nur noch festzustellen, daB die Unabhingigkeit der Zahlen b(L) von
H durch die Umschreibung erhalten bleibt. Zunéchst ist aber die Definition der &'( L) ebenfalls
unabhingig von H und ferner wird in jeder Summe, in der b(K') summiert wird, auch b(K”)
summiert fiir (K') < (K’). Daher ist das endgiiltige b( /'), welches sich als Summe von 0 (K')"s
und dem in Fall 2 konstruierten b(K') schreibt, unabhéngig von (H ). Es folgt daher induktiv
tiber alle Ausnahmeorbittypen der Satz. O

2.3 Folgerungen und Ausblicke

Hiufig wird man einer Situation begegnen, in der M und S in der Notation des zweiten Haupt-
satzes als G-Rdume iibereinstimmen. In diesem Fall gilt fiir alle Orbittypen trivialerweise
dim M# = dim S¥. Dies impliziert einerseits, da3 die Menge aller Orbittypen mit der Menge
O.(M,S) iibereinstimmt, andererseits folgt aus dem dquivarianten Satz von Kuratowski dann
auch, daB die Abbildungen iiber die Sphéren, welche fiir die Definition der O,.-Orbittypen
gebraucht wurden, stets existieren (siehe hierzu Korollar 2.1.2). Also stimmt Or (M) sogar
mit O,..(M,S) iiberein und es ergibt sich der folgende Spezialfall des Hauptsatzes:
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Korollar 2.3.1 Es sei S die Sphdire in einer orthogonalen Darstellung der endlichen Gruppe
G. Es seien alle Fixmengen S¥ orientierbar fiir (H) € Or(M). Sind ¢, : S — S dquivari-
ante Abbildungen, so gibt es zu jedem Orbittyp (K) eine ganze Zahl b(K), so daf} gilt

deg gy —deg|g = Y a(K,H)-b(K) - [N(K, H)|.
(H)<(K)

Eine weitere einfache Konsequenz des Satzes ist eine relative Version, in der auch Haupt-
satz 1 formuliert wurde. Der einzige Grund, wieso der zweite Hauptsatz nicht gleich relativ
formuliert wurde, ist die einfachere Notation und eventuell Ubersichtlichkeit im Beweis.

Korollar 2.3.2 Es seien M,S, G wie im zweiten Hauptsatz und p,v : M — S dquivariant.
Es sei N C M invariante, abgeschlossene Teilmenge und p und 1) seien dquivariant homotop
auf N. Dann gilt:

deg @|,,n — deg¥],,n = > a(K, H) -b(K) - [N(H, K)|
(K)EOs«(M\N,S,H)

BEWEIS. Offensichtlich lduft der Beweis exakt so ab wie der des zweiten Hauptsatzes, mit
den geeigneten Umformulierungen. O

Das nichste Resultat trifft Aussagen, falls G nicht notwendig endlich ist.

Korollar 2.3.3 Es sei G eine nicht notwendig endliche Gruppe, ansonsten liege dieselbe Si-
tuation wie im zweiten Hauptsatz vor. G operiere, so daf; fiir alle Orbittypen (H) der Aktion
|W(H)| < oo gilt. Dann gilt die Vergleichsformel auch in diesem Fall.

BEWEIS. Man beachte, daf§ die Endlichkeit von W (H ) impliziert, da3 auch N (H, K) endlich
ist fiir alle K € O,.(M, S, H), denn es gilt (sofern eine der beiden Seiten endlich ist)

\W(K, H)| - |N(H, K)| = [W(H)|.

Dies folgt sofort aus dem Isomorphiesatz fiir Gruppen. Damit ist die Summe in der Vergleichs-
formel definiert. Die Behauptung folgt dann aus der Feststellung, dal die Endlichkeit der
Gruppe G nirgends in den Beweis des Hauptsatzes einging auBler in der Tatsache, dall auch
die Gruppen W (H ) endlich sind. O

Nur zitiert, aber nicht bewiesen werden soll die folgende Verallgemeinerung auf kompakte
Liegruppen. Die Idee hinter dem Beweis wire wieder die Standardprozedur iiber maximale
Tori und p-Gruppen.

Theorem 2.3.4 Es sei GG eine kompakte Liegruppe, M,S wie oben, p,v : M — S dquivari-
ant. T' bezeichne einen maximalen Torus in G. Dann gilt:

(1) Ist G unendlich aber (T') ¢ O..(M,S), dann ist

deg v = deg ).
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(2) Ist (T') € O..(M,S), dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl o € 7, welche nur von
der Gruppenaktion abhiingt, sowie ganze Zahlen b(K) € Z fiir (K) € O..(M,S,T),
so daf3

degp —degy) = - Z a(K,T)-b(K)-x(G/f).
(K)€0.(M,S,T)

X bezeichnet hier die Eulercharakteristik.

(3) Fiir (H) € O.(M,S) und H Untergruppe von maximalem Rang, also (T') < (H), gilt

deg(p|MH_degw‘MH:a' Z a<K7H)b(K)|N(H7K)|a

(K)EO.(M,S,H)
mit b(K) € Z fiir (K) € O..(M,S, H).

Bemerkung: Die Tatsache, daf3 in (2) von obigem Theorem die Eulercharakteristik auftaucht
beruht auf dem Fakt, daB8 |N (7', K)| = x(G/ ) gilt fiir (T') < (K). Dieses Resultat findet
man beispielsweise in [Bou]. Natiirlich gilt auch im Fall kompakter Liegruppen eine relative
Form des Theorems.
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3 Verallgemeinerungen auf Banachraume

Um die bisher entwickelte Theorie anwenden zu konnen beispielsweise auf nichtlineare Ope-
ratorgleichungen, ist eine Verallgemeinerung auf den unendlichdimensionalen Fall nétig. Wie
dies meist der Fall ist, sind hierfiir einige technische Hilfsmittel vonnéten, wogegen die geo-
metrischen Hintergriinde bereits vollstindig im endlichdimensionalen Fall gekldrt wurden.
Ziel sind nun zwei Verallgemeinerungen. Zum Einen soll die Situation betrachtet werden in
der eine zyklische Gruppe G auf einem Hilbertraum H operiert, aber auf zwei verschiedene
Arten. Zum Anderen soll ein Vergleichssatz wie im Endlichdimensionalen fiir dquivariante
kompakte Vektorfelder
I-F:X—-X

auf einem (G-Banachraum hergeleitet werden fiir eine beliebige endliche Gruppe G'.

3.1 Zyklische Gruppenaktionen auf Hilbertraumen

Zundchst wird der erste Ansatz verfolgt, Aussagen iliber Hilbertriume mit zwei Aktionen der
gleichen Gruppe G zu gewinnen. Dazu seien G") und G® zwei Kopien der selben Gruppe G.
Die Elemente von G werden dann mit ¢\ bezeichnet. Als Gruppenelement ist also g(!) =
g = g9, als Homéomorphismus

¢gW . H—H

fiir einen Hilbertraum / sind diese Elemente aber im Allgemeinen verschieden. Zunéchst ein
kurzer Exkurs iiber den Abbildungsgrad im unendlichdimensionalen Fall. Die elementaren
funktionalanalytischen Hintergriinde, die hier nicht bewiesen werden, findet man z.B. in [Dei].

Der Abbildungsgrad im Unendlichdimensionalen, Leray-Schauder-Grad genannt, wird all-
gemein wie folgt aus dem endlichdimensionalen Abbildungsgrad berechnet:

Es sei 2 C X eine offene beschrinkte Teilmenge eines Banachraums, F' : Q — X eine
kompakte Abbildung, das heiBt F'(£2) ist kompakt (und F ist stetig). Es seiy € X und F(y) #
y auf 0€). Da F' kompakt ist, 146t es sich durch eine Folge endlichdimensionaler Abbildungen
approximieren. Man setze

e = d(y, (I - F)(00))

und wihle ein endlichdimensionales F; : Q — X mit |[F' — Fi||g < e. Weiter sei X; C X

ein endlichdimensionaler Teilraum mit y € X7, F1(2) C X; und ©; = QN X;. Dann ist der
endlichdimensionale Abbildungsgrad (sieche Anhang)

deg(([ — F1)‘91,Q1,y)

wohldefiniert und hingt nicht von der Wahl von F oder X, ab. Der Leray-Schauder-Grad von
F' ist daher definiert als

LS(I_F7Q>y) :deg((I_Fl)’QI>Ql7y>'

Wenn man nun die Ergebnisse aus den ersten Abschnitten {ibertragen mochte wire es im
Prinzip notwendig, den Teilraum X invariant zu wihlen. Fiir den Fall, dal zwei verschiedene
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Aktionen gegeben sind, ist es aber im Allgemeinen nicht moglich, einen in Bezug auf beide
Aktionen invarianten endlichdimensionalen Teilraum zu finden. Daher muf hier ein weiterer
Approximationsschritt eingefiigt werden. Zunichst wird der Begriff der Homotopie zwischen
zwel kompakten Abbildungen verschirft, indem zwei solche Abbildungen homotop genannt
werden, wenn die verbindende Homotopie kompakt ist. Dies wird also in diesem Kapitel stets
vorausgesetzt.

Es sei e > 0, X GG-Banachraum mit zwei Aktionen der Gruppe G, €2 C X offen, beschrinkt
und invariant bzgl. beider Aktionen. Dann heifit eine Abbildung F : Q — X e-dquivariant,
falls

||Fog(1) —9(2) OFH <e€

gilt fiir alle g € G. Der folgende Satz ist ein wichtiger Schritt im Laufe der Verallgemeinerung,
und zwar besagt er, da} die Resultate des zweiten Hauptsatzes bereits gelten, wenn nur e-
Aquivarianz vorliegt fiir hinreichend kleines . Genauer kann man ¢ < 1 beliebig wihlen.

Satz 3.1.1 Es seien die Voraussetzungen des zweiten Hauptsatzes 2.1.6 gegeben mit der Aus-
nahme, daf3 p,v : M — S nur e-dquivariante Abbildungen sind, welche e-dquivariant-
homotop auf N sind. Ist ¢ < 1 so gelten die Folgerungen aus dem Hauptsatz auch fiir ¢
und .

BEWEIS. Essei f : M — S eine beliebige -dquivariante Abbildung. Man setze

fi(z) = /Gglf(gx) dg.

Dann ist fi(x) # 0 und homotop zu f. Denn es sei H(t,x) =t - f(z) + (1 —1t) - fi(x). Es
reicht dann zu zeigen, da H (¢, z) # 0 fiir t € 1. Nun gilt

[H 2] = It fule)+ (1 —1)- f2)]
> f@)f =t (x) = fu(2)]
= 1=t [[f(z) = fi(2)]

Die Behauptung folgt also, wenn || f(z) — fi(x)| < 1 gezeigt wird.
1)~ h@)| = Hf(rv)— [t dgH
= ‘/f(iv)—g‘lf(gx)dgH
G
< /Gllf(l’) — g7 f(gz)]| dg
= /Gllg‘lgf(x)—g‘lf(g:f)H dg
= [ lost) = flga)ll dg < = <1
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Damit ist die Abbildung

wohldefiniert. Die Homotopie

H'(t,2) = fi(a) ( ||Jla<—§||)

ist offenbar nicht entartet, also ist fo homotop zu f; und damit zu f. Diese Homotopie wird
noch ofter in diesem Kapitel auftauchen. SchlieBlich ist fy : M — S dquivariant, denn

filgz)
falor) = T
gfl( )

)

||9f1( |

|
_ ( filz) )
lgf1(@)]
g < fi(z) >
1f1(@)]
= gfo(x)
Damit folgt der Satz aus der Tatsache, da3 ¢, 1) und eine e-Homotopie H relativ /N zwischen
diesen, jeweils homotop sind zu s, 15 und H,. Hs ist eine Homotopie zwischen 5 und )5,

somit ist der zweite Hauptsatz (in seiner relativen Version) fiir ¢» und v anwendbar und
homotope Abbildungen haben gleichen Abbildungsgrad. O

Als Niachstes wird das Problem behandelt, dal i.A. kein invarianter Teilraum bzgl. beider
Aktionen existiert. Dazu folgende

Definition 3.1.2 Es sei X ein Banachraum, Y, 7 C X Teilrdume sowie 4 > 0. Dann heif3t Y
0-nah an Z, falls fiir jedes y aus der Einheitssphire in Y ein z € Z existiert mit

ly =zl <o

Die Idee wird sein, fiir einen invarianten Teilraum bzgl. der einen Aktion und ein § > 0
einen invarianten Teilraum bzgl. der zweiten Aktion zu finden, welcher 6-nah an Ersterem
liegt. Fiir hinreichend kleines 6 kann man dann die Resultate iibertragen. Einige technische
Schwierigkeiten hierbei, beispielsweise die Tatsache, dall es in einem allgemeinen Banach-
raum nicht notwendig Projektionen der Norm 1 auf abgeschlossene Teilrdume geben muf,
motivieren die Einschrinkung der Probleme auf Hilbertraume. Dort ergibt sich das

Lemma 3.1.3 Es sei H ein Hilbertraum, H, C H ein endlichdimensionaler Teilraum. Die
endliche Gruppe G operiere auf zwei Arten orthogonal auf H und der Operator gV — ¢ sei
vollstindig stetig fiir jedes g € G, das heif3t das Bild beschrdankter Mengen ist relativ kompakt.
Dann gibt es fiir jedes 0 > 0 einen endlichdimensionalen Teilraum K C H mit H, C K, K
ist invariant unter der GV -Aktion und g® (K) ist -nah an K fiir jedes g € G.
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BEWEIS. Da der Operator ¢V — ¢(® vollstindig stetig ist fiir jedes ¢ € G gibt es einen
endlichdimensionalen Operator AY : H — H mit

HAQ _ (g(l) _ 9(2))H < 4.

Es sei 79 C H ein endlichdimensionaler Teilraum, welcher das Bild von A9 umfaBt. Man

setze
K = <U gV(H, + T9>> ,

geG
der lineare Spann der angegebenen Menge. Da G endlich ist, ist die Einheitskugel in K kom-
pakt, also K endlichdimensional. Ebenso ist /; C K und Invarianz unter GO Klar. Es sei
nun 7 € g@(K) NS, wobei S C H die Einheitssphire ist. Es ist ein z € K zu finden mit
|z — z|| < 6. Dazuseiy = (¢®)'(z) € K und z = — A% + ¢y € K. Dann gilt:

lz =z = ||¢®y+ A% — gy
< |42 = (g — g™ |yl <6 O

Im Folgenden sollen nun Elemente der operierenden Gruppe von endlicher Ordnung appro-
ximiert werden. Ziel ist der folgende

Satz 3.1.4 Es sei H ein endlichdimensionaler Hilbertraum, A : H — H ein orthogonaler
Operator der Ordnung q. Es sei K C H ein Teilraum, § > 0 und A(K) sei 6-nah an K. Dann
gibt es einen orthogonalen Operator Ay : K — K der Ordnung q mit

|A — Ao|| < 20(2g +1).
Der Beweis beruht auf den folgenden Lemmata.

Lemma 3.1.5 Es seien X, Y n-dimensionale Unterriiume eines Hilbertraums H. Y sei 0-nah
an X fiir ein 6 > 0. Dann gibt es einen orthogonalen Operator A :' Y — X mit

[Az =zl <26 |l=]].

BEWEIS. Essei E = X + Y. Mit C} wird das orthogonale Komplement von C'in D bezeich-
net. Fiir den Fall Y N X3 # {0} ist 0 > 1, da fiir ein Element 3 aus dem Schnitt, ||y|| = 1,
gilt:

ly —all =yl + =l =1 Ve e X,

In diesem Fall kann aber fiir A ein beliebiger orthogonaler Operator gewihlt werden. Man
kann also im Folgenden Y N X7 = {0} annehmen. Der folgende Beweis liuft in mehreren
Schritten ab. In den ersten beiden Schritten wird eine orthogonale Basis von B konstruiert,
so daf3 ihr Bild unter der Orthogonalprojektion auf A eine Orthogonalbasis von A ist. Davon
ausgehend wird der Satz in Schritt 3 bewiesen.

Schritt 1. In diesem Schritt sei X NY = {0} an. Es seienp; : Y — X, py : Y — X3 die
Einschriankungen der Orthogonalprojektionen. Wegen dim X = dim Y = n und wegen der
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Annahme X N'Y = {0} sind diese Einschrinkungen invertierbar. Es sei py : X — X7 ein
orthogonaler Operator. Wegen dim X = dim X ist auch p invertierbar. Man definiere

p: X —>X,p=pylopop.

Es sei p = o o die Polarzerlegung von p, also  orthogonal, o symmetrisch. Man wihle eine
Orthogonalbasis {z}}1<;<, von X in der o Diagonalgestalt hat. Dann ist {o(z})}:<1<, eine
Orthogonalbasis von X und damit auch {y o o(2%)}1<i<,. Man setze y, = p; ' (). Es folgt

p2(yi) = p2(py ' (27)) = po(p(a})),

und dies ist gerade das Bild unter p, einer Orthogonalbasis von X, somit eine Orthogonalbasis
von Xz . Da also die Projektionen von {y} }1<i<, auf X bzw. X+ jeweils eine Orthogonalbasis
dieses Raums bilden, sind die y; selbst eine Orthogonalbasis fiir Y, und das Bild unter der
Projektion ist eine solche fiir X, was zu zeigen war.
Schritt 2. Es sei nun X NY = Z # {0}. Dann setze man X, = Zs, Y} = Zi. Es ergibt
sich die Zerlegung
E=X oY, Z

Mit £} = X; & Y; liegt hier die schon behandelte Situation vor, so daf es eine Orthogo-
nalbasis von Y; gibt, {y}}1<i<m. deren Projektion auf X eine solche Basis fiir X; ist. Man
erginze diese zu einer Orthogonalbasis von Y (die hinzugefiigten Basisvektoren sind dann
eine Orthogonalbasis von 7). Diese Basis besitzt offenbar die gewiinschten Eigenschaften.

Schritt 3. Um nun das Lemma zu beweisen wihle man eine Orthonormalbasis von Y,
{yi}1<i<n» so daB die normierte Projektion eine Orthonormalbasis von X ist, also

p1(yi)

Ty =
1 () |

Damit definiere man
A:Y—>X, AinLEi.

Diese Abbildung besitzt die gewiinschte Eigenschaft. Es sei ndmlich y € Y mit

Iyl =1, y=> Ny > AN=1
=1 i=1

Mit {y; }1<i<n und {z;}1<i<, ist auch das System {y; — x;}1<;<, orthogonal, ferner ist der
Abstand ||y; — p1(y;)|| < J nach Voraussetzung. Aus diesen beiden Beobachtungen folgt mit
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Elementargeometrie am Einheitskreis (Satz von Pythagoras):

Ay =yl = | ZAi (@ —yi)

IA
>
il V)
©
—
|
—_
|
=2
(V]
~—
~—
N——

_ \/2 (1—+v1-=102) (Z}P)
< 20-1=26 O
Lemma 3.1.6 Es sei H ein endlichdimensionaler Hilbertraum, A : H — H ein orthogonaler

Operator der Ordnung q, K C H ein Teilraum und A(K) sei §-nah an K fiir ein § > 0. Es
sei p : A(K) — K ein orthogonaler Operator wie in Lemma 3.1.5. Dann gilt fiir alle x € K:

I(pA)tw — x| < 2¢0 - [l]
BEWEIS. Esseiz € K. Induktiv wird gezeigt:
[(pA)™x — A™z|| < 2mé - |||
Fiir m = 1 folgt dies sofort aus
I(pA)z — Ax| = [[(p — D) Az[| <26 - [|2|

nach Wahl von ¢. Gelte die Abschitzung also fiir ein m > 1, so folgt:

(@A™ e — Al = ||(pA)™w — A+ @A™y — AT

S H QOA m+1 Aerle‘i‘HSOAerl Am+1xH
= [[(pA)(pA)™ x—(soA)AmeJrH 1) A™ |
< leAll - 1A ™z — A™a|| + 25 - ||Am“:rH

I(pA)™z — A"z || 420 - |||
< 2mé - |lz]| + 20 ||z]| = 2(m + 1)5 - |||

Wegen AYx = z fiir x € K folgt die Behauptung. O
Lemma 3.1.7 Es sei K ein endlichdimensionaler Hilbertraum, A : K — K orthogonaler

Operator mit ||A? — 1| < ¢ fiir ein § > 0 (und p > 2). Dann gibt es einen orthogonalen
Operator Ay : K — K mit A5 = 1 und ||A — Agl| < 24.
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BEWEIS. Es sei zundchst 0 > 2. Man setze Ay = 1. Es folgt ||A — Ao|| < [|A]] + || Ao|| = 2.
Also braucht nur der Fall ) < 2 niher betrachtet werden. Es sei K = K; @ --- @ K. die
Zerlegung von K in A-invariante Unterrdume gemif3 des Satzes iiber die reelle Normalform.
Dann zerlegt sich der Operator A entsprechend in A = A; @ - - - @ Ag. Die Unterrdume K;
sind ein- oder zweidimensional. Es sei K; ein zweidimensionaler Unterraum, dann ist A; eine
Rotation um einen Winkel . Man setze

b5 L]

wobei [x] die iibliche GauBklammer bezeichnet, also die natiirliche Zahl mit minimalen Ab-
stand zu z. Dies ist also derjenige Drehwinkel um ein Vielfaches von %”, welcher ¢ am nichs-

ten liegt. Man setze AEO) als die Rotation um . Zur Abkiirzung sei allgemein B(¢) die Rota-
tion um den Winkel J. Dann gilt:
sin (222 -
2

< 9. le—Yl
2
=l =9z

Wegen || AP — 1|| < § gilt auch || A? — 1]| < §. AuBerdem ist

I1B(p)r — B(y)z| < 2-

Al

147 = 1| = [IB(¢)’ — 1]
= [B(p-¢) — 1]
- ()
und damit
0>2- sin<%>’ = 2- sin( (gp—w—i—w))’

2
P 2
> 9. 8 | p—y- 2
> 2|s0 Y| -
2p
= —lp—1l.
vis

Die letzte Ungleichung ergibt sich dabei aus Sinm(x) > % falls 0 < = < 7, was nach Definition
von ¢ hier erfiillt ist. Man erhilt also

™

1)
|¢—¢|<%
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und damit auch
)

A, —A@)H <
H ’ 2p

Fiir die eindimensionalen K; setze man AZ(»O) = A,. Dies definiert einen Operator
A= AV @ ... @ AD.

Dann ist 5
|4 — Ao|| < max HAk - A}j’)H < g— < 26.
P

p
Offenbar gilt (AEO)> = 1 fiir diejenigen ¢, welche zu zweidimensionalen K; gehdren. Daher

ist Af = 1 Klar, falls es keine eindimensionalen K; gibt. Falls es aber solche gibt, so korre-
spondieren diese entweder zum Eigenwert 1 oder zum Eigenwert —1. Gibt es ein /; welches
zu —1 korrespondiert und wire p ungerade, so wire die Voraussetzung

| AP —I|| < 2

verletzt. Also sind entweder alle eindimensionalen Blocke solche zum Eigenwert 1, oder p ist
gerade. In beiden Fillen folgt
AP =1

womit das Lemma bewiesen ist. O

Y

Die drei obigen Lemmata beinhalten die gesamte Arbeit im Beweis von Satz 3, der nun
folgt.

BEWEIS. (von Satz 3.1.4): Man findet mit Lemma 3.1.5 einen orthogonalen Operator B :
A(K) — K mit ||[Bx — z|| < 2§ ||z||. Nach Lemma 3.1.6 gilt dann (siehe auch die Induktion
dort):

|BA—A|| <25 und |[[(BA)?— 1| < 2¢6.

GemiB Lemma 3.1.7 gibt es einen orthogonalen Operator Ay : K — K mit A} = 1 und
|(BA) — Ag|| < 4¢d. Dann folgt

A=Al = [[A—BA+ BA- A
< [[A=BA| +[[BA - A
< 26(2¢+1). O

Vor der Formulierung der Hauptresultate wird noch ein technisches aber leicht einzusehen-
des Lemma bendtigt, welches die intuitiv unmittelbar einsehbare Tatsache liefert, dal nichtde-
generierte kompakte homotope Vektorfelder stets gleichmifBig nichtdegeneriert homotop sind.

Lemma 3.1.8 Es sei X ein Banachraum, N C X abgeschlossen und beschrinkt. Es sei 1—H;
eine kompakte, nichtdegenerierte Homotopie auf N zwischen den kompakten Vektorfeldern
1 — Agund 1 — Ay. Dann gibt es ein o > 0 mit

[ = Hi(z)[| = o

fiiralle x € Nt € I
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BEWEIS. Angenommen, es gidbe Folgen {?, },en und {x,, },en mit

Da die Homotopie kompakt ist kann man ¢,, — ¢, € I und H;, (x,) — = € X annehmen.
Wegen

[z =2l <l = Hy, (@) + [|Hy, (20) — 2|
1
| Hy ) —
konvergiert auch z,, gegen z, also x € N. Weiter folgt
lo = Hi(@)|| < lle = znll + [lon = Hy, (20) || + [[He, (20) = Hi(2)]]
also ||z — Hi(z)|| = 0, im Widerspruch zur Nichtdegeneriertheit der Homotopie auf N. O

Der Satz 3.1.4 erlaubt nun, das erste Hauptresultat in unendlichen Dimensionen zu bewei-
sen und zwar den Vergleichssatz auf Hilbertraumen fiir zyklische Gruppenaktionen. Die Idee
hinter dem Beweis ist es, die fraglichen Abbildungen zu approximieren, wobei die Aquivari-
anz der Approximationen i.A. nicht gewihrleistet ist. Daher mufl man so vorsichtig arbeiten,
daB zumindest e-Aquivarianz fiir ein ¢ < 1 gegeben ist, denn dann ist Satz 3.1.1 anwendbar.

Theorem 3.1.9 Es sei H ein Hilbertraum, G eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung p.
G operiere auf zwei Arten auf H, beschrieben durch G, G®). Es sei Q) C H ein beschriinktes
Gebiet in H und 092 N K sei eine orientierbare, zusammenhdngende, glatte Mannigfaltigkeit
fiir jeden endlichdimensionalen Teilraum K C H hinreichend grofier Dimension. Es sei N C
Q abgeschlossen und GV-invariant. GV operiere auf OQ\N mit einem Orbittyp (H). Es
seien ® =1 — A,V = 1 — B : Q — H kompakte Vektorfelder ohne Nullstellen auf 05,
und ® und V seien G-dquivariant homotop auf N durch eine nichtdegenerierte, kompakte
Homotopie. Dann gilt:

LS(®,9,0) = LS(¥,9,0) mod |G/g|.

BEWEIS. Essei H(t,z) = x — u(t, x) eine Homotopie auf N zwischen ® und ¥ wie angege-
ben. Nach Lemma 3.1.8 gibt es ein o > 0, so daB} gleichzeitig die folgenden Abschitzungen
gelten:

|P(2)|| > o, ||V(z)]] > cvauf 02, ||H(t,z)|| > cauf N NOSQY.

Es sei nun &g > 0 beliebig, dann gibt es endlichdimensionale Vektorfelder ®; = 1 — A, ¥, =
1 — By : 2 — H ohne Nullstellen auf 02 und eine endlichdimensionale Homotopie 1 — i :
N x 1 — H ohne Nullstellen auf N N 92 mit

[©—Pifl <er, U=l <&, flu—pll <er

Somit gibt es einen endlichdimensionalen Unterraum K C H, welcher die Bilder von 1 —
®,, 1 — ¥, und p; umfaBt. Man kann annehmen, da3 9€2 N K eine glatte, orientierbare, zu-
sammenhingende Mannigfaltigkeit ist.
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Zu 6 > 0 gibt es nach Lemma 3.1.3 einen endlichdimensionalen Teilraum K; C H mit
K C K, welcher G invariant ist und ¢‘® (K1) ist 6-nah an K fiir jedes ¢ € G. Insbesondere
gilt dies fiir einen Erzeuger h von GG, welcher Ordnung p besitzt. Man wihle gemif3 Satz 3.1.4
einen orthogonalen Operator 1) : K; — K mit (h®))” = Lund [|[n® — h®)| < 26(2p+1).

Es sei 7 : H — K, die Orthogonalprojektion. Man definiere

Oix =x—7mAx, Ver =x—nwBx, us(t,z)=mu(t, x),

wann immer diese Ausdriicke definiert sind. Wegen Bild(A;) C K ist Ay = m o A; und es
folgt

[© = Paof] < [[©— Do + [|P1 — o]
< et |[[A —7mo A
<

er Il - [ A = All < 2e

Analog erhilt man die Abschitzungen || — Ws|| < 2¢; und || — pe|| < 2¢;. Man ersetze
nun die Aktion von G® = (h(®) durch die Aktion von (2(¥). Damit liegen zwei Aktionen
der Gruppe G auf dem Raum K vor. Es gilt:

Hh(l)oCIDQ—CI)Qoh(?’)H = ||h(1)o<I)2—h(l)o@+h(1)o¢—<l>goh(3)||
< [V o @y — kW 0 @ + || @ 0 hP — By 0 AP ||
—|—Hq)20h(2)—(1>20h(3)H
< 2814261 +26(2p+ 1)

Bei geeigneter Wahl von 0 und ¢; kann also erreicht werden, dal ®, e,-dquivariant ist fiir
jedes 5 > 0. Analog sind dann auch W5 und 1 — j5 eo-dquivariant. Es bezeichne nun ®% die
Restriktion von @5 auf K; N 0€). Man beachte, daf} letzteres nach Wahl von K eine glatte,
orientierbare, zusammenhéngende, endlichdimensionale Mannigfaltigkeit ist. Analog definie-
re man die Restriktionen WX und 1%, letzteres natiirlich eingeschriinkt auf K; N 92 N N und
d3, U3, 1ug seien die entsprechenden normierten Vektorfelder. Fiir diese gilt nun, beispielhaft
fiir ®5:

D Pa(z) — (3) _ ?(x) o (h 335)
oo a0 = | Tl " oL |
off(x)  @F(h¥Wx) H ) B(h®)z) H
- H‘b?( I 15 ()] H‘I)R H‘I)Rh Jz)||
o o I#F@] - e (D)
e 105 ()|
o W90 - eFn0a)|
T a 105 ()
< 2.2

Hierbei wurde die Orthogonalitédt der Aktion von h") verwendet. Somit kénnen &5, U5 und
1 — ps3 e3-dquivariant gewahlt werden fiir beliebiges €3 > 0. Ferner sind diese Abbildungen
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simtlich homotop zu ®£ bzw. U bzw. 1 — pff mittels der Standardhomotopie. 1 — 3 ist eine
es-dquivariante Homotopie zwischen ®3 und W3, welche selbst e3-dquivariant sind. Wahlt man
also g5 < 1, so liefert Satz 3.1.1:

LS(@,Q,O) = deg(@g,anKl,O)
= deg(V3,00N K1,0) = LS(¥,9Q,0) mod |G/ O

3.2 Eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes auf Banachraume

Zum Abschluf} soll nun noch eine direkte Verallgemeinerung des zweiten Hauptsatzes auf
Banachriume vorgenommen werden. Es sei {2 C X ein Gebiet in einem Banachraum, welches
die 0 enthilt. Fiir ein kompaktes Vektorfeld ® auf ), welches keine Nullstellen auf 0 besitzt,
sei die Windungszahl (®) als der Leray-Schauder-Grad LS(®, €2, 0) definiert.

Theorem 3.2.1 Es sei X eine isometrische Darstellung einer endlichen Gruppe G. Es sei
Q2 C X ein invariantes, offenes Gebiet und 0 € . Fiir jedes (H) € Or(0S)) sei der Schnitt
von X N 00 mit einem endlichdimensionalen Teilraum hinreichend grofer Dimension eine
glatte, orientierbare, zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Es sei ® : Q — X ein kompaktes
dquivariantes Vektorfeld ohne Nullstellen auf 0S). Dann gilt:

(1) Ist 90N XY =0, so ist
(@) =1 mod ggT{|G/g]| | (K) € Or(6Q)}.

(2) Ist 00 N XC £ (), so ist
@) = (0] oo mod T {|G/ | | (K) € Or(09), (K) # ().
(3) Ist 02N XC #£ Qund (H) € Or(09), so ist

1] o)) = (@] pgyey)  mod ggT{IN(H, K)| | (H) < (K) < (G)}.

BEWEIS. Der Beweis folgt exakt dem gleichen Prinzip wie Satz 3.1.9, nur daB hier kein Pro-
blem mehr mit den invarianten Unterrdumen auftaucht. Der Vollstidndigkeit halber wird der
Beweis dennoch ausgefiihrt. Es ist & = 1 — A, A kompakt. Zu £; > 0 wihle man eine end-
lichdimensionale ¢;-Approximation A; von A. Es sei X; ein invarianter, endlichdimensionaler

Unterraum mit A;(£2) C X;. Dann gilt mit &; = 1 — A fiir jedes g € G"
[g@1 — P1gl| < [lgP1 — g@| + || @g — P1g]|

[@1 — D[ + [|© — 4]

< 2-¢g

Es kann also e-Aquivarianz fiir beliebig kleines ¢ > 0 erreicht werden. Da A kompakt ist und
®(x) # 0 gilt, gibt es eine positive untere Schranke « > 0 von @ fiir hinreichend kleine Wahl
von €;. Man setze

!

By = — Lo
1]l
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wobei @7 die Restriktion von ®, auf 02 N X, bezeichne. Dann gilt

dlg
o = 2291 H AT
g®r qfiﬂ’ H dlg H
< |n@sr Tl T Tl
o3l — 2511
P ]
C o
[0

Also kann auch fiir das Vektorfeld ®, e-Aquivarianz fiir beliebiges ¢ > 0 erreicht werden.
Ferner ist @ homotop zu ¢} via der Homotopie

H(t,z) = ®}(z) - (t + ||(<Il>rz t))H)

Man wihle €1, so daf} ®, ——aqulvanant ist. Dann kann man annehmen, da} X; NOS2 eine glatte
Mannigfaltigkeit ist und es folgt aus der Definition der Windungszahl:

V(P) = deg (P2, X1 NI, 0).

Vo6llig analog zum Beweis von Satz 3.1.9 kann man die obigen Approximationen simultan fiir
ein weiteres Vektorfeld ¥ : X — X durchfiihren und auch hier folgt

Y(¥) = deg (Vq, X1 M 0RQ,0).

Die beiden Grade auf der jeweils rechten Seite der beiden Gleichungen konnen nun gemif3
Satz 3.1.1 verglichen werden. Es werden die 3 Fille der Behauptung betrachtet.

(1) Man kann ¢ mit W = 1 vergleichen und es folgt sofort aus dem zweiten Hauptsatz
Y(®)=1 mod ggT{|G/K‘ | (K) € Or(0Q)},
da es keine Unterscheidung in O,.- bzw. O,-Orbittypen gibt (Korollar 2.3.1).

(2) Ist 90 N X #£ (), so ist die Formel aus (1) zwar giiltig aber trivial, da dann (G) €
Or(052) ist. Jedoch kann man nun ¥ = x5 € 9Q N X betrachten. ¥ hat natiirlich Grad
0 und der Vergleichssatz liefert daher
@)= Y ol H) b(K)-NHK).
(K)€Or (%)

Wendet man den Vergleichssatz auf (G) € Or(0€2) an, so erhilt man weiter

NP onxa) = @(G,G) - b(G) - IN(G,G)| = b(G).
Zusammen liefert dies
Y®) = Y(P|ypxa) = D alK H)-b(K)-|N(H, K),
(K) € Or(o9)
(K) # (G)

also folgt die Behauptung.
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(3) Dies folgt genau wie (2), der einzige Grund fiir die Unterscheidung ist, da3 {e} kein
Orbittyp sein mub.

Damit ist alles gezeigt. O
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4 Ein Existenzsatz flir Losungen elliptischer
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel soll die entwickelte Theorie, speziell Satz 3.2.1, auf ein praktisches Problem
angewendet werden. Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ist der Abbildungsgrad ein wichti-
ges Hilfsmittel, wenn nichtlineare Gleichungen geldst werden sollen. Das Nichtverschwinden
des Grades selbst (dieser lebt auf endlichdimensionalen, kompakten Mannigfaltigkeiten) im-
pliziert Surjektivitit, da3 Nichtverschwinden des lokalen Grades um einen Punkt z, z.B. in
einem Banachraum X, impliziert die Existenz eines Urbildes von z. Ein Prinzip der nichtli-
nearen Funktionalanalysis ist daher das Folgende: Man schreibe ein Problem, beispielswei-
se eine nichtlineare partielle Differentialgleichung, um in eine Operatorgleichung der Form
Fu = wu. AnschlieBend zeigt man, daf} das so definierte Vektorfeld kompakt ist (diese Be-
dingung 146t sich noch verallgemeinern). Dann sind Gradmethoden zugénglich. Sind zusétz-
lich Gruppensymmtrien présent, so geben die hier bewiesenen Resultate oft Kriterien fiir das
Nichtverschwinden des Grades. In diesem Fall besitzt also F'u = w eine Losung und da-
mit auch das Ausgangsproblem. Dieses Prinzip soll nun veranschaulicht werden, zunéchst in
einem allgemeinen Existenzsatz von Losungen elliptischer partieller Differentialgleichungen
und zum Abschluf} an einem Spezialfall dieses Satzes.

Da dieser Abschnitt als Veranschaulichung der erhaltenen Resultate dienen soll, werden die
meisten Hilfssdtze aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen hier nur wiederge-
geben aber nicht bewiesen. Als Referenz dienten [Ni] und [Fri].

4.1 Elliptische Differentialgleichungen

Dieser Abschnitt ist eine kurze Zusammenfassung dessen, was man unter einem elliptischen
Differentialoperator versteht und fiir welche Operatoren die Standardgleichungen, die mit ih-
nen verbunden sind, wohlgestellt sind.

Fiir einen Multiindex o = (ay, . . ., a,,,) natiirlicher Zahlen sei |a| = Y " | o;. Es sei () eine
beschrinkte, offene, zusammenhingende Teilmenge von R™. Es bezeichne C'(2, R*) die steti-
gen Funktionen von €2 nach R®. Spiter wird dieser Raum fiir das Problem passend modifiziert.
Ein linearer Differentialoperator ist von der Form

L= Z aq () D,

laj<m

wobei a,, : {2 — Mat(s x s, R) glatt sei. Zu L assoziiert ist das Polynom

L(z,§) = Y aa(z)¢".

laj<m

Der Operator heif3t nun elliptisch, falls gilt:

Ly(z,§) = Z ao(2)E* #0, 1 €Q, £ € R"\{0}.

laj=m
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Das klassische Beispiel ist natiirlich der Laplaceoperator. Man will nun Randwertprobleme
betrachten, das heif}t man hat gewisse Randbedingungen

Bju(x) = 0 auf 0
und mochte Losungen u des Problems
Lu(x) = f(z), ze€f

Bju(xz) =0, z¢€0Q

bestimmen. Dies geschieht, indem man L auf den Raum der Funktionen einschridnkt, welche
die Randbedingungen erfiillen. Nun sind Probleme dieser Art fiir allgemeine Operatoren L
und B; bzw. beliebige rechte Seiten nur schwer handhabbar, schon gar nicht in voller Allge-
meinheit. Die erste Annahme ist daher:

L sei ein Fredholmoperator, das heifit dim ker(L) < oo und codim(Bild(L)) < oc.

Um dies zu gewihrleisten, miissen Definitions-und Bildbereich von L iiblicherweise noch
weiter modifiziert werden. Man betrachtet hier meist Sobolevriume oder Holderrdume, wobei
im vorliegenden Fall die letzteren betrachtet werden. Daher hier die

Definition 4.1.1 Fiir u € C*(Q, R?) setze

| Du(z) — D*u(y)||
Jullps, = llully + > sup -
Ftw k MZ::;C vy |z — yl*

Hierbei sei ||ul|, die Standardnorm auf C*(€2, R¥) und 0 < p < 1. Dann bezeichne C*+#(Q), R?)
die Menge aller u mit ||ulf,, , < oo.

Holderraume konnen interpretiert werden als Rdume von Abbildungen, die ofter als k aber
nicht notwendig k+1-mal differenzierbar sind, also ,,reell” differenzierbar sind. Die Holderrdume
sind Banachridume.

Es sei nun L elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2m, B = (By,..., B,,) die
Randbedingungen und B; maximal von Ordnung 2m — 1. Die Eigenschaften von L, beispiels-
weise die Fredholmeigenschaft, die ja gegeben sein soll, hingen auf diesem Raum offensicht-
lich in elementarer Weise von den Operatoren B ab. Das folgende Lemma ist von funda-
mentaler Bedeutung fiir die Theorie. Es wird hier angenommen, dall der Operator B koerzitiv,
komplementierend, oder ein Lopatinsky-Schapira-Operator jeweils der Ordnung kleiner m ist.
Die Details dieser Definitionen sind uninteressant fiir die hier verfolgten Zwecke, man findet
sie z.B. in [Fri]. Wichtig ist nur, daB es Klassen dieser Operatoren gibt, so dal man folgendes
Lemma beweisen kann:

Lemma 4.1.2 Fiir0 < p < 1, 1 < m < oo und einen beliebigen elliptischen Differentialope-
rator L gilt bei Wahl von B wie oben:
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(1)
L:{u e C*"™(Q,R%) | Bu=0auf 00} — C*(2,R%)
ist Fredholmoperator.
(2) Fiir f € C*(Q,R?) ist jede Losung von
Lu = f auf )
Bu = 0 auf 052
ein Element von C?™+1(Q, R?).
(3) Fiir jedes u mit Bu = 0 auf 02 gilt
[l < C - (1Ll + Nlully)
wobei C' eine Konstante ist, welche von nur von . abhdngt.
(4) Ist ker L = {0}, so gilt sogar

lullgp, < C - Il L],

mit einer Konstanten C.

BEWEIS. Etwa [Fri], Abschnitt 19. O

Der letzte Satz dieses Kapitels behandelt die Kompaktheit des Operators L.

Satz 4.1.3 Es sei i > . Dann ist die ji-Einheitskugel kompakt in CH (Q,R®). Insbesondere
ist L7 . CM(Q,R®) — CH(Q,R?) ein kompakter Operator; falls L Fredholmindex 0 besitzt
und ker L = 0 gilt.

BEWEIS. Dieses Resultat findet man z.B. in [Ni], S.27. O

4.2 Ein Existenzsatz flir aquivariante Operatoren

In Abschnitt 1 wurde noch keine Aktion einer Gruppe auf den beteiligten Riumen erwihnt.
Dies ist aber der Fall, der hier interessieren soll. Mit der Notation des vorigen Abschnitts sei
also GG eine endliche Gruppe, welche auf R® orthogonal operiert. Wie iiblich induziert solch
eine Aktion eine Aktion auf Funktionenrdumen, insbesondere den Holderrdaumen, durch

(gu)(z) = g(u()).

Kiinftig seien also alle Funktionenrdume mit solch einer G-Aktion versehen. Die Abbildungen
aq bzw. b;,, welche die Operatoren L und B definieren, sollen

aa(2)g = gaa(x), bia(y)g = gbia(y)
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fiir alle x € €, y € 09 erfiillen. Die Operatoren L und B sind dann offensichtlich G-dquiva-
riant. Betrachtet werden soll das Problem

Lu(z) = f(z,u(z), Dyu, ..., D> 1u) auf Q

Bu = 0 auf 012,

wobei B = (B, ..., By,). Bezeichnet L*(R", R*) den Raum der k-linearen Abbildungen und
148t man G trivial auf €2 operieren, so erhdlt man eine Diagonalaktion auf

T =Q x R* x LY(R™,R*) x --- x L*"71(R", R*).

Beziiglich dieser Aktion sei die rechte Seite f : 7' — R® dquivariant. Ferner sollen die folgen-
den Annahmen gelten:

L ist dquivarianter Fredholmoperator mit positivem Index.

L: (C*™#(Q,R%) | Bu=0auf 90})° — (C*(Q,R*))”

ist invertierbar.

Es gilt die folgende Abschitzung fiir die rechte Seite:

v

||f(x, u(z), Dyu, .. ., Dimflu)|

pe <M1+ ) | Dgul

lo|<2m—1

Rs

fiir ein A/ > 0und 0 < v < 1 und jedes u € C?"~1#(Q, R*)C.

Die groiten gemeinsamen Teiler, welche in den Formeln von Satz 3.2.1 auftauchen, sind
grofer als 1.

Satz 4.2.1 Unter den obigen Bedingungen gibt es ein R > 0, so daf fiir jedes r > R das
Problem
Lu = f(z,u(x), Dyu, ..., D* 'u) auf Q

Bu = 0 auf 02

eine Losung u, € C>(Q, R®) mit

Hu7'||2m—1+,u =r

besitzt. Ferner kann R = 0 gewdhlt werden, falls G keine nichttrivialen Fixpunkte auf R®
besitzt.

BEWEIS. L ist Fredholmoperator, man setze daher ker(L) = V;, mit dim V;, = k < oo. W sei
ein endlichdimensionaler Komplementéirraum von Bild(L) mit dim W,; = d. Nach Annahme
ist k —d > 0. Es sei

Vk:<U1,...,’l)k>, Wd:(wl,...,wd),
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und zur Abkiirzung X = C?m~1+2(Q) R®). FaBt man X als Unterraum von L%(Q, R®) auf, so
kann mit dem L>2-Skalarprodukt geschrieben werden

X=RapX, X=RiepX"

Fiir ein beliebiges u € X gilt dann

k d
u = g v +u' = E viw; + u'
i=1 j=1

mit den offensichtlichen Bezeichnungen. Es bezeichne 7" : X — X” die Orthogonalprojekti-
on, also 7" (u) = u”. Man betrachte das folgende Hilfsproblem auf X"

Lu'(x) = 7"h(x) auf Q

Bu/(x) = 0 auf 99

mit i € X beliebig. Nach Lemma 4.1.2 existiert dann eine Losung u), € C?™#(Q,R®) N
X’ und diese ist eindeutig, da L auf X' injektiv ist. Das Ausgangsproblem soll nun in eine

Operatorgleichung umgeschrieben werden. Jedes v € X kann geschrieben werden als u =
(A, ') mit A € R*, »/ € X’. Man definiere die Operatoren A; : X — R,

; — (f(-,u, Du,..., D> ) 1<i<
Ai(u):{& (f(ou.Duy.o, D)) 1<i<d

i d+1<i:<k

und den Operator () : X — X’ als die eindeutige Losung des obigen Hilfsproblems fiir
h(z) = f(z,u(z), Dyu, ..., D> 1y). Zusammen liefert dies einen Operator

F:X—-X, u—(Aw),Qu), A= A,..., ).

Fist dquivariant. Lemma 4.1.2 liefert nun die Abschitzung

Hu/_ué)HQm—l—l—/,L < Hu/_ué)”Qm—l-,u
<

C L = ug)ll,,

= O f Gy 0P ) — 7 f g, 0T )

Also ist F' stetig und Satz 4.1.3 liefert auch Kompaktheit von F', da L auf X’ die dortigen Be-
dingungen erfiillt. Die Fixpunktgleichung F'u = w ist nun dquivalent zum Ausgangsproblem.
Denn sei uy = (Ao, ug) eine Losung des Ausgangsproblems. Dann ist

f(-,ug, Dug, ..., D*"tug) = Lug € X",

also
<f(, U, DUO, NN ,DQm_IUO), w2> =0fiiralle: < d.
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Das bedeutet aber nichts anderes, als da3 A;(ug) = (A\g); fiir 1 <4 < k, also die Identitit auf
V. ist. Ferner ist
f('7 Uo, DUO, Ce ,DQm_llLO) = LUO = L()\(), UE))
= Lujy = 7"f(-, up, Duy, ..., D*™ tuy)

L(Q(uo)),

nach Definition des Operators (). Aber L ist injektiv auf X', also folgt uy = Q(uo). Zusam-
mengefal3t hat man erhalten:

Fug = F(\o, ug) = (Ao, ug) = uo,
ug ist also Fixpunkt von F'. Ist umgekehrt ein 1, Fixpunkt von F', so folgt zunéchst wieder
(f(-,u0, Dug, ..., D*™ ug), w;) = 0 fiir alle ¢ < d,
also f (-, ug, Duo, . .., D*™ 'uy) € X”. Das zeigt aber

f(-,up, Dug, ..., D*™ tug) = 7" f(-, uo, Dug, ..., D*™ tuy)
= L(Quo) = L(up)
= L()\(), ’LLB) = L(UO)
Die Probleme sind also dquivalent. Es sei nun S, die r-Sphire in X. Man schrinke das kom-
pakte Vektorfeld 1 — F ein auf den Raum X NS,. Es soll gezeigt werden, daB fiir hinreichend

groBes R das Vektorfeld 1 — F auf X N Sk Windungszahl 1 hat. Nach Lemma 4.1.2 (4) gilt
fiir eine Losung u € C*™*# yon 1 — F auf X N Sg, da der Operator L hier invertierbar ist:

~

||u||2m+,u S C ' Hf(7u7 DU, < .7D2m_1U)HOO < C - M - 1+ Z ||DQU((L’)

|| <2m—1

Rs

Damit gibt es aber, wegen v < 1, eine Konstante Cy, so daB ||ul],,, o < C] ist. Aus dem
Sobolevschen Einbettungssatz fiir Holderraume, siche etwa [Ni], S.27, folgt dann ||ul[,,, , <
(s fiir eine Konstante Cy. Man betrachte die Kugel vom Radius R = C5 + 1 in X G, Dann
besitzt 1 — F' keine Nullstelle auf dem Rand einer Sphire in X & yom Radius r > R, also ist
der Leray-Schauder-Grad definiert. Man setze

H(t,u) =u—t- Fu.
H besitzt keine Nullstellen auf S, und somit ist
LS((1 = F)| yerg - X“NB,,0) = LS(1| 6.5 , X“NB,,0) = 1.

Aus Satz 3.2.1 folgt also wegen der Annahme, daf3 die relevanten ggT sidmtlich groBer als 1
sind, entweder, daB 1 — F' Nullstellen von beliebiger Norm besitzt, ndmlich falls X¢ = 0,
oder andernfalls fiir » > R Nullstellen der Norm 7 besitzt. Die Regularitit der Losung sieht
man mit Standardmethoden ein, siehe z.B. [Ni], S.29. Damit ist alles gezeigt. a
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4.3 Ein praktisches Beispiel

Das nun folgende Beispiel findet man auch in [BK], S.91. Es sei () der offene Einheitskreis in
R2. Es soll das folgende System untersucht werden.

8u1 8u1 2 2 8u2 2 8u2 2
Auy(z) = exp | — U1(9c)+8—xl+8—xz +uy(z) + 92, + 92, ) | r e
Ausg(z) = ug(z) -expuy(z), x €

u(z) =0, ze€df
0
e R 0, xe€dfN.
81‘1

In der Notation des vorangehenden Abschnitts ist m = 1, also soll das Problem im Holderraum

C'*#(Q, R?) untersucht werden und zwar mit Hilfe von Satz 4.2.1. Die Symmetrie soll in
diesem Beispiel gegeben sein durch die Z,-Aktion auf R,

L(uy, uz) = (Aug, Auy)

0
B(uh UQ) = (U/l) 8_;[/?>

auf dem Holderraum ist klar. Die Aquivarianz von

Die Aquivarianz der Operatoren

und

2 2
ou
+ (8_90;) )

ist ebenfalls offensichtlich. Die Annahmen vor Satz 4.2.1 miissen nachgepriift werden. Zunichst
entnimmt man [Ho6r], Abschnitt 10.5 bzw. S.266, dall der Fredholmindex des Operators L ge-
rade 2 ist, also positiv.

Als Nichstes muf} Invertierbarkeit des Operators L auf dem Fixraum verifiziert werden.
Dieser ist gegeben durch die Menge

flur,ug) = | P <_ (ul(m) + 5t 3—2‘3)2 +uz(e) + <g_zf>
uz () - exp (u(2))

FiXZ2 = {(ul,O) | U € CI—HL(Q, R)},

also vereinfacht sich das Problem hier auf das gewohnliche Dirichletproblem, und auf C**#(Q, R)
unter Dirichletbedingungen ist A invertierbar.
SchlieBlich ist die Abschidtzung der Norm von f zu zeigen. Auf dem Fixraum ist aber

2
ou1 ouq
f(ul,O): exXp (— <u1+8_3:1+6_acg> ) :
0
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und damit folgt sofort

1
8u1 6U1 2 2
— — + <1l-(1 .
(- (o 22 ) <1 o
Damit ist Satz 4.2.1 anwendbar und man erhilt die Existenz von Losungen mit beliebiger

Norm grofler als ein festes 7y > 0. Die Existenz fiir Losungen von beliebiger Norm folgt
natiirlich nicht, da Z, von 0 verschiedene Fixpunkte auf R? besitzt.

8u1

3x1

(9u1

Ers

1f (w1, 0)]| =

i
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5 Anhang

5.1 Allgemeine G-Raum Theorie

In diesem ersten Teil des Anhangs soll die allgemeine Theorie von G-Réumen in dem Umfang,
wie sie fiir die Arbeit benotigt wird, hergeleitet werden.

Definition 5.1.1 Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe GG zusammen mit einer Topologie,
so daf} die Abbildungen

o:GxG — G, (g,h)—goh

.G - G, g»—>g71

stetig sind, wobei G x G mit der iiblichen Produkttopologie versehen ist. Eine topologische
Gruppe hei3t Liegruppe, wenn sie eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist,
so daB} die Gruppenoperation und Inversenbildung differenzierbare Abbildungen sind.

Der groBte Teil dieses Kapitels wird keinen Gebrauch von der Liegruppenstruktur machen
sondern arbeitet allein mit dem Begriff der topologischen Gruppe.

Es sei G eine topologische Gruppe, X ein topologischer Raum. Eine Linksaktion von G auf
X ist eine stetige Abbildung

a:GxX—-X, (g9,z)— a(g,z) =: gz

a(g,a(h,x)) = a(goh,x)

ale,r) = x

Hier bezeichnet e das neutrale Element von G. Vollig analog definiert man eine Rechtsaktion
von G auf X als eine stetige Abbildung

B:XxG—X, (r,9)— B(x,9) =g

p(6(x,h), g) = Bla,goh)
Blx,e) = x

Man sagt, GG operiert auf X, X trigt eine G-Aktion oder X ist G-Raum.
Jede Linksaktion induziert eine Rechtsaktion durch die Festsetzung

Bz, g) = alg™", z)

und umgekehrt. Meist wird hier eine Linksaktion betrachtet und dies nicht ndher betont, in
einigen Konstruktionen dieses Kapitels werden aber auch Rechtsaktionen von Bedeutung sein.

71



In allen weiteren Teilen der Arbeit wird diese Unterscheidung keine explizite Rolle mehr
spielen.
Eine Linksaktion « definiert einen Gruppenhomomorphismus

p: G — Hombo(X), plg(x) = alg, x).

In manchen Fillen ist es einfacher, die Aktion iiber solch einen Homomorphismus zu beschrei-
ben.

Dem kategoriellen Gedanken folgend braucht man neben den G-Réumen als Objekten Mor-
phismen zwischen diesen.

Definition 5.1.2 Es seien X, Y zwei G-Rdume. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit
dquivariant, falls sie mit den Gruppenaktionen kommutiert, also falls gilt

f(gx) = gf(x) fiiralle g € G,z € X.

Betrachtet man Mengen stetiger Abbildungen, so bezeichnet ein Superskript G diejeni-
gen Abbildungen, welche zusitzlich dquivariant sind. Ist etwa Homoo(X) die Menge der
Homdomorphismen des G-Raums X auf sich selbst, so bezeichnet Homo® (X ) die Menge
der dquivarianten Hom&omorphismen.

Die folgende Definition stellt einige der fundamentalen Begriffe im Zusammenhang mit
Gruppenaktionen zusammen. GG sei im Folgenden stets eine topologische Gruppe, sofern nicht
néher spezifiziert, und X ein G-Raum.

Definition 5.1.3

(1) Fiir eine Untergruppe H C Gund A C X sei

AP ={rc A|he =xVh € H}.
(2) Eine Teilmenge A C X heifit H-invariant, falls H(A) C A gilt.
(3) Der Orbit eines Punktes z € X ist die Menge

Gz :={gz | g € G}.

(4) Die Isotropieuntergruppe eines Punktes x € X ist die Menge

G, :={g€ G| gz =z}

(5) Fiir eine Untergruppe H C G bezeichne (H) die Aquivalenzklasse bzgl. Konjugation.
Ist (G) = (H), so sagt man, = habe den Orbittyp (H ).

(6) Die Gruppenaktion heiBt frei, falls G, = {e} fiir alle x € X gilt.

(7) Ist p : G — Homdo(X) der von der Aktion induzierte Gruppenhomomorphismus, so
heilt die Aktion effektiv, falls p injektiv ist.
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Bemerkungen 5.1.4

(3) Der Orbit eines Punktes z € X ist die kleinste invariante Teilmenge, welche x enthilt.
Orbits zweier Punkte sind entweder gleich oder disjunkt.

(4) Man sieht sofort, dal G, eine Untergruppe ist. Ferner sind die Isotropieuntergruppen
entlang eines Orbits zueinander konjugiert, genauer ist

Gg:r: - gGmg_l'

(7) Offensichtlich erhdlt man aus jeder Aktion p einer Gruppe G eine effektive Aktion p
durch Ubergang zur Faktorgruppe G := G/ ker pr Daher wird oft die Effektivitat der

Aktion vorausgesetzt.

Es bezeichne X/~ die Menge der Orbits der G-Aktion auf X. Man hat die kanonische
Projektion
p:X—X/q, z+— Gz

Dies ist nichts anderes als der Quotientenraum bzgl. der Relation
r~y <= dgeG:gr=y,

und X/~ wird also in natiirlicher Weise zum topologischen Raum, indem eine Menge U C
X/ genau dann offen (abgeschlossen) heifit, wenn p Y (U) C X offen (abgeschlossen) ist.
Ein paar erste Resultate fat das folgende Lemma zusammen.

Lemma 5.1.5 Es sei G eine kompakte topologische Gruppe, X ein metrischer G-Raum. Dann
gilt:

e Die Aktion
a:GxX—=X, (g,2)— gz

ist eine abgeschlossene Abbildung.
e Jeder Orbit Gx ist kompakt.
e Ist X Hausdorff, so auch X/ .

e Die Projektion p : X — X/ abgeschlossen.

BEWEIS.

e Essei A C G x X abgeschlossen. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von «(A). Es sei
y € a(A). Dann gibt es eine Folge (z;,g;) € A, so daB «(z;,y;) gegen y konvergiert.
Da G kompakt ist, gibt es eine Teilfolge, die man ohne Einschrinkung als die Folge

selbst annehmen kann, so daf} g; gegen ein g € G konvergiert. Die Identitét

z; = a(g; ", gi(x;))
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und die Stetigkeit von « sowie von der Inversenbildung in G liefern, dal x; gegen
a(g™t, y) konvergiert. Also konvergiert (g;, ;) gegen (g, (g™, y)) und dies liegt in
A, da A abgeschlossen ist. Aber

a(g,a(g7y) = v,

also ist y € a(A). Damit ist a(A) C a(A) und letztere Menge abgeschlossen.

e Gristdas Bild der kompakten Menge G unter der stetigen Abbildung a( -, z) : G — X,
also kompakt.

e Es seien 2,y € X mit Gz # Gy. Da Orbits kompakt sind, Gz N Gy = () gilt und X
Hausdorffsch ist, gibt es offene, disjunkte Mengen U,V C X mit Gox C U, Gy C V.
Dannist UNGy = @und = € U, also p(y) ¢ p(U). Nach Definition der Quotiententopo-
logie ist p(U) offen und p(U) abgeschlossen. Also ist p(y) € X/7\p(U, p(z) € p(U)
und beide Mengen sind offen und disjunkt. Somit ist X/ Hausdorffsch.

e Essei A C X abgeschlossen. Da die Gruppenaktion abgeschlossen ist, ist die Menge
G(A) als Bild der abgeschlossenen Menge G x A abgeschlossen. Aber

und nach Definition der Quotiententopologie ist diese Menge genau dann abgeschlos-
sen, wenn p(A) abgeschlossen ist. Also ist p abgeschlossen. O

Eine wichtige Rolle in der Theorie spielen die verschiedenen Fixrdume einer Gruppenakti-
on, die nun definiert werden.

Definition 5.1.6 Es sei H C G eine Untergruppe. Dann sei
X? . ={zxec X |hr=xVhe H}

Xy ={reX |G, =H}
x> .= xH\ X
Xy = {z € X | (G.) = (H)} = G(Xn).
In diesem Zusammenhang erinnere man sich auch an die folgenden Konstruktionen, die fiir
nicht-abelsche Gruppen von Bedeutung sind. Ist H C G eine Untergruppe von G, so heif3it die

Menge
N(H):={g€G|gHg" C H}

der Normalisator von H in G. Er ist die grof3te Untergruppe von G, in der H ein Normalteiler

ist. Der Quotient
W(H):=N(H)/g

heilit Weylgruppe von H. Die Elemente von W (H) werden iiblicherweise mit [g] fiir g €
N(H) bezeichnet, wobei hierauf auch oft verzichtet wird. Diese Konstruktionen sind von
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Bedeutung, weil alle Informationen iiber die Gruppenaktion auf den Fixrdumen einer Unter-
gruppe H bereits in der Weylgruppe von H liegen. Genauer ist eine Aktion der Weylgruppe
W (H) auf X* definiert durch

W(H) x X — X" ([g],r) — gx.

gx liegt in X, denn wegen g 'hg € H fiir h € H beliebig ist g 'hgz = x, also hgr = gx.
Es sei ferner [g] = [¢]. Dann gibt es h € H mit ¢’ = gh, also ¢’x = ghx = gx.

Lemma 5.1.7 Die Aktion der Weylgruppe W (H ) auf Xy ist frei.

BEWEIS. Esist W(H), = {[e]} zu zeigen fiir alle x € X . Es gilt

W(H). = {lg] e W(H)|lglx ==}
= {lgle W(H) | gz =z}
= {lgleW(H)|geG.,=H}
[

= {l 0

Tiefere Resultate liber den Zusammenhang von Fixrdumen, Weylgruppe und Gesamtraum
werden im zweiten Abschnitt iiber G-Faserbiindel beschrieben.

Als Nichstes werden die sogenannten homogenen Ridume betrachtet. Dies sind die Quoti-
entenrdume G/ g7 topologischer Gruppen bzgl. abgeschlossener Untergruppen. Ein Grund fiir
ihre Bedeutung liegt in der folgenden Tatsache.

Proposition 5.1.8 Ist G kompakt, so ist die Abbildung
oGl —Gr, [g—ga
ein Homoéomorphismus.

BEWEIS. Eine bijektive stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Hausdorffraum
ist ein Homodomorphismus. Die Stetigkeit von « folgt aus der Stetigkeit der Abbildung G' —
Gz, g — gz und der Definition der Quotiententopologie. Bijektivitdt und Wohldefiniertheit
sind unmittelbar klar. Da G kompakt ist, ist auch der Quotient kompakt und Gz als Teilmenge
eines Hausdorffraums ist Hausdorffsch. Damit folgt die Behauptung. O

Im Falle einer kompakten Gruppe G konnen Orbits also mit homogenen Riumen iden-
tifiziert werden. Abbildungen zwischen diesen Rdumen haben aber eine besonders einfache
Gestalt, wie das folgende Resultat zeigt.

Satz 5.1.9 Es sei G kompakte Gruppe und es seien H, K abgeschlossene Untergruppen. Dann
existiert eine dquivariante Abbildung G/ 7 — G/ i genau dann, wenn H konjugiert zu einer
Untergruppe von K ist. In diesem Fall hat solch eine Abbildung die Form

RN Glg — G/, gH— ga 'K

mit a € G, so daff aHa ' C K und jede dieser Abbildungen ist eine wohldefinierte, ciquiva-
riante Abbildung.
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BEWEIS. Es sei [ : G/ — G/ édquivariant. Man setze a 'K = f(eH),a € G. Dann
folgt f(9H) = gf(H) = ga'K. Es sei umgekehrt f : G/ — G/, gH — ga 'K
fiir ein @ € G. Aquivarianz ist offensichtlich. Diese Abbildung ist aber nur wohldefiniert,
falls ga 'K = gha 'K fiir alle h € H, also aha™! € K. Dies bedeutet nichts Anderes als
aHa ' C K. O

Als wichtiges Korollar ergibt sich

Korollar 5.1.10 Jede dquivariante Abbildung G/ gy — G/ py ist durch Rechtstranslation mit
einem Element in N (H) gegeben. Die Abbildung

W(H) — Homoo%(G/ ), ar— RIH

ist ein Homoomorphismus. Simtliche Funktionenrdume tragen hier die kompakt-offene Topo-
logie.

BEWEIS. Man betrachte die stetige Rechtstranslation
R:G/y xNH)—G/y, (9H,a)— ga 'H.

Das Exponentialgesetz fiir topologische Raume besagt, da} die hierdurch induzierte Abbil-
dung
F:N(H)— Abb(G/p), aw~— RIY

stetig ist. Man beachte, da3 das Exponentialgesetz giiltig ist, da alle beteiligten Rdume Haus-
dorff und sogar kompakt sind. Der vorangehende Satz zeigt, dall [ tatsichlich aber surjektiv
nach Homoo“(G/ gr) abbildet. Ferner ist ker ' = H. Die induzierte Abbildung

N(H)/p = W(H) — Homoo®(G/ )

ist bijektiv und stetig, also ein Homdomorphismus, da W (H) kompakt und Homéo®(G/ g )
Hausdorffsch ist. O

5.2 G-Faserbiindel

Dieser Abschnitt soll genauer die Struktur von G-Rdumen kléren, z.B. sind Rdume mit nur
einem Orbittyp in kanonischer Weise als Faserbiindel interpretierbar. Dies gibt einem diverse
Techniken in die Hand um beispielsweise partielle Schnitte liber das ganze Biindel fortzuset-
zen. Mehrere der Fortsetzungsresultate der ersten Kapitel beruhen auf dieser Tatsache, auch
wenn dieser Zusammenhang dort nicht ganz klar zu Tage tritt, da ein anderer Zugang gewilt
wurde.

Es seien X, B Hausdorffriume, G topologische Gruppe, [’ ein effektiver Rechts-G-Raum
und p : X — B stetig. Eine Karte fiir p ist eine offene Menge U C B zusammen mit einem
Homdoomorphismus ¢y : F' x U — p~1(U), so daB das folgende Diagramm kommutiert:

Fx U p ' (U)

S

U
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Hierbei bezeichnet p, die Projektion auf den zweiten Faktor. /" heif3t die Faser vonp : X — 0.
Zwei Karten ¢y, ¥y heilen vertriglich, wenn es eine stetige Funktion 0y : UNV — G gibt
mit

U(f,u) = @(f-0(u), u)
fir f € F,u € UNV. 0y heibBt die Ubergangsfunktion fiir die Karten 7, ¢;. Ein Atlas fiir

p: X — Bisteine Uberdeckung von B mit vertraglichen Karten, die maximal ist, das heif3t
eine Karte, die zu jeder Karte des Atlas vertraglich ist, ist bereits in ihm enthalten.

Definition 5.2.1 Ein Faserbiindel mit Strukturgruppe G oder auch GG-Faserbiindel ist ein Quin-
tupel ¢ = (X, B, p, F, G) zusammen mit einem Atlas fiir p : X — B mit Faser F, so daB die
Ubergangsabbildungen nach G abbilden. B heiBt Basisraum, £ Totalraum, F' die Faser und G
die Strukturgruppe des Biindels £. Oft sagt man, p : X — B sei ein Faserbiindel, wobei Faser
und Strukturgruppe sich aus dem Zusammenhang ergeben.

Die Forderung nach Effektivitit der G-Aktion auf der Faser stellt sicher, daB die Ubergangs-
abbildungen allein durch die Kartenwechsel bestimmt sind. Der Einfachheit halber seien ¢, ¢
Karten auf der selben Menge U C B. Der Kartenwechsel ist dann die Abbildung

o ltop: FxU—FxU.

Dann gilt aber
e to(fu) = (f.0(u),u).
Da die Aktion effektiv ist, ist #(u) dadurch eindeutig bestimmt.

Der folgende Sachverhalt verbindet Gruppenaktionen auf dem Totalraum X mit einer Fa-
serbiindelstruktur.

Satz 5.2.2 Essei { = (X, B,p, F, H) ein H-Faserbiindel, G topologische Gruppe. Die Faser
F' trage (neben der Struktur als Rechts-H-Raum) eine linke G-Aktion, welche mit der H -
Aktion kommutiert, das heif3t

g.(fh) = (9.f).h.
G operiere trivial auf B und auf F'x U durch g.(f,u) = (g.f, u). Dann existiert eine eindeutig
bestimmte G-Aktion auf X, so daf} p sowie samtliche Kartenabbildungen dquivariant sind.

BEWEIS. Esseien g € G,z € X, (p,U) sei eine Karte um p(x). Dann gibt es ein eindeu-
tig bestimmtes Element f € F mit o(f,p(z)) = z. Aquivarianz der Karte ¢ erzwingt die
Definition

g9-x = ¢(g.f,p(z)).
Zu zeigen ist die Kartenunabhéngigkeit dieser Definition. Es sei also 1 eine weitere Karte, die
0.B.d.A. ebenfalls auf U definiert ist. Es reicht, Aquivarianz des Kartenwechsels zu zeigen.

Denn ist diese gegeben und ist f das eindeutig bestimmte Element in F' mit ¢ (f, p(z)) = ,
so gilt

e ot(g.f,px) = g9t oy(f,p(x))
g9 ' (z)
= (g9.f,p(x)),
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also ¢(g.f,p(x)) = ¢(g.f,p(x)). Bezeichnet man mit § : U — H die Ubergangsfunktion der
beiden Karten, so folgt

gt ot(f, u) g(f.0(u), u)
= (9.(f0(u)), u)
((g-f)-0(u),u)
= ¢ lo(g.f,u)
Yo up(g.(f,u). O

Definition 5.2.3 Ein G-Prinzipalbiindel ist ein Faserbiindel £ mit Faser G und Strukturgruppe
G, wobei die Rechtsaktion von G auf sich selbst durch Rechtstranslation gegeben ist. Man
schreibt £ = (X, B, p, G) anstelle von £ = (X, B, p, G, G).

Offenbar kommutiert Linkstranslation mit Rechtstranslation in Gruppen. Im Falle eines G-
Prinzipalbiindels kann man also 5.2.2 wie folgt formulieren:

Korollar 5.2.4 Es sei £ = (X, B, p, G) ein G-Prinzipalbiindel. Dann existiert kanonisch eine
freie G-Aktion auf X, welche Translation in den Fasern ist. Die Biindelabbildung p : X — B
induziert einen Homéomorphismus X/ — B. Man kann also B als den Orbitraum der
Aktion interpretieren.

BEWEIS. Die Definition der Aktion in 5.2.2 liefert sofort, da3 diese frei ist. Es sei ndmlich in
einer Karte ¢ ein Element x € X dargestellt durch ¢(h, p(x)), so folgt

gr =1 = p(g.h,p(z)) = p(h,p(z))
— ¢(gh, p(x)) = @ (h, p(z))
— g=c.
Die induzierte Abbildung ist gegeben durch
bl : X/ — B, [zl p2)

und sie ist stetig nach Definition der Quotiententopologie. Surjektivitit ist klar und Injektivitét
sieht man wie folgt ein: Es seien =,y € X mit p(z) = p(y). In einer Karte ¢ um p(x) ist dann
x = (g,p(z)) und y = @(h, p(y)), also ist nach Definition der Aktion

hg™'.x = o(hg~ g, p(x)) = ©(h, p(x)) = v,

2 und y liegen also im gleichen Orbit. Die Umkehrabbildung erhilt man in einer Karte ¢ um
p(z) durch
p(x) — 7o p(e, p(x)),

wobei 7 die Projektion in der Orbitraum ist. Diese Abbildung ist offensichtlich stetig, also ist
[p] ein Homdomorphismus. 0
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Ziel ist es, die Umkehrung dieses Korollars zu beweisen, falls G' eine kompakte Liegrup-
pe ist und X ein metrischer Raum. In diesem Fall ist { = (X, X/, 7, G) stets ein G-
Prinzipalbiindel. Dieses Resultat bendtigt aber noch einige Vorbereitungen, angefangen bei
der Konstruktion des Twistproduktes.

Definition 5.2.5 Es sei X ein rechter, Y ein linker G-Raum. GG operiert von links auf X x Y
durch

(z,y) = (297", gy).
Der Orbitraum dieser Aktion wird mit X X Y bezeichnet und heiflit das Twistprodukt von X
und Y. In X x¢ Y gilt [z, y] = [2/,'] genau dann, wenn es ein g € G gibt mit 2’ = z¢~! und
Yy = gy.

Mittels des Twistproduktes kann man fiir G-Rédume analog zu dem Begriff fiir Mannigfaltig-
keiten tubulare Umgebungen von Orbits definieren. Es sei X ein G-Raum, z € X und Gz ein
Orbit vom Typ (H ). Ein Tubus um Gz ist ein dquivarianter Homéomorphismus

p:GxgA—X

auf eine offene Umgebung von Gz in X. A ist hierbei ein geeigneter H-Raum. Das Bild von
© heilt dann tubulare Umgebung von Gx. Das folgende Resultat findet man zum Beispiel in
[Bre], IL.5, S.84 ff.

Satz 5.2.6 Es sei X ein normaler G-Raum, G kompakte Liegruppe. Dann besitzt jeder Orbit
eine tubulare Umgebung.

Die tubularen Umgebungen liefern den Rahmen fiir die Umkehrung von 5.2.4, und zwar
werden die Biindelkarten gerade aus solchen Umgebungen konstruiert werden.

Satz 5.2.7 Es sei X ein normaler G-Raum, G kompakte Liegruppe, X habe Orbittyp (H), das
heifst jede Isotropieuntergruppe ist konjugiert zu H C G. Dann ist die kanonische Projektion
p: X — X/ ein Faserbiindel mit Faser G/ gy und Strukturgruppe W (H ). Die Aktion auf
der Faser ist gegeben durch Rechtstranslation.

BEWEIS. Eine beliebige tubulare Umgebung eines Orbits in X ist von der Form G x g A,
wobei A ein Links-G-Raum ist. Es sei [¢/, /] ein beliebiger Punkt in G Xz A, dann ist [g, d']
dquivalent zu einem Punkt [e,a] € G xpy A. Die Isotropiegruppe dieses Punktes kann aber
einfach bestimmt werden:

Gleag = {9€G|gle.al =leal}
{9€G|lg,a] = [e,a]}
= {9geG|3IheH: g=h,a=ha}
= H,
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Es seinun ¢ : G xyg A — X ein Tubus fiir den Orbit Gz, z € X, so gibtes [e,a] € G xyg A
mit p[e, a] = z. Da ¢ ein Homdomorphismus ist, folgt

G, = {9€G|gr=ux}

{9 € G| g.ple,al = ple, a]}
= {9€G|ylg.al =pleal}
= {9€G|lg,a] =[e,al}

G[e7a].

Nach Voraussetzung ist G, konjugiert zu H und gleichzeitig Teilmenge von H, also H, =
G, = H. Dies bedeutet, da} H trivial auf A operiert. In diesem Fall ist

V:GxyA— (G/g)x A, lg.aw— (9H,a)

ein G-dquivarianter Homdomorphismus. Ubergang zum Quotientenraum liefert einen Homdomor-
phismus

T (Gxud)/g— A lgd]=]ead—a

Es sei ¢ die von ¢ induzierte Abbildung zwischen (G xy A)/ und X/, so ist ¢ ein
Homdomorphismus auf sein Bild und also ¢ o 7! ein Homdomorphismus von A auf sein
Bild in X/ . Damit ergibt sich das folgende Diagramm:

(G/g) x AL—~G xpu A X

A

A (GxgA))g—X/g

Identifiziert man A mit seinem Bild in X/, so ergibt sich das gewiinschte Biindeldiagramm

(G/H XA

\/

wobei ¢ 4 die Biindelkarte ist. Um die Strukturgruppe zu bestimmen, betrachtet man den Kar-
tenwechsel zweier solcher Biindelkarten ¢ 4, ¢ auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich
ANB,

gpglogoA: (G/H) X (AﬂB) — (G/H) X (AQB).
Wie nach der Definition eines Faserbiindels erwihnt bestimmt der Kartenwechsel die Uber-
gangsabbildung 6 eindeutig iiber die Relation

op opalgH, x) = (0(x)(gH), x).

¢ ist eine Abbildung in die G-Homdomorphismen von G/ z7. Nach 5.1.10 ist dies aber gerade
W (H). Damit ist der Satz bewiesen. O
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Eine weitere Art, einen G-Raum als Biindel zu interpretieren, liefert der folgende Satz. In
diesem Zusammenhang wird eine wichtige Aquivalenz dquivarianter Abbildungen beschrie-
ben werden.

Satz 5.2.8 Es sei G kompakt, X ein G-Raum mit Orbittyp (H ). Dann ist die Abbildung
p:Gxyun X7 — X, [g,7]— gz
ein Homoomorphismus.

BEWEIS. Die fragliche Abbildung ist stetig nach Definition der Quotiententopologie und sur-
jektiv, da nach Voraussetzung (H) der einzige Orbittyp ist. Ferner ist sie abgeschlossen, da
sie durch Restriktion und Quotientenbildung aus der abgeschlossenen Aktion entsteht. Daher
geniigt es, Injektivitit zu zeigen. Es sei also g(z) = ¢'(2/), x,2’ € X. Da H C G,, ist
G, = H = Gy.Bssein = g~'¢, also nz’ = x. Isotropieuntergruppen lings Orbits sind
konjugiert, daher gilt

H=G,=Gpy =nGynt =nHn™*

und somit n € N(H ). Dies liefert das gewiinschte Resultat wegen

[9.2] = [gn,n"'z] = [¢,2']. O

Korollar 5.2.9 Unter den Voraussetzungen von 5.2.8 induziert die Inklusion einen Homdomor-
phismus

und
G/ xwuny X" — X, [gH,x] — gz

ist ein G-Homdomorphismus.
BEWEIS. Die Inklusion X — G X () X* induziert einen Homdomorphismus
T XH/N(H) — (G XN XH)/G, Ha — Gle,al.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn ist x = ha' fiir einn € N(H ), so ist
Gle,2'] = Gn~ e, 2’| = GIn™ ', 2] = Gle,n2’] = Gle, x].

Die Stetigkeit folgt nach Definition der Quotiententopologie, da die entsprechende Abbildung
XH — (G XNy X H ) /¢ die Komposition einer Inklusion und einer Projektion ist. Auf der
anderen Seite induziert die (offenbar N (H )-dquivariante) Projektion G x X% — X eine
Abbildung

G xyun X = X Ny g 2] Ha

Die Stetigkeit dieser Abbildung impliziert die Stetigkeit der auf dem Quotienten

(G xnuny X /2
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induzierten Abbildung und es ist offenbar die Umkehrabbildung zu 7. 5.2.8 liefert dann die
erste Behauptung.
Fiir die zweite Behauptung verwendet man den ,,topologischen Isomorphiesatz:

GxX H / H
N(H)/
Unter Beachtung der Tatsache, daB H trivial auf X * operiert, ergibt sich weiter

H GXXH/HN(G/H)XXH
CHXEING = TN, T W)

und 5.2.8 erledigt auch hier den Rest. O

12

Korollar 5.2.10 Unter den Voraussetzungen von 5.2.8 sei Y ein G-Raum. Dann gibt es zu
jeder W (H)-dquivarianten Abbildung f : X H_, yH genau eine G-dquivariante Abbildung
f: X =Y, welche f dquivariant fortsetzt (im Sinne von gf(z) = f(gx)).

BEWEIS. Essei f: X7 — Y W(H)-iquivariant. Man definiere f : X — Y durch
X =(G/g) xwan X" = (G ) xwan Y =Y,
wobei der letzte Pfeil gegeben ist durch [gH, y] — gy. Fiir z € X bedeutet dies
v [eH, 2] = [eH, f(2)] = f(x),
also setzt f die Abbildung f fort. O

Am Ende dieses Abschnitts folgt noch ein beinahe triviales Ergebnis, welches bendtigt wird,
um Abbildungen auf nicht invarianten Teilmengen unter gewissen Voraussetzungen zu dqui-
varianten Abbildungen auf invarianten Teilmengen fortzusetzen.

Lemma 5.2.11 Es sei G kompakte Gruppe, X,Y G-Rdume, C C X abgeschlossen. Weiter
sei f: C —Y eine stetige Abbildung, so daf

flgz) = gf(x)

gilt, sofern x, gx € C fiir ein g € G. Dann gibt es eine eindeutige dquivariante Fortsetzung
F:GC)—Y.

BEWEIS. Es seien ¢ € G, ¢ € C. Die Fortsetzung F' mull auf den Elementen gc erklirt
werden. Die Aquivarianz erzwingt die Setzung

F(ge) = gF(c) = gf(c).

Es ist Wohldefiniertheit von F' zu zeigen. Es sei also gc = g¢, g, € G, ¢,¢ € C, so ist
G lgc= ¢ e C,also folgt

F(ge) = gf(©) = gf(g7"9¢) = 957" 9f(c) = gf(c) = F(gc).

Somit ist /' wohldefiniert. Die Stetigkeit von F'ist klar. O
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5.3 Dimensionstheorie

Die Beweise der Hauptsitze der Arbeit beruhen auf Fortsetzungsresultaten fiir dquivarian-
te Abbildungen und diese wiederum auf Fortsetzungsresultaten fiir gewohnliche stetige Ab-
bildungen, genauer auf dem Satz von Kuratowski. Die notwendigen und hinreichenden FEi-
genschaften eines topologischen Raumes, um gewisse Fortsetzungseigenschaften zu besitzen,
werden durch seine topologische oder auch Uberdeckungsdimension beschrieben. Daher soll
dieser Abschnitt einen kurzen Uberblick iiber die Theorie geben. Er gipfelt im Satz von Ku-
ratowski, welcher das Fortsetzungsproblem fiir metrische Rdume vollstindig klért. Die Be-
weise der Resultate in diesem Abschnitt sind meist solcher Natur, daf} sie ein breites Arsenal
an Hilfsmitteln der allgemeinen Topologie bendtigen, aber zum Verstidndnis der Sachverhal-
te kaum etwas beitragen. Da sie zudem nur an wenigen Stellen als Hilfssidtze Verwendung
finden, habe ich mich entschlossen, den Beweis der meisten Sitze wegzulassen, bzw. durch
Angabe einer Referenz zu liefern. Diese ist vornehmlich [Eng].

Am Anfang steht natiirlich die Definition des zentralen Begriffs, der Uberdeckungsdimen-
sion eines metrischen Raums.

Definition 5.3.1 Es sei X ein metrischer Raum. X hat eine topologische Dimension oder
Uberdeckungsdimension oder, falls keine Verwechslungsgefahr besteht, schlicht Dimension
<n,n € N, falls es zu jeder lokal-endlichen offenen Uberdeckung von X eine lokal-endliche
Verfeinerung gibt, so daf} jeder Punkt von X in maximal n + 1 Mengen der Verfeinerung
enthalten ist. Man schreibt dim X < n. Ist die Dimension von X kleiner oder gleich n aber
nicht kleiner oder gleich n — 1, so hat X die Dimension n, dim X = n. Gibt es kein n, so da3
dim X < n gilt, so setzt man dim X = oo.

Bemerkung: Dieser Dimensionsbegriff ist mit bereits bekannten Dimensionsbegriffen ver-
traglich. So hat der R" die topologische Dimension n, n-dimensionale Mannigfaltigkeiten
haben Dimension n und n-Skelette von C'W¥-Komplexen haben Dimension n. Die letzten bei-
den Feststellungen folgen natiirlich leicht aus der ersten, und fiir diese sei wiederum auf [Eng],
Theorem 7.3.19, S.500, verwiesen.

Das folgende Lemma sollte fiir jeden verniinftigen Dimensionsbegriff gelten. Da jede Man-
nigfaltigkeit separabel metrisierbar ist, sind alle Fille, die in dieser Arbeit interessieren, abge-
deckt.

Lemma 5.3.2 Es gilt:

(1) Sind X,Y metrische Rdaume, so ist

dimX xY <dim X +dimY.

(2) Ist X separabler metrischer Raum und A C X beliebig, so ist

dim A < dim X.

BEWEIS. Fiir (1), siehe [Eng], Theorem 7.3.17, S.499. Fiir (2), siehe [Eng], Theorem 7.1.1,
S.470 und Theorem 7.3.3, S.495. O
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Der nichste Satz zeigt, dal zwar nicht jede Teilmenge eines metrischen Raumes einen Rand
besitzt, wie man ihn sich intuitiv vorstellt, etwa wie bei Mannigfaltigkeiten, aber zumindest
durch solche Mengen approximiert werden kann.

Satz 5.3.3 Es sei X ein metrischer Raum und dim X < n. Dann gibt es zu jeder abgeschlos-
senen Menge A C X und jeder offenen Umgebung V' C X von A eine offene Umgebung U
von A, so daf3

ACUCUCV
und
dimoU < n
gilt.
BEWEIS. Siehe [Eng], Theorem 7.3.11, S.497. O

Das nichste Resultat ist ebenfalls anschaulich zu erwarten, es besagt, dal man die Dimensi-
on eines Raumes durch die Dimension von Teilmengen kontrollieren kann, wenn diese gewisse
Anforderungen erfiillen.

Satz 5.3.4 Es sei X metrischer Raum und {A,}wc;1 eine lokal-endliche Uberdeckung von X,
so daf fiir alle o € I die Menge A, abgeschlossen ist und dim A, < n gilt. Dann ist auch
dim X < n.

BEWEIS. Siehe [Eng], Theorem 7.2.3, S.484. O

Es soll noch ein sehr tiefliegender Satz iiber die Dimension eines Produktes zitiert werden,
welcher desofteren in dieser Arbeit benotigt wird. Als erstes Resultat kann direkt im Anschluf}
eine Aussage iiber die Dimension eines Orbitraums getroffen werden.

Satz 5.3.5 (Satz von Morita): Es sei X ein metrischer Raum, dann gilt
dim X x I =dim X + 1.
BEWEIS. Siehe [Mor]. O

Lemma 5.3.6 Ist X ein metrischer Raum, auf dem die kompakte Liegruppe G frei operiert,
dann gilt
dim X/ = dim X — dimG.

BEWEIS. Da die Aktion frei ist, ist X nach Satz 5.2.7 ein Faserbiindel iiber X'/~ mit Faser G.
Es sei U C X/ eine Kartenumgebung, dann ist U x G = p~!(U) fiir die Biindelprojektion

p, also
dimU x G = dimp *(U).

Da G Mannigfaltigkeit, also lokal homdomorph zu einem R ist, besagt der Satz von Morita,
dal3
dimU x G =dimU x 1Y = dim U + dim G

84



gilt. Ist nun {U; },c; eine lokal-endliche offene Uberdeckung eines Raumes der Dimension 7,
so folgt aus der Definition der Uberdeckungsdimension sofort, daB mindestens ein U; ebenfalls
Dimension n besitzt. Da X/ parakompakt ist, existiert ein lokal-endlicher Atlas, also gibt es
auch eine Karte mit dim U = dim X/ . Damit folgt

dimX/7+dimG = dimU +dimG
dimU x G

= dimp *(U)

< dim X.

Ebenso iiberdecken die Urbilder der Karten unter der Biindelprojektion p den Raum X. Aber
X ist auch parakompakt, daher existiert eine Karte U und eine Menge V' C X mitV C p~}(U)
und dim V' = dim X, daher

dim X =dimp ' (U) =dimU x G = dimU + dim G < dim X/ + dim G,
woraus die Behauptung folgt. O

Es folgen noch zwei weitere Resultate aus [Eng] iiber lokal-endliche Familien.

Lemma 5.3.7 Es sei {U, }.c; eine lokal-endliche Uberdeckun§ eines metrischen Raums X.
Dann gibt es eine offene Uberdeckung {V,}aer von X, so daB 'V, C U, fiir alle o € I gilt.

BEWEIS. Siehe [Eng], Theorem 1.5.18, S.67. O

Lemma 5.3.8 Es sei{F,}.c; eine lokal-endliche Familie von Teilmengen eines metrischen

Raums X. Dann gilt
0 (U Fa> c | JorF..

acl ael

BEWEIS. Siehe [Eng], S.46. O

Damit stehen genug Hilfsmittel zur Verfiigung um ein Lemma zu beweisen, welches fiir den
Beweis der Existenz von Fundamentalbereichen von Bedeutung ist.

Lemma 5.3.9 Fiir jede lokal-endliche Uberdeckung {U,}qcr eines n-dimensionalen metri-
schen Raumes X gibt es eine Familie offener Mengen {V,,} ,c; mit den Eigenschaften

(1) Vo C U, fiiralle o € 1,
(2) Vo NV =0 fiir a # 3,
(3) dim oV, <n —1,

(4) {V o }aer ist eine Uberdeckung von X.
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BEWEIS. Es sei {W,}aer eine Uberdeckung von X gemiB Lemma 5.3.7, also W, C U,. Zu
jedem « € [ sei Z, eine offene Menge nach Lemma 5.3.3, also

WagZag?agUa

und dim 07, < dimU,. Die Familie {Z,},c; ist dann ebenfalls lokal-endlich als Verfei-
nerung einer lokal-endlichen Familie. Man wihle eine Wohlordnung auf der Indexmenge I,
so dal oy das kleinste Element von [ ist. Es sei V,,, = Z,,. Nun soll transfinite Induktion
angewendet werden. Fiir o € I sei bereits eine Familie {V/, },<4, konstruiert mit den Eigen-
schaften

(i) {Vi}a<a, ist lokal-endlich,

(1) V, C Z, fir a < ap,

(111) Ua<ao VO‘ = er<o¢g ZO“

(iv) 9V, C Uo/ga 07y fiir a < ay,

(v) Die Eigenschaften (1)-(3) aus der Behauptung sind erfiillt fiir o« < «y.
EsseiY = V... Nach (4) ist dann

a<agp

ov C | ) 0Za.
a<ag
Mit V,,, = Z,,\Y ist
OVay COY U0Zo, C | ) 0Za
a<agp

nach Lemma 5.3.8, da die Familie Z, lokal-endlich ist. Aus Lemma 5.3.3 folgt dann, daf}
dim 0V, < dim0Z, < n ist. Damit sind die Eigenschaften (i)-(v) erfiillt. Induktiv erhilt
man somit eine Familie {V,, },c7, fiir die (1)-(3) gilt. SchlieBlich ist mit Eigenschaft (iii)

Uve=Uve=Jz=1J%

acl acl acl acl

und wegen W, C Z,, ist diese Vereinigung ganz X . O

Zum Abschluf} dieses Kapitels iiber Dimensionstheorie soll nun der Fortsetzungssatz von
Kuratowski formuliert werden, auf dessen dquivarianter Version alle Resultate der ersten Ka-
pitel beruhen. Da die dquivariante Version auf der nichtidquivarianten aufbaut, ist dieser Satz
also von grundlegender Bedeutung. Der Beweis ist jedoch recht umfangreich und hat mit dem
weiteren Geschehen in der Arbeit nichts zu tun, daher soll auch dieser Satz nur mittels Verweis
bewiesen werden.

Satz 5.3.10 Es sei X ein metrischer Raum, Y ein lokal und global n-zusammenhdngender
Raum. Genau dann besitzt jede stetige Abbildung f : A — Y von einer abgeschlossenen
Teilmenge A C X eine stetige Fortsetzung F': X — Y, wenn dim X\ A < n + 1 gilt.

BEWEIS. Siehe [Bor], S.80. O
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5.4 Abbildungsgrade

Es gibt zwei unterschiedliche Zugédnge, um den Grad einer Abbildung zu definieren, einen
topologischen und einen analytischen. Da beide in dieser Arbeit Verwendung finden werden,
mochte ich beide in diesem Abschnitt kurz vorstellen, ohne die benotigten Resultate, auf de-
nen die Konstruktionen beruhen, zu beweisen. Die topologische Herleitung findet man zum
Beispiel in [Do], die analytische in [Dei].

Der topologische Zugang definiert Abbildungsgrade fiir Abbildungen zwischen orientierba-
ren, kompakten, n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten A/ und . Eine Orientierung auf einer
Mannigfaltigkeit M/ mit Rand OM ist hierbei eine stetige Abbildung

pEM\OM

wobei
U Ha( M)
peEM\OM
topologisiert ist als das Orientierungsbiindel von M. Fiir jede kompakte Teilmenge K C M
existiert dann ein eindeutig bestimmtes Element Ox € H, (M, M\K), so da} die Inklusion
i? . (M, M\K) — (M, M\{p}) auf Homologieniveau das Element O auf O(p) abbildet:

i?(Ok) = O(p) fir alle p € K.

Dieses Element O heiit Fundamentalklasse um K. Ist M kompakt und ohne Rand findet man
also insbesondere eine Fundamentalklasse Oy, € H, (M, (). Ist nun K zusammenhingend
und nicht leer, so ist H,(M, M\K) = Z und Og ist ein Erzeuger der n-ten Homologie
H,(M, M\K). Auf der Sphire S' kann man sich zum Beispiel den Erzeuger als das Element
St — S', 2~ z vorstellen, welches durch Potenzierung S* — S!, 2 — 2" erzeugt (bzw.
kann man die umgekehrte Orientierung wihlen indem man das negative dieses Erzeugers als
Fundamentalklasse nimmt, insbesondere gibt es entweder keine oder genau 2 Orientierungen,
solange man bei Z-Koeffizienten bleibt).

Es seien nun M, N zwei orientierte, n-dimensionale Mannigfaltigkeiten und f : M — N
eine stetige Abbildung. Sind K C N und f~'(K) C M kompakt, so induziert f in der
Homologie die Abbildung

for Ho(M, M\f~(K)) — Hy(N,N\K)

und es ist f,.(Of-1(x)) = d - fi(Og) mit d € Z. Diese Zahl d heilt der lokale Grad um K
von f und wird mit deg, f bezeichnet. Sind nun M, N kompakt, so stimmen diese Zahlen
fiir alle kompakten Mengen K {iberein, insbesondere fiir X' = N, und diese Zahl heilit dann
der Abbildungsgrad deg f von f.

Hat man es mit Mannigfaltigkeiten mit Rand zu tun, so induziert eine Orientierung auf
M\OM eine Orientierung auf dem Rand, welcher eine Mannigfaltigkeit ohne Rand ist. Fiir
solche Mannigfaltigkeiten und eine stetige Abbildung f : (M,0M) — (N,0N) ist also der
Grad von f’ oy, definiert und man kann zeigen, daB dieser mit deg f } M\OM ibereinstimmt.

Der néchste Satz faft alle wichtigen Eigenschaften des Abbildungsgrades zusammen. Dabei
wird auf OM stets die induzierte Orientierung angenommen.
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Satz 5.4.1 Essei f : (M,0M) — (N,0N) eine Abbildung zwischen orientierten, n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten mit Rand, K C N\ON sei kompakt, zusammenhdiingend und nichtleer.
Dann gilt:

(1) Ist M\OM eine Vereinigung
M\OM = | ) M;,
i=1

so daf3 die Mengen f~1(K) N M; = K; paarweise disjunkt sind, so gilt
deg f =) degg f|,, -
i=1

(2) Ist f ein Homéomorphismus, so gilt deg;, f = £1.

(3) Ist zusditzlich h : (Q,0Q) — (M,0M) und Q) ebenfalls orientierte, n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand und ist (f o h) ™' (K') kompakt, so gilt

degy (f o h) = degy f - degy—1(x) h-

(4) Es seien nun M, N kompakt und N sei m-dimensional sowie J C M kompakt. Dann
gilt
Osxrx = 05 X Ok,

wobei x hier das homologische Kreuzprodukt ist. Sind f : M — M und h : N — N
stetig, so gilt

deg  x (f x h) =deg; f - degy h.

Aus der Definition des Grades folgt sofort, daB deg, f = 0 ist, falls f~(K) = 0. (1)
besagt also, daB man die Abbildung f nur in einer beliebig kleinen Umgebung von f~!(K)
zu kennen braucht, um ihren lokalen Grad auszurechnen.

Der analytische Zugang liefert im Prinzip eine Methode, um den Grad direkt zu berechnen.
Hier sei {2 C R" offen und beschrinkt, also eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™. Q) kann man dann als kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand auffassen. Man will nun den
lokalen Grad von Abbildungen f : Q@ — R" bestimmen und zwar fiir den Fall K = {y},
y € R™. Offensichtlich reicht es, den Fall y = 0 zu betrachten. Um den Grad definieren zu
konnen, muBl 0 ¢ f(0€)) gelten. Ist dies gegeben, so kann man mit analytischen Methoden
zeigen, daB der Grad von f wie folgt berechnet werden kann. Man wihle eine C?-Abbildung
h, welche in der Supremumsnorm hinreichend dicht an f liegt, genauer

1= fll < d(0, f(09)) = d.

Da 02 kompakt ist, ist d > 0, also ist alles wohldefiniert. Nun finde man einen reguldren Wert
y der Abbildung h, welcher nahe an 0 liegt, genauer ein y € R” mit ||y|| < d. Die Existenz
eines solchen y liefert das Lemma von Sard, welches besagt, daf die singulidren Werte einer
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C?-Funktion eine Nullmenge bilden. Man kann dann zeigen, daB der Grad von h bzgl. {y}
gegeben ist durch
deg, h = Z sgndet Dh(z)

z€h~1(y)

und ferner, dafl diese Zahl konstant ist auf kleinen Umgebungen von h bzw. y. Insbesondere
ist sie also gleich fiir alle zulédssigen h und y nahe an f bzw. 0, also kann

deg, [ = deg, h

definiert werden. Entsprechend kann auch der Grad bzgl. eines beliebigen z € R" definiert
werden, und dieser wird dann mit d( f, {2, z) bezeichnet. Man kann zeigen, dall der Abbildung-
grad als Abbildung von Tripeln der Form (f, (2, z) wie eben nach Z eindeutig bestimmt ist
iiber die Ausschneidungseigenschaft, die Homotopieinvarianz und die Normalitit. Uber die-
sen Weg wird man also in der Praxis zeigen, daB der analytische Zugang und der topologische
denselben Grad liefern.

Letzlich ist die Definition des Abbildungsgrades aber gleichgiiltig, da es die Eigenschaften
aus 5.4.1 sind, welche interessieren.

5.5 Thomklasse und N-Produkt

Dieser letzte Abschnitt des Anhangs soll kurz die Hilfsmittel der algebraischen Topologie
vorstellen, die in Kapitel 2 bendtigt werden. Dies sind die Thomklasse und das M-Produkt
(lies: Capprodukt). Die Theorie findet man wieder in [Do] oder auch in [Lii].

Das N-Produkt verbindet die Homologie- und Kohomologiegruppen topologischer Riume.
Zum Beispiel ist der Isomorphismus der Poincaré-Dualitdt gegeben durch cappen mit ei-
ner Fundamentalklasse. Leider kommt man um gewisse notationstechnische Schwierigkeiten
nicht herum, wenn man das N-Produkt sowie den Schnitt von Rdumen X N Y betrachtet. Je-
doch sollte aus dem Zusammenhang stets klar sein, ob Rdume geschnitten oder Elemente von
(Ko)homologiegruppen gecapped werden.

Es sei (X, A, B) eine exzisive Triade, das bedeutet die Inklusion (A, AN B) induziert einen
Isomorphismus

i Hi(A,ANB) — H.(X, A).

Dann gibt es eine Abbildung
N:H"*X,B) x H,(X,AUB) — H,(X, A),

das sogenannte N-Produkt, welches in vielerlei Hinsicht Eigenschaften eines Produktes erfiillt.
Fiir sdmtliche Details sei nochmals auf [Do] verwiesen. Es sind aber wieder nur spezielle
Eigenschaften, die hier interessieren, vornehmlich die folgende.

Lemma 5.5.1 Es sei f : (X, A, Ay) — (Y, By, Bs) eine Abbildung von exzisiven Triaden.
Dann gilt fiir alle Elemente = € H" *(Y, By) und £ € H,(X, A; U Ay):

F(ffe) nE) =20 (£.8).
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BEWEIS. Siehe [Do], VII 12.6, S.239. O

Der topologische Zugang zum Abbildungsgrad verlief iiber die Verwendung der Fundamental-
klasse. Eine Art dualer Begriff zur Fundamentalklasse ist der Begriff der Thomklasse, und die
Verbindungen zwischen Abbildungsgrad und Thomklasse sind die, welche fiir Hauptlemma 1
von Bedeutung sind. Die Thomklasse ist wie folgt definiert. Es sei M eine n-dimensionale,
orientierte Mannigfaltigkeit und /N eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann kann
man zeigen, da} die Homologie im Grad n — k, also die Gruppe H,,_(M, M\ N) frei erzeugt
ist von Elementen, die in Bijektion mit den Zusammenhangskomponenten von N stehen. Es
wird nur der Fall interessant sein, in dem /N zusammenhingend ist. Mittels Poincaré-Dualitit
sieht man, daf3
H" %M, M\N) = Hom(H,,_(M, M\N))

ist. Ist nun H,,_x(M, M\N) erzeugt von Elementen 21, ..., zs, dann kann man zeigen, dafl
es ein eindeutig bestimmtes Element 73/ € H" *(M, M\N) gibt, welches 74/ (z;) = 1 fiir
jeden Erzeuger z; erfiillt. Dieses Element heiflit Thomklasse von N in M. Die wichtigsten
Eigenschaften falt das folgende Lemma zusammen.

Lemma 5.5.2 Es seien M, N wie oben definiert, K C N kompakt, U C M offen, N\K C
U C M\K. Dann gilt:

(1) Isti: U — M die Inklusion, so ist i*(T') = T5rn-
(2) Ist I : (N,N\K) — (M,U) die Inklusion, so ist
L(Og) =75 NOK,
wobei OF und O Fundamentalklassen in den offensichtlichen Gruppen sind.

BEWEIS. Siehe [Do], VIII 11.18, S. 319 und S.317. O
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