In diesem Seminarvortrag wollen wir Mdoglichkeiten vorstellen, aus vorhan-
denen Lie-Gruppen neue Lie-Gruppen zu konstruieren. Unser Hauptwerkzeug
hierfiir wird Satz 5 sein, welcher uns erlaubt eine Mannigfaltigkeitstruktur, die
auf einer Einsumgebung einer Gruppe G definiert ist, auf die gesamte Gruppe zu
erweiteren. Bevor wir allerdings hierzu kommen, geben wir noch ein niiztliches
Kriterium, um im endlichdimensionalen fall zu entscheiden, ob eine (algebrai-
sche) Untergruppe einer Lie-Gruppe bereits eine Lie-Untergruppe ist:

Satz 1 (Cartans Theorem). Sei G eine Lie-Gruppe, modelliert iber R™, fiir
ein n € N. G erfiille zusdtzlich das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom. Dann ist jede
Untergruppe A C G, die in G abgeschlossen ist, bereits eine eingebette Unter-
mannigfaltigkeit und Lie-Gruppe (d.h. eine Lie-Untergruppe von G). Ferner ist
die differenzierbare Struktur, die A zu einer Lie-Untergruppe macht, eindeutig
bestimmt.

Beweis. Siehe z.B. [3] O
Bemerkung 2. Zur Erinnerung:

(i) Eine Basis eines topologischen Raumes X (mit Topologie 7) ist eine Fa-
milie von in X offenen Mengen B C 7, sodass jede in X offene Menge O
dargestellt werden kann als O = |J;c; By, mit B; € B fiir allei € 1. X
erfiillt das zweite Abz#ihlbarkeitsaxiom bzw. ist second countable, falls X
eine ab#zhlbare Basis besitzt.

(ii) Eine k-dimensionale, eingebettete Untermannigfaltigkeit N einer iiber dem
R™ modellierten Mannigfaltigkeit M, ist eine Teilmenge N C M, fiir die
um jeden Punkt p € N eine Karte ¢ : U — ¢(U) von M existiert, des-
sen Definitionsbereicht p enthilt und die N N U auf o(U) NRF x {0}*=F
abbildet.

Beispiel 3. Jede abgeschlossene Untergruppe von GL, (R) ist eine Lie-Gruppe

Beispiel 4. Der Kern jedes stetigen Homomorphismus G — H von einer iiber
R™ modellierten Lie-Gruppe G (die second countable ist) in eine topologische
Gruppe H ist eine Lie-Gruppe.

Wir wenden uns nun der Frage zu, unter welchen Umsténden wir eine gegebe-
ne Mannigfaltigkeitenstruktur zu einer Lie-Gruppenstruktur ausdehnen kénnen.
Motiviert ist dies durch die Beobachtung, dass fiir jede Lie-Gruppe G eine ein-
zelne Karte ¢ : U — ¢(U) bereits die gesamte Topologie und Mannigfaltigkei-
tenstruktur von G bestimmt, weil wir zu jedem Element g € G das Kartengebiet
U nach gU = {gu|u € U} verschieben und anschlieend auf gU die Abbildung
©0q(k) = p(g7'k) betrachten kionnen. Jede dieser Abbildungen ¢, muss dann
eine Karte von G sein, weil die Multiplikation glatt und die Linksmultiplikation
G 3 k — gk fir jedes g € G daher ein Diffeomorphismus ist - insbesonde-
re konnen wir mit den ¢, also die Topologie auf G aus der des Bildes p(U)
rekonstruieren. Weil wir mit der Einheit in jeder Gruppe ein ausgezeichnetes
Element haben, liegt es daher nahe Mannigfaltigkeitenstrukturen um die Eins



zu betrachten und zu versuchen, diese zu einer Lie-Gruppenstruktur auszuwei-
ten. Dass dies unter geeigneten Anforderungen tatséchlich moglich ist, besagt
gerade der nachfolgende

Satz 5. Sei G eine Gruppe mit Multiplikation m und Inversion i. Es sei U C G
mit 1g € U eine Teilmenge, die bereits glatte X -Mannigfaltigkeit ist und V C U
eine in U offene Finsumgebung mit

V.VCU
vi=v

auf der myyxy VXV = U und iyy : V. — V glatt sind. Zu jedem g € G
existiere desweiteren eine offene Finsumgebung Wy, sodass

g:-Wy-g7tCU
gelte und die Konjugationsabbildung
cg Wy = Uk— gkg™!

glatt sei. Dann gibt es auf G eine eindeutig bestimmte Lie-Gruppenstruktur, in
derV offene Teilmenge von G ist und die von U auf V induzierte glatte Struktur
mit der von G dbereinstimmt.

Bemerkung 6. Die Bedingung an die Konjugationsabbildungen lokal glatt zu
sein, muss nicht immer explizit tiberpriift werden: Wird G beispielsweise von V'
erzeugt, d.h. gilt

G=Jv"

neN
wobei V™ 1= {H?:l v; |v; € V} ist, so folgt die Glattheit der Konjugationsab-
bildung bereits, falls m und ¢ auf V- x V bzw. V glatt sind.

Beweis. Es ist hilfreich sich vorzustellen, dass G bereits Lie-Gruppe ist und wir
nun die glatte Struktur aus einer Einsumgebung rekonstruieren wollen. Sei also

o: W = (W)

eine von U auf V induzierte Karte mit 1 € W C V, von der wir 0.B.d.A.
annehmen konnen, dass sie

W-W-WCV, i(W)=W

erfiillt (Weil némlich V in U offen ist und die Multiplikationsabbildung stetig auf
V x V, kénnen wir per Definition der Produkttopologie wegen m(1,1) =1€V
eine in V und damit auch U offene Einsumgebung @’ finden, sodass

m(Q x Q) CV



gilt. Indem wir das selbe Argument nochmals fiir ()’ wiederholen, finden wir
daher eine offene Einsumgebung ) C V' mit

m(Q = Q) C Q'
die dann insbesondere Q - @ - Q C V erfiillt. Wegen V = V~! ist i auf V ein

Homo6omorphismus und
W =i @Q@nNW)N(Q@NW)CW
folglich eine offene Einsumgebung die
W) =2@QnNW)Ni(QNW) =W’

erfiillt und auf welche wir ¢ gegebenenfalls einschrinken kénnen) Zu jedem
g € G definieren wir nun

Pg = @oly1jgw : gW — p(W)
wobel zu k € G
l,:G—=G h—k-h

die Linksmultiplikation mit dem Element k bezeichnet und kW := [, (W) ist.
Aneschlieflend erkléren wir auf G die Topologie 7, deren Subbasis gegeben ist
durch

{4,09_1(0) lg € G, O C p(W) offen}

(wéren die Abbildungen ¢, auf ganz G definiert, so wére dies also gerade die
Initialtopologie beziiglich der Familie (¢4)geq) d.h. eine Menge O C G ist genau
dann offen in G, wenn wir zu jedem Punkt g € O eine endliche Teilmenge K C G
finden kénnen, sodass

ge (e (O CO (%)

keK

ist, wobei Oy C (W) eine in (W) offene Menge bezeichnet. Wir verifizieren
nun, dass G auf diese Weise zu einer Lie-Gruppe wird, machen aber zuvor noch
die folgende Beobachtung: Ist v € V ein beliebiges Element und Q C V eine in
(V, 1) offene Menge, sodass auch vQ C V ist, dann ist

I, : (Q,7v) = (vQ,Tv)

ein Diffeomorphismus in U, weil die Linksmultiplikation auf V' glatt ist und
die Inverse Abbildung gegeben durch die ebenfalls glatte Abbildung [,-1
(vQ,7v) — (@, 7v). Das ist insbesondere dann der Fall, wenn g,k € G zwei
Elemente sind mit

KW NgW #0



Denn dann existieren w,w’ € W mit
g k=ww' eW - W
und
Klg=(g'k) " =w T e W W
D.h. nach Wahl von W gilt dann
Elgwcecw -w-wcCv
gHWCW-W-WCV

1. ¢4 ist ein Homéomorphismus:
Nach Konstruktion der Subbasis ist die Abbildung ¢, fiir jedes g € G
stetig und als Komposition bijektiver Abbildungen selbst bijektiv. Es ver-
bleibt also nur zu zeigen, dass cp;l ebenfalls stetig ist. Da nach (x) jede in
G offene Menge als Vereinigung endlicher Schnitte von Mengen der Form

0. (0)

mit O C (W) offen dargestellt werden kann, reicht es zu zeigen, dass das
Urbild unter ¢ ~! von Mengen genau dieser Form wieder offen ist, d.h. das

0403, (0) N gW)

offen ist. Falls nun kW N gW leer ist, so ist insbesondere

©q(er (O)NgW) =0
~——
CEW

eine in p(W) offene Teilmenge. Ist der Schnitt von kW und gW aber nicht
leer, so ist also k~1gW C V und

—1 —1
g © Pripu-1gw) = PO lg=1 0Lk © P -1guy
=@o lg*1k|k*1gW o 9071

als Verkniipfung von Homoomorphismen selbst ein Homéomorphismus.
Daher ist

0ol H(O)NgW) = (pg 09, ") (p(k~'gW) N O)
offen und ¢, ein Hom6omorphismus.

2. @ ist hausdorffsch
Seien g, k € G zwei voneinander verschiedene Punkte. Falls der Schnitt von
gW und kW leer ist, so haben wir zwei in 74 offene Menge gefunden, die
g und k trennen. Ist der Schnitt aber nicht leer, so ist wieder k~*gW C V.
Da k=1g # 1 ist und (V,7y) bereits hausdorffsch, finden wir zwei in ¢




offene und disjunkte Mengen Wy, Wy mit k= 'g € W; und 1 € Ws, von
denen wir ohne Einschréankung annehmen koénnen, dass W, C k~'¢gW und
Wy C W gilt (denn £~1gW und W sind offen in 7). Weil aber

_ 1 U, 1
id—1gw 2 (k" gW, 1) RN P(W) L= (W, ry) —=5 (k™ gW, 1)

ein Homdomorphismus ist, miissen folglich W3 und W5 auch in 7¢ offen
sein. Indem wir nun die Linksmultiplikation mit k als

Pr—1g %71

e (k™' gW, 7q) (W) (gW.7c)

bzw.

I s (W,16) £ (W) 2 (W, 7)

schreiben, sehen wir, dass ly;-1,w und [y Homdomorphismen von 7¢
sind. Die Mengen kWi = lyp-14w (W1), kW2 = lpjw (W2) sind daher
Umgebungen von ¢ und k, die einander nicht schneiden.

. G ist X-Mannigfaltigkeit und induziert auf V' die gleiche Struktur wie U:

Seien ¢, und ¢y, zwei Karten, deren Definitionsbereich einen nicht-trivialen
Schnitt hat, es gelte also gW N kW # (. Dann ist der Kartenwechsel

—1 -1
P © Phip(r-tgw) = ¥ O lgm1 010 Pp gy
=po lg*1k|k*1gW o (p_l

glatt und G somit eine X-Mannigfaltigkeit. Um einzusehen, dass V in
Te offen ist, wihlen wir v € V beliebig und bedienen uns abermals der
Linksmultiplikation

ly: (V,my) = (U, 1v)
Weil diese ndmlich stetig und (V, 7y) in (U, 77) offen ist, definiert
W, = (l,) " *(V)nW

eine in (V,7y) und damit auch (W, 7y ) offene Menge, die unter I, noch
vollstdndig nach V' abgebildet wird und zudem die 1 enthélt. Nun sind
(W, 7y) und (vW, 7¢) nach dem zuvor gezeigten homdomorph zueinander,
vermoge der Abbildung

idy Ly
(W, 70) “ (W,16) % (oW, 76)
Daher muss

Wy = Lyw (W) = 1,(W,) €V



offen in (vW, 7¢) und damit G sein, was wegen v € vW, schlieBlich zeigt,
dass

V=],
veV

offen in G ist. G induziert daher auf V eine glatte Struktur, von der wir
iiberpriifen, dass sie mit der von der von U induzierten Struktur vertraglich
ist. Sei hierfiir v € V' beliebig und

v:Q—=v(Q)

eine von U gegebene Karte um v, d.h. es gelte v € Q@ C V. Weil die
Linksmultiplikation mit v als Abbildung (V, 7y) — (U, 1) glatt ist und Q
in (V,7y) und damit auch (U, 1) offen, kann wieder eine in W enthaltene
Einsumgebung W, gefunden werden, die von [, in @} abgebildet wird.
Analog zu oben, muss dann vW,, C V' in (G, 1) offen sein und

PoloWw, * UWU — @(Wv)
daher eine von G induzierte Karte. Ferner ist dann
—1 —1
o (@U\UWv)hp(v*lQﬂWv) =1o lv|Wv o <p|<p(v*1QﬁWv)
glatt, weil ¢, ¢ Karten von U sind und
ly : W, CV oW, CU

glatte Abbildung auf U ist. Weil v beliebig war, folgt hiermit bereits, dass
die glatten Strukturen auf V iibereinstimmen.

. G ist Lie-Gruppe:
Seien hierfiir g,k € G beliebig. Wir wollen zeigen, dass die Koorinaten-
darstellung von m

pgkomo (o' x i)

in geeigneten Karten glatt ist, miissen aber, um iiberhaupt von Differen-
zierbarkeit sprechen zu koénnen, zunichst iiberpriifen, dass obige Abbil-
dung auf einer offenen Teilmenge definiert ist. Wir bemerken hierfiir, dass

paromo (py! X ppt) =pol1g10mo(lyxly)o (e x ™)

gilt und

lk—lgfl omo (lg X lk)(h,f) = lk—lg—l(gh, kif)
= cp—1(h)f

ist. Weil m auf V' x V stetig ist und W C U offen, kénnen wir wegen

(1,1) e m~ (W)



per Definition der Produkttopologie eine offene Einsumgebung ) mit
m(@x Q) C W

finden von der wir - gegebenenfalls nach Ubergang zu Q N W - anneh-
men konnen, dass sie vollstandig in W enthalten ist. Weil zu k~! nach
Voraussetzung eine in U offene Einsumgebung W).-1 existiert auf welcher
die Konjugationsabbildung c,-: glatt und insbesondere stetig ist, kénnen
wir wiederum eine in () enthaltene offene Einsumgebung P finden, sodass
noch

ap-1(P) S Q

gilt. Fiir die in (W x W, 7y X 77) und damit auch (G x G, 7¢ X 7¢) offene
Menge P x P gilt dann

l—1g-10mo (lg x I)(P x P) =m((cg— x idw)(P x P)) C W

cQxP

d.h.

pgromo (o' x it

ist zumindest auf ¢(P) x ¢(P) auswertbar. Dort gilt ferner

gk omo (o' X 0i D jp(Pyxe(P)

=@olg-1g-10mo(lg X Ik) o (07" X 07 u(P)xp(p)

=@omo (Ck—l X ldw) o (@71 X 9071)|Lp(P)><<p(P)
was eine Komposition von glatten Abbildungen ist. Es bleibt also noch
die Glattheit der Inversion zu zeigen. Da wir nun aber wissen, dass Links-
und Rechtsmultiplikation auf gesamt G glatte Abbildungen definieren,

i: V=V

als glatte Abbildung auf U vorausgesetzt war und sich die Mannigfaltig-
keitenstruktur von V mit der von G vertragt, ist auch

[ i _
iV Yy Wy Ll g

glatt. Somit ist ¢ lokal und dann aber auch auf ganz G glatt, d.h. G eine
Lie-Gruppe.

. Die glatte Struktur auf G ist eindeutig bestimmt:
Sei (G,.A) eine weitere glatte Struktur, welche die Voraussetzungen des
Theorems erfiillt. Da

p: W = (W)



Karte von U ist und die glatten Strukturen mit der von U auf V induzier-
ten kompatibel sind, ist

—1
idgw + (W, (¢g)gec)) > o(W) S— (W, A)
ein Diffeomorphismus. Weil G mit beiden Strukturen Lie-Gruppe wird, ist
die Linksmultiplikation aber in beiden Strukturen ebenfalls ein Diffeomor-
phismus und somit auch
. l,—1 id l
1dG|gW S (gW, A) = (W, A) s (W, (¢g)gec) = (gW, (¢g)gec)
D.h.
ide : (GvA) - (G7 (‘PQ)QEG)
ist ein Diffeomorphismus, genauso wie
pg oY =pgoidg ot

fiir jede Karte ¢ : Q@ — ¥(Q) aus A und jedes g € G. Damit stimmen die
beiden glatten Strukturen iiberein.

O
Korollar 7. Seien (G,mq,iq) und (H,mpg,ig) zwei topologische Gruppen,

n:G—H

ein surjektiver Homomorphismus und U® C G sowie U C H offene Einsumge-
bungen, sodass die Einschrinkung von m auf U ein Homdéomorphismus mit Bild
U ist. Falls dann L € {G,H} eine auf X modellierte Lie-Gruppe ist, so exi-
stiert auch auf K € {G, H}\{L} eine eindeutig bestimmte Lie-Gruppenstruktur,
beziiglich derer 7 eingeschrdinkt auf eine Einsumgebung ein Diffeomorphismus
15t.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren offene Einsumgebung UY C G, U¥ C H
auf welcher

(mye) : vé vt

ein Homoomorphismus ist. Indem wir die Mengen gegebenenfalls verkleinern,
kénnen wir annehmen, dass wir eine Karte

VUL = Uh)

von L um 17 € L finden. Wir definieren auf UX wie folgt die Struktur einer
Mannigfaltigkeit: Sei
(mye), L
$ = { v 1

G
(7r|UG)7 ) L=H



d.h. ¢ ist ein Homdomorphismus von U nach UX. Damit ist UX als Bild
eines Hausdorffraumes unter einem Homdéomorphismus insbesondere selbst ein
Hausdorfifraum. Wir definieren eine Karte auf U% durch

n ::woLp_l (UK —>¢7 Ul i) w(UL)

Weil v, ¢ Hombomorphismen sind, ist es auch 7. Da 5 ganz U¥ iiberdeckt und 7
mit sich selbst glatt kompatibel ist, wird U¥ also zu einer glatten Mannigfaltig-
keit. Um K zu einer Lie-Gruppe zu machen, nutzen wir das vorherige Theorem.
Hierzu wihlen wir eine offene Einsumgebung V' C U K mit

mg(V' x V') Cc UK

was moglich ist, da K bereits topologische Gruppe ist. Da ik (die Inversion auf
K) ein Homdomorphismus ist, ist

Vi=ig(V)nV’
dann eine offene Einsumgebung mit
V.V cuX
und
vil=v

Um die Glattheit der Multiplikation auf V' nachzuweisen, bemerken wir zunéchst,
dass fiir z,y € U¥ mit x -y € U

(mpe) (o) (o)) =y

gilt und ebenso

(me) ((mpe) (@) - (mue) () = 2y

weil 7 ein Homomorphismus ist. Aus der Injektivitdt von (myc) folgt daher,
dass (W‘Uc)_l und damit aber auch ¢ lokaler Homomorphismus ist, d.h. fiir
z,y € Ul mit 2y € UF gilt p(xy) = ¢(x) - ¢(y), analoges fiir z,y € UX. Da
nach Wahl von V mit x,y € V auch zy € UX ist, muss ¢ auf ¢~1(V) daher ein
lokaler Homéomorphismus sein und fiir z,y € ¢~ 1(V)

(™" om0 (o x @) (z,y) =

gelten. Eingeschrinkt auf n(V) ist

nomg o (n~! x nfl)\n(V)xn(V) =¢pop tomgo(poyp™' xpo ¢71)IW(V)XW(V)
:¢omLO(¢ X P~ )In(V )xn(V)



also die Koordinatendarstellung von mj; und daher glatt. Desweiteren gilt fiir
jedes x € o~ 1(V)

lp=gp(@-27) =z ) ¢lal)
[SoR% eur

d.h. es ist

1

¢ oixop(@) = ¢ ((¢(@) )
=¢ Hp(z™)
=ir(z)

und die Koordinatendarstellung der Inversion iy

noiKonI;EV)quo(p—loiKogooz/J‘:]%V)
=veiLo Y,

daher glatt. Verbleibt die lokale Glattheit der Konjugationsabbildung fiir jedes
Element zu zeigen. Wir unterscheiden hierfiir die Félle

1.

L=G

Die Abbildung ¢ ist also die Einschrinkung (mjye) und wir wollen die
Glattheit der Konjugationsabbildung c¢;, fiir h € H nachweisen. Weil H
bereits topologische Gruppe ist und ¢;, somit zumindest stetig, kénnen wir
eine offene Einsmgebung P, C U mit

h-P,-h ' CcUH"

finden. Weil 7w : G — H surjektiv ist, finden wir desweiteren ein Element
g € G mit 7(g) = h und noch eine offene Einsumgebung Q, C UY mit

g- Qg '9_1 g UG
Wir setzen
Wy, = (W‘Uc)<Qg) N P
Dann gilt fiir z € (mye) (W) C Qq:
(mue)(g-z-97")=n(g-z-g7")
——
=cy4(2)eUC
=(g) - m(x)-7(g™")
=h-7m(x)-h?
~———
=cp(mw(z))eUH

— (7T|UG)((7T\UG)71 (h-m(z)- hil))

10



Weil aber (77¢) injektiv ist, muss

cg(x) = ((mue) ™ ocn o (mye)) ()
fiir jedes 2 € (mye) ™! (Wy) sein und auf 7(W)) folglich
nocyon t=1po (7r|Uc)*1 ocp o (mya)o Pt
=1ocgo 1/171

gelten. Das aber bedeutet gerade, dass die Konjugationsabbildung ¢, auf
Wi, glatt ist.

.L=H

Dann also ist ¢ = (my¢) " und die Glattheit der Abbildung ¢, fir g € G
zu zeigen. Wir wihlen wiede eine in U enthaltene offene Einsumgebung

Wy mit
g- Wg : g_l g UG
Dann gilt fiir jedes x € (mye)(Wy):

(mpe) o ¢g o (mue) ™ () =7 (g (mye) ™ (z) - g7)
=n(g) - m(g)”"
= Cr(g)(®)
d.h. die Koordinatendarstellung von ¢, in n(Wy) ist auf

nocgon_lzwogp_locgogooz/}_l

=o Cr(g) © 1/}71

und daher glatt.

Wir kénnen also das vorherige Theorem verwenden und erhalten auf K eine
eindeutige Lie-Gruppenstruktur, die mit der von UX auf V induzierten Struktur
iibereinstimmt. Das bedeutet: (1)) ist ebenfalls Karte dieser neuen Struktur

Yoy =g

somit also Komposition von Diffeomorphismen selbst ein Diffeomorphismus. [

Bemerkung 8. Wir haben die Surjektivitdt der Abbildung 7 nur fiir den Fall
gebraucht, dass G eine Lie-Gruppe ist.

Beispiel 9. Die Abbildung

exp: (R, 4) — (8',-) CC* t s ™

11



ist ein surjektiver Homomorphismus der additiven Lie-Gruppe R in die multi-
plikative topologische Gruppe S* (die Topologie ist die von C induzierte). Fer-
ner schrinkt exp auf einer Nullumgebung U C R zu einem Homo6omorphismus
ein, weshalb nach dem vorherigen Korollar S' mit der Multiplikation zu ei-
ner Lie-Gruppe wird und (exp|U) zu einem Diffeomorphismus. Weil die Iden-
titdtsabbildung auf R eine Karte ist, ist dann insbesondere

(exp‘U)*1 cexp(U) = U

eine Karte von S'. Damit kénnen wir errechnen, dass die durch das Korollar ge-
gebene Mannigfaltigkeitstruktur mit der uns bekannten Struktur tibereinstimmt:
Ist ndmlich beispielsweise

x

@N:Un = Sl\{<0371)T}*>Ra(x,y)}_> y+1

die Karte um den Nordpol, so gilt

e o (expy)(x) = ¢n(cos(t),sin(t))
~cos(t)
~osin(t) +1

fiir alle ¢ fiir welche (exp);) definiert ist und nach U, abbildet. Obige Abbildung
ist aber ein Diffeomorphismus (im klassischen Sinne) und die Karten (und nach
dem Satz tiber die Umkehrabbildung auch ihr Inverses) daher kompatibel.

Beispiel 10. Aufgefasst als Teilmenge der Quaternionen H, wird die 3-Sphére
§° = {x e H||z[l2 = 1}

zu einer topologischen Gruppe. Die Abbildung, die einer Einheitsquaternion
q € S? die darstellende Matrix der Abbildung

R3 5 2 +— qzg € R3

zuordnet (wobei die Identifikation des Standardbasisvektors e; € R3 mit i, j, k €
H durch e; +— 4, e — j, e3 — k gegeben ist und § die zu ¢ konjugierte
Quaternion bezeichnet) ist ein Homomorphismus mit Bild SO3 und Kern Zo,
d.h. eine Uberlagerung (in der Tat sogar die universelle Uberlagerung, weil S3
zusammenhéngend ist). Nach dem vorherigen Korollar ist die 3-Sphére somit
eine Lie-Gruppe.

Beispiel 11. Allgemeiner: Ist G = H eine topologische Uberlagerung (d.h.
G ist nicht bereits notwendig eine Gruppe) einer topologischen Gruppe H und
sind G, H wegzusammenh#ngend und lokal wegzusammenhéngend, so kann fiir
jede Wahl eines Elementes ¢ € 7~ !({e}) in der Faser des neutralen Elementes
e € H eine Gruppenstruktur auf G etabliert werden, beziiglich welcher 7 ein
Homomorphismus ist und e neutrales Element. Da 7 per Definition auf einer
Einsumgebung zu einem Homomorphismus einschrénkt, ist G also bereits eine
Lie-Gruppe.

12



Bevor wir mit einem weiteren Korallar zu Satz 5 fortfahren konnen, miissen
wir zunéchst noch die Topologie des in dem Vortrag iiber die Kettenregel bereits
eingefithrten Raums

R* := {f € RY | |suppf| < oo}

der endlichen Folgen in R besser verstehen. Man kann sich iiberlegen, dass die
zuvor eingefiihrte lokalkonvexe Topologie beziiglich aller Halbnormen mit der so-
genannten endlichen Topologie iiberereinstimmt: Diese ist fiir einen abzédhlbar
unendlich-dimensionalen Vektorraum E iiber K € {R,C} gerade die Finalto-
pologie beziiglich der Inklusionsabbildungen F' < FE, wobei F' ein endlich-
dimensionaler Unterraum von E ist, versehen mit der durch (jeden beliebi-
gen) Isomorphismus F ~ KM« geoehenen Topologie (Zur Erinnerung: Ist
(fi + Xy = X);ecs eine Familie von Abbildungen von topologischen Riumen
X, so ist die Finaltopologie auf X diejenige Topologie, bei der eine Teilmenge
O C X genau dann offen ist, wenn f; *(O) fiir jedes i € I offen ist). Die endli-
che Topologie besitzt unter anderem die folgende Eigenschaft: Ist (E,)nen mit
E, C E, ;1 eine aufsteigende Folge von endlich-dimensionalen Vektorrdumen
mit J, ey B = E, und U,, € E, mit U,, C Uy, eine aufsteigende Folge von
in E,, offenen Mengen, so ist auch U := UneN U, offen in E: Denn sei ' C F
irgendein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann existiert ein n € N mit
F C E,,. Weil E,, endlich-dimensional ist und jeder Untervektorraum von E mit
der durch den K™ induzierten Topologie versehen, muss fiir jede in E, offene
Menge O auch O N F in F offen sein. Daher geniigt es nachzuweisen, dass das
Urbild von U unter den Inklusionsabbildungen ¢, : E,, — E offen ist. Nun gilt
fiir jedes k > n E,, C Ej. Deswegen ist E,, N U fiir £ > n offen und folglich
auch

()" (0) = J (tr,) " (U)

keN

= JE.nU) U ([ J(E.NT)
k<n k>n

=U,U | J(E.NTy)

k>n
als Vereinigung offener Mengen. Es gilt ferner das folgende

Lemma 12. Sei K € {R,C} und E ein abzihlbar unendlich-dimensionaler K-
Vektorraum versehen mit der endlichen Topologie. Es sei (Ep)nen mit B, C
En+1 eine aufsteigende Folge von endlich-dimensionalen Untervektorrdumen
von E mit UneN E, = FE und U, C FE, mit U, C Upy1 eine aufsteigende
Folge von in E,, offenen Mengen. Ist dann f : U — F eine auf der in E offenen
Menge U := |, ey Un definierte Abbildung in einen topologischen K- Vektorraum
F undr € NU{oo}, so ist f genau dann eine C™ Abbildung, wenn fiy, : Uy — F
fir jedes n € N es ist.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall des Lemmas 1.9 in [2] O
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Fir n € N bezeichne nun
R :={f eR*|Vk>n: f(k)=0}

der Raum aller Folgen in R mit héchstens n Folgengliedern. Dann ist R)® ~ R"
und

URy =R~
neN

Nach vorherigem ist fiir jede aufsteigende Folge von in R7® offenen Mengen

Ua, € RZ mit dy < dpyq1 und Uy, C Ug,,,, die Menge
U= |]J U,
neN

eine in R*> offene Menge.

Korollar 13. Fir jedesn € N sei d, € N, d, 272 50 und G, eine diber Rin
modellierte Lie-Gruppe mit Multiplikation m,, und Inversion i,. Ist G, C Gp41
fiir jedes n € N eine eingebettete Untermannigfaltigkeit und die Inklusionsabbil-
dung

tn Gy = Gpat

ein Homomorphismus, so trigt G := |J,cny Gn die Struktur einer Lie-Gruppe,
modelliert auf R>, wobei die Multiplikation m und Inversionsabbildungen gege-
ben sind durch

mag,xag, = Mn
|G, = in
und die Inklusionsabbildungen n, : G, — G glatt sind.

Beweis. Ahnlich zu der Multiplikation und Inversion wollen wir eine Karte auf
G iiber ihre Wirkung auf jeder der Mannigfaltigkeiten G,, vorgeben, d.h. wir
suchen eine Folge von Karten, (¢n : Upn = ©n(Un))nen, sodass o, 1110, = ©n
gilt. Dass wir tatséchlich einen solchen Familie von Karten finden kénnen, ist
zundchst nicht klar und bedarf eines weiteren Lemmas, welches wir allerdings
nur zitieren:

Lemma 14. Seien My, My endlich-dimensionale Mannigfaltigkeiten, modelliert
iiber RF bzw. R¥2. Ist dann M, Teilmenge von My und die Inklusionsabbildung
My — Ms glatt, so existiert zu jeder Karte o1 : Uy — Vi von My, bei der Uy
(offene), relativ-kompakte und zusammenziehbare Teilmenge von M ist, eine
Karte 3 : Uy — Vo von Ma, sodass Vo N (RFT x {0}k2=F1) =V} x {0}k2—k1 gilt
und

P2|Uq

Uy ——————=Van (R x {0})

l%ﬁ
’ﬂ'kl

Vi
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kommutiert. Hierbei bezeichnet my,, : R¥2 — RFt die Projektion auf die ersten
k1-Komponenten (der Standardbasis des R*?).

Beweis. Siehe Lemma 2.1 in [2] O

Man beachte hierbei, dass jede offene Menge einer Mannigfaltigkeit eine
relativ-kompakte und zusammeziehbare Menge besitzt und die Inklusionsabbil-
dungen glatt sind, weil wir eingebettete Untermannigfaltigkeiten betrachten. Sei
also (¢n : Up = ¢(Uy,))nen ein Satz solcher geeigneten Karten. Dann gilt also

T O Ppii1|u, = Pn

wobei 7 : R%n+1 — R wieder die Projektion auf die ersten d,-Komponenten
bezeichnet. Es sei nun &, : R4 — R7® die Einbettungungsabbildung. Wir setzen

wn = gn © ¥n
und ferner W, := 4,,(U,,). Dann gilt sogar

’(/}n+1|Un = "/’n
d.h. wir kénnen eine Abbildung

VU= Uy > W= W, SR>
neN neN

dadurch definieren, dass wir ¢y, = v, fordern. Weil U,, C U, 41 ist, muss dann
auch fiir die Bildfolge W,, C W, 11 gelten. Weil die W,, somit eine aufsteigende
Folge von in RY® offenen Mengen bilden, ist dann auch W offen in R*. Statten
wir nun U mit der ’Initialtopologie’ beziiglich der Abbildungen ,, aus (damit
ist die Topologie aus Satz 5 gemeint), so wird ¢ zu einem Homdomorphismus:
Dass 1 bijektiv ist, folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass ¥y, = 1, bijektiv
ist, die U,, eine aufsteigende Folge bilden und jedes 1,1 mit seinem Vorginger
¥, auf U, iibereinstimmt. Ist nun O C W eine offene Menge, so muss, da 1,
stetig ist, auch 1, 1(O) fiir jedes n € N offen sein. Damit ist

v H0) = Jw M 0)nU.)

neN
= |J @)1 0) = | vn(0)
neN neN

als Vereinigung offener Mengen offen in U und 1) somit stetig. Ahnlich folgt fiir
jedes Subbasiselement [,; ¥ (0;) mit I C N, |I| < oo und O; € W; offen,
dass

Y (ﬂ wf(oi)) =10

i€l i€l v

i

= (i1 (0:) =) O

i€l el
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als endlicher Schnitt von offenen Mengen wieder offen in W ist. ¢ ist also ein
Homoomorphismus und U somit hausdorffsch, weil W C R*> es ist. Da ¢ U
iiberdeckt und mit sich selbst glatt kompatibel ist, wird U also zu einer tiber
R* modellierten Mannigfaltigkeit. Wir rechnen nun wieder nach, dass auch die
restlichen Bedingungen des Satzes 5 erfiillt sind. Sei hierfiir V;! C U,, eine offene
Einsumgebung mit

ma(V! % V') C Uy
Wir kénnen ohne Einschréinkung annehmen, dass V,, C V, ., gilt: Bezeichne
niimlich P, := m,,1(U,) N U, x U,. Diese Menge ist offen in U,, x U,,, weil U,

offen in G, ist und m,, stetig. Weil U,, die Unterraumtopologie von U, tragt
und V! offen in U, ist, existiert eine in U, 11 offene Menge @, sodass

VI =U,NQ

gilt. Weil die Inklusion ¢, : G;, < G,41 ein homomorphismus ist, stimmt die
Einschrankung von m,, 41 auf G,, mit m,, iiberein und es folgt

mn,+1(Pn) = mn+1|Un><Un (Pn) = mn(Pn) g Un g U7L+1

d.h. es gilt P, C P,y1. Daher ist V! x V! C (Q x Q) N Pp41 und letztere
Menge offen in U, 1 X U,11. Fiir jedes © € V! existiert per Definition der
Produkttopologie daher eine in U, 1 offene Menge S, mit x € S, und

S$ XSQ: c (QXQ)mPn-l-l an—i—l
Dann ist (unter Verwendung des Auswahlaxioms)

Vapr =V u lJ S
zeV)

eine in U, offene Einsumgebung mit V, C ‘7”+1 und mn+1(‘~/n+1 X ‘7”+1) C
U, +1, auf die wir gegebenenfalls iibergehen kénnen. Wir setzen nun noch
Vo =i,(V)NV,!

Dann ist wegen i,4+1(V,)) = i,(V,) die Familie (V},)nen weiterhin eine aufstei-
gende Folge von in U, offenen Einsumgebungen. Es sei

V= {JVa
neN
Dies ist eine Vereinigung von in U offenen Mengen und daher selbst offen. Ferner
gilt
V- V=m({lVxV)
= U m(Vk X Vn)

k,neN

= U mmax(k,n)(vk X Vn) g U
k,neN

CUmax(k,n)
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sowie

V= Ji(Va) = [Jin(Va) =V

neN neN :V'
Nun ist

(V) = | ¥n(Va)
neN
eine aufsteigende Folge von in RE® offenen Mengen und daher offen in R>. Nach
Lemma 12 geniigt es fiir die Glattheit der Abbildung
-1
Yome Py,

daher die Glattheit der Einschrankungen auf ¢, (V},) nachzuweisen. Aber

thomo I/J@(VW) =pomy,o (wyl)ﬁi(vn)
ist gerade die Koordinatendarstellung von m,, und damit nach Voraussetzung
. S -1
glatt. Genauso ist 1) oi o wlw(v) wegen
Y O © (wn)@i(vn)

glatt. Wir zeigen nun noch die Glattheit der Konjugationsabbildung auf einer
geeigneten Einsumgebung. Sei hierfiir ¢ € GG. Dann existiert ein minimales k,
sodass g € Gy, ist. Wir setzen

0 n <k
Wri=q,  _
g {(c;) YU NU,, n>k

wobei ¢y die Konjugationsabbildung in G, bezeichne. Dann ist

W) = (W) CU, CUppa

d.h. W C W!'f“ und ferner jedes W offen, da cj stetig ist und () offen in jeder
Topologie. Wir setzen natiirlich

W= wy
neN

Was eine in U offene Menge ist. Es ist wieder

b(Wy) = | vn(W))

neN

und z/Jn(Wg") eine in R3® aufsteigende Folge von offenen Mengen. Daher ist
(W) offen in R*> und die Glattheit von ¢, auf W, gewihrleistet, weil

bocg Wy, g = ¥n 05 0 Wn)jy, v
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glatt ist. Aus Satz 5 folgt daher, dass G eine Lie-Gruppenstruktur besitzt, in
welcher V' eine offene Mannigfaltigkeit ist. Damit ist fiir die Einbettung 7, :
G, — G und jedes n € N

pom,o (%)@L(v,L) =¥no (W@(m

d.h. n,, auf einer Einsumgebung und damit iiberall glatt. O

Beispiel 15. Wir betrachen die aufsteigende Folge von eingebetteten Lie-Gruppen
GL,(R) C GL,+1(R), wobei wir GL,(R) in GL,4+1(R) mit

{((1) 81) |AeGLn(R)}

GLw(R) := | ] GLn(R)

neN

identifizieren. Dann ist

nach vorherigem Korollar eine Lie-Gruppe.
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