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Definition 1. Sei B eine Algebra und A ⊂ B dann heißt

A′ := {T ∈ B|AT = TA ∀A ∈ A}

die Kommutante von A. Wir schreiben A′′ statt (A′)′ und A′′′ statt (A′′)′
(Offensichtlich gilt (A′′)′ = ((A′)′)′ = (A′)′′).

Lemma 2. Für Teilmengen A,B einer Algebra gilt:

1. A ⊂ B ⇒ B′ ⊂ A′

2. A ⊂ B′ ⇔ B ⊂ A′

3. A ⊂ A′′

4. A′ = A′′′

Beweis. 1. Für T ∈ B′ gilt TB = BT für alle B ∈ B insbesondere gilt
also TB = BT für alle B ∈ A also T ∈ A′.

2. Aus A ⊂ B′ folgt das für alle A ∈ A und für alle B ∈ B AB = BA gilt
also B ⊂ A′ Und umgekehrt genauso.

3. Es gilt A′ ⊂ A′ und aus 2. folgt A ⊂ (A′)′ = A′′

4. Es gilt nach 3. A′ ⊂ (A′)′′ = A′′′. Und es gilt wieder nach 3. A ⊂ A′′
und nach 1. folgt dann A′′′ = (A′′)′ ⊂ (A)′ = A′.

Erinnerung 3. Sei A eine Banachalgebra und A, Ã ∈ A.

• Eine Abbildung ∗ : A → A mit ∗(A) := A∗ heißt Antilinearer Antiho-
momorphismus, falls für alle A, Ã ∈ A und λ ∈ C gilt:

1. (A+ Ã)∗ = A∗ + Ã∗

2. (λA)∗ = λA∗antiliear

3. (AB)∗ = B∗A∗antihomomorph

• Eine Banachalgebra A mit solch einer Abbildung ∗ nennen wir Banach-
∗-Algebra.

• Ein Algebrenhomomorphismus φ : A → B zwischen Banach-∗-Algebren
heißt ∗-Homomorphismus, falls φ(A∗) = (φ(A))∗ für alle A ∈ A erfüllt
ist und ∗-Isomorphismus, falls er zusätzlich bijektiv ist.
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Bemerkung 4. Im folgenden sei H stets ein komplexer Hilbertraum und
L(H) der Raum aller stetigen Operatoren H → H. Wir wissen, theore-
tisch dank Christians Vortrag, dass L(H) mit der Adjunktion eine Banach-
∗-Algebra ist.

Definition 5. Eine ∗-Unteralgebra A ⊂ L(H) mit A = A′′ heißt von Neu-
mann Algebra.

Erinnerung 6. Ein Maßraum (Ω,Σ, µ) heißt σ-endlich, falls eine Folge
(Ωn)n∈N in P(Ω) existiert, mit:

Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω3 ⊂ ...

wobei µ(Ωn) <∞ für alle n ∈ N und:

Ω =
⋃
n∈N

Ωn

Bemerkung 7. Man kann zeigen, dass jede kommutative von Neumann
Algebra auf einem seperablen Hilbertraum isomorph zu (L∞(Ω,Σ, µ)) für
einen passenden Maßraum (Ω,Σ, µ) ist.

Bemerkung 8. Sei (Ω,Σ, µ) ein σ-endlicher Maßraum. Wir wissen, dass
L2((Ω,Σ, µ)) ein Hilbertraum ist und werden nun L∞(Ω,Σ, µ) in LL2((Ω,Σ, µ))
einbetten. Für [f ] ∈ L∞(Ω,Σ, µ), definieren wir die Abbildung:

Φ[f ] : L
2((Ω,Σ, µ))→ L2((Ω,Σ, µ)), [g] 7→ [fg]

und hiermit definieren wir den ∗-Isomorphismus:

i : L∞(Ω,Σ, µ)→ i(L∞(Ω,Σ, µ)) ⊂ LL2((Ω,Σ, µ)), [f ] 7→ Φ[f ]
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Satz 9. i(L∞(Ω,Σ, µ)) ist eine (sogar kommutative) von Neumann Algebra.

Beweis. (L∞(Ω,Σ, µ)) ist eine kommutative Banach-∗-Algebra und da i ein
∗-Isomorphismus ist, ist auch i(L∞(Ω,Σ, µ)) eine kommutative Banach-∗-
Algebra und ist damit insbesondere ∗-Unteralgebra von LL2((Ω,Σ, µ)). Wei-
ter zeigen wir die stärkere Aussage:

i(L∞(Ω,Σ, µ)) = i(L∞(Ω,Σ, µ))′

Da i(L∞(Ω,Σ, µ)) kommutativ ist gilt bereits:

i(L∞(Ω,Σ, µ)) ⊂ i(L∞(Ω,Σ, µ))′

Für die andere Inklusion sei nun T ∈ LL2(Ω,Σ, µ) gegeben mit:

TΦ[f ] = Φ[f ]T (1)

für alle [f ] ∈ L∞(Ω,Σ, µ).
Seien Ωn ⊂ Ω gegeben, mit Ω =

⋃
n∈N Ωn, wobei Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω3 ⊂ ... und

µ(Ωn) <∞ für alle n ∈ N.
Dann ist χΩn ∈ L2((Ω,Σ, µ)) und wir setzen:

[gn] := T ([χΩn ]) ∈ L2((Ω,Σ, µ)) (2)

Wir zeigen jetzt [gn] ∈ L∞((Ω,Σ, µ)). Sei hierfür gn ∈ [gn]. Angenommen
es gibt ein E ⊂ Ω und 0 < µ(E) < ∞, sodass |gn| > ‖T‖ auf E. Dann
χE ∈ L2((Ω,Σ, µ)) (außerdem gilt χM ∈ L∞((Ω,Σ, µ)) für alle M ⊂ Ω) und

gnχE = χEgn = χET (χΩn) = ΦχE
(T (χΩn)) = T (ΦχE

(χΩn)) = T (χE∩Ωn)

also ∫
E

|gn|2dµ =

∫
Ω

|gn|2χEdµ =

∫
Ω

|gnχE|2dµ

= ‖gnχE‖L2
2 = ‖T (χE∩Ωn)‖L2

2

≤ ‖T (χE)‖L2
2

≤ ‖T‖2‖χE‖L2
2 = ‖T‖2

∫
E

dµ =

∫
E

‖T‖2dµ

Das aber ist ein Widerspruch zur Annahme, also gilt ‖gn‖∞ ≤ ‖T‖ bis auf
eine Nullmenge. Und für g̃n ∈ [gn], mit g̃n 6= gn, gilt für eine weitere Null-
menge N ⊂ Ω ‖g̃n|Ω\N‖∞ = ‖gn‖∞ ≤ ‖T‖ bis auf eine Nullmenge. Also gilt
[gn] ∈ L∞((Ω,Σ, µ)) und ‖[gn]‖L∞ ≤ ‖T‖.
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Für m ≤ n gilt:

[gnχΩm ] = T ([χΩm∩Ωn ]) = T ([χΩm ]) = [gm]

Hiermit können wir nun ein [g] ∈ L∞((Ω,Σ, µ)) mit ‖[g]‖L∞ ≤ ‖T‖ durch
[g|Ωn ] := [gn] definieren. Sei nun [f ] ∈ L2((Ω,Σ, µ)) eine Elementare Funktion
mit Träger in Ωn (alle Elementaren Funktionen [f ] ∈ L∞((Ω,Σ, µ))) dann
gilt:

Φ[g]([f ]) = [gf ] = [gχΩnf ] = [gnf ] = [fgn] = Φ[f ]([gn])

= Φ[f ](T ([χΩn ])) = T (Φ[f ]([χΩn ])) = T ([fχΩn ])

= T ([f ])

Da Ω =
⋃
n∈N Ωn gilt dies für alle Elementaren Funktionen [f ] ∈ L2((Ω,Σ, µ)).

Und da die Elementaren Funktionen dicht in L2((Ω,Σ, µ)) liegen für alle
[f ] ∈ L2((Ω,Σ, µ))
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Bemerkung 10. Im folgenden bezeichnen wir mit τ die Normtopologie auf
L(H) und für A ⊂ L(H) ist A der Abschluss von A bezüglich τ .

Definition 11. Auf L(H) definieren wir die schwache Topologie τw als die
Initialtopologie bezüglich der Abbildungen:

wa,b : L(H)→ C, T → 〈Ta, b〉 a, b ∈ H

und die starke Topologie τs als die Initialtopologie bezüglich der Abbildungen:

sa : L(H)→ H, T → Ta a ∈ H

Bemerkung 12. Seinen T ∈ L(H), a, a1, ..., an, b, b1, ...bn ∈ H und ε > 0
dann sind:

• ST,a,b,ε := {S ∈ L(H)||〈(S − T )a, b〉| < ε}
BT,a1,...,an,b1,...,bn,ε := {S ∈ L(H)||〈(S − T )ai, bi〉| < ε i ∈ 1, ..., n}
jeweils Elemente einer Subbasis und Basis von τw

• ST,a,ε := {S ∈ L(H)|‖(S − T )a‖ < ε}
BT,a1,...,an,ε := {S ∈ L(H)|‖(S − T )vi‖ < ε i ∈ 1, ..., n}
jeweils Elemente einer Subbasis und Basis von τs

Satz 13. Es gilt:
τw ⊂ τs ⊂ τ

Beweis. Seien a, b ∈ H, mit ‖a‖, ‖b‖ ≤ 1 und T ∈ L(H) gegeben, dann gilt:

〈(S − T )a, b〉 ≤ ‖(S − T )A‖‖b‖ ≤ ‖(S − T )a‖ ≤ ‖(S − T )‖

Hieraus folgt nach Definition der jeweiligen Basiselemente die Behauptung.

Bemerkung 14. Aus Satz ?? folgt insbesondere für A ⊂ L(H):

A ⊂ As ⊂ Aw
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Lemma 15. Es gilt für A ⊂ L(H):

A′ = A′w

Beweis. Sei T ∈ L(H). Es gilt T ∈ A′ genau dann, wenn für alle A ∈ A und
h, h̃ ∈ H gilt:

0 = 〈(TA− AT )h, h̃〉
= 〈TAh, h̃〉 − 〈ATh, h̃〉
= 〈TAh, h̃〉 − 〈ATh, h̃〉
= 〈TAh, h̃〉 − 〈Th,A∗h̃〉
= wAh,h̃(T )− wh,A∗h̃(T )

= (wAh,h̃ − wh,A∗h̃)(T )

Also gilt: A′ =
⋂
h,h̃∈H,A∈A ker(wAh,h̃ −wh,A∗h̃) und ist damit Abgeschlos-

sen bezüglich der schwachen Topologie.

Erinnerung 16. Auf einem Abgeschlossenen Unterraum A ⊂ H existiert
die orthogonale Projektion PA : H → A mit unter anderem PA(h) = h für
h ∈ A und PA(h) = 0 für h ∈ A⊥

Satz 17. Bikommutantensatz
Sei A eine ∗-Unteralgebra von L(H) mit 1, dann gilt:

A′′ = Aw = As

Bemerkung 18. Die Voraussetzung 1 ∈ A kann fallengelassen werden.

Beweis. Es gilt nach Satz ?? und Lemma ?? und ??
As ⊂ Aw ⊂ A′′w = A′′.
Bleibt zu zeigen:
A′′ ⊂ As

1. Sei also T ∈ A′′ und ein U ∈ τs gegeben mit T ∈ U , dann existieren
h1, ..., hn ∈ H und ε > 0, sodass (siehe Bemerkung ??):

BT,h1,...,hn,ε ⊂ U

Wir werden nun ein A ∈ A ∩ BT,h1,...,hn,ε finden, indem wir eine Folge
(Am)m∈N in L(H) ”konstruieren”mit:

lim
m→∞

(Amh1, ..., Amhn) = (Th1, ..., Thn)

Dies zeigt dann die Behauptung.
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2. Für gegebenes h ∈ H betrachten wir Ah := {Ah|A ∈ A}.
Es gilt AAh ⊂ Ah für alle A ∈ A, denn für alle h̃ ∈ Ah existiert ein
Ã ∈ A mit Ãh = h̃ da A eine Unteralgebra ist gilt auch AÃ ∈ A und
damit auch Ah̃ = AÃh ∈ Ah, also AAh ⊂ Ah
Insbesondere gilt also auch AAh ⊂ Ah und da A stetig ist auch AAh ⊂
AAh und damit:

AAh ⊂ Ah

Nun gilt also 0 = 〈AAh,Ah⊥〉 = 〈Ah,A∗Ah⊥〉 Also gilt A∗Ah⊥ ⊂
Ah⊥. Und da A = A∗ := {A∗|A ∈ A} gilt auch AAh⊥ = (A∗)∗Ah⊥ ⊂
Ah⊥ Sei PAh die orthogonale Projektion von H auf Ah, dann gilt für
g ∈ H:

PAhAg = PAhA(g − PAhg + PAhg)

= PAhA(g − PAhg︸ ︷︷ ︸
∈Ah⊥

) + PAhA(PAhg︸ ︷︷ ︸
∈Ah

)

= 0 + APAhg

= APAhg

und somit PAh
∈ A′

Wegen T ∈ A′′ gilt auch TPAh = PAhT und da 1 ∈ A gilt ist 1h = h ∈
Ah.
Also gilt:

Th = TPAhh = PAhTh ∈ Ah (3)

3. Wir betrachten nun L(⊕ni=1H) und definieren die Abbildung:
p : L(H)→ L(Hn), durch p(A)(h1, ..., hn) := (Ah1, ..., Ahn)
DaA eine ∗-Unteralgebra von L(H) mit 1 ist auch p(A) eine ∗-Unteralgebra
von L(⊕ni=1H) mit 1 = p(1). Als nächstes zeigen wir nun p(T ) ∈ p(A)′′.
Sei dazu S ∈ p(A)′, und sei πi : L(⊕ni=1H)→ H die orthogonale Projek-
tion auf den i-ten Faktor. Dann gilt für g ∈ H und alle i, j ∈ {1, ..., n}:

πiSπ
∗
jAg = πiSp(A)π∗j g = πip(A)Sπ∗j g = AπiSπ

∗
j g

Also gilt πiSπ
∗
j ∈ A′ und da T ∈ A′′ gilt auch:

TπiSπ
∗
j = πiSπ

∗
jT ∀i, j ∈ {1, ..n}
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Das ergibt nun für p(T ) und (g1, ..., gn) ∈ ⊕ni=1H

p(T )S(g1, ..., gn) = p(T )(
n∑
i=1

π1Sπ
∗
i gi, ...,

n∑
i=1

πnSπ
∗
i gi)

= p(T )
n∑
i=1

(π1Sπ
∗
i gi, ..., πnSπ

∗
i gi)

=
n∑
i=1

p(T )(π1Sπ
∗
i gi, ..., πnSπ

∗
i gi)

=
n∑
i=1

(Tπ1Sπ
∗
i gi, ..., TπnSπ

∗
i gi)

=
n∑
i=1

(π1Sπ
∗
i Tgi, ..., πnSπ

∗
i Tgi)

= (
n∑
i=1

π1Sπ
∗
i Tgi, ...,

n∑
i=1

πnSπ
∗
i Tgi)

= (π1Sp(T )g1, ..., πnSp(T )gn)

= Sp(T )(g1, ..., gn)

Also gilt:
p(T ) ∈ p(A)′′ (4)

Und nach Teil 2 folgt jetzt für (h1, ..., hn):

(Th1, ..., Thn) = p(T )(h1, ..., hn) ∈ p(A)(h1, ..., hn)

Es existiert also eine Folge (Am)m∈N in A mit:

lim
m→∞

(Amh1, ..., Amhn) = (Th1, ..., Thn)

und somit T ∈ As

Korrolar 19. Eine ∗-Unteralgebra A von L(H) ist also genau dann eine von
Neumann Algebra wenn eine der folgenden Äquivalenten Bedingungen gilt:

• A = A′′

• A = Aw

• A = As

Insbesondere gilt dann auch A = A, also ist jede von Neumann Algebra auch
eine C∗-Algebra
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