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Definition 1. Sei B eine Algebra und A C B dann heifit
A ={T € BIAT=TA VAe A}

die Kommutante von A. Wir schreiben A" statt (A") und A" statt (A”)
(Offensichtlich gilt (A”) = ((A")) = (A)").

Lemma 2. Fiir Teilmengen A, BB einer Algebra gilt:
. AcB=BCcWA
2. AcBsBCA
3. AcA”
4. A =A"

Beweis. 1. Fir T € B’ gilt TB = BT fiir alle B € B insbesondere gilt
also TB = BT fiir alle B€ AalsoT € A'.

2. Aus A C B’ folgt das fiir alle A € A und fiir alle B € B AB = BA gilt
also B C A’ Und umgekehrt genauso.

3. Es gilt A’ C A" und aus 2. folgt A C (A') = A”

4. Es gilt nach 3. A" C (A")” = A”. Und es gilt wieder nach 3. A C A"
und nach 1. folgt dann A" = (A") C (A) = A'.
[l

Erinnerung 3. Sei A eine Banachalgebra und A4, A € A.

e Eine Abbildung * : A — A mit *(A) := A* heilt Antilinearer Antiho-
momorphismus, falls fiir alle A, A € A und \ € C gilt:
1. (A4 A = A* 4+ A*
2. (AA)* = MA*antiliear
3. (AB)* = B*A*antihomomorph

e Eine Banachalgebra A mit solch einer Abbildung * nennen wir Banach-
x-Algebra.

e Ein Algebrenhomomorphismus ¢ : A — B zwischen Banach-x-Algebren
heiBt *-Homomorphismus, falls ¢p(A*) = (¢(A))* fur alle A € A erfiillt

ist und x-Isomorphismus, falls er zuséatzlich bijektiv ist.



Bemerkung 4. Im folgenden sei H stets ein komplexer Hilbertraum und
L(H) der Raum aller stetigen Operatoren H — H. Wir wissen, theore-
tisch dank Christians Vortrag, dass £(H) mit der Adjunktion eine Banach-
x-Algebra ist.

Definition 5. Eine x-Unteralgebra A C £(H) mit A = A” heifit von Neu-
mann Algebra.

Erinnerung 6. Ein Mafiraum (€, %, 1) heifit o-endlich, falls eine Folge
(Q2n)nen in P(£2) existiert, mit:

QlCQQCQ3C...

wobei p(€2,) < oo fiir alle n € N und:
Q=[]Jo
neN

Bemerkung 7. Man kann zeigen, dass jede kommutative von Neumann
Algebra auf einem seperablen Hilbertraum isomorph zu (L*°(€, 3, ) fiir
einen passenden Mafiraum (2, %, p1) ist.

Bemerkung 8. Sei (€2, %, 1) ein g-endlicher Mafiraum. Wir wissen, dass
L*((2, %, p)) ein Hilbertraum ist und werden nun L>(Q, 3, p) in LL*((2, X, 1))
einbetten. Fiir [f] € L>(Q, 3, ), definieren wir die Abbildung:

Dy L2((Q,5, 1) = L2((,5, 1)), [9] = [f9]

und hiermit definieren wir den *-Isomorphismus:

it L(Q, 8, 1) = i(L=(Q, 5, 1) € LLY((Q,5, 1)), [f] = g



Satz 9. i(L>(£2, X, 1)) ist eine (sogar kommutative) von Neumann Algebra.

Beweis. (L>®(€2, %, 1)) ist eine kommutative Banach-x-Algebra und da ¢ ein
«-Isomorphismus ist, ist auch i(L>(€, 3, 1)) eine kommutative Banach-x-
Algebra und ist damit insbesondere *-Unteralgebra von L£L*((Q,3, 1)). Wei-
ter zeigen wir die stérkere Aussage:

(L, 5, 1) = i(L(Q, 5, )’
Da ¢(L*°(2, X, 1)) kommutativ ist gilt bereits:
(L=, %, p) Ci(L(Q, 5, 1)
Fiir die andere Inklusion sei nun 7' € £LL?*(£2, %, 1) gegeben mit:
T = T (1)

fur alle [f] € L>(Q, X, p).
Seien 2, C € gegeben, mit Q = (J
1(2,) < oo fiir alle n € N.
Dann ist xq, € L*((©2, %, 1)) und wir setzen:

(9] = T([x.]) € L*((2, 5, 1) (2)

Wir zeigen jetzt [g,] € L°((2,%, ). Sei hierfiir g, € [g,]. Angenommen
es gibt ein £ C Q und 0 < u(F) < oo, sodass |g,| > ||T]| auf E. Dann
Xe € L*((, 2, 1)) (auBerdem gilt xar € L=®((2, 3, 1)) fiir alle M C Q) und

Q,,, wobei ; C )y C Q3 C ... und

neN

/Ign 2dp = /IgnIQXEdu /!gan! dp

= lgnxell2” = IT (XEra,) |12
< |IT(xe)||z2°

< IT1Ixel" = ||T||2/ dp :/ IT|[*dp
E E

also

Das aber ist ein Widerspruch zur Annahme, also gilt ||ga|lec < ||| bis auf
eine Nullmenge. Und fiir g, € [g,], mit g, # gn, gilt fir eine weitere Null-
menge N C Q [|gun]o\nloo = [|gnlloc < [|T]| bis auf eine Nullmenge. Also gilt
[gn] € L2((€2, %, 1)) und |[[gn]]| e < [|IT]]-



Fir m < n gilt:

[9nX2m] = T([Xamna.]) = T([xXam]) = [9m]

Hiermit kénnen wir nun ein [g] € L*((2,%, 1)) mit ||[g]||z < ||T]] durch
[9]a,] := [gn] definieren. Sei nun [f] € L?((2, X, u)) eine Elementare Funktion
mit Tréger in €2, (alle Elementaren Funktionen [f] € L*((92,X%, 1)) dann
gilt:

P ([f]) = l9f] = l9xa. f] = [gnf] = [f9n] = P(51([90])
= P(T([xa,]) = T( @i ([xe.]) = T([fx0.])
=T([f])

Da Q = |, oy Qi gilt dies fiir alle Elementaren Funktionen [f] € L*((Q, %, p)).
Und da die Elementaren Funktionen dicht in L?((2, %, i) liegen fiir alle
[f] € L2((Q, %, 1)) O



Bemerkung 10. Im folgenden bezeichnen wir mit 7 die Normtopologie auf
L(H) und fiir A C L(H) ist A der Abschluss von A beziiglich 7.

Definition 11. Auf £(H) definieren wir die schwache Topologie T, als die
Initialtopologie beziiglich der Abbildungen:

Wap: LH) - C, T — (Ta,b) a,beH
und die starke Topologie 74 als die Initialtopologie beziiglich der Abbildungen:
Se: LLH) = H, T—Ta acH

Bemerkung 12. Seinen T' € L(H), a,aq,...,apn,b,b1,...b, € H und € > 0
dann sind:

o Srape =15 € LH)||{(S—T)a,b)| <ce}
BT,a1 .... an,bi,....bp,g = {S c ,C(H)H((S — T)CL“bZ>| <e 1€ 17 ,n}

jeweils Elemente einer Subbasis und Basis von 7,

® Srae={5€ LH)[[(S—T)a| <e}
Bro..ane = 4{S € LA|I(S = T)vil| <& i€l,..n}

jeweils Elemente einer Subbasis und Basis von 7

Satz 13. Es gilt:
Tw CTs CT

Beweis. Seien a,b € H, mit ||a||, ||b]| <1 und T € L(H) gegeben, dann gilt:
(5 =T)a,b) < [[(S =D)Abll < [I(S = T)all < [I(S =T

Hieraus folgt nach Definition der jeweiligen Basiselemente die Behauptung.
O

Bemerkung 14. Aus Satz ?? folgt insbesondere fiir A C L(H):

Ac A cA”



Lemma 15. Es gilt fir A C L(H):
A=

Beweis. Sei T € L(H). Es gilt T' € A" genau dann, wenn fiir alle A € A und
hh e H gilt:

= ((TA— AT)h,
= (T Ah,h) —
= (T Ah, h) —
(TAh, h) — )
= wAh,h( ) — (1)

= (wAh,E - wh,A* )( )

h)

(ATh, h)
(ATh, h)
(Th, A*h

Also gilt: A" =, sen.aca ker(w yy, j — wy, 4.j,) und ist damit Abgeschlos-
sen beziiglich der schwachen Topologie. O]

Erinnerung 16. Auf einem Abgeschlossenen Unterraum A C H existiert
die orthogonale Projektion Pa: H — A mit unter anderem Py(h) = h fir
h € Aund Py(h) =0 fiir h € A+

Satz 17. Bikommutantensatz
Sei A eine #-Unteralgebra von £(#) mit 1, dann gilt:

Al=A" =4
Bemerkung 18. Die Voraussetzung 1 € A kann fallengelassen werden.

Eeweis. Es gllt nach Satz ?? und Lemma 77 und 7?7
A c A cA” =nQ.
Bleibt zu zeigen:

A c A

1. Sei also T' € A” und ein U € 7, gegeben mit T' € U, dann existieren
hi,...;h, € H und € > 0, sodass (siehe Bemerkung ?7):

,,,,,,

Wir werden nun ein A € AN By, ..
(Am)men in L(H) ”konstruieren” mit:

Hm (Aphy, ..., Amhn) = (Tha, ..., Thy)
m—r0o0

Dies zeigt dann die Behauptung.



2. Fiir gegebenes h € H betrachten wir Ah := {Ah|A € A}.
Es gilt AAh C AR fiir alle A € A, denn fiir alle & € Ah existiert ein
A € A mit Ah = h da A eine Unteralgebra ist gilt auch AA € A und
damit auch Ah = AAh € Ah, also AAh C Ah
Insbesondere gilt also auch AAh C Ah und da A stetig ist auch AAh C
AAR und damit:

AAR C AR

Nun gilt also 0 = (AAh, ﬂﬂ = (Ah, A*ﬂﬂ Also gilt A AR
AR Und da A= A* = {A*|A € A} gilt auch AAR = (A*)*EL C
AN Sei P die orthogonale Projektion von H auf Ah, dann gilt fiir
g e H:

P Ag = PA(g — Pag + Pazg)
= P Alg — Pig) + P A(P
Ah (g .Ahg> Ah ( Ahg)

cAn*t cAh

und somit Py, € A’
Wegen T' € A” gilt auch TPz, = P T und da 1 € Agilt ist 1Th=h €
Ap.
Also gilt:
Th = TPgh = Pg5Th e Ah (3)

3. Wir betrachten nun £(®? ;) und definieren die Abbildung:
p: L(H) — L(H"), durch p(A)(hq, ..., hy) := (Ahy, ..., Ahy,)
Da A eine x-Unteralgebra von £(H) mit 1 ist auch p(.A) eine x-Unteralgebra
von L(@ ;1) mit 1 = p(1). Als néchstes zeigen wir nun p(T") € p(A)".
Sei dazu S € p(A)’, und sei 7;: L(®F_H) — H die orthogonale Projek-
tion auf den i-ten Faktor. Dann gilt fiir g € H und alle 7,5 € {1,...,n}:

TS Ag = mSp(A)mig = mip(A)Smig = AmSmig
Also gilt m577 € A" und da T' € A" gilt auch:

TmSr; =mSm; T Vi,j€{l,.n}



Das ergibt nun fiir p(T") und (g1, ...,gn) € B H

p(T)S(g1, .., gn) = p(T)(Z T ST Giy - Z T ST ;)
i=1 i=1

=p(T) Z(mSﬂgi, ey TR ST Gi)

i=1

= Zp(T)(mSﬁgi, ey TR ST G;)
i=1

=1

= Z(mSﬁTgi, ey T ST T g;)
i=1

= (i mSt Tg, ..., i ST T g;)
=1 i=1

= (mSp(T)g1, .-, maSP(T) gn)
= Sp(T)(91, - 9n)
Also gilt:
p(T) € p(A)" (4)
Und nach Teil 2 folgt jetzt fiir (hq, ..., hy):
(Thy,....Thy,) = p(T)(h1, ..., hn) € p(A)(hy, ..., hy)
Es existiert also eine Folge (A,;)men in A mit:

lim (Amhl, ceey Amhn) = (Thl, ceey Thn)

m—o0

und somit 7' € A°

O

Korrolar 19. Eine *-Unteralgebra A von £(#) ist also genau dann eine von
Neumann Algebra wenn eine der folgenden Aquivalenten Bedingungen gilt:

o A= A"
o A=A"
o A=A

Insbesondere gilt dann auch A = A, also ist jede von Neumann Algebra auch
eine C*-Algebra



