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10. ﬂ'bungsblatt — Losungsskizze

Aufgabe

Aufgabe 41
= T:(D,|||r) =Y ist offen nach dem Satz iiber die offenen Abbildung fiir stetige Operatoren.
Da || |lx < |||z ist jede || - || x-offene Menge auch || - ||r-offen und somit ist D auch bzgl. || -||x
offen.

<: ist klar, da eine offene Abbildung eine ganze e-Kugel treffen muss, und somit (nach Linearitét)
alles.

Aufgabe 42

(a) Nach Voraussetzung ist T'(Bx) kompakt. Da die Norm stetig ist und somit kompakte Teilmen-
gen auf kompakte (insbesondere beschrénkte) Teilmengen von R abbildet, gilt also ||T|op < oo.

(b) Ist T invertierbar, so ist TT~! = idx kompakt, da die Menge der kompakten Operatoren ein
abgeschlossenes Ideal im Raum der beschrankten Operatoren bildet. Die Identitat ist aber
genau dann kompakt, wenn X endlich-dimensional ist.

Aufgabe 43

(a) Essei U :=span{e, :n € N} C 2(N) und z := > }_, wxe € U fiir ein n € N und 1,...,2, €

C. Dann gilt
n
21> = |zkl* < oo
k=1

und T'(x) := ) ZEegy. Folglich gilt

n

1 n
IT(@)* =) zlesl® < D el = Iz
k=1

k=1

und somit ist 7" auf der dichten Teilmenge U beschrénkt bzw. stetig mit ||7']] < 1. Also lésst
sich T stetig zu einem Operator T' € L(¢?(N)) mit ||T|| < 1 fortsetzen. Wegen ||T|| < 1 und
|T(e1)]| = 1 gilt auBerdem ||T|| = 1.



(b) Wir wollen Korollar V.1.4 benutzen, um zu zeigen, dass T kompakt ist. Nach diesem Satz
geniigt es eine Folge T}, von Operatoren von endlichem Rang zu finden mit lim,,_, [|7—T,| = 0.
Hierzu definieren wir fiir n € N den Operator T,, wie folgt:

1 falls k <
0 sonst.

Das Bild von T}, hat dann offenbar die Dimension n + 1 und somit ist 7T;, ein Operator von
endlichem Rang. Fiir = (21,22, ...) € £2(N) gilt auBerdem

Tn Tn+1
T(x)—"1T, ={0,0,0,0,...,0,—,0,——,0,...].
(IL‘) n(l‘) <7>77 aanaan+177 )

Hieraus erhalten wir unmittelbar die Abschétzung

2 > |951~c|2 > ‘xk‘Q 1 o 2 1 2
IT(@) = Ta(@)|? =D 55 < D5 = 5 > lawl < )
k=n k=n k=n

Folglich ist
1
”T - TnH < -
n

und daher lim,,_,« |7 — T,|| = 0 was zu zeigen war. Der adjungierte Operator 7™ ist definiert
durch

2 fall d
T*(en) = {nen/g alls n gerade
0 sonst.

Um dies einzusehen seien x = (21, 72,...),y = (y1,¥2,...) € £2(N). Dann ergibt eine kurze

Rechnung
—_ oo —_
x x
<$)T(y)> = <($171‘2u)7(07y1707%7)> :$2m+4?y2+ :ZM
n=0 "
sowie
x T4 —_ | T4Y2 o T2nTn
(T (2),9) = (02, 5o ) (o)) = 2o+ 8 4= Y 220,
n=0

Folglich gilt (x, T(y)) = (T*(x),y) fiir alle 2,y € ¢£?(N), woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 44

(a) Per Definition gilt R, (T") = (A=T)R\(T)R,(T'). AuBerdem gilt R\(T") = (u—T)R,(T)R\(T) =
(k—=T)RA\(T)R,(T) (die letzte Gleichung gilt, weil Inverse von Polynomen in 7" kommutieren).
Zusammen folgt Ry\(T) — R, (T) = (1 — N)RA(T) R, (T).

(b) Per Definition gelten Rx(S) = Rx(S)(A — T)Rx(T") und Rx(T') = Rx(S)(A — S)RA(T"). Somit
folgt RA(S) — RA(T) = Ra(S)(S — T)RA(T).



(¢) Fiir die Aquivalenz von (i) und (ii): Die Riickrichtung ist trivial. Fiir die Hinrichtung benutzen
wir R\(T) = (n — A\)RA(T)R,(T) + R, (T') und dass die kompakten Operatoren ein Ideal sind.

(d) Wenn T stetig ist, ist auch Aidx —7T stetig, und dann Ry(7") offen (Korollar der offenen Abbil-
dung). Ein offener Operator kann nicht kompakt sein, wenn dim X unendlich ist.

Aufgabe 45

Sei A € f(J) und a € J mit f(a) = A. Dann ist ((Aidx —T)(z))(a) = 0 fiir alle € X und deshalb
ist (Aidx —T¥) nicht surjektiv, d.h. f(J) C o(Ty). Gilt f(a,) = A, so auch f(a,) — A — 0 und
somit ist (77 — Aidx) ™! nicht beschrinkt (falls es existiert). Also liegt A in o(7T) und folglich gilt
f(J) Co(Ty). Sei nun A ¢ f(J). Dann ist d(X, f(J)) = € fiir ein € > 0 und somit gilt |A — f(a)| > €
fiir alle a € J. Folglich ist (T — Aidx)~! beschréinkt (durch 1) und daher A ¢ o(TY).

Aufgabe 46
Sei A ¢ f(M). Wir bemerken zunéchst, dass (Aidx —T)x = y genau dann gilt, wenn fiir alle m € M

die Gleichheit z(m) = Ag(n&) gilt. Da M kompakt ist, ist auch f(M) kompakt und deshalb gilt
d(X, f(M)) = € fiir ein € > 0. Folglich ist (Ty — Aidx)~! beschrinkt (durch 1). Sei nun A € f(M)
und m € M mit f(m) = X. Dann ist (Aidx —T)(z))(m) = 0 und deshalb ist (Aidx —T) nicht

surjektiv. Es gilt also die Aquivalenz:

A ¢ f(M) < (Nidx —T¥) bijektiv,

dh. o(Ty) = f(M).



