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5. ﬂbungsblatt

Prasenziibungen

Aufgabe P19
Es sei X ein normierter Raum und v: [a,b] — X stetig. Dann heifit x € X ein schwaches Integral
von -, falls

fiir alle stetigen linearen Funktionale A € X’ gilt. Ist dies der Fall so setzen wir fab'y(t)dt = x.
Zeigen Sie:

(a) Existiert ein schwaches Integral von v € C([a, b], X), so ist es eindeutig.

(b) Ist v: [a,b] — X stetig differenzierbar, existiert also

¥ () = lim = (1(¢ + ) — (1)

h—0

fiir alle ¢ € [a,b] und ist ¢ — +/(t) stetig, so existiert [”+/(t)d¢ fiir alle s € [a,b] und es gilt

Hinweis: Zeigen Sie zuerst (Aov)'(t) = A(7/(t)) fiir alle A € X'.

Aufgabe P20

Sind die folgenden Abbildungen offen, abgeschlossen, beides oder keines von beiden? Begriinden Sie
Thre Antwort!



Aufgabe P21
Sei d := {(an)nen|an = 0 fast iiberall} der Raum der K-wertigen abbrechenden Folgen. Fiir 1 <

p < oo sei auBerdem || - ||, die Norm auf d definiert durch
o0 1
l(an)nerilly :=( 3 lanl?)”
n=1
Identifizieren Sie die Vervollstdndigung des normierten Raums (d, || - ||,) mit einem Ihnen bekannten
Banachraum.

Bemerkung: Die Aufgabe zeigt die starke Abhangigkeit der Vervollstandigung von der Norm.

Aufgabe P22
Fiir n € N sei eine Quadraturformel @,,: C([a,b],R) — R gegeben durch

Z c,C t(n

fur (C](fn)>k ERundagtgn) <... <t$,:) <b.

(a) Zeigen Sie, dass
hm Qn(f /f (%)

fir alle f € C([a,b],R) gilt, falls supz \ck )] < 0o und die Gleichung (%) fiir alle Polynome
neN ;)

erfillt ist.

(b) Zeigen Sie, dass die obige Voraussetzung sup,cy Y py |c,(€n)| < oo erfiillt ist, falls

sup [|Qn(f)[| < oo
neN

fir alle f € C([a, b],R) gilt.

Aufgabe P23

Sei X ein Banachraum und T' € L(X). Zeigen Sie: Ist ||T|lop < 1, dann ist idx —T bijektiv und die
Umkehrabbildung ist linear und stetig, d.h., (idx —T)~! € L(X).

Aufgabe P24

Es seien X und Y Banachrdume. Auflerdem sei T € L(X,Y) surjektiv. Zeigen Sie, dass es eine
Konstante M > 0 gibt, so dass fiir jedes y € Y ein = € X existiert mit 7'(x) = y und ||z|| < M||y||.



