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Die Algebra wurde in ihrer Entstehung von der Suche nach einer Losung
der folgenden Probleme mafigeblich beeinflusst:

e Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal:

— Wiirfelverdopplung (Delisches Problem): Konstruiere zu einem
Wiirfel einen Wiirfel mit doppeltem Inhalt (also v/2)!

— Winkeldrittelung: Konstruiere zu einem Winkel der Gréfie ¢
einen Winkel der Gréfle £!

— Quadratur des Kreises: Konstruiere zu einem Quadrat (mit Kan-
tenlinge a) einen Kreis mit gleichem Flicheninhalt (also mit

Radius a//7)

— Konstruktion regelméafiger n-Ecke: Konstruiere den Winkel 2%!

e Auffinden exakter Losungsformeln fiir polynomiale Gleichungen: Zu
einem Polynom P(X) = X" + a, 1 X" '+ ... + ;X + ay, finde
einen (iterierten) Ausdruck in dem nur ay, ..., a,_1, deren Summen,
Produkte, Differenzen, Quotienten oder Wurzelausdriicke solcher vor-
kommen, so dass diese Ausdriicke genau die Nullstellen von P sind!



Diese Probleme (Konstruierbarkeit und Existenz exakter Losungsformeln)
kann man mit den Werkzeugen der modernen Algebra elegant und effektiv
16sen. Wir werden dies (zunéchst) an der Frage nach der Konstruierbarkeit
mit Zirkel und Lineal illustrieren.

Zentral hierbei ist es, das Problem der Konstruierbarkeit (welches ja ein
anschaulich /geometrisches zu sein scheint) zunédchst in ein algebraisches
Problem zu iibersetzen. Diesen Prozess nennt man Algebraisierung, den
wir hier im Weiteren kennen lernen werden.

Fiir die Entwicklung der modernen Algebra ist die Frage nach der Konstru-
ierbarkeit eher zweitrangig, die Frage nach der Existenz exakter Losungs-
formeln fiir Polynomgleichungen war hier viel entscheidender. Da die The-
matik bei diesem Problem etwas komplizierter ist werden wir (wenn iiber-
haupt) erst am Ende der Vorlesung hierauf eingehen kénnen.



Definition: Sei S C C = R? eine Teilmenge. Dann bezeichnet £(S) die
Menge der Punkte, die durch Iteration der folgenden Konstruktionen aus
S konstruiert werden konnen:

Sei Ge(S) die Menge der Geraden

durch mindestens zwei verschiede- c b
e ne Punkte a # b aus S. Dann ist z d

vy € L(S) fir v,n € Ge(S) &

mit y # 7.

Sei Kr(S) die Menge der Kreise
mit Mittelpunkt ¢ € S und Ra-

e dius |e —d| fiir d,e € S. Dann ist
YNk C L(S) fiir v € Ge(S) und
k€ Kr(9).

Fir k, A € Kr(S) mit k # \ ist
KN C L(9).




Im Folgenden wird es wichtig sein, dass die Menge £(S) eine algebraische
Struktur tréagt, die es erlaubt diese zu analysieren.

Aus den o.g. Konstruktionen leiten sich in bekannter Weise weitere Kon-
struktionen ab, wie Lot durch einen Punkt, Mitte zwischen Punkten, Par-
allele durch gegebenen Punkt, Winkelhalbierende. Damit beweisen wir
Satz: Ist {0,1} C S, so ist £(S) ein Teilkorper von C, es gilt also 0,1 €
£(S) und fiir a,b € (S) dass

1. a+be L(S) und —a € £L(S)
2. a-be L(S)und b1 € L(9) falls b #£ 0,
Beweis: Zunichst bemerken wir i € £(S) und a € £(S5) = @ € £L(S5).

e Esist a+bist der Schnittpunkt der Parallelen zu 0b durch a mit der
Parallelen zu Oa durch b. Aufierdem ist mit @ auch —a in £(S

s



e Wir werden die Behaptungen immer zuerst fiir reelle Zahlen zeigen:

Es zeigt die nebenstehende Kon-
struktion, dass falls p,q € £(S)NR
wir pg € £(S) N R haben. Schrei-
ben wir a = (z + iy), b = (2 + iw),
so sind x,y, z,w € £(S) und somit
auch

ab = (vz — yw) + i(zw + yz2).

Falls p € RN A(S) und p # 0, so ist
nach der nebenstehenden Konstruk-

tion und dem Strahlensatz % = ||wi||,

also p~1 = |w| € £(S). Damit folgt
aus

a ' =a(aa)™? \

dass a=t € £(9) fiir a € £(S).



Bemerkung: Offensichtlich hat der Teilkorper £(S) auBerdem die fol-
genden Eigenschaften:

Q C £L(9) (da Q der kleinste Unterkorper von C ist)
Q+iQ C L(S5) (dai € £L(9))
a € £(5) = Re(a) € L(S) und Im(a) € £(5)
a € L(S)=a=a—2Im(a) € £(9)
£(S)=4£(SUS)

Insbesondere folgt aus Q + 1Q C £(S), dass jeder Punkt aus C beliebig
gut durch konstruierbare Punkte approximiert werden kann.

Fine der wichtigsten Eigenschaften des Teilkorpes £(.5) ist die folgende.

Satz: Der Teilkorper £(.5) von C ist quadratisch abgeschlossen, d.h.
aus a € £(S) und b* = a folgt b € £L(S).

Beweis: Es sei a = re’® mit ¢ € [0,2r). Dann gilt b = /re”/? oder
b = /re'?> ) in jedem Fall liegt b auf der Winkelhalbierenden des
Winkels ¢. Da sich letztere konstruieren lasst geniigt es also zu zeigen dass

VT € L(S) fir r € RN L(S) mit r > 0.



In nebenstehender Konstruktion gilt
|z]* = | — 1] - r nach dem Satz des
Thales, also

2] = Vi € 4(S).

|
Der Begrift des Teilkorpers wird der zentrale Begriff in der Analyse der
oben genannten klassischen Probleme sein. Er ist dariiber hinaus eines
der wichtigsten Objekte in der Algebra. Deshalb erhélt er einen weiteren
Namen.

Definition: Sei E ein Korper und & C E ein Unterkorper. Dann heifit E
ein Erweiterungskorper von k. Ist A C E beliebig, dann setze

k(A) = ﬂ{F C F | F ist Teilkérper mit k C F und A C F'}.

Falls A = {ay, ..., a, } endlich ist, so schreiben wir k(A) auch als k(aq, ..., a,).

Wir werden gleich sehen, dass k(A) ebenfalls ein Erweiterungskorper von
k ist. Die Analyse der Beziehung von E zu k(A) und der von k(A) zu k

wird im Folgenden zentral sein.



Satz: k(A) ist ein Teilkérper von F, der k und A enthélt. Ferner gilt fiir
jeden Teilkorper F', der k und A enthélt dass k(A) C F.

Beweis: Es ist nur zu zeigen, dass k(A) ein Teilkorper von F ist. Es gilt
z.B.:

a,b € k(A) = a,b € F fiir alle Teilkérper F mit K C Fund A C F
= a+ b € F fir alle Teilkorper F' mit k C Fund A C F

=a+bek(A).
Die anderen Bedingungen folgen analog. |
Beispiel:
1. Ist E=C, k=Qund A = {i}, so ist

Qi) = Q+1iQ.
2. Ist E=C, k=Qund A= {2}, 0 ist
QV2)=Q+v2-Q

In beiden Fillen liegt dies daran, dass i = —1 und \/52 = 2 wieder in Q
sind. Dieses Phianomen machen wir wiederum zur Definition.



Definition: Sei F ein Erweiterungskorper von k. Dann sagen wir E ent-
steht durch Adjunktion einer Quadratwurzel aus k, wenn es ein
w € F gibt so dass w? € k und E = k(w).

Wir sagen E entsteht durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln, wenn es eine endliche Kette £k = Fy C Fy C ... C F,,, = E gibt,
so dass jedes F;y 1 aus F; durch Adjunktion einer Quadratwurzel entsteht.

Hiermit haben wir jetzt alle Begriffe zusammen, die wir bendtigen um
das Konstruierbarkeitsproblem durch die Beziehung der Kérper Q(S) und
£(S) zu beschreiben. Beachte zunéchst, dass Q(S) C 4£(S) und dass
£(S) = £(SUS), wobei S := {Z | 2 € S} (komplexe Konjugation von S).

Wir benotigen zunichst noch einen Hilfssatz (Beweis in dem Ubungen).

Lemma: Ist k C C ein Teilkérper mit k = k, so gilt
1. Sind v,n € Ge(k) und v # n, soist yNn € k.

2. Ist v € Ge(k), k € Kr(S) und z € vy N k, so gibt es ein w € C mit
w? € kund z € k(w).

3. Sind k, A € Kr(S), Kk # A und z € Kk N A, so gibt es ein w € C mit
w? € kund z € k(w).



Satz: Sei S C Cmit 0,1 € S. Setze F' := Q(SUS). Dann sind dquivalent:
1. Esist z aus S konstruierbar, also z € £(.5).

2. Es gibt einen Teilkorper £ von C, der z und F' enthélt und der aus
F' durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

Beweis: 2.=1.: Es gibt eine Kette
F=FRCPhC.CFE,=E mit Fy=Fw.)firw,, €F

so dass z € E. Da £(.5) quadratisch abgeschlossen ist und Fy C £(.5) gilt
wy € £(9), und damit Fy = Fy(wy) € £(S). Mit dem gleichen Argument
sieht man wy € £(S5) und Fy C £(5) und iterativ dann a € E C £(S5).

1.=2.: Wir betrachten zunéachst einen der elementaren Konstruktionsschrit-
te. Ist z € y Ny mit v, n € Ge(S), so ist z € F} .= F.

Ist 2z € YNk oder z € KN A, so ist (nach dem vorigen Lemma) z € F(w)
fiir ein w € C, da F = F nach Voraussetzung. Insbesondere ist dann auch
z € F = (F(w))(w) und Fy = F.

Eine Induktion nach der Anzahl der Konstruktionsschritte zeigt dann die
Behauptung. |



Satz: Sei S C Cmit 0,1 € S. Setze F' := Q(SUS). Dann sind dquivalent:
1. Esist z aus S konstruierbar, also z € £(S).

2. Es gibt einen Teilkorper £ von C, der z und F' enthélt und der aus
F' durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

Mit diesem Satz haben wir das Konstruierbarkeitsproblem vollstédndig in in
rein algebraisches Problem tibersetzt. Wir werden nun einen ersten Versuch
unternchmen, das algebraische Problem zu 16sen, indem wir einer Kérperer-
weiterung eine (sehr grobe aber fundamentale) Invariante zuordnen.

Lemma /Definition: Ist E ein Erweiterungskorper von k, so ist E (mit
der Einschrankung der Korperoperationen) ein Vektorraum iiber k. Wir
bezeichnen mit

|E : k]

die Dimension dieses Vektorraums und nennen diese auch den Grad von
E iber k.

Beweis: Die Korperaxiome implizieren die Vektorraumaxiome. |



Beispiele:
e R ist Teilkdrper von C und es gilt [C : R| = dimg(C) = 2.
e Da R iiberabzihlbar ist kann [R : Q] nicht abzdhlbar sein.

Satz: E : Erweiterungskorper von k mit 1+ 1 % 0. Dann sind dquivalent:
1. [E:k]=2

2. E entsteht aus k£ durch Adjunktion einer Quadratwurzel, die nicht
schon in k liegt.

Beweis: 1.=2.: Sei o € E\k. Dann ist {1, a} eine k-Basis von E. Insbe-
sondere existieren p, q € k so dass

o’ +patqg=0

Mit w = a+ 5 ist w? € k, und E = K(a) = K(w) zeigt die Behauptung.
2.=1.: Ist E = k(w) mit w? € k, soist F = {x +wy | z,y € k} ein
Teilkorper (vgl. Konstruktion von C aus R) von E, der k und w enthélt.
Also gilt F' = F und offensichtlich ist dimy(F') = 2. H



Um die Invariante des Korpergrads jetzt mit der vorigen iterativen Kon-
struktion von Zwischenkorpern

F=FKCFHC..CF,=FE

in Verbindung zu bringen miissen wir wissen, dass sich der Grad mit Zwi-
schenkorpern vertragt.

Satz (Gradformel): Sei F' ein Teilkérper von E und k ein Teilkorper
von F'. Dann ist k ein Teilkorper von E und es gilt

|E . kl=[E:F]-[F:E|.

Falls [F': k] und [E : F] endlich sind.

Beweis: Esist £ = F" als F-Vektorraum und F' = k™ als k-Vektorraum.
Also gilt
E=F"= (k™"

als k-Vektorraum. Also gilt dimy(E) = nm. H



Korollar: Entsteht E aus k durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln, so gilt
|[E : k] ist eine Potenz von 2.

Korollar: Ist k = k C C Teilkorper und z € C aus k konstruierbar, so
gilt
[k(z) : k] ist eine Potenz von 2.

Leider ist die Umkehrung dieses Korollars im Allgemeinen nicht richtig,
man kann hieraus also nur ein Kriterium fiir die nicht-Konstruierbarkeit
ableiten. Dariiber hinaus liefert es auch nur dann ein Kriterium, wenn man
[Q(SUS) : Q] auf irgendeine andere Weise berechnen kann. Wir
werden beide Sachverhalte im Laufe der Vorlesung erortern.

Abschlieflend sei noch erwéhnt, dass die Auflésbarkeit von Polynomglei-
chungen auch durch eine Korpererweiterung entschieden werden kann. Die
[nvariante (diec Auflésbarkeit der assoziierten Galois-Gruppe) ist
hier jedoch deutlich komplizierter.



Wir fassen die zuvor genanten Probleme noch einmal in der neuen Sprache
Zusammen:

e Delisches Problem: Ist v/2...
e Winkeldrittelung: Fiir welche ¢ ist eis ...

e Quadratur des Kreises: Ist % (Aquivalenter Weise m)...
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e Regelmassige n-Ecke: Ist e ...

...in einem Teilkorper von C enthalten, der aus Q durch sukzessive Adjunk-
tion von Einheitswurzeln entsteht?

Bemerkung: Man kann z.B. mit reletiv elementaren Mitteln zeigen, dass
Q(7) : Q] = oo. Daraus folgt dann insbesondere auch, dass 7 nicht in
einem Teilkorper von C enthalten ist, der aus Q durch sukzessive Adjunk-
tion von Einheitswurzeln entsteht, da in diesem Fall [Q(7) : Q] < oo gelten
wiirde. Es ist also die Quadratur des Kreises unmoglich.



Nachlesen kann man dies hier alles unter [LLO7, Kapitel 1].
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