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12. Ubungsblatt

Prisenziibungen

Aufgabe P33

Sei f: U — R3 glatt. Nach Satz IV.1.3 ist fiir jede lokale Parametrisierung F, von So die Abbil-
dung F2_1 o f glatt. Nach Satz [V.1.6 ist nun auch F};, Lo f o Fy fiir jede lokale Parametrisierung
von Sp glatt, was dquivalent zur Aussage ist.

Die durch eine orthogonale Matrix A dargestellte lineare Abbildung f : R? — R% 2 — Az ist
als lineare Abbildung glatt und iiberfiihrt S? in sich (warum?). Wenn wir S? mit den Flichen S;
von eben identifizieren, so sehen wir, dass auch f|g2 glatt ist.

Aufgabe P34
Wir rechnen nach, dass fiir alle (z,y) € U gilt:

1 0
Dfwyy =\ 020 oel ]
Faw) ( % (2.y) 22 (2) >

Demnach gilt fiir p € S mit p = (x,y, ¢(x,y)):

1 0 a
b
T,S = Dfz,)(R) = spang { ( W&y)) , <g§(1 7y)>} — {(agi(x’y)+b%;(m7y)> | a,be R}.

Fiir beliebige u, v, w,z € R berechnet sich nun die erste Fundamentalform am Punkt p folgen-
dermafien:

9p<<ug( y)+v ;(zy)> (wgzi(z,y)ﬂgi(x»y)))

2 2
= uw - (1 + (:U,y)) ) + (uz +vw) - ?i(x,y)?g(@y) + vz - <1+ <§;(x,y)> ) :

1 0
In der Basis (( 900 ) , ( ! >> von T, lésst sich g, also durch die Matrix

el

Q.')‘@
SRS

1+ (2w) R
2
S (x5 (@,y) 1+ (52(e.y)

darstellen.

Aufgabe P35

Sei p € S? beliebig und f wie in der Aufgabenstellung. Sei ferner 7 : (—¢,e) — S? eine glatte
parametrisierte Kurve mit v(0) = p und §(0) = X € T,S%. Da f eine lineare Abbildung ist, gilt

d d
—7|t=0 = A(X).
2 oNl=0 = Azl = A(X)
Damit ist Tp,f = Alp,ge : T,S? — TapS?. Da A eine orthogonale Matrix ist, ist A von vollem
Rang und somit gilt tatséichlich T, f(1,S?) = T4,S?, d.h. T, f ist surjektiv.



Hausiibungen

Aufgabe H31

1. Wir miissen zeigen, dass f glatt und bijektiv ist und eine glatte Umkehrabbildung be-
sitzt. Nach Aufgabe P34 kénnen wir S durch die Abbildung Fi(z,y) = (z,y,¢(x,y))
parametrisieren, ferner beschreiben wir Sy durch Fy(z,y) = (z,y,0). Dies ist wirklich
eine Parametrisierung, da die Komponentenfunktionen glatt sind und die Jacobi-Matrix
stets Rang 2 besitzt. Insbesondere sind die F; : U — §; fiir ¢ = 1,2 Hom6éomorphismen,
wobei die Umkehrfunktionen durch Fy *(x,y, 2) = (x,y) = F; ' (2,y, 2) gegeben sind. Wir
kénnen daher f = Fbo Ffl schreiben. Nach Satz IV.1.3 ist f als Komposition glatter
Abbildungen selbst glatt. Aufserdem ist f als Komposition bijektiver Abbildungen selbst
bijektiv. Die Umkehrabbildung ist durch f=! := Fj o F{1 gegeben, da

fof—l :F20F1710F10F271 :id:FloF2710F20Ffl :f_lof.
Da f~! schlieflich eine Komposition aus glatten Funktionen ist, ist f ein Diffeomorphismus.

2. Sei p € S; beliebig und f wie in Teil (1). Sei ferner v : (—¢,e) — Sj eine glatte
parametrisierte Kurve mit 4(0) = p und 4(0) = X € T,,5;. Da wir aus Teil (1) wissen,
dass Fp o I} 1 — f ist, rechnen wir mit der Kettenregel

d

d _ _ _
%(fO’YNt:O = — (FyoF} 'ov)|i=0 = Dug Fo(Fy 1 (X))oDyo Fy H(X) = (X1, X2,0)".

A f(X) = -

Die Kettenregel konnen wir hier anwenden, da F> und F} ! auf offenen Teilmengen eines
R™ definiert sind.

1 0
Alternativ kénnen wir die in Aufgabe P34 bestimmte Basis (( 0 > , < o - >> von

g (CE y)
oz ’
1 Fl (w,y)S benu‘ zen und dlrekl ausrechnen, daSS

ol (gt ) =i b0 () =00 (F) = ()
et ((s50)) = 0 (o)) = 50 () = (8)

Y

und

gilt.

Aufgabe H32

1. Es ist klar, dass f stetig ist, da f stetig in seinen Komponenten ist.

Eine beidseitige Umkehrfunktion f~!: S, — I x ]0, 27| von f ist gegeben durch

((8) = <c_1 ((Ve77)) s awccos <cl (c! ((uVW)))» |

w




Die Umkehrfunktion ¢! : ¢(I) — I von cist glatt, was aus dem Satz iiber die Umkehrfunk-
tion zusammen mit der Tatsache, dass ¢ injektiv und glatt ist und dass Dc(,) = 0 fiir alle
x € I gilt, folgt. Somit ist ¢! insbesondere stetig. Daraus wiederum folgt, dass f~!
stetig ist, da f~! komponentenweise durch Verkniipfung und Multiplikation von stetigen
Funktionen entsteht. Insgesamt folgt, also, dass f : I x]0,27[ — S, ein Homomorphismus

ist.

2. f ist glatt, da ¢, co und die trigonometrischen Funktionen glatt sind und somit alle par-

tiellen Ableitungen der Form
stetig sind.

g;:;yf}; (x,y) fir n,m € N und ¢ € {1,2,3} existieren und

Die Jakobi-Matrix Dy, ,f fiir x € I, y € ]0,2n] ergibt sich zu

ofi 9fi
o 5

D(fc,y)f = 87«2 72 =
ofs  ofs
ox oy

di(x)-cos(y) —ci(x)-sin(y)
d(x)-sin(y)  er(x) - cos(y)
ch(z) 0

Wir bemerken, dass D(,,)f immer vollen Rang hat, da fiir alle y € ]0,2n[ gilt, dass

cos(y) — sin(y)

Y
det (sin(y) cos(y)

) =1, und fir alle z € I gilt, dass ¢} (z) # 0 oder c,(z) # 0, und es somit

keine a,b € R mit a # 0 und b # 0 gibt, sodass

¢y (z) cos(y)
¢} (z) sin(y)
cp()

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass

)or

—c1() sin(y) 0
S5 = (8).

f eine lokale Parametrisierung mit Bild S, ist.

Somit ist S, insbesondere eine regulére Fliche.

3. Sei p € S, gegeben. Dann wéhlen wir (x

,y) € I x 0,27, sodass p = f(z,y). Nach Satz

IV.1.11 aus der Vorlesung ist dann 7,5, = (D(x7y)f) (R). Mit Aufgabenteil 2 erhalten wir

dann, dass

¢ (x) cos(y)
T,S. = spang { (

1
¢} (z) sin(y)
ch(x)

) (

—ci1(z) sin(y)
c1(z) cos(y)
0

ach (z) cos(y)—ber (z) sin(y)
> } = { (ac'l (x) sin(y)+bcy (z) cos(y)

ach(x)

>€]R3 | a,bGR}.

4. Sei fiir gegebenes p € S, wieder (z,y) € I x |0,2x[, sodass p = f(z,y). Dann berechnen

wir fiir beliebige u, v, w, z € R:

a ((

uc] (z) cos(y)—ver () sin(y)
uc] (z) sin(y)+ver (z) cos(y)
uch(x)

)

wc (x) cos(y)—zc1(x) sin(y)
wc) (x) sin(y)+zc1 (x) cos(y)
wch (x)

))

— (uc) () cos(y) — ve () sin(y)) - (wel () cos(y) — 21 (z) sin(y))
+ (ucy (z) sin(y) + ver (x) cos(y)) - (we) (z) sin(y) + zeq (x) cos(y))

+ uchy(x)wch(x)

= uw|(c} (x))® + (ch(2))*] + vz(c1(2))

¢} (z) cos(y)
c} (z) sin(y)
cp(2)

—ci1(z) sin(y)
c1(z) cos(y)
0

In der Basis ((

dargestellt.

)

((6’1(56))2 + (cy(x))?
0

2

>> von 1,5, wird g, also durch die Matrix

(@ (93))2>



5. Fiir gegebenes p € S. sei wieder (x,y) € I x ]0,2n[, sodass p = f(z,y). Wir definieren
N, € R3 folgendermafien:

- c/1 (z) cos(y) —c1 (a:) sin(y) _C,Q (x)cl (5’7) COS(y)
Ny = (C'l(l“) Sin(y)) X < c1(z) cos(y) ) = ( 5(@)e1(z) Sin@))
ch(x) 0

i (@)er(z)

cy(z) cos(y) —ci1(z) sin(y) ~ n
Da <<c’1(x) sin(y)> , < c1() cos(y) )) eine Basis von T},S. ist, ist dann N, € (7,S.)™ \ {0}.

ch(x) 0
Nun definieren wir N, € S? folgendermafen:
N 1 N 1 < —c, (x)) Cos((y)) >
= = —ch(x) sin(y .
TN V@@ + (@) N g

Nun definieren wir N : S, — S%,p — N,. Wir haben gezeigt, dass dann N ein Einheit-
snormalenfeld ist.

Es bleibt zu zeigen, dass N eine glatte Abbildung ist. Sei dafiir p € S, und z,y mit
p = f(r,y) wie oben. Da Dc(,) # 0 gilt, ist entweder ¢j(z) # 0 oder ch(x) # 0. Wir
betrachten zunéchst den Fall, dass ¢h(x) # 0. Da ¢, : I — R stetig ist, gibt es dann eine
offene Umgebung U C I um z, sodass fiir alle u € U gilt, dass c¢y(z) # 0. Somit gilt fiir
alle (u,v) € U x ]0,2x[, dass Ny, ) # (0,0,1)". Nun sei ¢! : R? — S\ {0} die lokale
Parametrisierung, die das Inverse der Abbildung ¢ aus Aufgabe H30 ist. Nun rechnen wir
nach, dass fiir alle (u,v) € U x |0, 27[ gilt:

N ( 1 (—céix))c?s((%)))

AN = T T @@ \

- h(z) ( cos(y) )
& (@) — /(@) + (@) \ W)

Somit ist po N o f: U x ]0,27[ — R? glatt und somit ist N glatt nahe p.

Im Falle, dass ¢} (z) # 0 gilt, ersetzen wir einfach ¢ durch die Abbildung

(ﬁ:SQ\{(l,O,O)t}%RZ, (x,y,2) — <13x71ix>'

Danach fahren wir fort wie im ersten Fall, wobei wir iiberall ¢, durch ¢} ersetzen.

Insgesamt erhalten wir, dass N fiir jedes p € S, glatt nahe N ist und somit, dass N eine
Orientierung von S, ist.

Aufgabe H33

1. d ist glatt, da cos und sin glatt sind. Zudem ist d injektiv, da eine inverse Funktion
d=': d(]0,2x[) — ]0,2n[ gegeben ist durch d~' ((%)) = arcsin (2). Es ist weiterhin klar,
dass fiir alle z € ]0, 27| gilt, dass —1 < cos(z) und da 0 < r < R also di(x) > 0. Weiterhin
gilt fiir alle z € )0, 27 [:

Di = (T2)
und somit Dd . # 0.



2. Fiir p € Sg mit (z,y) € (]0,27[)? sodass p = f(z,y) und fiir a,b € R gilt:

ad’y (z) cos(y)—bdy (x) sin(y)
Wp < ( ad’) (z) sin(y)+bd1 (z) cos(y) ) >

ad(x)
ad’) (z) cos(y)—bdy (x) sin(y)
= —de < ( ad} (z) sin(y)+bd1 (x) cos(y) ) >
ady(z)

di () cos(y) —dq () sin(y)
= —a- de ((dﬁ(l’) sin(y) )) —-b- de << di(z) cos(y) ))
dy () 0

d | N <<zlll ((:Jc+t)) cos((y)) >) . d | N <((Cill ((ac)) cos((ert)) )>
= —a - — |4— x-+t) sin — b — |}— x) sin(y+t

e "=° ' do(z+t) ! e "=° N (:c)y

d — cos(z+t) cos(y) ! d — cos(z) cos(y+t)
= —q - — |— — t) sin — 0 — |t= — in t

o g oo (D ) b e (S )

—sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y)

=a- | —sin(@)sin(y) | +b- | cos(z)cos(y)
cos(z) 0

3. Fiir p € Sg mit (z,y) € (]0,27[)? sodass p = f(x,) und fiir u,v,w, z € R rechnen wir:

ud) (z) cos(y)—vd1 (x) sin(y) wd (z) cos(y)—zdy () sin(y)
[Ip ( <ud’1 (z) sin(y)+vds (z) cos(y) > , < wd (z) sin(y)+2d1 (z) cos(y) ) >

udy(z) wdy ()
ud) (x) cos(y)—vdi (z) sin(y) wd (z) cos(y)—zdy () sin(y)
= gp (W ( ( ud) (z) sin(y)+vdi (x) cos(y) ) > , ( wd (z) sin(y)+zdy (z) cos(y) > )
udf () wdh (x)
—u sin(z) cos(y)—wv cos(z) sin(y) wd (z) cos(y)—zdy () sin(y)
= gp < ( —usin(x) sin(y)~+wv cos(x) cos(y) ) , ( wd) (z) sin(y)+zdy (z) cos(y) > )
u cos(x) wdh ()

=u-w-r+v-z-di(x)-cos(x)

=u-w-r+v-z-(R+7r-cos(z)) - cos(x)

d (z) cos(y) —dy sin(y)
In der Basis <<d’1(w) sin(y) > ; ( dy cos(y) >> von T,Sg lasst sich I, also durch die Matrix
dy(x) 0

<8 (R+r- cos(zm)) : cos(x))

darstellen.



