Ubung zur Analysis 2, SS 2010

Ubungsblatt zu Pfingsten

Aufgabe P1 (7P)

Sind die folgenden Aussagen jeweils wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Ant-
wort.

Integration:

1. Sei f: R — R. Wenn f auf [a,b] Riemann-integrierbar ist fiir alle —oco <
a < b < 00, so existiert das uneigentliche Integral [~ f(z)da.

2. Die Menge R der Riemann-integrierbaren komplexen Funktionen auf [a, b]
ist eine Algebra.

3. Ist g() : [a,b] — R stetig, so ist G(x) = [ g(t)dt beliebig oft differen-
zierbar.

GleichmiBlige Konvergenz: Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f,, : R —
C, und die Reihe > >° | f,(z) konvergiere gleichméfig auf R.

1. Sei z € R. Falls lim;_,, f,,(t) = A, fiir alle n, so auch lim;_,, ZZOZI fu(t) =
D onct An-

2. Die Folge (fn)nen konvergiert gleichméBig auf R.
Fourier-Reihen:

1. Fiir die Fourierkoeffizienten ¢, (f) = [ f(z)e™"™* dx zweier integrierba-
rer, 2w-periodischer Funktionen f, g gilt

cn(f+9) =calf) tenlg) uwnd  cn(f-g) = culf) cnlg).

2. Ist f : R — C 2m-periodisch und Riemann-integrierbar auf [—m, 7] und
kann man f auf R in eine Potenzreihe um 0 entwickeln, so konvergiert die
Fourierreihe von f auf ganz R gegen f.

Aufgabe P2 (8 P)

Fiir a € R betrachten wir die Potenzreihe Z:;o anx™, wobei

- <z) :: HZLI—:E}(_Oi;z) _ala—1)- n'(a 1)

1. Zeigen Sie, dass diese Potenzreihe fiir alle z mit |z| < 1 kovergiert.
Hinweis: Das geht z.B. mit dem Quotientenkriterium.




2. Zeigen Sie, dass die Grenzfunktion f : ]-1,1[ = R, f(z) = >,° apz"
stetig differenzierbar ist, und die Gleichung

erfiillt.
Hinweis: Berechnen Sie die Potenzreihen-Entwicklung von af(x) — 2z f'(x)
und vergleichen Sie diese mit der von f/(z).

3. Zeigen Sie, dass f(z) = (1 4+ ) fir |z| < 1 gilt.

Zusatzaufgabe (0 P): Zeigen Sie, dass F(x,t) = (1 — 2zt 4 t2)~ = fiir fixes
x € R als eine Potenzreihe in t geschrieben werden kann, dass also fiir jedes
feste z € R

Fz,t) =Y pu(z)t"
n=0

fiir ¢ in einer Umgebung von 0 gilt. Berechnen Sie po(z), p1(z) und ps(z) und
zeigen Sie, dass diese mit den ersten drei Legendre-Polynomen iibereinstimmen.

Aufgabe P3 (9 P) — Unendliche Produkte
1. Zeigen Sie, dass Y -, 2" = /(1 — z). Was ist der Konvergenzradius der
Reihe?
2. Zeigen Sie, dass
|log(1+ z)| < 2|z| fiir alle z € [, 3].

Hinweis: Betrachten Sie die Potenzreihe fiir log(1 + x), und vergleichen
Sie diese mit der Reihe aus Teil 1.

3. Die Reihe > >° | |a,| konvergiere. Sei

N
pv = [t +an) = (1 +a)(l+az)--(1+ay) .

n=1
Zeigen Sie, dass der Grenzwert limy_, o py existiert.

Hinweis: Fithren Sie das Problem mittels log(x) auf eine unendliche Reihe
zuriick. Zeigen Sie, dass es ein M gibt, so dass |ag| < % fiir alle K > M.

Bemerkung: Diesen Grenzwert nennt man auch das unendlich Produkt

(oo}

H(l +ay) = A}gnoopN .

n=1

4. Sei ¢ € R mit |g| < 1. Zeigen Sie, dass [[,- (1 — ¢") existiert.



