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Hauptfaserbindel (HFB)
@ (U))icw offene, lokal endliche Uberdeckung von M, U;
kompakt
e g;i:UnU —aG Ubergangsfunktionen, also
] g,j(X) . gjk(x) . gk,'(X) =1firx e U,‘ N Uj n Uk

o gi(x) =1firx € Ui (& g;(x) = gi(x)~" fur x € U;N Uj)

Im Folgenden: Hauptfaserbindel (HFB) immer gegeben durch
G=(gj:UnU — G)ijen
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Beispiele von Hauptfaserbindeln

Beispiel (Rahmenbindel)
M endlichdim. MFK mit Karten ¢; : U; — ¢(U;) C R"
gi:= Uiy xe dgiog ) (gj(x)) € GLa(R)
@ d(ypjo <pjf1) ~d(pjopr) - d(pkop: ') =1 (Kettenregel)
® d(piop; ') =d(idy) =1

Weitere Beispiele
@ Homogene Raume (auch co-dimensional)
@ Biindel von Operatoren auf Hilbertraumen
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Aquivalenzen von Hauptfaserbiindeln

Beobachtung

Gegeben:
@ HFBG = (gj: UinU; — K)jjen
@ Abbildungen (f; : Ui — G)jen
= hj(x) = £71(x) - gy(x) - (%)
definiert neues HFB 'H

Biindelaquivalenz (BA)
Zwei HFB

G=(9j: UnUy — Gijen, H = (hj: UinU — G)jjen
heiBen dquivalent, falls eine Biindeldquivalenz (BA) existiert,
also F = (fi : Uy — G)jen mit

hi(x) = £71() - gy(x) - fi(x)-
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Problemstellung

Definition (Stetige/glatte HFB und Aquivalenzen)
Ein HFB

g = (g,-j Uin Uj — G)i,je]N
ist stetig/glatt, falls alle g; stetig/glatt sind. Eine BA
F:=(fi: U — G)ien

zwischen stetigen/glatten HFB ist stetig/glatt, wenn alle f;
stetig/glatt sind.

Existiert zu jedem stetigen HFB ein aquivalentes glattes HFB
und zu jeder stetigen BA von glatten HFB eine glatte BA?
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Bekannte und neue Resultate

Antwort (klassisch)

Ja, falls dim(G) < oo : HFB gegeben durch klassifizierende
Abbildung M — BG, BA durch Homotopie

~ glatte Struktur auf BG und Glatten von Homotopien

BG hat i.A. keine glatte Struktur, nur in Ausnahmefallen, z.B.
falls dim(G) < oo oder G = Diff(N). Deshalb ist dieser Zugang
i.A. nicht moglich!

Ja, auch falls dim(G) = oo : HFB und BA gegeben durch
gruppenwertige Abbildungen, die man besser glatten kann.
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Hauptwerkzeug

G lokalkonvexe Lie-Gruppe

M parakompakte MFK,
dim(M) < oo

A C M abgeschlossen,
UC M offen, f: M — G
stetig, glatt auf A\U

= 3f: M — G stetig, glatt
auf Aund f = f auf M\U

-+ Kontrolle auf kompakten
Mengen
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Glatten von stetigen Bindelaquivalenzen

Gegeben: glatte HFB
G=(95:UnU — G)ijen
H = (hj: UinU; — G)ijen
(also alle gj, h; glatt) und stetige BA
F=(fi: U — Glien
(also alle f; stetig mit h; = f - gji - )

Gesucht: glatte Abbildungen f : U; — G mit hj = Af;” - Gjj 7, J

Problem: beim Glatten muss hj; = " gj- erfullt werden! J
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Die Induktionsidee

AUfU,‘ﬂUjZ h’!:~_1g’l?] & Z:glj};hﬂ

= Benutze?,- = gj 7‘; - hjj, um?} firi=1,2,... induktiv zu
definieren.
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Beschreibung der Induktion

Sei f. fiir i < k definiert.

Dann wird f,
@ auf Uk N Ui<k Ui durch
?k = gk,--7;‘hik I

definiert,

@ “nahe” oU; auf fx
abgeéandert,

@ durch f auf U\ U, Ui
fortgesetzt

@ und schlieBlich geglattet.

Problem

Dabei Wird?k = Oki 7, - hix
‘nahe” 0U; verletzt!
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Der Sicherheitsabstand

“Sperre” den Bereich, in dem 7k = Ok 7, - hix nicht gilt in einen
“Sicherheitsabstand” ein, der “nahe” OU; ist.

| A\

Beobachtung

(Vi)iew offene Uberdeckung von M, V; C Ujund f/ : V; — G
glatt mit ; = gj - £/ - hj auf Vin V;

= fe(X) = Gui(x) - F/(X) - hye(x) fir x € U N0V,
definiert glatte BA

v

BA durch Werte auf feinerer Uberdeckung eindeutig bestimmt! J
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Der Sicherheitsabstand

@ wahle (Vi)ien mit
Vi C U

@ garantiere

fo=gki- i - hix
auf Vy NV,

@ nach Konstruktion aIIer?,-
definiere

i=1l,

~ liefert glatte BA, eindeutig
bestimmtdurch f/ : V; — G
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Technische Schwierigkeiten

Wo sind die Schwierigkeiten in der Konstruktion?
° Bedingung?,- = gj Af; - hjj
@ Fortsetzung von Ux N ;. Ui nach Uy

) Sicherhfitsabstand
@ blende fy (auf Ux N ;. U;) nach fy (auf Ui\ ;. U;) tiber

e durch Konvexkombination von fi - f.' auf1 (G ist
lokalkonvex) _

e Kontrolle auf kompakten Mengen beim Glétten ~~ fi - f,~ !
hat Werte in fester “konvexer” 1-Umgebung

Nur elementare Topologie verwendet! J
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Glatten von Hauptfaserblindeln

Gegeben: stetiges HFB
G=(95:UnUy — G)jjen

Gesucht: glattes HFB
H = (hj: UinU — G)jjen
(also hj; - hy - hg; = 1) und stetige BA
F = (fi: Uy — Gien
(also hj =~ g;-f)

= hi = hyj - hj
~ gleiche induktive Konstruktion mit geeigneter Ordnung auf
Tupeln (k,i) € N x N
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@ Zu jedem stetigen HFB existiert ein aquivalentes glattes
HFB.
@ Zwei glatte HFB sind genau dann glatt d4quivalent, wenn
Sie stetig dquivalent sind.

@ Beweis durch elementare topologische Methoden
@ Beweis ohne klassifizierende Raume
@ relative Version des Theorems “for free”

@ Anwendung:

e Nicht-abelsche Kohomologie
o Getwistete K-Theorie (PU(H)-Blndel)
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