Ubung zur Analysis 2, SS 2010

Letztes Ubungsblatt — Lésungsskizzen

Aufgabe 122

—_

. Nein: f(z) = z ist ein Gegenbeispiel.

2. (a) Ja: Nach Satz R:7.12, da alle p,, stetig sind.

(b) Nein: z.B. ist die Einschrénkung von exp auf [0, 1] der gleichmiBige

Grenzwert von p, = ZZ:O % Da exp aber beliebig hohe nicht-
verschwindende Ableitungen hat ist es kein Polynom.

3. Ja: Falls |z] < R, so gilt
o0 oo
Z lanz" T = |z Z lanz™| < oo.
n=0 n=0

4. Nein: Ein Gegenbeispiel hierfiir ist z.B.

0 fallsazy=20
f:R? SR, (x,y)r—>{ 1 Sonsty .
Dann existieren D1 f(0,0) = D2 f(0,0) = 0, aber f in unstetig in (0, 0).

5. Ja, eine Losung der DGL erfiille ¢'(x) = f(z, ¢(z)) > 0 und somit ist ¢
nach Satz 6.2.5. injektiv.
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1. [2P] Es gilt
0 (x) = —e Tsin(z) + e~ 7 cos(x)
o (z) = e Tsin(x) — e " cos(z) — e " cos(z) — e sin(x)

und somit ¢} (x) + 2¢)(x) + 2¢p1(x) = 0 (analog rechnet man ¢} (z) +
205 (x) + 2¢2(x) = 0 nach).

2. [1P] Da ¢; und ¢y die DGL erfiillen gilt
(A1 4+ A2p2)” + 2(A11 + Aa2) + 2(A1p1 + Aap2) =
(01 + 207 +2¢1) + (95 + 205 + 2p2) =0

Also erfiillt auch (A1 + A2ps) die DGL.



3. [2P] Wir suchen nach einer Losung ¢(z), die ¢(0) = 1 und ¢'(0) = 1
erfiillt. Aus Teil 1. und 2. wissen wir, dass

A1(e"Tsin(z)) + Aa2(e” 7 cos(x)) (1)

fir jedes A1, A2 ein Losung ist. Wir versuchen nun fiir geeignete Wahlen
von A; und Ay die Gleichungen ¢(0) = 1 und ¢’(0) = 1 zu erfiillen. Falls
©(0) = 1 gelten soll, so muss Aa = 1 sein. Soll ¢’(0) = 1 gelten, so muss
A1 = 2 gelten. Also ist

o(x) = e~ *(2sin(z) + cos(z))

die (sogar eindeutige) Losung des Anfangswertproblems.
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1. [2P] Da 22 + 22 4+ 2 = (x 4+ 1)® + 1 > 0 existiert

¢ 1 etl 4
/0 P dx = /1 pEaY du = arctan(c 4+ 1) — arctan(1)

(Substitution: v = x + 1) fiir alle ¢ > 0. Da lim., arctan(c + 1) = §
konvergiert das Integral. Mit arctan(1) = % erhélt man

/ € 1 ™
5 dr =~

oV
2. [3P] Da 7z
gen) uneigentlichen Integrale

/18_ﬁd d /ooe_ﬁd
— aX un — AT
0o VT R

betrachten. Die Substitution u = /= ergibt
1z R
/ ¢ dx = 2/ ¢ wdu= —2(e”t — e V)

c ﬁ Nz u

fiir ¢ € ]0, 1[. Fiir ¢ — 0 konvergiert dieses Integral also gegen 2 —2/e. Die
gleiche Substitution ergibt

fiir  — 0 nicht konvergiert miissen wir die beiden (einseiti-

C —\/5 \/E —u
/ ¢ dz:2/ ¢ wdu= —2(e Ve —eh)
1 VT 1 u

fiir ¢ > 0. Fiir ¢ — oo konvergiert dieses Integral also gegen 2/e. Insgesamt

konvergiert
dx
0o VT

also gegen 2.
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Firz < list Y 2" -(1—2) = 1—2)> 2" = (1—-2) = =1

11—z

(geometrische Reihe, [1P]). Fiir z = 1 erhalten wir > >~ 1" - (1 —1) = 0 [1P].
Die Reihe konvergiert demnach punktweise gegen die Funktion

1 fallsz <1,

f(m):{ 0 falls z = 1.

Die Konvergenz kann nicht gleichméfig sein, da die Grenzfunktion unstetig ist
[2P].

Aufgabe 126

Es geniigt den Fall p(z,y) = M zu betrachten: Nehmen wir an, dass n(z,y) =
Az®y? fiir ein (z,y) mit P(z,y) = pr + qy < M maximal wird, so ergibt
sich ein Widerspruch wie folgt. Da px + qy < M existiert ein Paar (z',y') mit
pr’ +qy < M und 2’ > z, ¥y > y (weil M,p,q > 0). Also gilt n(z',y') =
A’y > Az®y® = n(z,y) da A > 0 und auf Grund der Monotonie der
Funktionen z + z® und z ~— 2# [1P].

Wir suchen also nach den Extrama von n unter der Nebenbedingung P(z,y) —
M = 0. Da dP(x,y) = (p, q) fiir alle x,y > 0 eine surjektive lineare Abbildung
ist miissen wir nach dem Satz ueber die Lagrange-Multiplikatoren die Paare
(20, yo) finden, fiir die ein A mit dn(zg,yo) = A dP(z0, yo) existiert. Also muss

(Aazg™ g, ABxSyd ™) = A(p,q)

gelten, was
5= Aazd Yyl _ ABxgys
p q
impliziert. Die impliziert wiederum qayg = pfzg, also 22 = 4% Da gleichzeitig

yo  pB°
pro + qyo = M gelten muss ist dies nur fiir zg = p(‘;ij\fﬁ) und yg = % der
Fall [2P].
Da die stetige Funktion n auf der kompakten (Skizze!) Menge

{(z,y) :2>0,y>0, P(x,y) = M}

ein Maximum annimmt und dies nicht fiir x = 0 oder y = 0 angenommen werden
kann, folgt hieraus dass n auf der Menge

{(z,y): x>0,y >0, Plx,y) =M}

ein Maximum annimmt. Nach der obigen Rechnung muss dieses im Punk

B aM BM
(z0.30) = <p<a+ﬁ>’ q(a+6)>

angenommen werden [1P].



