Ubung zur Analysis 2, SS 2010

12. Ubungsblatt — Losungsskizzen

Aufgabe 118

1. Dies ist eine homogene lineare DGL, sowie auch von der Form ¢y =
f(z)g(y) mit g(y) > 0 im Definitionsbereich. Also sind a) und b) an-
wendbar. Und natiirlich auch ¢) (mit 0 als inhomogenen Term), aber man
macht sich dann unnétig Arbeit. (Jede Antwort a), b), ¢) mit korrekter
Begriindung wird als richtig gewertet).

2. Dies ist eine inhomogene lineare DGL, es ist nur ¢) anwendbar.

3. Diese DGL kann man als y' = f(x)g(y) schreiben mit f(z) = z + 1 und
g9(y) =1/y+ 1. Day > 0ist g(y) > 0 und Methode a) ist anwendbar.

4. Ja. Zu y € R™ gibt es ein > 0 und ein L > 0, so dass |y —y| < r =
|Fy(y) — Fo(y')| < Ly — 9/|- Fiir e > 0 wihle 0 < § < /L.

5. Nein. Z.B. n = 1 und f(x,y) = |y| geniigt (sogar global) einer Lipschitz-
Bedingung beziiglich y mit L =1, ist aber in 0 nicht differenzierbar.

Aufgabe 119

1. [2P] Wie verwenden Variation der Konstanten. Es ist g (z) = exp(ffo adt) =

e(r==0)a ynd wir miissen

/)wdwfﬁdt:b/‘e*hmmdt
xo Zo

bestimmen. Wir unterscheiden a = 0 und a # 0. Fiir a = 0 erhalten wir
/‘%@r%ﬁ:b/(ﬁzwx—m)
xo xo
und damit
x
o(x) = @o(x)(c —|—/ wo(t)"tbdt) = ¢+ b(z — ) .
xo
Fiir a # 0 erhalten wir
* b b
/ Soo(t)*]-bdt — — %%o0 (e*aw _ efawo) _ 7(1 o efa(wfmo))
xo a

also



2. [2P] a = 0: Die Losung erfiillt ¢(z) = ¢ und ¢’(z) = b.
a # 0: Die Losung erfiillt ¢(z¢) = ¢ und ¢'(z) = (c+ 3) erlz=20)g =
ap(x) + b.

3. ([2P] Losung + [1P] maximales p) Wir verwenden Separation der Varia-
blen. Es ist ' = f(z)g(y) mit f(z) = sin(x) und ¢g(y) = exp(y) > 0. Dann

ist
G(y) /y Ly /y ~t gt V41
y = —_— = e = —e
o 9(t) 0

F(x) = /OI sin(t)dt = —cos(xz) + 1 .

Es gilt G(R) = ]—o0, 1]. Ferner gilt F(z) < 1 fiir cos(z) > 0. Damit dies
fiir alle € |—p, p[ gilt, muss p < 7/2 erfiillt sein. Die Losung ist durch
G(¢(x)) = F(z) bestimmt, also durch

und

—exp(—p(x)) +1=—cos(z) +1 & ¢(x)=log(1l/cos(x)) .

Diese Losung existiert zumindest auf |—p, p[ mit p = 7/2. Angenommen,
die Losung wiirde auf einem grofleren Intervall existieren und angenom-
men, /2 liegt in dem groferen Intervall. Dann muss die Losung in 7/2
stetig sein. Aber lim, /5 log(1/cos(z)) existiert nicht. (Genauso kann
man —7 /2 ausschlieffen.) Also ist p = 7/2 der grofitmogliche Wert von p.

4. [1P] Es gilt in der Tat ¢(0) = 0 und ¢’(z) = cos(z)(— cos(x)~2)(—sin(z)) =
sin(z)/ cos(z) = sin(z) exp(p(x)).

Aufgabe 120 (Bernoullische Differentialgleichung)
Gilt Gleichung (2) fiir ¢, so folgt mit der Kettenregel

(1= a)p(e) ¢ (z) = (1 - a) f(2)p(x) ™ + (1 - a)g(z) .

Da ¢(z) > 0 und o # 1 kénnen wir mit p(z)*/(1 — ) multiplizieren, also
o'(z) = f(z)p(x) + g(z)p(x)?, und somit 16st p(x) Gleichung (1).
Gilt umgekehrt Gleichung (1), so setzen wir ¢(z) = (z)'/(1=%) ein und erhalten

1

T (@)Y (@) = fa)b(@) O+ gla)u(a)

Wir multiplizieren beide Seiten mit (1 — )y () =/~ und sehen, dass ()
Gleichung (2) lost.



Aufgabe 121

1. ([3P] Losung + [1P] Probe) Wir verwenden Aufgaba 120 mit o = 2,
f(z) =2 und g(z) = —e~*"/2. Demnach miissen wir ein ¢ (z) finden, dass

die Gleichung

/ _ z2/2

Yy =-—zxy+e
mit der Anfangsbedingung 1(0) = ¢(0)Y/(1=%) = 1/2 16st. Dies ist eine
inhomogene linear Differentialgleichung. Also

(o) = exp( | (~)a) = exp(~2/2)
und
() = pol)(1/2 + / Go(t) e /2dt) = exp(~22/2)(1/2 + ) .

Damit gilt (wegen ¢(x) = 1/¢(x))

Pla) = 1o exp(e/2)

In der Tat gilt »(0) = 2 und

xexp(x?/2)

¢ o) = rgmE2ena®/) + g

-2
1+ 2x)
sowie
2

exp(a?/2)—

wp(x)—exp(—2?/2)p(z)* = E exp(z”) exp(—a?/2) .

x _
1+ 2z (1+22

2. [3P] Nach Aufgabe 120 miissen wir die Gleichung v’ = (1 — o)y + (1 — «)
16sen. Die Anfangsbedingung lautet 1/(0) = (0)17® = 1=, Aus Aufgabe
119 kennen wir die allgemeine Losung:

Y(z) = (7 +1)et=® 1
Die Bedingung % (x) > 0 ist genau dann erfiillt, wenn
(1—a)r > —log(c'™® +1)
Sei u = —(1 —a)~tlog(c!=*+1). Damit muss gelten 2 > wu fiir & < 1 und
r <u fira>1.
Die Losung von 3’ = y + y® mit Anfangsbedingung ist

1/(1-a)
p(@) = (@) 07 = (¢ 4 1)elt=r — 1) 7

und sie ist zumindest auf dem Intervall
a<l : I=luoof , a>1:I=]—oc0,ul

definiert. Der einseitige Grenzwert von ¢(z) fiir # — w ist 0, somit gibt es
kein ¢, dass auf einem grofleren Intervall definiert ist, und dessen Graph
{(z, ¢(z))|z € I'} im Definitionsbereich R x Rs¢ liegt.



