Ubung zur Analysis 2, SS 2010

7. Ubungsblatt — Lésungsskizzen

Aufgabe 94

1. Nein, z.B. ist sin(z) ( by = 1 und alle anderen Koeff. Null) kein Polynom.

2. Ja, da sich sin(nz) und cos(nz) auf ganz R in eine Potenzreihe um 0
entwickeln lassen gilt dies auch fuer endliche Linearkombinationen.

3. Nein, z.B. ist f_ll 20 2% dx = f_ll =2 #£0.

4. Nein, nach Theorem R:8.12 miissten die Koeflizienten eine Nullfolge bil-
den.

5. Nein, z.B. hat die Funktion f aus Aufgabe 95 eine Fourierreihe, die gegen
f konvergiert, aber x — |z| ist in 0 nicht differenzierbar und kann somit
nicht um 0 in eine Potenzreihe entwickelt werden.

Aufgabe 95
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2. [3P] Wir betrachten das orthonormale System (p;,)nenufo}- Da sich jedes
Polynom vom Grad 2 als Linearkombination von pg,p; und ps schreiben
1a83t, gilt nach Theorem R:8.11 dass

/ 11 |sin(rz) — ple) ? do

genau fiir

p(@) = 3 cupm(a)

m=0
mit .
Cm = /_1 sin(7x)pm (x) dz (1)

minimal wird. Da py und ps symmetrisch sind verschwindet (1) fiir m =
0,2 und man berechnet

o = \/g /_ 11 sin(ra)z dz — \/; (—cos(ﬂx)x‘l_l + /_ 11 cos(rz) d:v) _ ?

Also ¢g = c3 =0, ¢; = V6/7 und p(z) = 2z.

Aufgabe 96

1. [2P] Fiir n = 0 gilt
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2. [3P] Nach Satz R:8.14 geniigt es, fiir jedes € R ein § > 0 und ein M zu
finden, so dass |f(x+t) — f(x)| < M|t| fiir |¢| < ¢ gilt. Da f 27-periodisch
ist, geniigt es, dies fiir alle « € |—m, 7] zu priifen.



Wir withlen M = 1. Sei z € |—m,0[. Wéhle 6 > 0 so, dass auch |—x—d, z+0]
in |-, 0[ liegt. Dann f(z) = —x und f(z +¢) = —x — t und es gilt

[flz+t) = f@)| =] -z —t+z[=]t.
Genauso sieht man |f(z +t) — f(x)| = |¢| fiir z € ]0,7[. Fiir £ = 0 (und

0 < m) gilt ebenfalls |f(z +t) — f(x)| = [t|

Etwas Vorsicht ist bei x = 7 geboten. Wegen der Periodizitit gilt f(m +
t) = 7w — |t| fir |t| < 7 (am einfachsten fir ¢ > 0 und ¢ < 0 getrennt
nachpriifen). Also wieder |f(7 +t) — f(7)| = |7 — |t| — 7| = [¢].

3. [2P] Nach Teil 2 konvergiert die Fourierreihe insbesondere in = = 0 gegen
£(0) = 0. Also gilt

N
— in0
0= i, 3
n=—N
Nun ist ¢, = 0 fiir alle n # 0 und n gerade, und es gilt ¢, = c_,, fiir alle
n. Also
N oo . 4 0o 1
=1 = 2 ] = — — — -
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woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 97

1. [3P] f =0= [’ f(x)? dz = 0 ist klar. Nehmen wir f # 0 an, so existiert
ein g € Ja, b mit € := 3 f(z9)? > 0. Da f? stetig ist existiert ein § > 0 so
dass [zg — d, 20 + ¢] C [a,b] und

|20 — @] < & = | f*(20) — f2(2)| <&,
also insbesondere f2(z) > ¢ fiir x € [xg — J, 79 + 6]. Da f2 > 0 gilt somit

/ab f(z)? do = /:0_6 f(x)? do + /EIOH f(z)? dx + /b fla)? da >

xo—0 zo+0

xo+0
/ edr = 20e >0,
Io—é

also f 0= f: f(x)? dz # 0 und insgesamt

b
sz@/ f(z)>dzr=0



2. [3P] Die Implikation

b
f:():,S/ flz)x" dx =0

ist offensichtlich richtig.

Nach dem Satz von Stone-Weierstrass gibt es eine Folge (p,)nen von Po-
lynomen, die gleichméflig gegen f konvergiert. Also gilt

b
/ f(x)a" de =0 Vn € Zso

b
:>/ f(@)pn(z)dz=0 VneN

b
= lim f(@)pn(z) de =0

b
= [ (@) lim pu (o) de =0
b
:>/ f(x)*dx =0
= f=0

nach Theorem R:7.16 und Teil 1.



