Ubung zur Analysis 2, SS 2010

6. Ubungsblatt — Lésungsskizzen
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Punkte separieren:

1. Ja, fiir x € X bezeichne y, die Funktion, die nur in z den Wert 1 und
ansonsten den Wert 0 annimmt. Dann gilt x.(x) # x.(y) falls z # y.

2. Nein, da fir x = 0 und y = 1 immer f(z) = f(y) gilt.

3. Ja. Falls ¢ = (z1,...,2,) # v = (y1,-..,yn) in R, so gilt x; # y; fir
mindestens ein 1 < ¢ < n. Offensichtlich ist \;((z1,...,2,)) = x; linear
und es gilt

Ai(z) = 2 # yi = Ni(y)-

Algebren:

1. Ja: fiir zwei Funktionen f,¢g und ¢ € C sind f + g, f - g und ¢ f wieder
Funktionen, und die konstante Funktion 1 ist auch in der Menge.

2. Nein: falls f > 0, so ist (—1)- f # 0.

3. Ja: falls f, g differenzierbar und ¢ € R, so sind f+g¢, f-¢g und c¢- f wieder
differenzierbar. Die konstante Funktion 1 ist auch differenzierbar.

4. Ja: fiir zwei stetige und beschrinkte Funktionen f, g und ¢ € C sind f + g,
f-gund c- f wieder stetig und beschriankt. Die konstante Funktion 1 ist
auch stetig und beschrankt.

5. Nein: z.B. ist  + 22 nicht in {2" : [0,1] — R |n € N} enthalten.
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1. Sei € > 0. Nach Definition existieren N, M € N, so dass

fir alle n > N, m > M, und alle z € X gilt. Also gilt

[f (@) + 9(x) = fu(x) = gn(2)] < |f(2) = fu(@)| + |9(x) — gn(z)| <€

fiir alle n > max{M, N} und somit konvergiert f, + g, gleichmiflig gegen
f+g



2. Da ||f]| :=sup{|f(z) ||z € X} gilt fiir alle z € X

[f(@)g()| = [f(@)llg(@)] < [f@)lgl <[ fIlgll;
und somit auch [| fg|| = sup{|f(z)g(z)| | = € X} <|[f[lllg]-

3. Nach Satz 8.4.2 gilt f,g € C(X). Gleichmifiige Konvergenz ist nach Satz
8.4.1 das gleiche wie Konvergenz in C(X) bzgl. der Metrik d(h,h') = ||h —
. Da ||gnll < |lgll +& =: M fiir ein e > 0 und alle n > N fiir ein N € N,
gilt

”fg - fngnH = Hf(g _gn) + (f - fn)gnH S ”f(g _gn)H + H(f - fn)gn”
<N FMllg = gnll + [1f = Falllgnll < 1f11llg = gnll + 11f = fullM.

Da f, — f < ||f — full = 0 implizieren f,, — f und g, — ¢ in C(X) also
fngn = f9g.

4. Es gilt: f € A & f ist gleichméBiger Grenzwert einer Folge (f,,)nen mit
fn € A. Nach Teil 1. folgt, dass, falls (f,,)nen glm. gegen f und (g, )nen
glm. gegen g konvergiert, dann auch f, + g, gleichméflig gegen f + g
konvergiert. Also ist f 4+ g auch ein gleichméfliger Grenzwert einer Folge
in A. Ebenso folgt f,g € A = f-g € A aus Teil 3. Falls (f,)nen glm.
gegen f konvergiert, so konvergiert (¢ f,)nen glm. gegen ¢ - f. Also gilt
feA=c-fec Aund A ist somit eine Algebra.
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1. Sei € > 0 gegeben. Da F' gleichméfig stetig ist existiert ein § > 0 so dass
[z —yl <d=|F(x) - F(y) <e 1)

fiir alle 2,y € C gilt. Da (f,,)nen gleichmiiflig gegen f konvergiert, existiert
ein N € N| so dass

[f(z) = ful2)| <6
fiir alle n > N und alle z € X. Damit gilt nach (1)

|[F'(f(z)) — F(fa(2))] <e
fir allex € X und n > N.

2. Da f, stetig auf einer kompakten Menge ist, ist jedes f,, sowie die Grenz-
funktion f (nach Satz 8.4.2) beschrinkt. Da |f,(z)] < |f(x)] + € fiir ein
e > 0 allen > N fiir ein N € N, nehmen also alle f, Werte in der
abgeschlossenen und beschrankten Menge

Bi={ze€C: [z <sup{[[full,.. IS, [[fII} + &}

an. Folglich gilt Fo f, = F|gzo f,, wobei F|, die Einschrénkung von F
auf B ist. Da F|5 nach Satz 5.3.8 gleichméBig stetig ist, ist die Folge
(F| 50 fn)nen also gleichméBig konvergent nach Teil 1.
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Gleichmifliger Abschluss von Eq:

Sei fi eine Folge in Ey, die gleichméBig auf [0, 1] konvergiert. Dann gilt fi(z) =
™ fiir eine Folge (ng)reny mit ng € N. Wir zeigen, dass dann n; ab einem
K € N bereits konstant ist. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Die Folge (n)ken ist nicht beschrénkt: Dann gibt es eine Teilfolge ny, , die
streng monoton steigend ist. Die Teilfolge (f, (x))ieny konvergiert punkt-
weise gegen O fiir < 1, denn ng, — oo fiir { — oo, und somit lim;_,oc 2™ =
0. Fiir = 1 ist fi(z) = 1, also auch lim;, fx,(1) = 1. Per Annah-
me konvergiert fi gleichméfig, also insbesondere auch punktweise. Da-
mit konvergiert auch jede Teilfolge gegen den Grenzwert, und wir sehen,
dass die Grenzfunktion nicht stetig ist. Dies ist ein Widerspruch zu Satz
8.2.6=R:7.12. Somit kann Fall 1 nicht auftreten.

2. Die Folge (ng)ren ist beschrénkt: Also hat diese Folge Werte in einem
kompakten Raum und demnach mindestens einen Haufungspunkt. Sie hat
sogar genau einen, da es bei zwei verschiedenen Haufungspunkten zwei
konstante Teilfolgen ny, und ny, gibe, was aber die Konvergenz (sogar
die punktweise Konvergenz) von (fi)ren ausschliessen wiirde.

Also ist jede gleichméfBig konvergente Folge von Monomen ab einem N € N
konstant, und demnach ist der gleichméflige Abschluss von E; gleich Fj.

Gleichmifliger Abschluss von Ej:

Die Folge fi(x) = grx" ist eine Folge in Ej, die offensichtlich punktweise gegen

die konstante Nullfunktion auf [0, 1] konvergiert. Da [0, 1] kompakt ist, jedes fi
und die Grenzfunktion stetig ist und

fiir z € [0, 1] gilt, ist die Konvergenz nach Theorem R:7.13 gleichmifBig.
Jede gleichmiflig konvergente Folge (fi)ren = (%x)"k in Fy, fiir die (ng)ken
unbeschrénkt ist, konvergiert gegen die konstante Nullfunktion, da

fiir unbeschrianktes ng gegen Null konvergiert. Falls n; beschréinkt ist, so ist die
Folge irgendwann konstant (siehe oben) und konvergiert gegen ein Element aus
E5. Also ist

EQZEQU{O [0,1] —)R}



