Ubung zur Analysis 2, SS 2010

1. Ubungsblatt — Lésungsskizzen

Aufgabe 71
1. [2P] Aus (e'"/%)? = 4 und e = cos(z) + isin(z) folgt (schreibe s =
sin(w/4) und ¢ = cos(w/4))

i=(c+is)* = c* + 2isc — 5%,

also ¢ — s2 = 0. Da sowieso 52 4+ ¢? = 1 folgt 25> = 1, also s = +1//2.
Aber wir wissen, dass sin(z) > 0 fiir = €]0, 7|, also sin(7/4) = +1/v/2.

2. [2P] Genauso (mit s = sin(7/6), etc): i = (c+is)3 = 3 +3ic’s—3cs? —is3,
also c(c? — 3s?) = 0.

3. [2P] Es gilt sin(/3)? + cos(7/3)? = 1. Aber cos(r/3) = sin(n/2 — 7/3) =
sin(7/6). Somit sin(r/3)% +1/4 = 1.

Aufgabe 72
1. [1P] Der untere Graph ist g(A) = ¢(Ax + (1 — A)y) und der obere ist

h(A) = Aq(z) + (1 = Na(y):
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2. [3P] Seien x,y € |a,b[ und X € ]0,1[. Da f konvex ist, gilt
JAz+ (1 =Ny) <Af(x)+ 1= A)f(y) -

Beide Seiten der Ungleichung liegen in |c¢,d[ (warum?). Da g monoton
steigend ist, gilt

g(f Az + (1 =Ny)) <gAf(x) + (1 =Nf(y)) -



Da g konvex ist, gilt
g f(@) + (1 =N f(y) < Ag(f(2) + (1 =Ng(f(y)) -

Zusammen zeigt dies die Behauptung.

. [3P] Da f"(z) > 0, ist f'(x) monton steigend (Satz 6.2.5). Seien z,y €
Ja,b] mit x < y, und sei 0 < XA < 1. Setze ¢ = Az + (1 — A)y. Dann
x < c<y.Da f auf [z,y] differenzierbar ist, ist der Mittelwertsatz (Satz
6.2.4) anwendbar. Man erhilt

flo) = f@)=f(&)c—=2) und f(y) - fle) = f'(&)y—c),

wobei &1 < & (warum?). Da f/ monoton steigend ist, folgt

J(e) = f@) _ f) - 1)

c—T B y—c

Dac—ax=(1-A)(y—2z) und y — ¢ = A(y — z) folgt die Behauptung.

. [3P] Seien z, y, c wie in der Losung von Teil 3. Da f konvex ist, gilt f(Az+
(I1=XNy) <Af(z)+ (1 =N f(y), also auch

fle) = flx) _ fly) = fle)

c—T - y—c

Da 0 < A < 1 beliebig war, gilt dies bei gegebenem z < y fiir alle x < ¢ <
y. Da f differenzierbar ist, ergibt der Grenzwert ¢ — z

y—x
Genauso erhélt man fiir ¢ — y
f(y) — f(x) !

Also f'(x) < f'(y). Da & < y beliebig war ist f monoton steigend. Da f’
differenzierbar ist, existiert der Grenzwert ¢ — x von (f'(t) — f'(z))/(t —
x). Die Monotonie von f’ zeigt, dass (f'(t) — f'(z))/(t — ) > 0 (man
unterscheide t < x und ¢t > z), also gilt dies auch fiir den Grenzwert

f'(@).

. [2P] Berechnen der zweiten Ableitung zeigt, dass x
cosh(z) konvex sind, nicht aber 23, cos(z).

. [2P] Wir schreiben f(z) = a(b(c(d(x)))) mit

27 e:z:’ eiwv —log(:c),

alz)=x*+2*, bx)=1+2, clz)=e", dz)=1/z.

Die Funktionen a,b, ¢ sind monoton steigend (erste Ableitung > 0) und
konvex (zweite Ableitung > 0). Die Funktion d is konvex (zweite Ableitung
> 0). Nach Teil 2 ist a(b(c(d(z)))) konvex.



Aufgabe 73

Fir z = y = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt, wir nehmen also im
Folgenden x,y > 0 an. Wir haben in Aufgabe 72 gesehen, dass — log(x) konvex
ist. Also gilt

—log(Az + (1= A)y) < —Alog(z) — (1 — A) log(y) -
Fir A=1/pgilt 1 — X =1/q, also

log(z/p +y/q) > log(z)/p + log(y) /q = log(x'/?) + log(y"/*) .
Die Funktion exp ist monoton steigend, also gilt auch

x/p +y/q = exp(log(z/p + y/q)) > exp(log(z'/?) + log(y"/?)) = «'/P y*/4 .



