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Kapitel 1. Kurven und Flachen

1. Kapitel

Kurven und Flachen im Euklidischen Raum

1.1 Kurven

DEFINITION: KURVE, SCHMIEGRAUM, TANGENTE Sei / C R ein Intervall.
Eine C"-Kurve ist eine r-mal stetig differenzierbare Abbildung ¢ : | — R”". Der
affine Unterraum c(t) + [¢(t), &(t), ..., ¢ (t)] ist der k-Schmiegraum der Kurve
¢ an der Stelle t. Der 1-Schmiegraum heit Tangente. >

DEFINITION: PARAMETERWECHSEL Ist ¢: / — R" eine Kurve und y : I' — |
ein Diffeomorphismus, dann entsteht ¢’ = c oy aus ¢ durch Parameterwechsel. >

Wir werden sehen, daB die Schmiegraume einer Kurve geometrische Eigenschaften
sind. Wir werden diesen Begriff zunachst nur fiir Kurven definieren:

DEFINITION: TRANSFORMATIONSGRUPPE  Eine Gruppe G wirkt auf einer
Menge M als Transformationsgruppe, wenn es einen Homomorphismus ™~ von G in
die Gruppe der Bijektionen von M gibt: Fir g€ Gist g: M — M. >

BEISPIEL: Die Gruppe G der euklidischen Kongruenztransformationen x +
A-x+b (mit b€ R"und A € O,) wirkt auf dem affinen Raum R"” bzw. auf dem
linearen Raum R” bzw. auf der reellen Zahlengeraden R in der Form

g(x)=A-x+b, bzw. G(x)=A-x, bzw. z(x) = det(A) - x.
G wirkt auf jeder Menge in trivialer Weise durch g(x) = x. o

DEFINITION: GEOMETRISCHE EIGENSCHAFT, INVARIANTE Wir nehmen an,
daB ein Objekt B(c,t) € M einer Kurve ¢ : | — R” und einem Wert t € |
zugeordnet wird. Die Gruppe G der euklidischen Kongruenztransformationen ope-
riere auf M als Transformationsgruppe. ® ist eine geometrische Eigenschaft bzw.
Invariante der Kurve, wenn folgendes gilt:

1. Ist ¢’ = c o« ein Parameterwechsel, so ist B(c,y(u)) = B(c', u), d.h. B ist
invariant gegeniiber einem Parameterwechsel.

2. Ist ge G, soist B(goc, t) =9g(B(c,t)). >

Fiir andere Transformationsgruppen oder fiir mehrere Parameterwerte ist der Be-
griff der ‘geometrischen Eigenschaft’ entsprechend zu modifizieren.

BEISPIEL: Wir betrachten die euklidische Kongruenztransformation g : x
A-x+ b. Sei B eine einer Kurve ¢ zugeordnete geometrische Eigenschaft. Fiir
bestimmte Typen von & versteht sich die Wirkung von G von selbst:

Ist B ein Punkt p des euklidischen Raumes, so ist B(goc) = A-p+ b. Ist
B ein Vektor v des linearen Raumes R”, so ist B(goc) = A- v. Ist B ein Skalar
A ER,soist B(goc)=det(A)- )\, oder B(goc) =M. O
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1.1. Kurven Kapitel 1. Kurven und Flidchen

SATZ 1.1 Der Schmiegraum einer Kurve ist eine geometrische Eigenschaft.

BEWEIS: Sei ¢’ = co-y. Aus der Kettenregel ¢’ = ¢oy -4, ¢’ = ... folgt, daB
jeder Vektor aus [¢/, &', ..., c'M], ausgewertet an der Stelle t, eine Linearkombi-
nation von ¢, ¢,. .., c¥), ausgewertet an der Stelle y(t), ist. Aus ¢ = ¢’ oy~ !
folgt die Umkehrung. Damit ist die lineare Hiille [¢, ..., c(®] invariant gegeniiber
Parametertransformationen.

Die Invarianz gegeniiber Kongruenzabbildungen folgt aus der Vertauschbarkeit
von linearen Abbildungen und Differentiation. |

DEFINITION: BOGENLANGE, BOGENLANGENPARAMETER  Die Bogenlinge
der Kurve ¢ : | — R" im Intervall [a, b] ist definiert durch

o) =| [ econa]

Die Kurve c ist nach der Bogenlange parametrisiert, wenn ||¢|| = 1 in / ist. An-
schaulich heit das, daB die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit eins durchlaufen
wird. >

SATZ 1.2 Die Bogenlinge L(c) einer Kurve c ist eine geometrische Eigen-
schaft.

BEWEIS: Sei ¢’ = co¥.
ey =| [C1ena|=| [ Wweaia| = | [ e a

v(b)
= ‘/M ||c'||dt‘ = 12(c).

Um fiir g(x) = A- x + b die Gleichheit L(go c¢) = L(c) zu zeigen, verwenden wir
lld(g e c)/dt|| =[|A-<||- O

BEMERKUNG: Fiir alle Kurven gibt es eine Parametertransformation -y, sodaB
¢ oy nach der Bogenlinge parametrisiert ist: Wir verwenden y~1(t) = sgn(t —
to)L1,(€).

SATZ 1.3 Unter allen stiickweise differenzierbaren Kurven, die 2 Punkte p, q €
R" verbinden, sind genau die monoton parametrisierten Geraden die kiirzesten.

BEwEIS: 0.b.d.A.ist p=0und g=(d,0,...,0). Sei c(0) =p, c(1) = g. Dann
ist Ly(c) = [((e1)2 4+ (¢"D)Y2dt > [|et|dt > | [ ¢t = (1) — ¢t (0) = d
mit Gleichheit genau fiir ¢! > 0 und ¢ = --- = ¢" = 0, d.h. ¢! monoton, und

c®>=..-=c" =const =0. a

SATZ 14 Die Bogenlinge einer Kurve ist das Supremum der Langen der einge-
schriebenen Streckenziige: L5(c) = sup . ||c(tiz1) — c(t)|], wobei das Supremum
iiber alle Unterteilungen a =ty < t; < --- < t, = b genommen wird.

BEweEls: Wir bezeichnen die rechte Seite der Gleichung mit Zggc). Wegen Satz
1.3ist L2 > L5 Um sogar ‘=" zu zeigen, beachten wir Lf+ 12 = [2fira <t < b:

lee+m—coll < I < L

t+h)—c(t Le+h — [t 1 [tHh
I Y AN O
t

< —
h h — h

d~ ~. .
Der Grenziibergang ling) zeigt [|c(t)]| < ELZ < ||e(t)|l, d-h. L ist differenzierbar
—
und seine Ableitung stimmt iberein mit der von L. m]
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Kapitel 1. Kurven und Flachen 1.1. Kurven

DEFINITION: REGULARITAT, HAUPTTYPKURVE, WENDEPUNKT Eine Kurve
c ist reguldr, wenn ¢ # 0 und eine Haupttypkurve, wenn ¢, ¢, ..., c"1 linear
unabhangig sind.

¢ hat einen Wendepunkt bei t = ty, wenn ¢(tp), €(to) linear abhdngig sind und

C(to) # 0 ist. >
DEFINITION: BeEGLEITBASIS Durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisie-
rungsverfahren entsteht aus den Vektoren ¢, ..., c" 1 im (n — 1)-Schmiegraum
eine Orthonormalbasis {c1, ..., c,—1}. Dann ist der Vektor ¢, eindeutig bestimmt
durch (¢, c,) =0fir1 <i<n-1lunddet(c...c,) = 1. Die Vektorency,..., ¢,
heiBen dann die Begleitbasis der Kurve c. >

Die Begleitbasis ist offenbar nur fiir Haupttypkurven definiert. Wir haben

gele,....c¥"] = ¢gele....cv™VCla, ..., ¢ua] dh.

n
¢ = ZWUC] mit w;; =0 fir i > j 4+ 1.
i=1
LEMMA 1.5 Die Matrix (wjx) ist schiefsymmetrisch und besitzt nur Nebendia-
gonaleintrége. Es ist wjj+1 > 0 fiirj < n—2.

0 w12 0 T 0
—W12 0 wWo3 - 0
(wji) =
0 0 0 —wp-1n O
BeweEls: Die Begleitbasis ist eine ONB, also ist (¢, ck) = (O wijCi, Ck) = Wgj.
Durch Ableiten von {ck, ¢;) = const. folgt {¢«, ¢;) + {c«. &) = 0. O

DEFINITION: KRUMMUNG, ABLEITUNGSGLEICHUNGEN Die GroBen k; =
wiiz1 -||¢]|7t heiBen die Kriimmungen der Kurve ¢. Mit K1, ..., K,—1 Schreiben
sich die Ableitungsgleichungen von Frenet-Serret in der Form

ell~ta = K1

el =-k1 a +k o

||C||_1'Cn—1 = —Kn—2Cp—2+ Kn-1Cp

||C||_1C,, = —Kp—1 Cp—1 >
LEMMA 1.6 Ki,...,Kn 2, |kn_1| sind geometrische Eigenschaften. Das Vorzei-

chen von Kk,—1 andert sich bei orientierungsumkehrenden euklidischen Kongruenz-
transformationen, und bei Parametertransformation, bei denen die Durchlaufrich-
tung geadndert wird, falls n = 1,2 mod 4.

SATZ 1.7 (HAUPTSATZ DER LOKALEN KURVENTHEORIE) Sind Ky, ..., Kn—1
I — R reelle Funktionen mit Ky, ..., Kknp—2 >0, kj € C" 1, p e R", to € [ und
C1.0:-.+,Cno €ine ONB des R" mit det(cig,...,Cno) = 1, dann existiert genau

eine Kurve ¢ :(— R" mit:

e c ist nach der Bogenlange parametrisiert.

e c(ty) = p, und die Begleitbasis von ¢ bei t = ty stimmt mit der gegebenen
Basis iiberein.

® Ki,...,Kn—1 Sind die Kriimmungen von c.



1.2. Teilmannigfaltigkeiten Kapitel 1. Kurven und Fldachen

Andert man die Angabe so, daB die k; unverdndert bleiben, erhilt man eine eukli-
disch kongruente Kurve.

BEMERKUNG' VOLLSTANDIGES INVARIANTENSYSTEM Die Kriimmungen
einer Kurve (in Abhangigkeit von der Bogenlange) bilden ein vollstandiges Invari-
antensystem fiir Kurven im Euklidischen Raum.

BEISPIEL: FORMELN FUR KRUMMUNGEN Ist ¢ : / — R” eine Kurve, so ist
¢=lelle,  e=llell e+ I¢lPricc = Area(é, &) = [|¢|PPky.

Dabei bedeutet ‘Area(v, w)' die Flache des Parallelogramms, das von v und w
aufgespannt wird, und bei n = 2 sogar genauer die Determinante det(v, w). Wir
haben die Beziehung Area(v, w + Av) = Area(v, w) verwendet. Explizite Formeln
fiir k1 sind:

det(¢, ¢) [|€ x €|
R%: k) = ——— R3: Kk = -
llell® llell®

Fiir n > 2 liefern die Frenetschen Ableitungsgleichungen weiter

Area(¢, ¢)
R": = — " 3),
= e (Y

¢ =)+ R+ lelPki(—kic + kacs).

Wir verwenden die Bezeichnung ‘Vol(u, v, w)" fiir das Volumen des von den drei
Vektoren u, v, w aufgespannten Parallelepipeds, und genauer det(u, v, w) im Fall
n = 3. Dann ist

o ) ) ) ) Area(¢, €)\2
Vol(e,6.€) = Vol(lele elPmica. elPumacs) = el (A5 D),
Vol(é, & €) , det(¢, &, €)

— K —_— mR°: Ko = ——=.
2 Area(c, ¢)? 2 [[cxcl?
Mit der Bezeichnung G, fiir das Volumen des von den Vektoren ¢, ..., c¢(”

aufgespannten Parallelepipeds [d.h. G? = det ((c¥),c®)r, _) fiir r < n und
G, = det(c, ..., M ist [|¢llk; = Gj—1Gja1/G? fiir 2 < j < n (Beweis durch
Induktion). ¢

1.2 Teilmannigfaltigkeiten

DEFINITION: DIFFERENZIERBARE ABBILDUNG, DIFFERENTIAL Eine Abbil-
dung f : U C R" — R™ heiBt r-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen bis zur r-ten Ordnung existieren und stetig sind. Wir verwenden die
Bezeichnungen

= f,-u’l...u’k = f:rl...rk-

Ist ¢ : | — R™ eine Kurve mit c(0) = pund ¢ =v = (¢, ..., ¢™), dann heiBt die
Abbildung df, von Vektorrdumen R” — R"™

_d N m _of of ...
dfp(v) = T t:Of(c (t), ..., ¢m(t)) = e o) +---+ 207 ¢ (0)
das Differential der Abbildung f im Punkt p. >

Wie aus der Formel ersichtlich, ist df, ist wohldefiniert, d.h. df hangt nicht von
der Wahl der Kurve ¢ ab. Wir nennen df, regular, wenn es als lineare Abbildung
regular ist, d.h. ker(df,) = 0, und f regulér, falls df regular ist. Der Rang von df
bei p ist rg(df,) = dim(df,(R")).
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Kapitel 1. Kurven und Fldchen 1.2. Teilmannigfaltigkeiten

DEFINITION: DIFFEOMORPHISMUS Eine Abbildung f : U C R” — R”
ist ein Diffeomorphismus, wenn f differenzierbar, umkehrbar, und f~! ebenfalls
differenzierbar ist. >

SATZ 1.8 (SATZ VON DER UMKEHRFUNKTION) Ist f : U C R" — R" bei
p € R” reguldr, dann existiert eine Umgebung V' von p, sodaB f : V — f(V) ein
Diffeomorphismus ist. Wir sagen, daB f ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Was 13Bt uns die Oberflache einer Kugel als ein ‘glattes’ und ‘zweidimensionales’
Gebilde ansehen? Wir verwenden hier eine Definition, die versucht, den anschauli-
chen Begriff zu exaktifizieren. Eine m-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R” ist
eine Teilmenge, die sich durch einen Diffeomorphismus lokal in einen Unterraum
deformieren, d.h. ‘geradebiegen’ 13Bt:

DEFINITION: TEILMANNIGFALTIGKEIT M C R” heiBt Teilmannigfaltigkeit
(kurz TMF) der Dimension m < n, wenn fiir jedes p € M eine offene Umgebung
U, € R” und ein Diffeomorphismus ¢, : U, — R” existiert, sodaB ¢,(M N
Up) = (R™x 0) Np(U,). Die g, heiBen Karten von M. Die Menge aller Karten
{©p|p € M} heiBt ein Atlas von M. >

BEISPIEL:

e Der R" ist eine n-dimensionale Teilmannifgaltigkeit des R”, weil wir die identi-
sche Funktion als Karte verwenden kdnnen.

e Jede offene Teilmenge U einer n-dim. TMF ist wieder eine n-dim. TMF — wir
miissen nur die Kartenabbildungen auf U einschranken.

e Viele differenzierbare Abbildungen R? — RY erzeugen Teilmannigfaltigkeiten
(siehe weiter unten). o

Als sehr niitzliches Werkzeug zum Arbeiten mit TMF stellt sich der folgende Rang-
satz heraus: Hat eine Abbildung lokal konstanten Rang, so 1aBt sie sich in eine
Projektion deformieren:

SATZ 1.9 (RangsaTz) st f : U C R" — R™ € C® und hat f in einer
Umgebung von p € R" konstanten Rang r, so gibt es Umgebungen V' von p und
W von f(p), sowie Diffeomorphismen ¢ : V. — R" und ¢ : W — R™, sodaB3
f =1 ofoe ! die folgende Gestalt besitzt:

froV)— W), f(xt,....%) =1 ....%.0,...)
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir durch Verkleinern von V' und

W stets erreichen, daBl ¢ und ¥ surjektiv sind. Die Bilder von differenzierbaren
Abbildungen konnen TMF sein:

FOLGERUNG: Hat f: U C R" — R™ konstanten Rang r, dann ist f(U) lokal
eine r-dim. TMF des R", d.h. fiir alle p € U existiert eine Umgebung V, C U,, so
daB f(V) eine TMF ist. O

Damit ist insbesondere eine regulare Kurve lokal eine TMF. Die Urbilder von Punk-
ten unter differenzierbaren Abbildungen konnen TMF sein:

FOLGERUNG: Ist f: U C R” — R™ von konstantem Rang r, so ist f~%(a)
eine (n — r)-dim. TMF des R” fiir alle a € R™. O
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1.3. Der Tangentialvektorraum Kapitel 1. Kurven und Fldachen

BEISPIEL: SPHARE Die 2-Sphire hat die Form S? = {x € R?®| ||x|| = 1}. Die
Abbildung f : R3\ 0 — R, x ~ ||x|| ist vom Rang 1. Damit ist S = f=1(1) eine
2-dim. TMF des R3.

Analog ist S = {x € R"| ||x|| = 1} eine (n — 1)-dim. TMF des R". O

LEMMA 1.10 st f : U C R"” — R™, und a € R™, dfy surjektiv fiir alle
x € f~1(a), dann ist f~1(a) eine (m — n)-dim. TMF.

1.3 Der Tangentialvektorraum

Um auf Teilmannigfaltigkeiten iiber Ableitungen sprechen zu kénnen, benotigt man
den Begriff des Tangentialvektors an eine TMF, der differenzierbaren Abbildung,
und des Differentials.

Wir definieren Tangentialvektoren an TMF als Tangentialvektoren an Kurven
in der TMF:

DEFINITION: TANGENTIALVEKTOR, TANGENTIALVEKTORRAUM Ein Tangen-
tialvektor an eine Teilmannigfaltigkeit M ist ein Tangentialvektor (im R™) an eine
Kurve c: | — M. Ist c(ty) = p and ¢(tp) = v, dann ist (p, v) ein Tangentialvektor
an M im Punkt p.

Die Menge der Tangentialvektoren im Punkt p heiBt Tangentialvektorraum
T,M in p. Die Vereinigung aller T, M heiBt das Tangentialbiindel TM von M. »>

LEMMA 1.11 Ist M eine n-dimensionale TMF des R™, dann ist T,M ein n-
dim. Unterraum von T,R™ = R™. Ist ¢ : W — R" eine Karte mit (W N
M) = W) N (R" x 0) C R™, dann ist T,M = dw;(lp)(Tw(p)(R” x 0)) =
do '({(x1,..., X 0,...,0)}).

LEMMA 1.12 Ist f : U C R" — R™ und f(U) = M eine r-dim. TMF (d.h.
rg(df) = r), dann ist TspyM = df,(T,R").

Istf:UCR"— R™und M = f~*(a) eine r-dim. TMF (d.h. rg(df) = n—r),
so ist T,(M) = ker(df,).

FOLGERUNG: Hat f: R” — R den Rang 1 fiir alle x mit f(x) = a, so ist f~1(a)
eine (n—1)-dim. TMF, deren Tangentialvektorraum die Gleichung grad,(f)-x =0
besitzt. O

Das folgende Beispiel zeigt, daB einige bekannte Mengen von Matrizen Teilman-
nigfaltigkeiten sind:

BEISPIEL: MATRIZENGRUPPEN Die Gruppen O,,SO,, GL, C R"*" sind wie
folgt definiert:

o GL,={A e R™"|det(A) #0};

e O, ={AcR™"| A- AT = E}, wobei E die (n x n)-Einheitsmatrix ist.

¢ SO, ={A€0O,|det(A) =1} ={A€ O, | det(A) > 0}.

GL, ist eine offene Teilmenge von R™*" und somit eine n*>-dim. TMF. Sei f :
GL, — R™", A+ AAT. Dann ist

d d
dfa(V) = —| FfA+tV)=—| (AAT+tVTA+tATV +t2VTV)
dtlt=0 dt lt=0

=VIA+ATV = (ATV)T + (ATV).



Kapitel 1. Kurven und Fldchen 1.4. Differenzierbare Abbildungen

Offenbar ist dfa eine surjektive lineare Abbildung von R™*"in den n(n+1)/2-dim.
Unterraum der symmetrischen Matrizen. Damit ist

1
rg(dfa) = 1n(n +1) = dimO, =n*—rg(dfa) = =n(n—1),
2 2

und O, ist eine Teilmannigfaltigkeit. SO, ist eine offene Teilmenge von O, (be-
stimmt durch die Ungleichung det(A) > 0), also ist sie eine dim(O,)-dim. TMF
von O, und somit eine TMF von R™*". Die Tangentialvektorraume T,O, und
TASO, haben die Gleichung dfa(V) = 0, also VT A+ ATV = 0. Insbesondere ist
TeO, =TSO, ={V | VT +V =0}. o

1.4 Differenzierbare Abbildungen von Teilmannig-
faltigkeiten

Um Abbildungen zwischen TMF betrachten zu kdnnen, definieren wir die Koordi-

natendarstellung von Abbildungen.

DEFINITION: LOKALE PARAMETRISIERUNG Ist M C R™ eine n-dimensionale
TMF und g : V C R” — M regular und injektiv — z.B. fiir eine Karte ¢ : U C
M— R™sei g=¢p? Dann heiBt g lokale Parametrisierung von M. >

R"%0"
DEFINITION: KOORDINATENDARSTELLUNG  Seien g; : Ui C R™ — M,
(i =1, 2) lokale Parametrisierungen der TMF M; und M.

Dann heiBt 7 : Ui — Uy, f= g2_1 o f o g; die Koordinatendarstellung von f,
bzgl g1, g». >

DEFINITION: DIFFERENZIERBAR, DIFFERENTIAL  Seien My, M, wie oben.
Eine Abbildung f : M; — M5 heiBt differenzierbar, wenn alle Koordinatendarstel-
lungen differenzierbar sind. Das Differential df, von f bei p ist definiert durch

d .
df,(v) = at (c), wobeic:/— M, c(0)=p, ¢(0)=v. >
t=0
SATZ 1.13 Die Differenzierbarkeit einer Abbildung von Teilmannigfaltigkeiten ist
ein wohldefinierter Begriff, d.h. er hangt nicht von einer speziellen Wahl der g; ab.

df, : ToM — T¢(,) M ist wohldefiniert, und ist eine lineare Abbildung. Es ist

£, = f -1
dfy = dg 0 df| o (dg:)

Bewels: Nach dem Rangsatz existieren lokale Diffeomorphismen ¢, ..., ¢g und
Projektionen 71, T2, sodaB das folgende Diagramm kommutativ ist:

RME v > U1 4)‘-)U2< ............ (.0 5 .......... > R ™
4 Y1 4 -
id: M id: (M2
L b
R™ x 0 91 92 R™ % 0
<. 7
N f 2
7 M, M <
s 3 _\

R™ x 0 q. d, R™ x 0
A 4
1 Gid T2 iid

4 r 4
RM o, > Ui %Ué< ............ (.0 8 > RM2 0



1.5. Die innere Metrik Kapitel 1. Kurven und Flidchen

LEMMA 1.14 Sind ;1 und @> Karten fiir My, My um p und f(p), und F=
0yt of o, soist

df, = (da () " o dF

od 1 .
rmixo 0P -P|TPM

SATZ 115 Ist f : M — N differenzierbar und f(M) C L, wobei L C N TMF
ist, dann ist auch f : M — L differenzierbar. Ist f : M — L differenzierbar,
dann ist auch f : M — N differenzierbar.

SATZ 1.16 Der Satz iiber die Umkehrfunktion gilt auch fiir differenzierbare TMF.
D.h. wenn dim M =dim N, f : M — N umd df, reguldr ist, dann existiert eine
Umgebung von p, sodaB f dort bijektiv und f=* differenzierbar ist.

Ist f : U C M — n differenzierbar und hat konstanten Rang r, so ist f~1(U)
eine (dim(M) — r)-dim. TMF von M.

BEISPIEL: STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION Wir wollen eine Parametri-
sierung der 2-Sphire S? = {(x1,%,x3) € R® | x? + x3 + x = 1} betrachten:
g1 : R2— S2\{(0,0,1)}, ¢» : RZ2 — S2\{(0,0,—1)}:

_2X1 —2X1
()=t | -2 W)= —0 | -2
gi1\x) = —Z£X2 v goll, v) = —ZX2
1+ [|x||? 1+ |x||?
[EN I NP | e 2 1
dgi 0g; _ . L .
Da a—i’ a—g‘]/’ fiir i = 1,2 linear unabhdngig sind, sind g; und g» lokale Para-

metrisierungen von S2. Identifizieren wir R? = C vermittels z = x; + ixp, dann
ist g1 die wohlbekannte Einbettung von C in die Riemannsche Zahlenkugel. Die
Parameterwechsel zwischen g; und g» haben dann die folgende Gestalt:

1
g1ogst=googrt:C\0— C\0, ze .

Sei f : S2 — S? gegeben durch die Abbildungsvorschrift (0,0,1) = N~ N, und
die Koordinatendarstellung beziiglich g; und g;:

gilofogi(z) =p(z)=ao+az+---+apz"

d.h. f(g1(2)) = gi(ao + a1z + - - - + a,z"). f hat die besondere Eigenschaft, daB
Punkte des Zielgebietes von von g; wieder auf solche Punkte abgebildet werden.
Offenbar ist f|, , beliebig oft differenzierbar.

Ist auch f dif}erenzierbar? Dazu betrachen wir die Koordinatendarstellung von
f bzgl. g> und go:

gofogst=(gogi)o(giofoogit)o(giogy):C\0—C\O,
Zl7

z—1/p(1/2) = 2" 4+ JZ+ 3o

fiir z # 0 und 0 — 0. Demnach ist f auf ganz S? beliebig oft differenzierbar. ¢

1.5 Die innere Metrik einer Teilmannigfaltigkeit

DEFINITION: INNERE METRIK, |. FUNDAMENTALFORM  Sei M C R” eine
m-dim. TMF und sei R” mit dem euklidischen Skalarprodukt { , ) : R"XR" — R
versehen. Fir v, w € T,M ist (v, w) somit wohldefiniert, weil T,M C T,R" = R".
Die Bilinearform (, ) in T,M heiBt auch I. Fundamentalform der Teilmannigfaltig-
keit M im euklidischen Raum. >
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Kapitel 1. Kurven und Flachen 1.5. Die innere Metrik

Man kann einen Tangentialvektor als Richtungsableitung interpretieren. In diesem
Zusammenhang schreiben wir Tangentialvektoren in der Form X, € T, M.

DEFINITION: RICHTUNGSABLEITUNG Ist ¢ : | — M eine Kurve mit ¢(0) = p
und ¢(0) = X,, und ist f : M — R differenzierbar, dann ist

X,f =L Foc(t)

= dtli=o
die Richtungsableitung von f in Richtung X,. >
DEFINITION: VEKTORFELD Ein Vektorfeld auf einer TMF M ist eine Abbil-
dung X : M = TM C R?" mit p—~ X, € T,M. >
BEISPIEL: BASISFELD Ist g eine lokale Parametrisierung (z.B. ((p‘]Rmxo)_l fiir
eine Karte ), dann heiBt
9j - p > dgp(e) = 8i(p) = (),

das j-te Basisfeld beziiglich der Parametrisierung g. O

DEFINITION: KOEFFIZIENTEN DER METRIK Ist g: R” — V C M eine lokale
Parametrisierung und sind 94, ..., 8, die dazugehdrigen Basisfelder, dann heiBen
die Funktionen

gix:V =R, gi(p) = (0;(p). %(p))

die zugehdrigen Koeffizienten der inneren Metrik bzw. der |. Fundamentalform.® >

Haben Tangentialvektoren die Koordinaten v = v/8;, w = w¥dy, so ist (v, w) =
Yok VIwk(9;, Bk) = v wkg.

DEFINITION: ABSTANDSFUNKTION Sei M eine wegzusammenhingende TMF.
Seien p, g € M, und sei 6, ; die Menge aller stiickweise differenzierbaren Kurven
c:[0,1] = M mit c(0) = p, c(1) = g. Dann ist der Abstand von p, g definiert
durch

d(p.q):= inf L}(c) >

CE Bpq

LEMMA 1.17 d(p, q) ist eine Metrik in M, d.h.:

(1) d(p.q) =0&p=gq
(2) d(p,q) =d(q.p)
(3) d(p.q) < d(p,r)+d(r,q)

BEweEIs: (1) folgt aus Satz 1.3, der Rest ist trivial. O

Ist f : A— R eine Abbildung von einem topologischen Raum in die rellen Zahlen,
so verwenden wir die Bezeichnung supp(f) fiir den AbschluB von {x | f(x) # 0}.

DEFINITION: OBERFLACHENINTEGRAL Sei M C R” eine m-dim. TMF und
g: U CR" — M eine lokale Parametrisierung. Sei f : M — R und f die
Koordinatendarstellung von f beziglich g. Ist supp(f) kompakt und in f(U), dann
sei

/de ::/F(ul ..... Um)y/det(gjk) duy - - - dum
M U

IHistorische Bezeichnungen fiir gi1, g12 = g21, 922 sind E, F, G.



1.5. Die innere Metrik Kapitel 1. Kurven und Flidchen

LEMMA 1.18 [, fdO ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der Pa-
rametrisierung.

In der Definition der Oberflachenintegrals tritt die Determinante der metrischen
Koeffizienten gj als Verzerrungsfaktor auf: Hat eine ONB das Volumen 1, so ist
das Volumen des von den Vektoren vi, . . ., v, aufgespannten Parallelepipeds gleich

|det(vy, ..., vo)| = det((v;, v;))/2.

DEFINITION: VOLUMEN Sei g : U — M wie oben und K C U kompakt.

Dann ist
Vol(g(K)) := /K,/det(gjk) duy...dun

das Volumen von g(K) C M. >

DEFINITION' ISOMETRIE Seien M, N Teilmannigfaltigkeiten f : M — N.
Dann heiBt f Isometrie, falls d(p, q) = d(f(p), f(q)) fir alle p, g € M gilt. >

BEISPIEL: Sind g : U — M, ¢’ : U — N lokale Parametrisierungen und
stimmen die Koeffizienten gjx und gj, iberein, dann ist f : g(U) — ¢'(U), p —
g' o g~1(p) eine Isometrie, denn fiir eine Kurve ¢ : | — U sind die Bogenliangen
von go c und ¢' o ¢ gleich.

Seiz.B. M = {(x1,%,x3) € R®| x2+x3 = 1} CR3 N =R? U = (-7, 7)xR.
Wihle g : (u, v) = (cos(u), sin(u), v) und ¢'(u, v) = (u, v). Dann ist

@) =(g=( 1 )-

Damit ist g7 = f eine Isometrie, und man kann den Zylinder ohne die Gerade
x = —1, y = 0 isometrisch in die Ebene abbilden. was auch der ‘Alltagserfahrung’
mit Zylindern entspricht. O
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Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie

2. Kapitel

Elementare Krummungstheorie der
(n — 1)-dim. Teilmannigfaltigkeiten des R”

2.1 Die Kriimmungsform

DEFINITION: KrREUZPRODUKT Das aus dem R3 bekannte Kreuzprodukt von
Vektoren wird im R” durch die folgende symbolische Determinante definiert (ey,
..., €, sind die Vektoren der kanonischen ONB):

Xi Xp—1 €1
XX (RN SR Xy X o X Xpo1 1= 5 :
n—1
X1 Xp_1  €n >
Das Kreuzprodukt ist orthogonal auf xi,...,Xx,—1, €s erganzt xi,...,X,—1 ZU
einer positiv orientierten Basis (falls xg,..., Xp—1 linear unabhdngig sind), und
[[X1 X ...Xp—1]| ist gleich dem Volumen des von xi, ..., Xn—1 aufgespannten Par-

allelepipeds.

Das wichtigste Hilfsmittel in der elementaren Kriimmungstheorie der Flachen
ist die spharische Abbildung und die von ihr abgeleiteten Begriffe. Sie ordnet jedem
Punkt einer (n—1)-dim. TMF einen normierten Einheitsvektor orthogonal zu T,M
zu:

DEFINITION: SPHARISCHE ABBILDUNG Sei M C R" eine (n—1)-dim. TMF des
R"und g: U C R" — M eine lokale Parametrisierung. Dann ist n: M — S"1
definiert durch

- n(p

n(p) == 81 X8 X +++ X Op_1, n(p)zﬁ.
Dabei bilden die Vektoren 4, .. ., 8,_1, n ein Rechtssystem. n(p) heiBt der durch
g bestimmte Einheits-Normalvektor von M in p. >

n ist von der Parametrisierung abhangig: Ist g’ eine andere Parametrisierung und
n' das damit verbundene Einheits-Normalvektorfeld, so ist

n=n <<= (61,..., 8p—1,n)und (81, ..., 8!_1, n) sind gleich orientiert.
DEFINITION: WEINGARTENABBILDUNG, SHAPE-OPERATOR Sei M eine
(n— 1)-dim. TMF. Dann ist dn, : T,M — T,S571. Die Tangentialvektorriume
T,5"71 und T,M sind im R" parallel zueinander und haben die gleiche Dimensi-
on. Wir identifizieren sie und definieren die Weingartenabbildung (englisch: ‘shape
operator'):
op: TyM — T,S" 1 = T,M, v~ —dn(v) >

11



2.1. Die Kriimmungsform Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie

Die Weingartenabbildung gibt also die negative Anderung des Normalvektors n(p)
in Richtung v an. Das Vorzeichen hat historische Griinde. ¢ ist von der Parame-
trisierung in derselben Weise abhangig wie n.

DEFINITION: KRUMMUNGSFORM, |I. FUNDAMENTALFORM Die Abbildung
hpy : ToMx ToM — R, (v, w) = {op(v), w)
heiBt Kriimmungsform oder II. Fundamentalform. Die skalaren Funktionen
hjx - M = R, hjx(p) = hy(8;, 8k) = (05(8;), Bk p)
heiBen die Koeffizienten der Il. Fundamentalform.! >

Die Koordinatenmatrix der Weingartenabbildung o, beziiglich der Basis 9, ...,
Bk in T,M wird mit h¥ bezeichnet. Es gilt

a(@k) = h_,’-(ak, hjk = <hjlal, ak) = hjl-g/k — hjk = gk/hjl._
Dabei ist (g*') = (gjx)~! die zur Matrix (gj«) inverse Matrix.
SATZ 2.1 Die Kriimmungsform ist eine symmetrische Bilinearform.

Bewels: Wir leiten (8, n) = 0 ldngs der u*-Linie ab:

a9 .\ _ 9%g dg on.
(o™ =0 = (uag "+ Gy aur) =
on dg g
:hjk:_<6_j'ﬂ>:<8uf8uk’n>=hkj O

Die Il. Fundamentalform ist von der Parametrisierung in derselben Weise abhangig
wie n.

FOLGERUNG: Nach dem Spektralsatz hat T,M somit eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren von o und alle Eigenwerte von o sind reell. m]

DEFINITION: HAUPTKRUMMUNGEN, MITTLERE KR., GAUSSSCHE KR. Die n
— 1 reellen Eigenwerte k1, ..., Kn—1 von o heiBen Hauptkriimmungen von M im
Punkt p. Jeder Eigenvektor bestimmt eine Hauptkriimmungsrichtung. Die mittlere
Kriimmung H und die GauBsche Kriimmung K sind definiert durch

1
H= (K1t +Kp-1) =

p— tr(c), K =~kKi---Kp—1 = det(o)

n—1

Die Hauptkrimmungen, H, und bei dim(M) = 1 (mod 2) auch K sind von der
Parametrisierung in derselben Weise abhangig wie n. Bei dim(M) =0 (mod 2) ist
K eine geometrische Eigenschaft der Teilmannigfaltigkeit.

BEMERKUNG: GEOMETRISCHE EIGENSCHAFT  ‘geometrische Eigenschaft’
bzw. ‘Invariante’ ist hier analog zu Def. 1.1 definiert — ein einer Teilmannig-
faltigkeit zugeordneter Skalar bzw. affiner Unterraum dndert sich nicht bei Kon-
gruenztransformationen bzw. wird entsprechend transformiert. An die Stelle der
Invarianz bei Parametertransformationen tritt die Unabhangigkeit von einer Para-
metrisierung bzw. Karte.

IHistorische Bezeichnungen fiir hy1, h1o = ho1, hap sind L, M, N.

12



Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie 2.2. Kurven in TMF

2.2 Die Krimmungen von Kurven in Teilmannigfal-
tigkeiten

DEFINITION: NORMALKRUMMUNG, GEODATISCHE KRUMMUNG Sei M C R”
eine (n— 1)-dim. TMF und ¢ : | — M nach der Bogenlange parametrisiert (d.h.
[[€]] =1und ¢ = & = k1¢2). Dann ist

C=Kon+Kkgmmit me€ T,M, ||m|| =1, (n,m) =0.

Kn heiBt Normalkriimmung und k4 heiBt geoddtische Kriimmung der Kurve ¢ in
M. Aus der Definition folgt direkt, daB x2 + k2 = k7 gilt. >

LEMMA 2.2 Fiir eine Kurve c : | — M ist
kn = h(¢, ¢)/{¢, ¢),
d.h. die Normalkriimmung hingt nur von ¢ ab.

BEwEIS: Wir parametrisieren ¢ nach der Bogenlinge, dabei geht ¢ in ¢/||¢|| tiber.
Es geniigt daher, den Satz fiir solche Kurven zu zeigen: Betrachte das Normalvek-
torfeld no c(t) langs der Kurve ¢ und leite 0 = (¢, n) ab: 0 = (¢, n)+ (¢, dn(¢)) =
Kn{n, n) + kg{m, n) + (¢, dn(¢)) = K, — h(¢, ¢). O

Bewegt sich ein Teilchen innerhalb einer TMF M, an die es aufgrund irgend-
welcher Zwangsbedingungen gebunden ist, so hat es wegen k, = h(¢, ¢)/(¢, ¢)
auf die Komponente der Beschleunigung normal zur Flache nur iiber seine eigene
Geschwindigkeit einen EinfluB. Innerhalb der Newtonschen Mechanik iibt M eine
Kraft aus, die der Normalbeschleunigung ||¢[|?k, = &" das Gleichgewicht hilt. Die
geodatische Kriimmung kann das Teilchen unabhangig von seiner Geschwindigkeit
selbst bestimmen.

DEFINITION: KRUMMUNGSKREIS  Der Kreis mit dem Mittelpunkt c(t) +
K%Cg(t) und Radius Kil der in der von ¢; und ¢, aufgespannten Ebene liegt, heiBt
Kriimmungskreis. >

Die Kurve ¢ und ihr Kriimmungskreis haben in ihrem Beriihrpunkt die gleichen
Tangenten und die gleichen Kriimmungen. Sind beide nach der Bogenlange para-
metrisiert, so stimmen nach Frenet die Ableitungen bis zur 2. Ordnung iberein.

SATZ 2.3 (SATZ VON MEUSNIER) Sei M C R®. Beriihren einander zwei Kurven
¢, C: | — M im Punkt p = c(0) = ¢(0) mit k,(¢) # 0, so schneiden die Achsen
ihrer Kriimmungskreise einander im Punkt p + K, 1n.

2.3 Die Verteilung der Normalkriimmungen

DEFINITION: DUPINSCHE INDIKATRIX Die Teilmengen i und iy von T,M:

&:{—@]nvnzl}} = {—m} = {w|h(w,w) = +1}

heiBen die Dupinschen Indikatrizen von M im Punkt p. >

13



2.3. Normalkriimmungen Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie

DaB die drei Definitionen aquivalent sind, ist fiir die ersten beiden trivial, und folgt
fiir die 2. und 3. aus

Y Y )_h(v,v)_l h(WW)—:[:?W—L
Vh(v,v) /h(v,v) h(v,v) ' Vh(w, w)
Sei im Tangentialraum T,M eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren der Abbil-
dung o, = —dn (Krimmungsvektoren) gegeben. vi, ..., v,—1 seien die Koordi-

naten eines Tangentialvektors beziiglich dieser Basis und k1, ..., Kn—1 Seien die
Hauptkriimmungen. Dann ist

h(

%1 K1v1

h(v,v) = (v,op(v)) = < > =K VP4 . Ka1v2 .

V-1 Kn—1Vp-1
Im Fall einer 2-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des euklidischen R3 hat die In-

dikatrix die Gleichung iy : k1v? + kavi = £1. Man unterscheidet die folgenden
Falle:

1. elliptischer Punkt: k1Ko > 0. Eine Indikatrix ist eine Ellipse und die andere
ist leer.

2. hyperbolischer Punkt: k1k> < 0. Die beiden Indikatrizen sind ‘zueinander
konjugierte’ Hyperbeln mit Haupt- und Nebenachsen |k1|~1/2, |ko|~1/2.

3. parabolischer Punkt: k1 = 0, k> # 0 oder umgekehrt. Die Indikatrizen haben
die Gleichungen iy : 52v22 = =+1. Eine besteht aus 2 parallelen Geraden, die
andere ist leer.

4. Flachpunkt: k1 = ko =0. iy =i = {}.

|kn(v)|~%

1. elliptischer Punkt 2. hyperbolischer Punkt
i+ (V)| 2
|K:2|_%
K1 = 0

3. parabolischer Punkt

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Dupinsche Indikatrizen

LEMMA 2.4 Jede (n—1)-dim. TMF M des R" ist lokal der Graph einer skalaren
Funktion f : R(""Y) — R, d.h. in einem geeigneten Koordinatensystem wird M
durch (uy, ..., Up—1) — (U1, ..., Up—1, F(U1, ..., Un—1)) parametrisiert.

14



Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie 2.4. Parallelflachen

BEwEIS: Sei g: U C R"™! — R" eine lokale Parametrisierung mit g(0) = p.
Woihle ein Koordinatensystem des R” so, da p =0 und T,M = R™1x0CR"
Sei w: R" — T,M die Orthogonalprojektion. Definiere ¢ : U C R""1 — R 1,
@ = mog. Dann ist dp = dm o dg. Wegen dw]TPM = id hat dy lokal den
Rang n— 1 und ¢ is lokal diffeomorph. Setze § := g o ¢~!. Nach Konstruktion
ist g eine lokale Parametrisierung von M und hat die Gestalt g(u*,..., u"" 1) =
(ut, ..., u™t f(ut, u™ ). O

. . - of ) 3
Das hier konstruierte f hat die Eigenschaft ﬁ(o) = 0 fiir alle i (denn 6_3’ muB
tangential an T,M sein).
DEFINITION: ScHMIEG-PARABOLOID Sei g die lokale Parametrisierung aus

Lemma 2.3. Das Taylorpolynom 2. Ordnung von g parametrisiert das Schmieg-
Paraboloid von M im Punkt p:

1 o°f
_ 1 n—1 1 n—1 - T .
u=(ut ... 0" e Ut u" Su <8u"8uf) ul. >

Sind die Basisvektoren in T, M Kriimmungsvektoren, und sind k; die dazugehorigen
Hauptkriimmungen, so ist die Gleichung des Schmiegparaboloids

1
X =3 (K1Xf + -+ + Kp1X2_q) -

Die Dupinschen Indikatrizen (Abb. 2.1) stellen offenbar horizontale Schnitte durch
Schmiegparaboloide dar. Die Gleichung der Dupischen Indikatrix in einem Koordi-
natensystem wie in Lemma 2.3 ist

o2f
T . . = =
u <8u'8w) u= h(u,u)==1.

FOLGERUNG: Ist M eine kompakte (n— 1)-dim. TMF des R”, so hat ||x||? ein
Maximum r = ||p|| fiir ein p € M. Dann hat T,M die Gleichung (x, p) = 0. In
p kann muB M einen elliptischen Punkt besitzen, sonst bleibt M nicht im Inneren
der Kugel mit Radius r und Mitte 0. Daraus folgt, daB jede kompakte (n—1)-dim.
TMF des R” einen Punkt besitzt, wo alle Hauptkriimmungen gleiches Vorzeichen
haben (bei n =3: K > 0). O

2.4 Parallelflachen und die abtragende Abbildung

Das Konzept der Parallelfliche (bzw. der tubularen Umgebung) ist ein wichtiges
technisches Hilfsmittel. Wir werden hier nur den Fall von (n — 1)-dimensionalen
TMF eines R” betrachten.

DEFINITION: ABTRAGENDE ABBILDUNG Sei M eine (n — 1)-dim. TMF des
R" g: U :— M eine lokale Parametrisierung, und n : M — S"~! das dazugehdrige
Einheits-Normalvektorfeld. Dann heiBt

e:MxR—R" (p,t)— p+tn(p)
die abtragende Abbildung. >

Die Koordinatendarstellung von e beziiglich der lokalen Parametrisierung g X id
von M x R ist

e:UxRCR"—R" (at)— g(a)+t-n(g(a)).

Um die Definition des Produktes von Mannigfaltigkeiten zu vermeiden, werden wir,
wenn von Differenzierbarkeit u. d. die Rede ist, immer € und nicht e meinen.
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2.5. Minimalflachen Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie

LEMMA 2.5 e ist reguldr (d.h. € ist reguldr) an der Stelle (p, t) genau dann,
wenn t~! keine Hauptkriimmung von M in p ist.

Man konnte sagen, daB in einem Hauptkrimmungsmittelpunkt ‘infinitesimal be-
nachbarte Normalen einander schneiden’.

LEMMA 2.6 Sei B C U offen und B kompakt. Dann existiert ein € > 0, sodaB

| Bx(_ee) €N Diffeomorphismus ist. Das Bild e(B x (—e&, €)) heiBt dann eine tu-
bulare Umgebung von g(B), und das Bild von e(B x \) heiBt Parallelfliche von

g(B) im Abstand \. Fiir |\| < € ist sie eine TMF des R”".

DEFINITION: VARIATION IN NORMALENRICHTUNG Seien M, g, n, e wie oben.
Sei ¢ : M — R differenzierbar. Dann parametrisiert

9°:U—R" g°(a) = e(a, e p(a)) = g(a) + ep(a) n(g(a))
eine Variation von g(U) in Normalenrichtung. >

LEMMA 2.7 Seien M, g, n und @ wie in der obigen Definition. Ist B C U, B
kompakt, dann sind fiir hinreichend kleine € die Variationen von g(B) in Norma-
lenrichtung Teilmannigfaltigkeiten des R".

2.5 Minimalflachen

DEFINITION: MINIMALFLACHE Eine (n— 1)-dim. TMF des R” heiBt Minimal-
flache, wenn ihre mittlere Kriimmung verschwindet. >

Fiir verschiede Zwecke ist eine erweiterte Definition notwendig (z.B. mehrere TMF
mit Rand, die langs ihrer Rander zusammenhangen), auf die wir hier nicht eingehen
wollen.

SATZ 2.8 (VARIATION DER OBERFLACHE) Seig: U C R"™! — R" eine
Parametrisierung einer TMF des R", B C U C B und B kompakt. Sei ferner
p:U—Rmit (p’aB = 0 gegeben. Dann gilt:

d o
ELZOV"'(Q (B)) = /E(l —n)-@-HdO

Die Variation der Oberfldache verschwindet fiir alle Variationenen in Normalenrich-
tung genau fiir H=0 in B.

Dieser Satz liefert eine Begriindung fiir die Bezeichnung ‘Minimalflache’. In der
Natur kommen Minimalflachen als Seifenhdute vor: Eine solche Seifenhaut ist be-
strebt,

e die innere Spannung der Flache zu minimieren, d.h. in jedem Punkt wird,
bildlich gesprochen, ‘in alle Richtungen gleich stark gezogen’ — das heif3t
K1+ Ko =0;

e und die Oberliche zu minimieren, d.h. die Bedingungen von Satz 2.8 zu
erfiillen.

BEMERKUNG: Auch bei H = 0 gilt nicht immer, daB Vol(g(B)) < Vol(g%(B)),
d.h. das Volumen hat nicht notwendigerweise ein Minimum an der Stelle € = 0.
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Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie 2.5. Minimalflachen

DEFINITION: PLATEAUSCHES PROBLEM Unter dem Plateauschen Problem
versteht man, zu einer gegebenen geschlossenen Raumkurve eine Minimalflache
zu finden, deren Rand die gegebene Kurve ist. >

DEFINITION: ISOTHERME PARAMETRISIERUNG g : U C R? — R3 heiBt
isotherme Parametrisierung einer 2-dim. TMF, falls

= (" o )

ist, d.h. wenn dg, : T,R?> — TgyM eine Ahnlichkeit mit dem Faktor y(g(u))
ist. >

BEISPIEL: Die Umkehrung s : R? — S? der stereographischen Projektion ist ein
Beispiel fiir eine isotherme Parametrisierung.

Ist M eine Minimalflache, so ist das Differential dn der sparischen Abbildung
n: M —s 52 eine Ahnlichkeit (die Eigenwerte sind k1, ko = —kK1, und die Eigen-
vektoren sind orthogonal zueinander). Ist K # 0, so ist n lokal umkehrbar, und
n~! o s ist lokal eine isotherme Parametrisierung der Minimalfliche O

SATZ 2.9 Jede zweidimensionale TMF des R3 besitzt lokal eine isotherme Pa-
rametrisierung.

BeweEls: siehe M. Spivak, A comprehensive Introduction to Differential Geometry,
Vol. IV, pp. 455-500. O

SATZ 210 Ist g : U C R? — R3 eine isotherme Parametrisierung einer TMF,
so gilt:
H=0 <= g%, ¢° ¢° sind analytisch,

d.h. g = Re(w') mit w': | x iJ C C — C holomorph. Weiters gilt

O

i

FOLGERUNG: Eine Minimalfliche 138t sich in der Umgebung eines Punktes

_ w2
in der Form Re(w(z)) mit w = (w!, w? w?), w' holomorph, 3, (a—‘;) =0
parametrisieren. Umgekehrt erhdlt man fiir jedes solche w eine Minimalflache. O

DEFINITION: BJORLINGSCHES PROBLEM Sei ¢ : | — R3 analytisch und sei
v : | — S? analytisch. Gesucht ist eine Minimalfliche, die die Kurve c(t) enthilt
und im Punkt ¢c(t) den Normalvektor v(t) besitzt. >

SATZ 2.11 (LOSUNG DES BIJORLINGSCHEN PROBLEMS) Seien c(z) und v(z)
die analytischen Fortsetzungen von c(t) und v(t) in ein einfach zusammenhingen-
des Gebiet | x iJ C C, und sei uy € |. Dann hat das Bjérlingsche Problem die
Lésung

w(z) = c2) -1 [ "0 x Q) d¢

U
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2.5. Minimalflachen Kapitel 2. Elementare Kriimmungstheorie
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Kapitel 3. Differenzierbare MF

3. Kapitel

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Dieses und die folgenden Kapitel sind so geschrieben, daB der Begriff der ab-
strakten ‘differenzierbaren Mannigfaltigkeit’ in Kap. 3.1 definiert wird, der Text
ab Kap. 3.3 jedoch so gestaltet ist, daB man jederzeit fiir ‘Mannigfaltigkeit’ auch
‘Teilmannigfaltigkeit des R™ einsetzen kann.

3.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bisher betrachteten wir Teilmannigfaltigkeiten des R”. Der umgebende Raum stell-
te uns Ableitungsvektoren, den Tangentialvektorraum, ein Skalarprodukt und Nor-
malvektoren zur Verfiigung. Wir wollen nun abstrakte differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten betrachten, die nicht notwendigerweise in einem R” eingebettet liegen.

DEFINITION: KLEBEABBILDUNGEN, KLEBEDATEN Seien {U; | i € I} offene
Teilmengen des R" und g;; : U; — U; Diffeomorphismen von offenen Teilmengen
von U; auf offenen Teilmengen von U; mit ¢;; = <pj71, Yik = @ij © pji Uberall
dort, wo definiert, und ¢;; = idy,. Dann heiBen die ¢;; Klebeabbildungen, und die
Gesamtheit der U; mit den Klebeabbildungen nennt man Klebe-Daten. >

BEISPIEL: Wir kdnnen uns eine offene Uberdeckung einer Fliche durch Karten-
umgebungen vorstellen, mit ¢; : Vi C M — U;. Die Abbildungen ¢;; = ¢, o <p,._1
erfiillen dann die Bedingungen dieser Definition. $

Wir betrachten die Relation
x~y: <= 3Jijelmtxel, yeU, pjx)=y.
‘~' ist offenbar eine Aquivalenzrelation.

BEISPIEL: (Fortsetzung) In diesem Beispiel ist ‘~' nichts anderes als die Gleich-
heits-Relation fiir Punkte in M. Die offenen Mengen V; bzw. U; sind durch die
Abbildungen ¢;; aneinandergeklebt. O

Hier gehen wir den umgekehrten Weg: wir starten von offenen Mengen U;, und
definieren eine abstrakte Mannigfaltigkeit durch Zusammenkleben:

DEFINITION: DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEIT, KARTE Seien (U)),
(i) Klebedaten und ‘~' die dadurch definierte Aquivalenzrelation. Sei M die
Menge der Aquivalenzklassen von ‘~'.

Die natiirlichen Abbildungen ¢; : M — U; heiBen Karten, und ihre Umkehrun-
gen heiBen lokale Parametrisierungen von M. Eine Teilmenge U C M heiBt offen,
wenn alle ¢;(U) C U; offen sind.

19



3.2. Abbildungen Kapitel 3. Differenzierbare MF

Die Menge M heiBt differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n, falls die
dadurch bestimmte Topologie! Hausdorffsch? und parakompakt? ist. >

BEMERKUNG: Eine alternative Definition einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit ist die folgende: M sei ein parakompakter Hausdorffraum, ¢; : M — U; seien
Homdomorphismen, deren Definitionsgebiete M iiberdecken, und ¢, o <p,-_1 seien
Diffeomorphismen.

BEMERKUNG: Die Forderung an die Topologie, Hausdorffsch zu sein, schlieBt
das ‘verkehrte Zusammenkleben’ der Kartenumgebungen aus.

BEISPIEL: Verkleben wir U; = (0,2) und Uy = (4, 6) mittels @12 : (1,2) —
(4,5), p12(x) = x + 3, so erhalten wir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
homdomorph zum Intervall (0, 3).

Verkleben wir U; = (0,2) und U, = (5,7) mittels @15 : (1,2) — (6,7),
©p12(x) = x+5, so ist M kein Hausdorff-Raum, weil jede Umgebung von [1]. mit
jeder Umgebung von [6]~ einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. O

LEMMA 3.1 Ist M eine Teilmannigfaltigkeit des R" und sind @; Kartenabbildun-
gen (lokale Diffeomorphismen) in den R", so setzen wir U; = @;(MNV,), und
pij = @;o fp'fﬂU,-. Die Abbildungen yj; sind Diffeomorphismen.

FOLGERUNG: Offenbar entsteht durch Verkleben der U; mit Hilfe der Abbil-
dungen g;; ein topologischer Raum homdomorph zu M. M ist daher eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit. a

3.2 Tangentialvektoren, Abbildungen von Mannig-
faltigkeiten

Ab jetzt wollen wir auch fiir k-dimensionale TMF M des R” den Begriff einer
Karte (auBer dort, wo es explizit erwdhnt wird) so verstehen, daB durch die Kar-
tenabbildung ¢; eine offene Teilmenge von M auf eine offene Teilmenge U; des R¥
abgebildet wird. Wir finden solche Karten durch Einschranken der ‘alten’ TMF-
Karten auf M.

Im Folgenden sind (falls nicht anders erwahnt) M und N immer differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit den Karten (U;, ;) (e, und (Uy, ©)) (kek)-

DEFINITION: KOORDINATENDARSTELLUNG  Seien f : RK — M bzw. f :
M —s Rk bzw. f : M — N Abbildungen. Dann heiBen @) o f bzw. fo<pj_1 bzw.
plofo cpj_l die Koordinatendarstellungen von f beziiglich der Karten ¢;, ¢}. >

DEFINITION: DIFFERENZIERBAR (AUF EINER MF) f : R = M bazw.
f: M — RKbzw. f : M — N heiBt differenzierbar (oder C"), falls die Ko-
ordinatendarstellung von f differenzierbar (oder C") ist. >

SATZz 3.2 Die Differenzierbarkeit auf einer MF ist ein wohldefinierter Begriff,
d.h. er hangt nicht von der speziellen Wahl der Karten ab. Fiir TMF stimmen die
hier definierten Begriffe mit den friiher definierten iiberein.

1DaB durch diese Definition von ‘offenen Mengen’ tatséchlich eine Topologie bestimmt ist,
ist eine leichte Ubungsaufgabe.

?D.h. zu je zwei Punkten gibt es disjunkte offene Umgebungen

3Jede offene Uberdeckung besitzt eine lokal-endliche Verfeinerung. Wir werden diese Eigen-
schaft auBer beim Beweis von Satz 4.28 (zu dem sie ohnedies dquivalent ist) nicht bendtigen.
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Kapitel 3. Differenzierbare MF 3.2. Abbildungen

Wollen wir Tangentialvektoren und Tangentialrdume von abstrakten Mannigfaltig-
keiten definieren, so stellt sich nun das Problem, daB wir keinen umgebenden Raum
zur verfligung haben, der uns in natiirlicher Weise die Ableitung zur Verfiigung
stellt.

DEFINITION: KURVE, TANGENTIALVEKTOR Eine differenzierbare Abbildung
¢ : | — M heiBt Kurve. Wir wahlen eine Karte ¢ um p. Ein Tangentialvektor an M
im Punkt p ist eine Aquivalenzklasse von Kurven beziiglich der Aquivalenzrelation

cmEN:)p:C(O):E(O)undi ((,ooc)zi (po0).

dtlt=o dt lt=0
Die Menge der Tangentialvektoren in p wird mit T, M bezeichnet. Die Vereinigung
der T,M ist das Tangentialbiindel TM von M. >

Wir schreiben X, = v := ¢(0) fiir den durch ¢ bestimmten Tangentialvektor und
do(X,) = de(v) = %|t:0<p o ¢ fiir dessen Koordinatendarstellung bzgl. einer
Karte ¢. Speziell bezeichnen wir mit 8; den Tangentialvektor, dessen Koordina-
tendarstellung gleich dem j-ten kanonischen Basisvektor e; des R” ist.

DEFINITION: RICHTUNGSABLEITUNG Sei f: M — R und X, = ¢(0) € T,M.
Die Richtungsableitung in Richtung X, ist definiert als

d
Xp(f) = — f
(D)= | Foet) 5
LEMMA 3.3 Fiir die Richtungsableitung gilt X,(f + g) = X,(f) + X,(g) und
Xp(fg) = (Xof) - g(p) + F(P)Xs(9)-

LEMMA 3.4 Sind X,,,Y, € T,M und ist X\ € R, dann gibt es eindeutig bestimmte
Tangentialvektoren X, + Y, und X\ - X, mit
(Xp+Yo)f = Xpf +Yof (M- Xp)f =X X,f

Ist dim(M) = n, so ist (T,M, R, +, -) ein n-dim. Vektorraum. Ist ¢ eine Karte, so
ist dy ein VR-Isomorphismus. Die durch eine Karte definierten Tangentialvektoren
O1,..., O, sind eine Basis von T,M.

Bewels: Gehort X, zur Kurve c(t) mit der Koordinatendarstellung (c1(t), ...,
¢"(t)) und analog Y, zu d(t) mit (d*(t),..., d"(t)), so gehdrt X, +Y, zur Kurve

mit der Koordinatendarstellung (¢ + d*, ..., ¢" +d") und X - X, zur Kurve mit
der Koordinatendarstellung (X - ¢?, ..., A - ¢"). Offenbar ist dp(X,) + de(Y,) =
do(Xp, +Y,) und dp(AX,) = Ade(Y,). O

DEFINITION: DIFFERENTIAL EINER ABBILDUNG  Das Differential df, bzw.
df (p) einer Abbildung f : M — N im Punkt p ist gegeben durch df (p) : T,M —
TrpyN, X — %‘t:o f o c. Das Differential von f ist dann eine Abbildung df :

TM — TN mit der Eigenschaft T,M & TeN. >

LEMMA 3.5 Das Differential ist wohldefiniert, d.h. es hdngt nicht von der Wahl
der Kurve c ab. df(p) : T,M — T¢,)N ist eine lineare Abbildung. Ist f = ¢' o
f o ¢! die Koordinatendarstellung von f beziiglich zweier Karten ¢ : M — U,
@' : N — U, soist das Diagramm

™ — 5 TN

o |

TU 2 TU
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3.3. Vektorfelder Kapitel 3. Differenzierbare MF

kommutativ (d.h. die Koordinatendarstellung des Differentials ist gleich dem Dif-
ferential der Koordinatendarstellung).

FOLGERUNG: ‘Alle lokalen Aussagen’ iiber differenzierbare Abbildungen f : U C
R"” — R™ gelten auch fiir f : M — N (z.B. der Satz iiber die Umkehrfunktion
und der Satz iiber implizite Funktionen). O

Die Klebeabbildungen ¢;; sind hier immer C*°. Wiren sie nur C" (und M damit ei-
ne ‘C"-Mannigfaltigkeit’), so wére die Differenzierbarkeit von Abbildungen aus und
nach M nur bis zu C" sinnvoll definierbar. Abgesehen von der groBeren Bequem-
lichkeit von C°°-Mannigfaltigkeiten kann man zeigen, daBl es keinen Sinn macht,
endliche Differenzierbarkeit zuzulassen — man erhilt dieselben Mannigfaltigkeiten,
nur mit ‘ungeschickter gewahlten’ Karten:

SATZ 3.6 Fiir jede differenzierbare C"-Mannigfaltigkeit M gibt es eine differen-
zierbare C*°-Mannigfaltigkeit M' und einen C"-Diffeomorphismus von M auf M'.

Bewels: Siehe Munkres: “Elementary Differential Topology”, Princeton Univ.
Press, 1961. O

Bei Teil-Mannigfaltigkeiten ist es sinnvoll, endliche Differenzierbarkeiten zuzulas-
sen. Eine C"-TMF des R” ist aber immer eine C"-Einbettung einer C*°-Mannig-
faltigkeit in den R

DEFINITION: IMMERSION, EINBETTUNG f : M — R" heiBt /mmersion, wenn
df reguldr ist, d.h. wenn jedes df(p) regulér ist. f : M — R" heiBt Einbettung,
falls df reguldr, f injektiv, und f~1 stetig ist. >

SATZ 3.7 Ist M kompakt und ist f : M — N injektiv und requlér, dann ist f
eine Einbettung.

BEweEIs: z.z.: U € M offen = f(U) offen. Sei also U offen = M\U abge-
schlossen => M\U kompakt = f(M\U) kompakt = f(M\U) abgeschlossen
= f(U) offen. O

SATZ 3.8 Ist f : M — R" eine Einbettung, so ist f(M) eine differenzierbare
TMF diffeomorph zu M.

SATZ 3.9 (SATz vON H. WHITNEY) Fiir alle n-dim. differenzierbaren MF mit
héchstens abzahlbar vielen Zusammenhangskomponenten existiert eine Immersion
in den R~ und eine Einbettung in den R?".

3.3 Vektorfelder und Integralkurven
DEFINITION: VEKTORFELD Eine Abbildung X : M — TM mit X(p) € T,M

heiBt Vektorfeld, wenn sie differenzierbar ist. Dabei heiBt differenzierbar, daB die
Koordinatendarstellung dg o X o ¢~ beziiglich einer Karte ¢ differenzierbar ist. >

Ist ¢ eine Karte, so sind durch ¢ die Vektorfelder 94, ..., 0, bestimmt. Hat das
Vektorfeld X beziiglich der Karte ¢ die Koordinatendarstellung (x!(u), ..., x"(u))
mit u € U C R", so ist offenbar

n
X=> x5 =x0.
i=1
Hier haben wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.
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Kapitel 3. Differenzierbare MF 3.3. Vektorfelder

DEFINITION: LIE-KLAMMER Sind X = x/8; und Y = y/9, Vektorfelder, dann
heiBt das Vektorfeld _ _
[X, Y] = (X8y* — y/8;x*)dx

die Lie-Klammer (oder Poisson-Klammer) von X und Y. >

Man beachte, daB 8;y* die Richtungsableitung der Funktion y* lings der i-ten
Koordinate bedeutet.

LEMMA 3 10 Die Lie-Klammer hat die folgenden Eigenschaften:

1. [X,Y]f = XYf=YXTf, d.h. der Differentialoperator 2. Ordnung XoY —Y o X
ist in Wahrheit eine Richtungsableitung ldngs des Vektorfeldes [X,Y].

2. [8;,0;] =0, d.h. die Basisfelder kommutieren,
3. [X,Y]=—[Y, X] und [X, X] = 0 (Antisymmetrie)
4. [X Y. Z]| + [V, [Z. X]] + [Z. [X. Y]] = 0 (die Jacobi-Identitst).

Aus (i) folgt, daB [X,Y] wohldefiniert ist und nicht von der Auswahl einer Karte
abhéngt.

BeEweEIs: (i) zeigt man in Koordinaten und Einsetzen in die Definition. (i)=>(ii)
ist der Satz von H. A. Schwarz, (i)==(iii) ist trivial, und (i)==-(iv) folgt durch
Einsetzen und Ausrechnen. |

DEFINITION: INTEGRALKURVE, FLuss Ist X : M — T,M ein Vektorfeld
und ¢ : | — M eine Kurve mit ¢(t) = X (s, so heiBt ¢ Integralkurve von X. Ist
¢ Integralkurve mit ¢(0) = X, dann heiBt FI5.(p) = Fix(p, t) := ¢(t) der FluB von
X. >

SATZ 3.11 Zwei Integralkurven mit gleichen Anfangsbedingungen (Punkt und
Ableitungsvektor) stimmen liberein. Fiir alle x € M existieren eine offenen Umge-
bung U C M und ein € > 0, sodaB FI5(y) fiir alle y € U und t € (—¢, €) definiert
ist. Flx ist differenzierbar in beiden Variablen.

LEMMA 3.12 Ist c(t) Integralkurve, so ist ¢(t) := c(t + to) ebenfalls Integral-
kurve, falls definiert.

= FI% o FIx(p) = FIX (p) falls definiert

SATZ 3.13 Seien X, Y Vektorfelder in M, und ¢ : M — U eine Karte. Die
Koordinatendarstellungen von Vektorfeldern (sie sind Vektorfelder in U) seien mit
~ bezeichnet. Dann gilt:

Q(FI5 o FIS () — @(FIy o FI(p)) = StIX, Y], + -+,
und es kommen in der Taylorreihe nur gemischte Glieder vor.

BEwEISs: Fiir s = 0 oder t = 0 ergibt sich 0, also kommen nur gemischte Glieder
in der Taylorreihe vor. Den Koeffizient bei st erhalt man durch Nachrechnen in
Koordinaten. O

LEMMA 3.14 Seien X, Y Vektorfelder in M. Dann ist

[X.Y]=0 <= FlioFly =Fk oFl}
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3.4. Tensorfelder Kapitel 3. Differenzierbare MF

BEwEIS: ‘<=’ folgt aus Satz 3.13. Um die Umkeh(raung zu zeigen, leiten wir
die Aussage dieses Satzes nach s ab, und beachten gFli(p) = X,. 0.B.d.A.

betrachten wir Vektorfelder in einer offenen Umgebung des R” (und verwenden id
als Karte).

FIt o FIE.(p) — FIS o FIL (p) = st[X, Y], + . ..

0s ls=0

|2

© ~
d.h. FI fiihrt das Vektorfeld Y in das Vektorfeld Y iiber, und fiihrt daher dessen
Integralkurven in dessen Integralkurven iiber: Ist c(s) die Integralkurve von Y mit
c(0) = p, so ist Fl5,oc(s) die Integralkurve von Y durch FI5(p), d.h. FI}.oF5.(p) =
FIS o FI%(p). |

3.4 Tensorfelder

Wir haben bisher verschiedenen Abbildungen definiert, die Tangentialvektoren als
Argumente besitzen (z.B. das Skalarprodukt auf einer Flache im R”, oder das Diffe-
rential einer Abbildung). Um diese verschiedenen Abbildungen einheitlich behandeln
zu kénnen, definieren wir den Begriff des Tensorfeldes auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit.

DEFINITION: LINEARFORM, MULTILINEARFORM Ist f : V7 — R in jedem
Argument linear (d.h. es gilt f(xg,..., AXi + Wy, ..., Xp) = Af(Xe, ooy Xiyoon,
Xp) + wf(x1, ..., y1, ..., Xn)), so heiBt f eine Multilinearform. Die Menge der
Multilinearformen bildet einen Vektoraum, der mit ®" V* oder £,(V) bezeichnet
wird. >

BEISPIEL: Der Dualraum von V besteht aus den Linearformen auf V, und es ist
V* = %,V. Vertraute Elemente von 2,V sind die Bilinearformen und Skalarpro-
dukte. o

Ein Vektor x € V kann als Linearform auf dem Dualraum V* interpretiert werden:
Sein Wert x(a*) auf einer Linearform a* ist definiert durch a*(x). Eine lineare
Abbildung L : V — V kann als bilineare Abbildung auf dem Produkt V' x V*
interpretiert werden: Ist x € V, a* € V*, so ist L(x, a*) definiert durch a*(Lx).
Das fiihrt zu der folgenden, allgemeineren Definition:

DEFINITION: TENSOR Eine multilineare Abbildung V' x (V*)* — R heiBt
ein Tensor der Stufe (r,s), oder ein r-fach kovarianter, s-fach kontravarianter
Tensor. Der Vektorraum dieser Abbildungen wird mit @ (V*) ® ®°V oder LV
bezeichnet. >

BEISPIEL: Linearformen, Bilinearformen, Vektoren, und lineare Endomorphis-
men sind Tensoren der Stufen (1,0), (2,0), (0,1), und (1,1). O

DEFINITION: TENSORPRODUKT Sind g1, g» Tensoren der Stufen (ry, s;) und
(r2, 52), so ist der Tensor g1 ® go der Stufe (r1 + 2, 51 + s2) definiert durch

*

91®gg(x1...,yl...,al...,b{...)=gl(xl...,a{...)gg(yl...,b{...).

>
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Kapitel 3. Differenzierbare MF 3.4. Tensorfelder

BEMERKUNG: BAsIS, KOORDINATEN Sei e, ..., e, eine Basis in V und el*,
.., €™ die dazu duale Basis (d.h. e*(e;) = §;;). Dann bilden die n"** Multiline-
arformen
QR Re Q- Qe

eine Basis von V. Eine Multilinearform g € £V kann man in der Form
S S

Das Auswerten von g auf r Vektoren xq, . . ., x, mit Koordinaten (x{1 () (e-
weils ik = 1, ..., n) und s Linearformen a**, . .., as* mit Koordinaten (a}l), (&)
(Jeweils jx = 1,..., n), erfolgt durch

glx, ..., a’{,...):Zgﬁ """ kX xp - agean

Beim Rechnen mit Tensoren gilt die Einsteinsche Summenkonvention: Es wird (iber
jeden Index, der einmal oben und einmal unten vorkommt, von 1 bis n summiert.
In der obigen Summe kdnnte man das Summenzeichen also auch weglassen.

Die Koordinaten eines Produkts sind offenbar gleich den Produkten der einzel-
nen Koordinaten: Haben g, h, g ® h die Koordinaten g, h, k=, so ist

DEFINITION: SYMMETRISCHE TENSOREN, ALTERNIERENDE TENSOREN Ei-
ne Multilinearform g € £,(V) ist symmetrisch, wenn ihr Wert nicht von der Rei-
henfolge der Argumente abhangt. Sie ist alternierend, wenn fiir eine Permutation
o:{1,..., r}y—A{1,..., r} gilt

I(Vo@), -+ Vo)) =san(0) - g(va, ..., Vi), >

DEFINITION: ALTERNANTE, KEILPRODUKT Fiir Multilinearformen g, g1, ...,
v, ist die Alternante «{(g) und das Keilprodukt g; A - -+ A g, definiert durch

Ag)(vi. ..., V) = Z sgnog(Ve(1), - - - » Vo) 1A -ANGr =(g1 ®---® 7gr).
gES,

>

DEFINITION: TENSORFELD, KOORDINATEN FUR TENSOREN Wir betrachten
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M und eine Abbildung g, die jedem p € M
ein Element g, € 8,(T,M) zuweist.

Eine Karte ¢ : M — U definiert Basisfelder o1, . . ., Bn. Sei (dx, ..., dx") die
zu (01, ..., 8,) duale Basis im zu T, M dualen Vektorraum. Durch Auswerten von
gp auf §; und dx’/ erhilt man die Koordinatenfunktionen

von g. g ist differenzierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen es sind. In diesem
Fall heiBt g ein (r, s)-Tensorfeld in M. g kann als Linearkombination

geschrieben werden. >
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3.4. Tensorfelder Kapitel 3. Differenzierbare MF

DEFINITION: TENSORBUNDEL Die Vereinigung aller £L(T,M) heiBt das (r, s)-
Tensorbiindel £LM iiber M. >

BEISPIEL: Die Abbildung p = (, ), ist ein (2,0)-Tensorfeld auf einer Fliche
im R”. Ein Vektorfeld ist ein (0, 1)-Tensorfeld. )

SATZ 3.15 (KOORDINATENWECHSEL) Seien ¢, @' Karten und seivp : R" — R”,
Y=o (@)t Sei(x)(p)) die Matrix der partiellen Ableitungen von 1 im Punkt

©'(p), und x{’(p) die Matrix der partiellen Ableitungen von 4%~ im Punkt ¢(p).
Seien g{i """ s und gJ,} """ + Koordinaten eines Tensorfeldes g beziiglich der Karten

----- Ir 1reealy

-------

BEISPIEL: Ist V = /8, = v/'9; ein Vektorfeld mit seinen zwei Koordinatendar-
stellungen beziiglich der Karten @, ¢', so ist v/' = xj-'vf. Ist {, ) = gjx d¥) @ dx* =
jrk de’ ® ka’, SO ist gjrkr = gijJJ-.,X/((r. <>
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Kapitel 4. Riemannsche Geometrie

4. Kapitel

Riemannsche Geometrie

4.1 MF mit Riemannscher Metrik

Auch in diesem Kapitel ist M, falls nicht anders erwahnt, stets eine n-dim. diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit.

DEFINITION: RIEMANNSCHER RAUM, SKALARPRODUKT  Ein Skalarprodukt
auf einem Vektorraum V ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform ( , ) :
V' xV — R.Ist in jedem Tangentialvektorraum von M ein Skalarprodukt gegeben,
sodaB die Funktionen gjx : M — R, p — (9;, k) differenzierbar sind, so heiBt
(M, (. )) Riemannscher Raum, und ( , ) heiBt Riemannsche Metrik. >

Die Riemannsche Metrik ist ein (2, 0)-Tensorfeld, und die Funktionen gj, sind
seine Koeffizienten. Man betrachtet mitunter (siche Abschnitt 6.2) auch nicht
positiv definite Bilinearformen, welche zu den Pseudo-Riemannschen Raumen, und
schiefsymmetrische Bilinearformen, die zu symplektischen Riumen fiihren.

BEISPIEL: Die folgenden sind Beispiele von Riemannschen Riumen:

e UCR" gjk: U— R seien differenzierbare Funktionen so, daB (g;«(p)) fiir alle
p eine positiv definite symmetrische Matrix ist. Dann ist fiir v,w € T,U = U x R"
(v, w) := Wwkgjy ein Skalarprodukt, das (U, { , )) zu einem Riemannschen Raum
macht.

e st M C R" eine TMF und (, ) das Standard-Skalarprodukt des R”, so macht
die Einschrankung von ( , ) auf TM M zu einem Riemannschen Raum.
Ist g : U — M eine lokale Parametrisierung, dann sind die Funktionen
dg O0Og
gik(p) = (9, 0k)(p) = <

. Wk W> die Koeffizientenfunktionen der Riemann-
schen Metrik.

e lIst f : M — M' eine reguldre Abbildung und (M',{,)) ein Riemannscher
Raum, so ist (v, w) := (df(v), df (w)) eine Riemannsche Metrik auf M (‘Pullback’
von ( , )).

e Ein mechanisches System hange von n Parametern ab, und die Menge seiner
Zustande sei als eine n-dim. differenzierbare MF modelliert. Fiir eine lokale Para-
metrisierung mit Koordinaten u?, ..., u" sei die kinetische Energie eine quadrati-
sche Form in den Ableitungen der Parameter: T(u!, .. ., u") = gjx@a*. Dann ist

1

(v,v) :=T(v), {v,w) = E(T(V +w) —T(v) — T(w)) eine Riemannsche Metrik
in M (vgl. Kap. 6.1). o
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4.2. Die kovariante Ableitung Kapitel 4. Riemannsche Geometrie

DEFINITION: BOGENLANGE, ENERGIE Ist (M, (, )) ein Riemannscher Raum
und ¢ : | — M eine Kurve, dann sind

b b
Lbi= ‘/ N dt‘ und EP = ‘/ @ C)dt‘
a a
die Bogenldnge von und die Energie von ¢ im Intervall [a, b]. >

BEMERKUNG: Die Bogenlinge ist invariant unter Parametertransformationen,
wahrend es die Energie nicht ist.

LEMMA 4.1 L5(c)? < |b— a|EL(c) mit Gleichheit genau dann, wenn (¢, &) =
const.

Bewels: Die Cauchy-Schwarzsche Ungl. in einem Vektorraum V mit positiv
definitem Skalarprodukt lautet (v, w)? < (v, v}{w, w) mit Gleichheit genau fiir
v, w linear abhdngig. Wir setzen V = Cla, b], {f,g) = fab f(t)g(t)ydt, v = 1,
w = (¢, ¢). Daraus folgt direkt die Behauptung. O

Wir halten ein nichtleeres Intervall [a, b] fest und verwenden die Notation 6, 4 fiir
die Menge aller stiickweise differenzierbaren Kurven c : [a, b — M mit c(a) = p
und c(b) = g. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wahlen wir a=0und b = 1.

SATZ 4.2 Ein Minimum von E% in 6,4 ist auch Minimum von L% und es gilt
(¢, ¢) = const.

Umgekehrt gilt: Ist ¢ ein Minimum von L (d.h. eine kiirzeste Verbindung zwi-
schen p und q) in der Klasse 6, 4, und ist (¢, ¢) konstant, so ist ¢ ein Minimum
von E.

BeEweEIs: Sei L(c) < L(c") fiir alle ¢’ und sei (¢, ¢) = const. Dann ist E(c) =
L(c)? < L(c")? < E(c"), also ist ¢ Minimum von E.

Sei E(c) < E(c") fiir alle ¢’. Betrachte eine Parametertransformation =y :
[a,b] — [a, b], sodaB ¢ = ¢ o« die Eigenschaft (¢, &) = const. hat. Dann ist
L(c) = L(T) und E(C) = L(€)?> = L(c)®> < E(c), also L(c)? = E(c). Daraus
folgt (¢, ¢) = const.

Fiir jedes andere ¢’ ist dann (0.B.d.A. (¢’ ¢') = const) L(c)?> = E(c) <
E(c") = L(c")?, also L(c) < L(c"). ]

4.2 Zusammenhadnge und die kovariante Ableitung

Wir wollen uns nun mit der Frage beschaftigen, in welcher Beziehung die Vektoren
in den einzelnen Tangentialrdaumen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit zuein-
ander stehen. Es ist a priori nicht klar, wie ein solcher Zusammenhang zwischen
den einzelnen Tangentialraumen iiberhaupt aussehen soll. Eine verwandte Frage
ist die folgende: Jedem Punkt einer Kurve wird ein Tangentialvektor zugeordnet.
Wie miBt man die Anderung dieses Vektors langs der Kurve?

DEFINITION: AFFINER ZUSAMMENHANG Sei M eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit. Eine Abbildung, die zwei (C’-) Vektorfeldern X, Y ein neues (C'~1-)
Vektorfeld VxYzuordnet, heiBt affiner Zusammenhang in M, falls;

o VxY ist R-bilinear (in X und Y)

e VixY = fVXY fur f: M — R.

o Ux(fY)=Xf-Y+f-VxY
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>

BEMERKUNG: CHRISTOFFELSYMOLE Sei ¢ : M — U eine Karte und seien
01, ..., O, die dazugehdrigen Basisfelder. Wir schreiben V; := Vjp,. Dann ist

V& = I} 8 mit [}, : M — R

Die Funktionen /'J-’k heiBen die Koeffizienten oder Christoffelsymbole des Zusam-
menhangs V. Sind X = x/9; und Y = y/0; Vektorfelder, dann ist VxY wie folgt
gegeben:

UxY = XV (v k) = (Xoy" + x'y*T})o,

d.h. in den Wert von VxY in einem Punkt p geht von X nur der Wert in p ein. Vist
kein Tensorfeld, weil von Y nicht nur Werte, sondern auch Ableitungen eingehen.

DEFINITION: KOVARIANTE ABLEITUNG Die Abbildung
Xp = Vx,Y = (VxY)p

heiBt kovariante Ableitung von Y nach X,. Ist V(t) = v/(£)8;(c(t)) ein Vektorfeld
entlang einer Kurve c(t) (d.h. ¢: | — M mit V(t) € T.yM fiir alle t € /) mit

¢ = x¥3, dann sei /
D _(dv Ky [l
v = (G veri)a

Ist V ein Vektorfeld, das V fortsetzt (d.h. V(t) = \Zm), so gilt offenbar bei ¢ # 0

D -
E V = Vc(t)V
. D . . . .
Wir nennen pr V die kovariante Ableitung von V/(t) langs c. >
D D D D df
. jt: —(V4+W)=—V+—W e — (fV) = —V
LEDI\/\MA43 Es gilt dt( + W) ’T: +dt sowie dt( ) T: +
f—V.
dt
Bewels: Die Behauptung folgt unmitelbar aus der Definition. O

LEMMA 4 4 Sind I}, : M — R differenzierbar, so definiert VxY = (x'8;y’ +
X y¥T7, )8 einen affinen Zusammenhang in einer Koordinatenumgebung.

BEwEIs:  Nachrechnen der Definition: Vi, x;+x,x.Y = A1Vx,Y + A2Vx,Y und
Vx (u1Y1 + u2Y2) = w1 VxYs + ua Vi Ya fiir beliebige Funktionen Ay, Ao : M — R
und Skalare w1, 4o € R sieht man sofort;

Vx(fY) = (Xoify' + X fy T[] )a = (X;(f) y* + X fojy* + X/ fy*T}, ), =
XY +fVxY O

BEISPIEL: FLACHER ZUSAMMENHANG Ist M = U C R”, und verwenden wir die
identische Funktion als lokale Parametrisierung, so wird durch I'J-’k = const. = 0,

D d
iniert. ist —v=—V.
der flache Zusammenhang definiert. Dann ist FrAARiPT: o

BEISPIEL: INDUZIERTER ZUSAMMENHANG Ist M C R” eine TMF, p € M, so

ist v € T,M zerlegbar in einen Tangential- und einen Normalanteil: v = v’ 4 v”
mit vt € T,M und vV L T,M. Ist V(t) ein Vektorfeld lings ¢ : | — M, so sei

% v (%)t € TeyM.
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Sind X, Y Vektorfelder, so sei

D
Vi, = Y (0)

t=0

wenn ¢ : [ — M Kurve ist mit ¢(0) = X,,, Y(t) = Y(y).
Wir berechnen die Koeffizienten /'J-’k beziiglich einer lokalen Parametrisierung
g:UCR™ — M:

%9 \t
V2= () =0
d.h. die /'j’k sind die Koeffizienten vom Tangentialanteil von a%fzgﬁ in der Basis
01,...0m. VheiBt der vom R” in der TMF induzierte Zusammenhang. O

DEFINITION: SYMMETRISCHER ZUSAMMENHANG Der Zusammenhang V
heiBt symmetrisch, wenn VxY — WX = [X,Y] >

LEMMA 45 Ein Zusammenhang ist genau dann symmetrisch, wenn fiir seine
Koeffizientenfunktionen gilt I}, = Iy

Bewels: “=": [61-, ol =0= Vjak = Vkaj
ST VXY = WX = (K + XyRT)0 — (VX! + yIxKIT )0 = [X.Y]
(wobei die Terme mit den /'J-’k einander aufgrund der Symmetrie wegheben). O

LEMMA 4.6 Der induzierte Zusammenhang ist symmetrisch.

BEweEls: Ist g : U C R” — M eine lokale Parametrisierung, so ist

d%g )f: ( d%g

ViOk = <6uf6uk dukow

t
O

LEMMA 4.7 Ist V symmetrisch, dann gilt fiir jede differenzierbare Abbildung
fUCRZ— M (uv)e f(u,v):

D ,of D ,of
oulav) = v (50)
Bewels: Sei ¢ : M — U eine Karte, 04, ..., 0, Basisfelder und @ o f(u,v) =
oft orn

~ ~ of
1 n H H
(f*(u,v),...,f"(u,v)). Dann hat 20 die Koordinaten ( 3

20 ) und es

gilt:

Daf_(82ﬁ+aﬁafk,) _ D of
dvou \dudv ' au ov ¥ duav ]
BEMERKUNG: Man kénnte versuchen, Lemma 4.7 so zu zeigen: Betrachte die
of of _ . .
Vektofelder X = Em und Y = T Zu zeigen ist VxY = VW X langs f. Sei g eine
beliebige reellwertige Funktion. Wegen
do’g 9%

[X.Ylg=XYg-YXg= dudv  dvdu

ist [X,Y] = 0. Aus der Symmetrie des Zusammenhangs folgt die Behauptung.

Diese Argumentation ist genau in den reguldren Punkten von f richtig, denn
dort ist das Bild von f lokal eine 2-dim. TMF, und die partiellen Ableitungen sind
Vektorfelder, die nach M fortgesetzt werden kdnnen.
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4.3 Geodatische Parallelverschiebung

DEFINITION: PARALLELVERSCHIEBUNG Ist V ein stetiges Vektorfeld lings

. D : .
einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve ¢ mit — V = 0 fiir jedes stetig
differenzierbare Segment von ¢, dann heiBt V' Parallelfeld |angs c. >

D
BEMERKUNG: Anschaulich bedeutet EV = 0, daB sich der Vektor V(t)
fiir den Beobachter an der Stelle c(t) auf der Flache ‘nicht andert’. Ist V der

D .
induzierte Zusammenhang, dann heiBt EV = 0, daB der Tangentialanteil von

%V verschwindet, d.h. die Anderung von V senkrecht auf die Fliche steht.
SATZ 48 Istpe M, V, € T,M, c: | — M mit c¢(0) = p, so existiert genau
ein Vektorfeld V/ (t) ldngs ¢ mit V(0) = V,, das ein Parallelfeld ist.

BeweEIs: Es geniigt, die Behauptung fiir alle stetig differenzierbaren Segmente von
¢ zu beweisen, die vollstandig in einer Koordinatenumgebung liegen. Der allgemeine
Fall folgt dann durch mehrmaliges Anwenden des Spezialfalles. In Koordinaten gilt:

V/(t) ist Parallelfeld <= %v' + Mxvi=0

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir die Koeffizi-
entenfunktionen v/(t) und hat demnach bei vorgegebenen Anfangswert V(0) eine
eindeutige Losung fiir alle t. O

DEFINITION: GEODATISCHE PARALLELVERSCHIEBUNG Sei V, € T,M und
c . | — M eine Kurve mit c(ty) = p. Es existiert ein eindeutiges Parallelfeld
V(t) langs ¢ mit V(ty) = V,. Die Abbildung

Ptg(c) tToM — TeyM V= V(1)

heiBt geodatische Parallelverschiebung oder Paralleltransport von ty nach t; langs
C. >

Unmittelbar aus der Definition des Paralleltransports ergeben sich die folgenden
Eigenschaften:

e Pt2(c) = Pti(c) o Pt2(c)
] Pt%(c) o Ptg’(c) = idTpM
LEMMA 4.9 Pt (c) ist ein linearer Vektorraumisomorphismus.

Bewels: Die Losung einer linearen Differentialgleichung hangt linear von den
Anfangswerten ab, was die Linearitat innerhalb einer Koordinatenumgebung zeigt.
Durch lteration erreicht man so beliebige Punkte c(t). Die Invertierbarkeit folgt
aus Pt (c) o Pt2(c) = idr,m. O

LEMMA 4.10 Der Paralleltransport ldngs einer Kurve ist unabhdngig von Para-
metertransformationen.

BeEwEIS: Wir setzen € = co7y, und t = y(u). Weiters sei dc/dt = ¢ und
dc/du = C'. Dannist ¢ = €' - du/dt, und V; = du/dt - Vz. D.h. die kovarian-
te Ableitung eines Vektorfeldes V/(t) langs c¢ ist genau dann gleich 0, wenn die
kovariante Ableitung von V o «y(u) langs c o4y gleich 0 ist. O
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DEFINITION: HOLONOMIEGRUPPE Sei [a, b] ein nichtleeres abgeschlossenes
Intervall und (62/’ die Menge aller stiickweise glatten Kurven mit c(a) = c(b) = p.
Sei U, das System der offenen Umgebungen von p. Dann heiBen

Hp:={Pti(c)| c€ 6y} und H¥:= [ {Pti(c)|c e 6}
vel,

die Holonomiegruppe bzw. die lokale Holonomiegruppe von p. >

SATZ 411 Sind p,q € M und ist ¢ : [a, b] — M eine stiickweise glatte Kurve
mit c(a) = p und c(b) = q, so ist H, = Ptﬁj(c)_1 o H, o Pt2(c), d.h. die Holo-
nomiegruppen von Punkten, die durch eine Kurve verbunden werden kénnen, sind
zueinander konjugiert.

BEweEIS: Sei ¢ € 6). Dannist ¢ + ¢+ ¢! € 6, wobei ¢ + ¢ + ¢! den
Weg symbolisiert, der entsteht, wenn man zuerst ¢ von p nach g durchlauft, dann
den Weg €, und anschlieBend auf ¢ durch Umkehrung des Weges von g nach
p zuriicklauft, und abschlieBend noch eine Parametertransformation durchfiihrt,
sodaB der entstehende Weg in [a, b] definiert ist. Ebenso folgt aus ¢ € H,, daB
cl+C+c€EH, i

4.4 Riemannsche Zusammenhinge

Man mochte gerne, daB der Paralleltransport von Vektoren lings einer Kurve in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit Langen und Winkel nicht dndert. Diejenigen
Zusammenhdnge, die dieser Anforderung geniigen , heiBen Riemannsche Zusam-
menhange.

DEFINITION: RIEMANNSCHER ZUSAMMENHANG V heiBt Riemannscher Zu-
sammenhang, wenn der Paralleltransport 1angs einer Kurve eine orthogonale lineare
Abbildung ist. D.h. fiir alle ¢ : / — M und fir alle v, w € T M gilt:

(Pti(c)v, Pti(c)w) = (v, w) >

LEMMA 4.12 Seien X,Y, Z Vektorfelder in M, und seien V, W Vektorfelder lings
einer Kurve ¢ . | — M. Ist V ein Riemannscher Zusammenhang, so gilt.

X(Y, Z) = (VxY. Z) + (Y, VxZ)
d D D
- =(-V.W V.—W
VW) = (VW) + (V. = W)
Jede der beiden Bedingungen ist auch hinreichend.

BeweEls: Die erste Gleichung folgt aus der zweiten, wenn wir eine Kurve ¢ : [ —»
M mit ¢(0) = X, wahlen. Sei E;, ..., E,, eine ONB in T,M fiir ¢(0) = p und
E(t) ein Parallelfeld langs ¢ mit E;(0) = E;,. Dann ist Eq(t),..., E,(t) eine
ONB in T¢py M.

Wir setzen V/(t) = v/(t)E;(t), W(t) = w/(t)E;(t) und berechnen (V,W) =
(VE;, wEj) =77, v/w/. Dann ist

D y , D D .
EV:VJEJ"FVJEEJ analog EW:WJEJ-, ==

——r

=0
T ww) = Y + Vi) = (VW) + (v o)

J=1
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Um die Umkehrung zu zeigen, beachten wir

D d D D
V=02 (V) = (V) + (V2 V) = (0.V) +(V.0) =0,

Also andert sich die Norm eines Vektors bei Paralleltransport nicht. Da bereits das
gesamte euklidische Skalarprodukt durch die Norm bestimmt ist folgt daraus, daB
V ein Riemannscher Zusammenhang ist. O

LEMMA 4 13 Der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit ist ein
Riemannscher Zusammenhang.

BEwEIs: Sei ¢ : | — M eine Kurve und V ein Parallelfeld lings ¢, d.h.

d .t . - d B d
(EV) = 0. Z.z. ist {V, V) = const. :. Wir berechen also E(V, V) = 2(V, dtV>

=2, SV =0 0

Wir kommen nun zu einem wichtigen Resultat iiber Riemannsche Zusammenhan-
ge. Es besagt, daB es in einem Riemannschen Raum genau einen Zusammenhang
gibt, der die Eigenschaft hat, symmetrisch und Riemannsch zu sein.

SATZ 4.14 (Der LEVI-CIVITA-ZUSAMMENHANG) Ist (M, (, )) ein Riemann-
scher Raum, dann existiert genau ein symmetrischer Riemannscher Zusammen-
hang.

BEwEIS: Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit. Wir verwenden eine Karte und
wenden X(Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ) auf die Basisfelder an:

digik = 0i(8j, 0k) = (Vi9;, Ok) + (9;, Vid«)
0j{0k, 8i) = (V;Ok, 0i) + (B, V;8i)
0(8i, 8j) = (V0. 8;) + (8i. V&)
Man beachte, daB die unterstrichenen Ausdriicke gleich sind. Addiert man die

ersten beiden Zeilen und zieht die dritte ab, so ergibt sich:

1
5(3/(31,6;() + 0j(0k. 8i) — Ok(81. 8))) = (V:8;, Oy = (01, ) = Iigik

1
— =" Ogn + d9u - 3ksy)

D.h. die Koeffizienten I}, von Vsind durch die Koeffizienten g;x der Metrik be-
stimmt. Umgekehrt kdnnen wir die obige Formel zur Definition eines Zusammen-
hanges V beniitzen, und nachrechnen, daB er symmetrisch und Riemannsch ist. O

BEMERKUNG: GEODATISCHE KRUMMUNG Fiir den induzierten Zusammen-
hang einer (n — 1)-dim. TMF M C R" und eine Kurve ¢ : | — M haben wir mit

C

a=rqgq = [[¢llkeo = |[¢]|(knn + Kgm), m € T,M mit ||m|| = 1:

D = lelikgm 12 all = llcle
dt * gmh Mgy S g

DEFINITION: GEODATISCHE KRUMMUNG  Fiir eine Riemannsche MF (M,
(,)) ist die geodatische Kriimmung einer Kurve ¢ : | — M durch

D .
ke = oz cill [l

definiert. >
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BEMERKUNG: Der induzierte Zusammenhang % V = (%V)t ist nach dem
Satz von Levi-Civita durch die Metrik allein bestimmt. Alle GroBen, die sich durch
(', ) und V darstellen lassen, sind nur von der Metrik { , ) abhangig.

Insbesondere ist die geodatische Kriimmung k4 einer Kurve eine solche ‘GroBe
der inneren Geometrie’, was aus der fritheren Definition nicht ersichtlich war.

4.5 Geodatische Linien

. ) . D
DEFINITION. GEODATISCHE LINIEN Eine Kurve ¢ : | — M mit PT: c=0
heiBt geodatische Linie.

Fiir eine geodatische Linie gilt ||¢]| = const., denn das Tangential-Vektorfeld von
c ist ein Parallelfeld langs ¢ und k4 = 0.
Alternativ kann man eine geodatische Linie so definieren, daB sie eine Para-

metrisierung besitzt mit PT: ¢ =0, bzw. daB, wenn man sie nach der Bogenlange

parametrisiert, b ¢ = 0. Dies ist dquivalent zu b ¢ = Xt)c.

In Koordinaten: Sei ¢ : M — U eine Karte und ¢ : | — M eine Kurve.
Dann ist g o ¢ = (c(t),..., c"(t)) und dp o ¢ = (&X(t),..., ¢"(t)). c ist eine
geodatische Linie, wenn

% ¢=(e'+rdée =o.
D.h. die Koeffizientenfunktionen c?, ..., c" einer geodatischen Linie erfiillen ein
System von Differentialgleichungen 2. Ordnung.

Durch die Karte sind auch Koordinaten fiir Tangentialvektoren bestimmt, und
der Tangentialvektor ¢ hat die Koordinaten (c1, ..., Cn, ¢1,. .., Cy). Das obige Sy-
stem ist dquivalent zu dem folgenden System von Differentialgleichungen 1. Ord-
nung:

¢'=d'
dl — I—jlkdjdk

Verwenden wir ¢y, ..., Cn, d1, ..., d, als Koordinaten im Tangentialbiindel, so ist
durch das obige System ein Vektorfeld G in TM (mit Elementen in TTM) be-
stimmt. Der FluB von G heiBt der geodatische FluB. Seine Integralkurven sind die
Tangential-Vektorfelder von geodatischen Linien. Ist v € T,M, so ist

Fl((p, v), t) = (c(1), d(1)) = (c(t), ¢(1))

das Tangentialvektorfeld der geodatischen Linie ¢ mit ¢(0) = p, ¢(t) = d(0) = v.

Wir verwenden die Abbildung 71 : TM — M, die einen Tangentialvektor wird
auf seinen FuBpunkt abgebildet. Dann ist w1 o Flg((p, v), t) die geodatische Linie
¢ mit ¢(0) = pund ¢(0) =v.

LEMMA 4 .15 moFlg((p, v), kt) = w1 0Flg((p, kv), t). Fiir alle p € M existiert
ein € > 0 und eine Umgebung U von p, sodaB fiir g € U, ||v|| < € und |t| < 2 der
geodatische FluB Flg((q. v), t) definiert ist.

BEwEIS: Ist c(t) eine geodatische Linie, so auch c(kt), und es gilt &
k¢(0). Daraus folgt die erste Behauptung.
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Es gibt eine offene Umgebung U von (p,0) € TM, und ein § > 0, sodaB
Flc((q,v). t) fir (q,v) € U und |t|] < § definiert ist. U enthdlt eine Produkt-
Umgebung der Form {(g,v) | g € U, ||v]] < d1}. Nun kdnnen wir € < 41/26
wahlen und das 1. Ergebnis anwenden. O

DEFINITION: EXPONENTIALABBILDUNG Die Abbildung
exp,: D C T,M — M, exp,(v) :=m oFlg((p,v), 1)

ordnet einem Tangentialvektor v € T,M den Punkt c(1) der geodatischen Linie ¢
mit ¢(0) = p, ¢(0) = v zu. >

Nach dem obigen Lemma gibt es eine offene Kugel in T,M, wo exp,, sicher definiert
ist.

LEMMA 4.16 Lokal ist exp,, ein Diffeomorphismus von D C T,M nach M. T,M
ist ein Vektorraum und wird mit seinem Tangentialraum To(T, M) identifiziert. Das
Differential der Exponentialabbildung bei O ist die Identitét:

d exp,(0) : T,M — T,M = idr, m-

Bewelis:  Wir greifen auf die Definition von ‘Differential’ zuriick: d exp,(0) ist
diejenige lineare Abbildung von Tangentialraumen, welche v € T,M = To(T,M)
abbildet auf

d d d
dexp,o(v) = pm t_(;xpp(tv) = t_7g1 oFIL(p, tv) = P t_7g1 oFlIz(p,v) = v,

nach Definition von Flg. Demnach ist d exp,(0) = idr,m. Insbesondere is exp,

lokal um 0 ein Diffeomorphismus. O
BEMERKUNG: NORMALKOORDINATEN Wihlen wir eine Basis £y, . .., E,in
ToM., so kénnen wir die Abbildung (x*, ..., x™) — exp,(x'E;) als lokale Parame-

trisierung einer Umgebung von p verwenden.
Nachdem die geodatischen Linien durch p in diesen Koordinaten die Gestalt

(ct, ..., c") = (t-vi ..., t - v") besitzen, liefert die Differentialgleichung der
geodatischen Linien fiir t = 0 die Gleichung ¢/¢kT, = 0, fiir alle ¢'. Daher ist
I (p) = 0.

Ist Ei,..., E, eine Orthonormalbasis, so ist wegen dexp,(0) = idr,» auch
gix(p) = 0.

SATZ 4 17 Fiir alle p € M existiert eine Umgebung U C M, so daB zwei Punkte
aus U durch eine geodatische Linie c(t) mit ¢(0) = p, ¢(1) = q verbunden werden
kénnen, und so, daB die Anfangswerte c(0) und ¢(0) in differenzierbarer Weise von
den Randwerten c(0) = p, c(1) = g abhidngen.

BEwEIS: Wir betrachten die Abbildung F : M x T,M — M x M, (p,v) —
(p.exp,(v)). d.h. die Abbildung ‘Anfangswerte — 'Randwerte’ einer geodatischen
Linie. Zu zeigen ist, daB F~! existiert und differenzierbar ist.

Wir verwenden eine Karte Karte ¢ : U, C M — R” und bestimmen die
Koordinatenmatrizen von dﬁ(plo):

(pv) —— (p,exp,(v))

tpxdwl ltpxw

R"xR" —F 5 R"xR”"
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4.5. Geoddtische Linien Kapitel 4. Riemannsche Geometrie

GF ey = | G R ]_{ian idgn ]
o) = -

0 dexp,(0) 0 idg~

Demnach ist F ein lokaler Diffeomorphismus und es existiert ein w C R”, sodaB
W x W eine offene Umgebung von @ x ¢ (F(p,v))ist. Setzedann U = ¢ 1(W) O

DEFINITION: GEODATISCHE SPHARE Die Menge exp,(r S"1) heiBt geodéti-
sche Sphadre vom Radius r um den Punkt p. >

SATZ 4.18 (LEMMA VON Gauss) Die geoditischen Sphéren stehen fiir alle
Radien orthogonal zu den vom Mittelpunkt ausgehenden geodatischen Linien.

Bewels: Sei v(t) € T,M, mit ||v(t)|]| = 1, d.h. v(t) ist eine Kurve in der
Einheitssphire S™! C T,M. Sei f(r, t) = exp,(r v(t)). Die Kurven t = const

D of of of
sind geodatische Linien, also ist — = 0. Zu zeigen ist < >

dt or ar' at
af of 8 ,of of D af of
Grart=t = =alara) Ao o)
o ,of of Do of of D of of D of
E<E'§> <EE §> <§'EE> <E E§>
<g%> <gi g’;>‘ =0 wegen f(O,t):p:const.D

LEMMA 4.19 Sei c(t) = exp,(r(t)v(t)) mit |[v(t)|| = 1 und r(t) > 0, d.h. c
ist eine Kurve mit ‘geodatischen Polarkoordinaten’ r(t), v(t). In einer Umgebung
von p gilt

L3(c) > |r(b) = r(a)|

mit Gleichheit genau dann, wenn v(t) = const. und r(t) monoton.

f
Bewers: Sei f(r, t) = exp,(r v(t)). Dannist c(t) = f(r(t), t), ¢(t) = r?+%
of of
und <§' E) = 1. Es folgt, daB
b 3 of of b, of of\3
b _ S — -
Lae) = / (c.¢) dt‘/ " |<ar ar o) d”/a <8t'8t> dt
b b
> [ClHdez| [ e dt =1r6) - )l

wobei in der Ungleichungskette Gleichheit genau dann gilt, wenn v(t) = const und

FTL 6t> 0 und r(t)
monoton wachsend ist. O

r keinen Vorzeichenwechsel besitzt, d.h. genau dann, wenn {(—

BEMERKUNG: Der obige Satz gilt auch fiir stiickweise stetig differenzierbare
rov.

SATZ 4.20 Fiir alle p € M existiert eine Umgebung W C M, so daB es fiir
alle q,r € W eine eindeutige kiirzeste Verbindung gibt. Diese ist eine von q, r in
differenzierbarer Weise abhingige geodatische Linie.

Bewels: Fiir p € M existiert nach Satz 4.17 eine Umgebung W C M, so daB fiir
je zwei Punkte g, r € W eine geoditische Linie gibt, die g und r verbindet. Fiir
alle g € W ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus auf W, exp,*(r) = v, so daB
exp,(v) = g. Wihle nun eine Umgebung W C W so klein, daB ein § existiert, so
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daB exp,(v) definiert ist, fiir alle v mit ||v|[ <& und W C exp,({v € T,M | [Jv] <
0}).

Sei also 0.B.d.A. c(t) = exp,(r(t)v(t)) fiir c(t) € W. Des weiteren sei p =
[[w|| fir w = exp~(r). Jede Kurve muB durch alle geoditischen Sphiren mit
Radius a < p. Nach den vorigen Lemma ist dann L(c) > p mit Gleichheit genau
fiir eine (radiale) geodatische Linie. O

SATZ 4 .21 Gibt es eine kiirzeste Verbindung von zwei Punkten p, q € M in der
Klasse der stiickweise differenzierbaren Kurven, so ist diese (i) glatt und (ii) eine
geoddtische Linie.

Bewels: Eine solche kiirzeste Verbindung muB zwischen je 2 ihrer Punkte die
kiirzeste Verbindung sein. Nach Satz 4.20 ist sie zwischen 2 geniigend nahen
Punkten differenzierbar und eine geodatische Linie. O

BEMERKUNG: “Lange” geoditische Linien miissen keine kiirzesten Verbindun-
gen sein. Vgl. Satz 5.13.

4.6 Die erste Variation der Energie £}(c) einer Kur-
ve

DEFINITION: VARIATION  Sei ¢, eine differenzierbare Schar von stiickweise

stetig differenzierbaren Kurven ¢, : [0, 1] — M mit ¢,(0) = p, c,(1) = g. Es sei

9¢y € C'[0,1] und 96, € C[0,1]. ¢, heiBt Variation von ¢, und V(t) = ﬂ‘ _
Qu 'u=0
heiBt das Variationsvektorfeld. >

DEFINITION: ERSTE VARIATION DER ENERGIE, KRITISCHER PUNKT

1
2l B =g [ e amd
u=0+/0

du|,_o du

heiBt die erste Variation der Energie der Schar c,. c ist kritischer Punkt des Funk-
tionals E, wenn fiir alle Variationen ¢, mit ¢y = ¢ die erste Variation der Energie
verschwindet. >

LEMMA 4 .22 Sei fiir eine stiickweise C>-Kurve ¢ : [0,1] — M 0=ty < t; <
<+ < the1 < t, = 1 die Stellen, wo ¢ nicht C? ist. Dann bezeichnen wir mit
¢T(t;) und c=(t;) den links- und den rechtsseitigen Grenzwert von ¢. Sei ¢, eine
Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld V. Dann gilt

n

E}c)) = — /01 <v, % c'> dt -y <\/, (L) — co—(t,-)>.
1

1d
2 du .

u=0

dE 2]
Bewels: Differentiation von E = /(c’, ¢) dt ergibt — = /5(6, ¢)dt:

du
(¢, ¢) = 2% ac")_ 2% ac”)
u“ ¢ = “Guat at! T Vot eu’ ot
i aﬂ ac“) — <2% aC”H_(% 28(:”)
8t du’ ot ‘9t du’ ot du’ ot ot
1 [+ 9 dc, Oc, . |t vt e, D .
= 5/ agleadt = (G at>f,,u:o‘/t,_ Bu dt 9ozt

Summation tber i =0, ..., n — 1 liefert die Behauptung. O
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4.7. Vollstdndigkeit Kapitel 4. Riemannsche Geometrie

SATZ 4 23 Die kritischen Punkte fiir das Funktional E} in der Klasse der stiick-
weise C?-Kurven, die zwei Punkte p und q miteinander verbinden, sind genau die

D . .
geodatischen Linien (d.h. erfiillen die Gleichung PT: ¢ = 0 und sind bereits C?-

Kurven).

BEwEIS: Sei ¢ : | — M eine stiickweise C?>-Kurve, die p mit g verbindet. Ist ¢,

Cuy

eine Variation, so sei V(t) = das Variationsvektorfeld. Ist V/(t) gegeben,

so ist ¢,(t) = expe(p(u- V(1)) eine Variation mit Variationsvektorfeld V.

Ist ¢ geodatische Linie, so folgt aus Lemma 4.22, daB die 1. Variation der
Energie unabhadngig von V' verschwindet.

Sei umgekehrt c¢ ein kritischer Punkt des Energiefunktionals und seien 0 = ¢t <
t] < --- < ta_1 < t, = 1 die Stellen, wo ¢ nicht C? ist. Wahle f : | — Rg mit

D
Nullstellen genau in den t;, und setze V/(t) = f(t) - Jt ¢(t). Dann folgt

dE
du

1 D . D D .
U_O——/O f(t)<aC,a>dt—O — EC—O

D.h. ¢ muB geoditische Linie sein, wo ¢ C? ist. Wihle nun V/(t) so, daB V/(t;) =
¢t (&) — ¢~ (t;) und ansonsten beliebig.

dE n—1 . B . B )
dul,_ _; <C (ti) = ¢ (L), €7 () — ¢ (t,+1)> =0
— C+(ti) = C_(t;+1), dh. ce C2[O' 1]. .

FOLGERUNG: Kurven, die nach Umparametrisierung geoditische Linien werden,
sind genau die kritischen Punkte des Funktionals L}: Wihle eine Parametrisierung
mit (¢, ¢) = const. = (L3)% = E}. ]

4.7 \Vollstandigkeit

DEFINITION: ABSTANDSFUNKTION Seien p, g € M, und sei 6p,q die Menge
aller stiickweise differenzierbaren Kurven ¢ : [0,1] = M mit ¢(0) = p, ¢(1) = q.
Dann ist der Abstand von p, q definiert durch

d(p,q) := inf Li(o).
(p. ) o o(c) >

LEMMA 4 .24 Die Abstandsfunktion d : U C M x M — R ist eine Metrik. Die
Topologie von M ist die der Metrik.

BeweEls: Symmetrie und die Dreiecksungleichung sind klar. Wir miissen noch
d(p,q) = 0 = p = q zeigen. Dies folgt direkt aus Lemma 4.19, denn alle
Kurven von p nach g miissen die kleinen geodatischen Spharen um p durchqueren.

Nach Lemma 4.16 wird eine Umgebungsbasis aus kleinen e-Umgebungen von
0 € T,M durch exp, auf eine Umgebungsbasis von p € M abgebildet. Nach
Lemma 4.19 sind diese Mengen auch e-Umgebungen im Sinne der Metrik. Damit
ist jede offene Menge in M auch im Sinne der metrischen Topologie offen und
umgekehrt. |

Diese Metrik macht (M, d) also zu einem metrischen Raum.
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Kapitel 4. Riemannsche Geometrie 4.8. Integration

DEFINITION: CAUCHYFOLGE, VOLLSTANDIGER METRISCHER RAUM Sei (M,
d) ein metrischer Raum. Eine Folge (a,)en in M heiBt Cauchy-Folge, falls fiir
alle € > 0 ein m € N existiert, sodaB fiir alle n,n" > m d(ap, ay) < € gilt. Ein
metrischer Raum (M, d) heiBt vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. >

DEFINITION: GEODATISCH VOLLSTANDIG, HEINE-BOREL EIGENSCHAFT (M,
d) heiBt geodatisch vollstandig, falls jede geodatische Linie beliebig weit fortsetzbar
ist (dann ist insbesondere exp,, fiir alle v € T,M definiert).

(M, d) hat die Heine-Borel Eigenschaft, wenn die kompakten Mengen genau
die beschrankten und abgeschlossenen Mengen sind. >

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen Satz betreffend die Vollstandigkeit von
Riemannschen Raumen:

SATZ 4.25 (SATZ VON HOPF UND RINOW) Sein (M, (, )) ein Riemannscher
Raum mit der oben definierten Metrik d. Von den folgenden vier Eigenschaften

1. (M, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum
2. (M, {,)) ist geodatisch vollstindig
3. M hat die Heine-Borel Eigenschaft

4. Je zwei Punkte p,q € M kénnen durch eine minimale geodatische Linie
verbunden werden

sind 1.=3. dquivalent und implizieren 4.

BEISPIEL: Ist M kompakt, oder M C R" abgeschlossen, so erfiillt M die Bedin-
gung (3) des Satzes von Hopf und Rinow. Dann lassen sich je zwei Punkte durch
eine minimale geodatische Linie miteinander verbinden. Z.B. hat jede Flache im
R", die durch eine Gleichung F(x%, ..., x") = 0 definiert ist, diese Eigenschaft. ¢

4.8 Zerlegung der Eins und Integration

DEFINITION: INTEGRAL Sei (M, (,)) ein Riemannscher Raum und ¢ : U C
M — R" eine Karte. Seien gj, die dazugehorigen Koeffizienten der Metrik. Hat
f : M — R die Eigenschafft supp(f) C U, dann ist

de::/ f o (u)\/det(gx) dut ---du”.
/| PR CONTEn S

LEMMA 4.26 [, f dO ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Karte.

DEFINITION: ZERLEGUNG DER EINS Ist (U;);e; eine Uberdeckung von M und
sind (f;)jes Funktionen f; : M — R, dann heiBt (f;) eine Zerlegung der Eins zu
dieser Uberdeckung, wenn gilt:

1. ;> 0in M, V) 3i:supp(f;) C U;, und supp(f;) ist kompakt;

2. jedes p € M besitzt eine Umgebung W, in der nur endlich viele #; nicht
verschwinden;

3. X fi=1 >

DEFINITION: INTEGRAL Ist f : M — R und ist (f;);c, eine zu einer Uber-
deckung aus Kartenumgebungen gehorige Zerlegung der Eins, so ist

/Mde::jeZJ/f-rde. 5
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4.8. Integration Kapitel 4. Riemannsche Geometrie

LEMMA 4 27 Diese Definition ist von der Auswahl der f; unabhingig.

Der folgende Satz gilt genau dann, wenn M parakompakt ist. Fiir kompaktes M
ist der Beweis nicht schwierig.

SATZ 4 .28 Fiir jedes M und alle offenen Uberdeckungen gibt es eine C'-Zerle-
gung (f;)jey der Eins (r=1, ..., o0). Ist M kompakt, so ist J endlich.

Daraus folgt ohne Miihe eine schwiachere Version des Einbettungssatzes von Whit-
ney:

SATZ 4.29 Ist M kompakt, so existiert eine Einbettung g : M — R™.
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Kapitel 5. Kriimmung

5. Kapitel

Krummung in Riemannschen Raumen

5.1 Der Riemannsche Kriimmungstensor

DEFINITION: RIEMANNSCHER KRUMMUNGSTENSOR Sei (M, (, )) eine Rie-
mannsche MF und seien X, Y, Z Vektorfelder auf M. Dann heiBt die Abbildung R,
definiert durch

R(X,Y)Z = WVxZ — Vx%Z + Vixy Z.

der Riemannsche Kriimmungstensor. Er weist X,Y, Z das Vektorfeld R(X,Y)Z
zu. >

Diese Definition sieht zundchst recht unanschaulich aus. R ist offenbar ein Dif-
ferentialoperator 2. Ordnung fiir Vektorfelder. Wir werden jedoch zeigen, daB R
ein Tensorfeld ist, d.h. daB R trilinear ist und (R(X,Y)Z), nur von X,, Y,, Z,
abhdngt. Spater werden wir einige geometrische Interpretationen von R kennen-
lernen.

LEMMA 5.1 Fiir Funktionen f,g: M — R gilt R(fX1 + gXa, Y)Z = fR(X1,
Y)Z + gR(X2,Y)Z, und analog fiirY und Z. R(X,Y)Z ist ein (3, 1)-Tensor, und
(R(X,Y)Z), hdngt nur von X,,Y,, Z, ab.

BeweEls: Die Additivitat folgt direkt aus der Definition. Wir berechnen
[FX,Y]g = (fX)(Yg) — (Y((fX)g) = fXYg — (Y)(Xg) — f(YXg)
— [FX,Y] = fIX,Y] — (YF)X
R(fX,Y)Z = WVxZ — VixWZ + Visx 1 Z

=W(fVxZ) — fFVxWZ + Viixy-(vr)xZ
= (YF)VxZ + FW% VxZ — FVxWZ + fVixy Z — (YF)Vx Z
= fR(X,Y)Z.

Analog zeigt man R(X, gY)Z = gR(X,Y)Z.

R(X, Y)(hZ) = VyVX(hZ) - VXVV(hZ) + V[X'y](hZ)
=W(XhZ—-hVxZ)—[...]+[X,Y]h Z+ hVixy1Z
=YXhZ+XhWZ —-YhWVxZ—hWVxZ —[...]1+ (")
= hR(X,Y)Z.

In einem lokalen Koordinatensystem mit der Karte ¢ : M — U seien X = x3;,

Y = y/9; und Z = z*3;. Wir setzen R(8;,9;)0« = R}; 8 und erhalten

R(X.Y)Z = x'y'z"R(8;,8,)0x = x'y' "R}, 8.
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5.2. Wegabhingigkeit Kapitel 5. Kriimmung

DEFINITION: KOEFFIZIENTEN DES KRUMMUNGSTENSORS Ist ¢ eine Karte,
so heiBen die dazugehdrigen Funktionen Rj, die Koeffizienten des Riemannschen
Kriimmungstensors beziiglich ¢. >

BEMERKUNG' Die Schreibweise R(X,Y)Z anstelle von R(X,Y, Z) kommt von
der Interpretation von R als einer Vereinigung von linearen Abbildungen R(X,, Yp) :
ToM — T,M, Z, — R(X,,Y,)Z, oder bilinearen Abbildungen R : T,M x T, —
End(T,M).

BEISPIEL: Wir berechnen die Koeffizienten des Kriimmungstensors des Levi-
Civita-Zusammenhangs:
R}x8 = R(8;, d;)8k = V;Vidx — vvak = V(I8:) — Vi(l},8;)
(a Ik+ 17( al /r ij)al-
Ist der Zusammenhang der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit,

und g eine lokale Parametrisierung, dann sind die dazugehorigen Koeffizienten Ruk
gegeben durch

,_aa2gtaatht
Rindr = (Ej(auiauk) ~ 5 (uar) )

5.2 Wegabhangigkeit der Parallelverschiebung

Wir kommen nun zu einer geometrischen Deutung des Kriimmungstensors. Ver-
schiebt man einen Vektor auf einer gekriimmten Flache parallel, so erhalt man
fiir zwei verschiedene Wege zwei verschiedene Resultate. Diese Wegabhangigkeit
der geodatischen Parallelverschiebung spiegelt gerade die Kriimmung der Fliche
wieder. Zundchst bendtigen wir ein Lemma.

LEMMA 52 Ist X(t) ein Vektorfeld lings der Kurve c(t), so ist

(0)—I|m (Pto(c)X(t) X(O))

BEwEIS: Sei Eq,..., E, eine ONB in p = ¢(0) und E{(t),..., E,(t) die durch
geodatische Parallelverschiebung entstehenden ONB bei ¢(t). Sei ferner X(t) =
x/(t)E;(t). Pt? ist eine lineare Abbildung, also ist Pt(c)(X(t)) = x'(t)E:(0). Wir
leiten ab:

D ; D
th = X (t)E, + X (t) - E,'

— P x0) = ME(O) = lim (PtO(C)X(t) X(O))

dt N t—>0 )

SATZ 53 Sei f : U C R? — M eine reguldre Abbildung mit £(0,0) =
of
%(0, 0) = X, und (0 0) = Y,. Wir bezeichnen mit Pt” v die geodatlsche

Parallelverschiebung Iangs der u-Linie von (u, vy) bis (U', vo) und mit Ptﬁg;5 die
geoditische Parallelverschiebung ldngs der v-Linie von (ug, v) bis (ug, v'). Dann
ist
M 1 S s
R(Xp Vp)Zp = lim = (Ptog Ptes PG PigoZ, — Z,)
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Kapitel 5. Kriimmung 5.2. Wegabhdingigkeit

BeEwEIS: Sei Z(s,t) ein beliebiges Vektorfeld, das Z, = Z(0,0) fortsetzt, und

of 0
seien X, Y Vektorfelder, die 30 und Y = Em fortsetzen. Langs f(U) gilt dann
[X,Y] =0, denn fiir g, h: M — R gilt

og(f(u. v)) vg= dg(f(u. v))

- X.Y]lg=XYqg—YX
20 e [X.Y]g g g,

Xg=
und es gilt der Satz von Scharz. Also ist
R(X, Y)Z = VyVXZ - vayz I'aings f.

Nach dem vorhergehenden Lemma ist dann

WVxZ = I|m — (Ptg OV)(Z(O s) — sz(0,0))

1
00 [ 1 L/psO.s B
I|rrg) s {Ptos (tl'_% t(Ptt,sZ(t: s)— Z(0, s)))

— lim ;(Ptg;gzu, 0) - Z(0.0))
= lim_ é(Ptgngt?;jZ(t, s) — Ptg2Z(0,s) — Pt?9Z(t,0) + Z(0,0));
und analog
VW Z = S'Iitrﬂoi(Pt%gPtﬁ:gZ(t, s) — Pt2Z(t,0) — P20 Z(0,s) + Z(0,0)).
Man setze Z(s, t) = Pti§Pt53Z, und bilde W Vx — Vx Wy =

H 1 S s
RIX,Y)Z = lim — (Ptg:2 Pt2s Pty Pt§9Z, — Zp) _

DEFINITION: FLACHER RIEMANNSCHER RAUM Ein Riemannscher Raum ist
flach, wenn R(X,Y)Z = 0 fiir alle X,Y, Z. >

SATZ 5.4 Die folgenden Aussagen fiir (M, { , )) sind dquivalent:

1. R=0, d.h. M ist flach.
2. Die Parallelverschiebung ist lokal wegunabhéngig.

3. (M, {,)) ist lokal isometrisch zum euklidischen R".

BeweEels: (3)=(1).,(2) sind trivial, und (2)=(1) folgt aus dem vorigen Satz.
Um (1)=(2) zu zeigen, verwenden wir eine Karte ¢ : U C M — R". Sei
0.B.dA. ¢(p) = (0,..., 0). Sei Z, ein Tangentialvektor in p. Erzeuge ein Vek-
torfeld Z(u?, .. ., u") durch Parallelverschiebung von Z, langs der Parameterlinen
o,..., 0) — (ut,..., 0) = - — (ut, ..., um.

Nach Konstruktion ist Z ein Parallelfeld l3ngs der v/-Linien durch die Punkte
(o, ..., u,o0,..., 0). Insbesondere ist Z ein Parallelfeld Iings jeder u"-Linie.

Wir schreiben ‘P(i,j)’ fir ‘V;Z(u*, ..., w,0,..., 0) = 0". Nach Konstruktion
gilt *P(i, i)’. Wir zeigen 'P(i,j) => P(i,j + 1)":

Aus R =0 folgt V;+1ViZ = ViVj41Z. Wegen ‘P(j + 1,/ + 1) ist V11 Z(ut,

Lutto, L, 0) =0, alsoist Vi1 ViZ(u?, .. ., o, ., 0) =0,d.h. V. Zist

ein Parallelfeld lings der v/*!-Linie in den Punkten (u!, ..., #/*1, 0, ...,0). Das
Vektorfeld V;Z verschwindet bei (u?, ..., /, 0, ...,0) wegen ‘P(i,j)'. Nachdem
die Parallelverschiebung ein VR-Isomorphismus ist, ist V;Z lings der ganzen u/**-
Linie gleich 0, also gilt ‘P(i,j + 1)".
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5.2. Wegabhingigkeit Kapitel 5. Kriimmung

Mit Induktion folgt nun ‘P(i, n)’, d.h. V;,Z = 0 iiberall in U. Ist X = x'8;, so
ist VxZ = x'V;Z, also VxZ = 0 {iberall in U. D.h. Z ist Parallelfeld Iings jeder
Kurve => das Ergebnis der Parallelverschiebung langs jeder Kurve c in U ist gleich
dem Wert von Z im Endpunkt, unabhangig von der Kurve.

Fiir (2)==(3) miissen wir die Existenz einer lokalen Parametrisierung zeigen,
sodaB die Koeffizienten g, der Metrik gleich §;x sind. Wir wahlen eine Orthonor-
malbasis (E1)p, .. ., (E1)p in T,M, verschieben diese Vektoren (wegunabhangig)
parallel, und erhalten so Vektorfelder Eq, ..., E,. Wegen (2) gilt Vg,E; = 0, und
wegen der Symmetrie von V gilt [E;, Ej] = Vg E; — Vg, E;=0—-0=0.

Sei f : V CR" — M die Abbildung

P (v ..., V") = FIL oo FIZ (p).
Nach Konstruktion sind die Ableitungsvektoren der vi-Parameterlinien die Vekto-

ren E;. Nach Lemma 3.14 ist die Reihenfolge der Fliisse irrelevant, d.h. es gilt

_TIJ = E; fiir alle i. Damit ist di regular und 9 eine lokale Parametrisierung mit

v’

Basisfeldern 8; = E;. Die E; sind Parallelfelder langs jeder Kurve, und daher ist
(Ej, Ex) = {(E}j)p. (Ek)p) = 6jk- Die Koeffizienten gjx von { , ) beziiglich 9 sind
gegeben durch gjx = (9;, 0x) = (Ej, Ex) = 0jx, was zu zeigen war. O

SATZ 5.5 Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor gelten die folgenden Glei-
chungen

(1) R(X.Y)Z=—-R(Y.X)Z

(2) R(X,Y)Z+ R(Z X)Y + R(Y, Z)X = 0 (Bianchi-Identitit)
(3) (R(X,Y)Z, W)+ (R(X,Y)W,Z) =0

(4) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z, W)X, Y)

BeEwEIs: Wir nehmen 0.B.d.A. an, daB X, Y, Z, W Basisfelder sind, d.h. 0.B.d.A.
[X,Y] =[X,Z] =Y, Z] = 0. Das vereinfacht die Rechnungen. |

Als eine abgeleitete GroBe ergibt sich aus dem Kriimmungstensor durch Spurbil-
dung der Ricci- Tensor. Fiir festgehaltenes X, Y ist R(-, X)Y ein (1, 1) Tensor, oder
eine lineare Abbildung von T,M nach T,M. Von dieser linearen Abbildung kann
man die Spur bestimmen (in lokalen Koordinaten als Summe der Diagonalelemente
der Koeffizientenmatrix). Wir erhalten das folgende (2, 0)-Tensorfeld:

DEFINITION: Ricc-TENSOR Ric(X,Y) = tr(R(-, X)Y). >

Es folgt direkt aus der Definition, daB der Ricci-Tensor tatsachlich ein Tensor ist.
In lokalen Koordinaten ergeben sich seine Koeffizienten aus

Ric(8:, 8j) = Ricj; = Z i

DEFINITION: SCHNITTKRUMMUNG Seien v, w € T,M zwei linear unabhéngige
Vektoren. Dann ist die Schnittkriimmung wie folgt definiert:

{(R(v, w)v, w)

Klv,w) = (v, v{w, w) — (v, w)2 >

Die Schnittkriimmung besitzt die folgende interessante Eigenschaft:

LEMMA 56 K(v,w) hdngt nur von der Ebene ab, die von v,w aufgespannt
wird.
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Kapitel 5. Kriimmung 5.3. Jacobi-Felder

BeEweEIs: Wir zeigen K(v, w) = K(w, v) = K(v + Aw, w) = K(Av, w):

e Die erste Relation folgt aus der Antisymmetrie des Kriimmungstensors.

e Die zweite Gleichung folgt aus (R(v + Aw, w)(v + Aw), w) = (R(v, w)v +
AR(w, w)v 4+ AR(v, w)w + XN2R(w, w)w, w) = (R(v, w)v, w) und (v+Aw, v+
Awhw, w) — (v + 2w, w)? = (v, v) + 2X{v, w){w, w) + A{w, w)) - {w, w) —
(v, w) + w, w))? = (v, vi{w, w) — (v, w)2.

e Die dritte Gleichung folgt aus (R(Av, y)Av, w) = A2(R(v, w)v, w) und {Av, Av)
(w, w) — (v, w2 = X2((v, vi{w, w) — (v, w)?). |

5.3 Jacobi-Felder

Wir befassen uns nun, bildlich gesproch, mit der Frage ‘inwieweit geodatische Li-
nien, die von einem Punkt ausgehen, auseinanderlaufen’. Die Bestimmung dieser
geodatischen Abweichung und des Zusammenhangs mit der Kriimmung ist ein we-
sentliches technisches Hilfsmittel beim Studium lokaler und globaler geometrischer
Eigenschaften von Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
LEMMA 5.7 Seien I,1' C R Intervalle und sei f : | x I' — M so, daB c,(t) =
of
f(u, t) eine geodatische Linie ist. Wir setzen c(t) = cp(t) und J(t) = a(o, t).
Dann gilt
D?J N
T + R(¢, J)e =0.
Zum Beweis bendtigen wir
LEMMA 5.8 Fiir ein Vektorfeld X (u, t) lings f(u, t) gilt
D D D D of of
Z X -2 X = R(—, —)X.
Ot ou Ou ot ou’ ot
Bewels: Ist f regular und sein Bild lokal eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit,

so kann man ErTE und Z zu Vektorfeldern X, Y, Z in M fortsetzen, offen-
sichtlich gilt [X,Y] = 0, und die Definition von R liefert das Resultat. Ansonsten
muB man eine langere Rechnung durchfiihren. O

BeEweEIs: (von Lemma 5.7) Es gilt

Dof _Dor
dudt dtdu
. . Dof _ . .
(sieche Lemma 4.7). Nach Voraussetzung ist ———=— = 0. Wir wenden die obige

i ot ot
Relation und das Lemma an und erhalten

D D of of of D D of of of D D of
(5t 30) ~R(5t 50) * 5t51 50

T uotot

ot du dt dtdotou’ O

DEFINITION: JacosiscHE DcL., Jacosl-FELD  Die Differentialgleichung in
Lemma 5.7 heit Jacobische Differentialgleichung. Jedes Vektorfeld, welches die
Jacobisch Dgl. erfiillt heiBt Jacobi-Feld |angs der geodatischen Linie c. >

LEMMA 5.9 Sei v(u) eine Kurve in T,M, und f(u, t) = exp,(t - v(u)). Mit

J(t) = % s %V(O) =w gilt, wenn |lw|| =1:

U=t — %K(v, w)t* +o(tY), O] =t — %K(v, W)t + o(£3).
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5.3. Jacobi-Felder Kapitel 5. Kriimmung

BeEweEIs: J(t) ist ein Jacobifeld, weil (u, t) fiir festes u eine geodatische Linie ist.
Wir bendtigen die Ableitungen von (J(t), J(t)) an der Stelle t = 0. Wir schreiben
hier ! sowohl fiir die kovariante als auch fiir die gewthnliche Ableitung nach t langs
der Kurve f(t,0). Wir erhalten der Reihe nach:

e /=0bhbeit=0.

o (J N =2(S))=0beit=0.
bo
Ou ot =0
v(0) = w. Bei der vorletzten Gleichung haben wir verwendet, daB die kovariante
Ableitung eines Vektorfeldes langs einer konstanten Kurve mit der gewdhnlichen
Ableitung in T,M iibereinstimmt (dies folgt z.B. aus der Koordinatendarstellung
der kovarianten Ableitung).

o (U Y =2(J" Jy+2(J Iy =2(J, Iy = 2(w, w) = 2 bei t =0.
o J'=—R(¢,J)c=0beit=0=>(J )" =2(J" J)y+6(J", ') =0 bei t = 0.
o —(J Iy = (g Jy —8(J™, Iy — 6(J", Iy = —8(J", J')

= 8(% R(¢, J)é, w) = 8(R(¢&, J)é, w)' — 8(R(¢, )¢, w) = 8(R(¢, w)e, J)!

e JI(0) = %%f(o,o) = f(0,0) = %% . exp,(tv(u)) = %v(o) =

D
= 8<E R(¢, J)e, )y + 8(R(¢, w)¢e, Sy =8(R(¢, w)é, w) = 8K(¢, w)
=8K(v, w) bei t = 0.
Damit haben wir die ersten vier Glieder der Taylorreihe von {(J, J) bestimmt. Fiir
1
die Wurzel aus (J, J) verwenden wir die binomische Reihe v/1 4+ a = 1—|—§a+. ...0O

Wir werden dieses Lemma anwenden, um zu zeigen, wie sich die Krimmung einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit in Abweichungen von der bekannten Euklidischen
Elementargeometrie manifestiert:

BEISPIEL: UMFANG EINES GEODATISCHEN KREISES Sei Ey, E; € T,M eine
Orthonormalbasis eines zweidimensionalen Unterraumes von T,M. Die Kurve v :
R — T,M, u +— cos(u)E; + sin(u)E, beschreibt einen Kreis vom Radius 1 in
diesem Unterraum, und k. (u) = f(u, r) = exp,(r - v(u)) beschreibt fiir festes r
einen geodatischen Kreis vom Radius r um p.

Nachdem [|v(0)|] = 1 ist, kénnen wir Lemma 5.9 direkt anwenden, um den
Umfang U(r) zu bestimmen:

U(r):/o27r /'(,(u)Hdu:/o27r

:/O%du.(r—%K(El,Eg)r3+o(r3)) (r—=0) =

b 2
30 exp,(r - v(u))H du= /0

J(u, r)Hdu

_ .1 /U(r) .3
K(Ex, E2) = =6 Jim (5= —r) = lim =5 (2mr = ().

D.h. die Schnittkriimmung steht in direkter Beziehung zur Abweichung des Um-
fanges eines geodatischen Kreises vom euklidischen MaB 27r. )

BEISPIEL: FLACHE EINES GEODATISCHEN KREISES Wir verwenden die glei-
chen Bezeichnungen wie im vorigen Beispiel und bestimmen die Flache des geodati-

schen Kreises kr. Dessen Inneres ist parametrisiert durch

f:[0,2n] x [0, R] = M, (r,u) = k.(u) = exp,(r-v(u)).

46



Kapitel 5. Kriimmung 5.4. Konjugierte Punkte

Die Koeffizienten g,r, gru, guu der Metrik sind wie folgt:
of
grr = ”§”2 =1, gw=0 nachSatz4.18, gy, = (J(u) J(u)).

Nun ist die Flache gegeben durch
R p2m R p2m R
AR = [ [ Vo9 =gt dudr = [ [* w)ldudr = [ utr)ar
o Jo o Jo 0
R 1
:27['/ (r—gK(El,EQ)r3+O(r3)) dr
0
1
=7R? — E?{'K(El, E))R*+0o(RY) (R—=0) =
12
K=l e~ AR)

D.h. die Schnittkrimmung ist in direkter Beziehung zur Abweichung der Flache
eines geodatischen Kreises von dem bekannten euklidischen MaB. O

DEFINITION: RIEMANNSCHE TEILMANNIGFALTIGKEIT Ist (M, (,)) ein Rie-
mannscher Raum und M C M eine TMF, so heiBt M versehen mit dem Skalar-
produkt ( , }| wxy Riemannsche Teilmannigfaltigkeit von M. >
LEMMA 5.10 Sind Eq, E» € Tp/\7l, dann hat die Riemannsche Teilmannigfaltig-
keit M = exp,(RE;1 + RE) in p € M dieselbe Schnittkrimmung K(E, E2) wie
inp € M.

Bewels: Die von p ausgehenden geodadtischen Linien tangential an RE; + RE,
stimmen fiir M und M iiberein (lokal sind sie fiir beide Mannigfaltigkeiten die
kiirzesten Verbindungen zu p), und damit auch die Umfiange U(r) von geodatischen
Kreisen. Die Gleichheit der Schnittkrimmungen folgt aus dem vorigen Bespiel. O

5.4 Konjugierte Punkte und minimale geodatische
Linien
DEFINITION: KONJUGIERTE PUNKTE st ¢ geoditische Linie und existiert ein

Jacobifeld J # 0 langs ¢ mit J(a) = J(b) = 0, so heiBen c(a) und c(b) zueinander
konjugierte Punkte langs c. >

Bildlich gesprochen, schneiden einander ‘infinitesimal benachbarte’ geodétische Li-
nien, die von c(a) ausgehen, einander im Punkt c(b).

LEMMA 5 11 Die Jacobi-Felder lings c bilden einen 2n-dimensionalen Vektor-
D
raum und sind fiir beliebiges a durch J(a) und pr J(a) eindeutig festgelegt.

Bewers: Sind Eq, ..., E, linear unabhdngige Parallelfelder langs einer geodati-
. D
schen Linie ¢ mit E; = ¢, dann setzen wir J(t) = x/(t)E;(t). Es gilt EJ =
. D2J .
X (t)Ej(t) und g = X(t)E;j(t) = R(¢, J)¢e.

= ¥E;+ ¥R(E1, E})E; = 0
D.h. wir erhalten eine lineare Dgl. 2. Ordnung fiir die Koeffizientenfunktionen x/(t).
Es existiert ein 2n-dim. Vektorraum von L&sungen, und jede Ldsung ist durch
) D .
die Anfangsbedingungen J(a) = x/(a)Ej(a) und — J = x/(a)E;(a) eindeutig

. dt
bestimmt. O
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5.5. Riemannsche TMF Kapitel 5. Kriimmung

LEMMA 5.12 Jedes Jacobifeld ldngs eine Geodatischen entsteht auf die Weise
wie in Lemma 5.7 angegeben

Bewels: Durch die Konstruktion in Lemma 5.7 kann man einen 2n-dimensionalen
Vektorraum von Vektorfeldern langs ¢ erzeugen: Mit der dortigen Notation ist

f
J(0) = %(O, 0). Aus dem Beweis von 5.9 sehen wir, daB im Fall f(u, 0) = const
d of
NG of
gilt J'(0) = _du(at(u' 0)). O

FOLGERUNG: Sei ¢ eine geoditische Linie mit ¢(0) = p. Es gibt ein Jacobifeld
J langs ¢ mit J(0) = 0 und einer weiteren Nullstelle bei J(r) genau dann, wenn
exp,(r - ¢(0)) singuldr ist. a

Der folgende Satz ist wesentlich fiir globale Probleme in der Riemannschen Geo-
metrie:

SATZ 5.13 Ist ¢ eine geodatische Linie und liegt zwischen c(a) und c(b) ein
zu c(a) konjugierter Punkt, so ist ¢ nicht die kiirzeste Verbindung zwischen c(a)
und c(b) in der Klasse der stiickweise differenzierbaren Kurven, die c(a) und c(b)
verbinden.

1 . .
BEMERKUNG: Ist K(v, w) > e fiir alle v, w € TM, oder ist Ric(v,v) >

n—1
1 . . L ..
= fiir alle v € TM mit ||v|| = 1, so ist der erste konjugierte Punkt hGchstens

7r entfernt. Ist die MF vollstandig, so ist daher ihr Durchmesser diam(M) < mr
(Satz von Bonnet/Meyers).

SATZ 514 Ist K(v,w) <0 in M, so existieren keine konjugierten Punkte.

BEwEIs: Sei J ein Jacobifeld langs der geodatischen Linie c(t). Wir verwen-
den ' fiir Ableitungen nach t liangs c. Dann ist (J, )" = 2(J", J) + 2(J'", J)) >
—2(R(¢, )¢, J) > 0. D.h. (J, J)' ist streng monoton steigend. Aus der Taylorent-

wicklung von (J, J) um eine Nullstelle folgt (J, J) = t?—... = (J, J) = |t—...|
= (J, J)" ist positiv in einer Umgebung einer Nullstelle = (J, J) ist streng mo-
noton auBerhalb von Nullstellen = J kann nur eine Nullstelle besitzen. O

FOLGERUNG: Ist K(v,w) < 0in M, dann ist exp, global reguldr fiir alle p und
nicht nur lokal. O

BEMERKUNG: Ist M zusitzlich einfach zusammenhzngend, dann ist exp, €in
Diffeomorphismus, d.h. M ist diffeomorph zum R” (Satz von Cartan-Hadamard).

5.5 Riemannsche Teilmannigfaltigkeiten

Wir betrachten Teilmannigfaltigkeiten von Riemannschen Raumen. Fiir den R"” ha-
ben wir das bereits getan — beim Studium von Kurven und Flachen im euklidischen
Raum (siehe Kap. 1 und 2).

Die Definition von ‘Riemannscher Teilmannigfaltigkeit' erfolgte bereits auf S.
47.

DEFINITION: ISOMETRISCHE IMMERSION  Ist £ : M —s M reguldr und ist

(V.W)pn = (df(V), df(W)) ;. so heiBt f isometrische Immersion. Ist f bijektiv,
so heit f Isometrie. >
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Kapitel 5. Kriimmung 5.5. Riemannsche TMF

Formal ist die Einbettung einer Riemannschen Teilmannigfaltigkeit in einen Rie-
mannschen Raum eine isometrische Immersion.

Wir werden nun einige Begriffe, die wir fiir Flachen im euklidischen Raum
bereits definiert haben, auf Riemannsche Raume ibertragen.

DEFINITION: ORTHOGONALRAUM Ist M Riemannsche Teilmf. von M, so
heiBt das orthogonale Komplement L ,M von T,M in T,M der Orthogonalraum
von M in p. >

DEFIN!T!ON INDUZIERTER ZUSAMMENHANG, ||. FUNDAMENTALFORM M C
M sei eine Riemannsche TMF, V sei ein Zusammenhang in M. Wir bezeichnen
mit

T ToM — T,M, 7y ToM — LM

die Projektion von Tpl\~ﬂ auf T, M und die dazu orthogonale Projektion. Sei ferner
fiir ein Vektorfeld Y auf M Y ein beliebiges Vektorfeld, welches Y auf M for-
setzt. Dann heit VxY = WM(%XT/) der von V induzierte Zusammenhang. Die
Normalkomponente mi;(VxY') heiBt die /. Fundamentalform:

II(X,Y) = VxY — VxY.
>

BEMERKUNG: VxY ist wohldefiniert, denn sind Y und ¥ zwei verschiedene
Erweiterungen von Y und ist ¢ : | — M eine Kurve mit ¢(0) = X, so ist

~ D~ D —
Vx,Y = pr Yoc(0)=— Y oc(0) = Vx,Y
weil auf beiden Seiten nur Werte von Y entlang c eingehen.

LEMMA 515 Sind X,Y Vektorfelder in M und X.,Y Fortsetzungen nach M, so
ist [X,Y]| w = [X.Y]. Insbesondere ist die Lieklammer tangential zu M.

BEWEIS Wir verwenden eine Karte ¢ : M —s R", in der (M) CR™x 0. Sei

=x'9; und Y = ¥/8;. Wir wissen, daB x'(u!,...,u™0...,0) =0 fiir i > m
und yi(ut, ..., u™0,..., 0) fiir j > m gilt. Die ersten m Komponenten dienen als
Karte fiir M, bzw. als Koordinaten fiir X und Y. Die Aussage folgt aus

>
=
—~
<
s
<
3
o
o
~
|

(xX'0y! — y'aix))o;(ut, ..., u™0,..., 0)
= (%..., *,0...,0).
LEMMA 5.16 Ist V ein symmetrischer Zusammenhang, dann ist
(X Y): T,Mx T,M — L,M
eine symmetrische Bilinearform. |I(X,Y), hangt nur von X,, Y, ab.
Beweis  I(X,Y) — (Y, X) = 74,(VxY — WX) = m([X,Y]) = 0. Nach

Konstruktion geht von X in [I(X,Y) nur der Wert X, ein. Wegen der Symmetrie
von Y auch nur der Wert Y. O

SATZ 5.17 Ist Vin M der Levi-Civita-Zusammenhang, dann ist es auch ¥V in M.
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5.5. Riemannsche TMF Kapitel 5. Kriimmung

BEWEIS: )?, \7, Z seien Vektorfelder, die X, Y, Z nach M fortsetzen. Die
Symmetrie folgt aus

UxY — WX = mu(VgY — Vo X) = mm([X, Y]) = [X, Y] = [X, YI.
Zur Vertraglichkeit mit der Metrik:

X(Y,Zy = X{Y,Z) = (V5Y, Z) + (Y, V3 2Z)
=(VxY, Z) + (II(X,Y), Z) + (Y, Vx Z) + (Y, (X, Y))
=(VxY. Z) + (Y. VxZ).

Nach Lemma 4.12 ist V ein Riemannscher Zusammenhang. O

LEMMA 5.18 GLEICHUNG VON WEINGARTEN /st N : M — | M ein Normal-
vektorfeld, d.h. N, € 1L ,M, so gilt fir X,Y € T,M

(VxN,Y) = —(N, lI(X,Y))
Insbesondere hdngt die linke Seite der Gleichung nur von X,, Yy, N, ab.

Beweis: (N.Y) = 0in M = 0 = X(N,Y) = (VxN.Y) + (N, VxY) =
(VxN, Y)Y + (N, VxY +1I(X,Y)) = (VxN,Y) + (N, (X, Y)). O

LEMMA 5.19 LEMMA VON GAusslst M C M eine Riemannsche TMF und sind
R und R die entsprechenden Riemannschen Kriimmungstensoren, so gilt

(R(X,Y)Z, W) — (R(X,Y)Z, W) = (II(X, W), lI(Y, Z)) — (I(X, Z), 1I(Y, W)).

Bewels: Da nur Tensoren bzw. Bilinearformen vorkommen, reicht es aus, die
Behauptung fiir die Basisfelder 01, . . ., 0, beziiglich einer Karte zu zeigen. Seien
also X,Y, Z,W Basisfelder = [, ] = 0 fiir X, Y, Z, W. Wir berechnen

(RIX,Y)Z,W) = (WWZ — VxWZ, W)
= (WWZ+ (X, 2)). W) — (Vx(WZ + (Y, Z)), W)

EJ_ M Lemma 5.18
P

= (R(X,Y)Z, W) —(II(X, Z), IlY, W)) + (II(Y, Z), I(X, W)).

Dieses Lemma fiihrt sofort zu folgendem herausragenden Satz!

SATZ 5.20 ('THEOREMA EGREGIUM' VON GAUSs) Die GauBsche Kriimmung
einer Fliche im R3 stimmt mit ihrer Schnittkriimmung iiberein. Sie ist insbesondere
eine GréBe der inneren (Riemannschen) Geometrie der Flache und unabhéngig von
der speziellen isometrischen Immersion dieser Riemannschen Mannigfaltigkeit in
den R3.

1. _sponte perducit ad hoc egregium THEOREMA: Si superficies curva in quamcunque
aliam superfieciem explicatur, mensura curvaturae in singulis punctis invariata manet.”, C.F.
GauB, disquisitiones circa superficies curvas, Gottingen, 1827, p. 24. Zu deutsch: Wenn eine
gekriimmte Flache in eine beliebige andere Flache verbogen wird, bleibt das MaB der Kriimmung
in den einzelnen Punkten unverdndert.
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Kapitel 5. Kriimmung 5.6. Der Integralsatz von GauB-Bonnet

BEWEIS: Sei M eine (n — 1)-dim. Fliche im R" = M, f : U C R" — M eine
lokale Parametrisierung und n : M — S"~1 die sphirische Abbildung. L, M ist
dann eindimsional und wird von n(p) aufgespannt. Damit gilt

o*f ~
hy = (n(p), 52 ) = ((p). V,8)) = (n(p). V&, +11(,.9)))
= (II(6i, ;). n(p)) = 1I(8i,9;) = hijn(p)
Sei 0.B.d.A. gjk(p) = dj«. Dann ist die GauBsche Krimmung K(p) = det(h;;) =
hi1hay — h2,. Die Schnittkriimmung K(v, w) ist unabhingig von v, w:
(R(81,0)01,02)
(01,01)(02, 02) — (01, 82)?

K(81,08,) = = (R(01,0,)01, 02)

Mit dem Lemma von GauB und R = 0 erhilt man
0 — K(81,8,) = (R(81,8,)81,85) — (R(81,8,)81, 8>)
= (l1(81, 82), 11(82, 01)) — (11(81, 01), 11(82, 82))

= (—h12n(p), —h12n(p)) — (—h11n(p), —h22n(p))
= hiah12 — h11hoy = —K(p) O
BEMERKUNG: Fiir jede zweidim. Riemannsche MF heiBt ihre Schnittkrimmung
GauBsche Krimmung. Vgl. Lemma 5.10 — die Schnittkrimmung K (v, w) ist die
GauBkriimmung der Flache exp,(Rv + Rw).

BEMERKUNG: ELEMENTARSYMMETRISCHE FUNKTIONEN Die Menge {k1,
..., Kn} ist durch das Polynom []"_, (t — ;) eindeutig bestimmt und umgekehrt.
Die Koeffizienten dieses Polynoms sind bis auf das Vorzeichen die elementarsym-

metrischen Funktionen von K1, ..., Kn, namlich die
0-te 1 t"
l-te K1+ -+ Ky — !
2.-te Kiko + Kiks + -+ Kp—1Kn =2
n-te Ki---Kn +¢0

SATZ 5.21 (THEOREMA EGREGIUM) Ist M C R™! eine n-dim. Flache mit der
induzierten Metrik, Ist KY die j-te elementarsymmetrische Funktion der Haupt-
kriimmungen k1, .. ., Kn, soist KY) fiirj gerade und |K"| fiiri > 3 und i ungerade
nur von der Riemannsche Metrik abhingig.

5.6 Der Integralsatz von GauB-Bonnet

DEFINITION: ORIENTIERUNG M sei orientierbar, wenn es eine Uberdeckung
durch Karten ¢; : U; — R" gibt, sodall wjocpi_l orientierungserhaltend ist (d.h. die

Jacobi-Determinante des Parameterwechsels positiv ist). Eine Basis vy, .. ., Vv, von
TpM heiBt positiv orientiert, wenn fiir eine (und dann jede) Karte @, die Vektoren
doj(v1), ..., dj(v,) im R” positiv orientiert sind. >

DEFINITION: GEODATISCHE KRUMMUNG Ist M eine orientierte 2-dimensiona-
le Mannigfaltigkeit, und ¢ : | — M eine Kurve, dann sei das Vektorfeld m(t) langs
c so gewahlt, daB ¢(t)/||c(t)||, m(t) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von
T.yM ist. Die orientierte geodatische Kriimmung von ¢ ist definiert durch

o D .
c = c¢/llell, at c1 = [[¢][kgm. >
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5.6. Der Integralsatz von GauB-Bonnet Kapitel 5. Kriimmung

Offenbar ist der Betrag der orientierten geodatischen Kriimmung gleich der friiher
definierten geoddtischen Kriimmung von Kurven (siehe pp. 13, 33). k4 ist von der
Parametrisierung von ¢ unabhdngig.

DEFINITION: ZULASSIGES GEBIET Sei M eine orientierte 2-dimensionale dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢ eine geschlossene, stiickweise differenzierbare
Kurve, die in einem Parametergebiet liegt, und ein einfach zusammenhanges Gebiet
berandet. Seien a; die Drehwinkel von ¢ an den Stellen, wo ¢ nicht differenzierbar
ist, gemessen im mathematisch positiven Sinn. Dies sei ein ‘zulassiges Gebiet G,
berandet von einer Kurve ¢ mit Eckenwinkeln a;'. >

LEMMA 5.22 Betrachte ein zuldssigen Gebiet G, berandet von einer Kurve ¢
und Eckenwinkeln ;. Verschieben wir einen Vektor v € T,M mit c(0) = c(1) = p
geodatisch parallel, dann ist der Gesamt-Drehwinkel von v(t) gegentiber 8, gleich

<I<v, Pt(l)(c)(v)) = 7{&9 ds + Za,- — 2.

BEwEIS:  Wir betrachten eine positiv orientierte ONB Ej(t), Ex(t) langs
die durch geodatische Parallelverschiebung aus einer positiv orientierten ONB in
c(0) hervorgeht. O.B.d.A. sei ¢ nach der Bogenlange parametrisiert. Sei ¢ =
cos wE1 +sinpE,, wobei ¢ den Drehwinkel von ¢ in der Basis E;, Ex miBt. Dann

o

ist m= —cospE; +sinpk>, P ¢ =—@sinpE; +@cospks, also ¢ = Ky ldngs

der glatten Segmente von c. Daraus folgt § kgds + > a; = @(1) — ¢(0).

Es ist bekannt, daB im Falle des euklidischen Skalarprodukts { , )o im Parame-
terbereich der Gesamt-Drehwinkel 9 von ¢ gegeniiber 8; gleich 27 ist (Umlaufsatz
von Hopf). Nachdem v € 27Z und ¥ bei stetiger Variation von ( , ) stetig variiert,
bleibt %) fir alle Skalarprodukte { , ) = (1 —¢t) - (, Yo + t{, ) gleich 2.

Der Gesamt-Drehwinkel von v(t) gegeniiber 9, ist gleich dem Winkel von v(t)
gegeniiber ¢ minus dem Winkel von ¢ gegeniiber 8;, also (¢(1) — ¢(0)) —27. O

Der folgende Satz ist eine lokale, nicht-infinitesimale Variante von Satz 5.3:

SATZ 5.23 (INTEGRALFORMEL VON GAUSS-BONNET) Betrachte ein zuldssiges
Gebiet G, berandet von einer Kurve ¢ mit Eckenwinkeln a;. Dann gilt

%mgds+2=27r—/KdO.
c a; G

Der Satz gilt auch dann, wenn G nicht in einem Kartengebiet liegt.
SATZ 524 ('THEOREMA ELEGANTISSIMUM' VON GAUSS) Die Summe der

Innenwinkel in einem geodatischen Dreieck A (ein zuldssiges Gebiet, das von drei
geodatischen Linien berendet wird) ist gleich

7r+/KdO.
A

Bewels: Wir wenden die Integralformel von GauB-Bonnet an. Die Innenwinkel
Bi und die Eckenwinkel a; stehen in der Relation §; = w — ;. Die geodatische
Kriimmung von geodatischen Linien verschwindet. Damit ist

(7f—51)+(7f—ﬁ1)+(7r—51)=27r—/KdO.
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SATZ 5.25 (SATZ VON GAUSS-BONNET) Ist M eine 2-dimensionale orientier-
bare kompakte Mannigfaltigkeit, trianguliert durch zuldssige Gebiete, Seien e, f,
k die Anzahl der Ecken, Flichen, und Kanten dieser Triangulierung. so ist

/ K =2m(e+ f — k) =2mx(M).
M

Bewels: Wir wenden die Integralformel von GauB-Bonnet auf jedes Gebiet der
Triangulierung an und bilden die Summe. O

Der Satz gilt auch dann, wenn die einzelnen Gebiete nicht in einer Kartenumgebung
enthalten sind.

SATZ 5.26 Sei M wie in Satz 5.25. Dann besitzt M eine Triangulierung wie in
5.25 gefordert.

FOLGERUNG: Das Oberflichenintegral der GauBschen Kriimmung ist von der
Riemannschen Metrik unabhangig, und ist ein Element von 27Z. a

FOLGERUNG: Die GroBe e + f — k = x(M) ist von der Triangulierung un-
abhangig, und daher eine differentialtopologische Invariante. O

FOLGERUNG: Ist x(M) # 0, so gibt es auf M keine Riemannsche Metrik mit
verschwindender Kriimmung. Das Nichtverschwinden von x (M) stellt ein Hindernis
(‘obstruction’) dar. O

Als Kuriosum (wir werden keinen Versuch machen, dies zu beweisen) sei die mehr-
dimensionale Variante des Satzes von GauB-Bonnet angefiihrt:

DEFINITION: KRUMMUNGSFORMEN Ist ¢ : U C M — R" eine Karte fir M,
und 04, ..., 9, die dazugehdrigen Basisfelder, so sei (v, w) die Koordinatenma-
trix der linearen Abbildung R(v, w) beziiglich der Basis 81, ..., 8. >

Offenbar ist Q{ ein alternierendes Tensorfeld in U, denn R(v, w) = —R(w, v).

SATZ 527 (GauB-Bonnet-Chern-Allendérfer-Fenchel) Fiir eine kompakte diffe-
renzierbare 2m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist die skalare Funktion k : M — R,
definiert durch

1 i In—1
ky/det(gix(p)) - det(-) = g Z sgn(a) QE A= AQH(),
’ U:(i1 ..... i,,)ESn

tatsdchlich wohldefiniert (d.h. das Keilprodukt ist, als Multilinearform in T,M,
tatsachlich ein Vielfaches der Determinante, und k ist unabhangig von der Auswahl
der Karte ). Dann gilt

_22m—1)!
M) = 137 J, 90

wobei x(M), die Euler-Charakteristik, eine ganzzahlige topologische Invariante von
M ist.
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Kapitel 6. Anwendungen

6. Kapitel

Beispiele fiir Anwendungen der
Differentialgeometrie in der Physik

6.1 Mechanik

Der Hamilton-Formalismus in der Mechanik ist ein Beispiel fiir die Anwendung
des Konzeptes einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit einer symplektischen
Bilinearform. Obwohl dies das prominenteste Beispiel ist, werden wir darauf nicht
eingehen.

Verbindungen zwischen der Riemannschen Geometrie und der Mechanik basie-
ren z.B. auf einer Analogie von Variationsprinzipien.

DEFINITION: KONFIGURATIONSRAUM, KINETISCHE ENERGIE, POTENTIELLE
ENERGIE Sei (M, (, )) ein Riemannscher Raum. Wir interpretieren M als Menge
der Zustande eines mechanischen Systems. Kurven ¢ : | — M sind Zustandsande-
rungen. T(v) := (v, v) heiBt die kinematische Energie. Weiters sei U : M — R
gegeben. Die Funktion U heiBt potentielle Energie. >

BEMERKUNG: Ein solches Modell beschreibt ein ‘holonomes System’, d.h. ei-
nes, das infinitesimal wie global dieselben Freiheitsgrade besitzt. Ein ‘nichtholono-
mes System’ (wie z.B. ein Fahrrad auf einer StraBe), erlaubt Zustandsanderungen
nicht in jede Richtung (auBer bei Glatteis). Modelle fiir nichtholonome Systeme
sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten, wo in jedem Punkt p € M ein zulassiger
Unterraum von T,M ausgezeichnet ist.

BEISPIEL: Der Zustand eines ebenen Doppelpendels wird durch 2 Winkel @1, ¢
beschrieben. Der Konfigurationsraum ist also (R/Z)2 Karten fiir diese Mannig-
faltigkeit sind die Abbildungen (@1, 92) (mod 27) = (@1, p2) € R2. Die skalaren
Funktionen sin 1, cosy, sind Beispiele fiir in M wohldefinierte differenzierbare
Funktionen.

Um das Beispiel zu konkretisieren, seien die Massen der beiden Pendel my, ms,
die Abstande der Schwerpunkte vom Aufhingepunkt si, s», die ebenen Massen-
tragheitsmomente /1, />, und die Lange des 1. Pendels sei /;. Dann ist (Mechanik-
Ubungsbeispiel)

U(@1, 92) = g(mys; cos 1) + my(h + s2) cos @2),

h+ !1”!1512 + mzlf m2l1522 COS((Pl — (02) ¥1
symm. lo + mos? (%3 O

T‘Pl-‘P2(‘pll <.02) = [¢1, (,02]
DEFINITION: D'ALEMBERTSCHES PRINZIP Sei M wie oben, und seien p, g €

M. Eine Bahn in M sei ein kritischer Punkt fiir das Funktional [(T — U) in der
Klasse der glatten Kurven, die p mit g verbinden. >
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BEMERKUNG: In der Physik ist diese Definition manchmal ein ‘Satz’, der einer
Herleitung bedarf.

DEFINITION: GRADIENT Ist f : M — R, so ist grad f das Vektorfeld mit
(v,grad f(p)) = df(v) fir alle v e T,M. >

BEMERKUNG: Sei in lokalen Koordinaten grad f = w/d;. Wir berechnen w/ aus
der Defininitionsgleichung von grad f: Die Definitionsgleichung von grad f lautet

v’@,f = <Vkak, Wjaj> = Vijg_,'k, = WJ = gfkakf.

D¢ 1
LEMMA 6.1 Eine Bahn c Iést die Differentialgleichung d_: =3 grad U.

BEWEIS: Sei ¢, eine Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld V. Wir verwenden
Lemma 4.22 und berechnen

% UZO/(T—U)dt:—2/<V,%>dt—/z—g(6u(t))dt
:/<\/, —2%—gradU> dt.

Dé
c ist ein kritischer Punkt fiir das Funktional [(T —U), wenn (2d—tc+grad uv)y=0
fur alle V. a

. . . . . . . .. D¢
BEMERKUNG: Eine allgemeinere Variante dieser Differentialgleichung ist rri

%F, wobei F ein ‘Kraft'-Vektorfeld auf M ist.

LEMMA 6.2 LAGRANGESCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN In lokalen Koordi-
naten ist T(¢) = ¢*¢Kgjk, und wir haben

dor _or _oUu ., De_ 1 v
dtde  dd  dd ar o 9@

BeEwEIs: Anschreiben in lokalen Koordinaten und Verwenden der expliziten Formel
fiir [, aus Satz 4.14. O

DEFINITION: GESAMTENERGIE Die Gesamtenergie einer Zustandsinderung ¢
zum Zeitpunkt t ist definiert als die Funktion T(¢) + U langs c. >

LEMMA 6 3 ENERGIEERHALTUNGSSATZ Fiir eine Bahn gilt h = T(¢)+ U =
const ldngs c.

BEWEIS: %(T—FU) = %((6, &)+U) = 2(%, C)+%U(c(t)) = —(grad U, ¢)+
(grad U, ¢) = 0. a

DEFINITION: METRIK NACH JACOBI Sei M wie oben und h € R. Dann ist
(v, w)" := 2(h—U){v, w) die Metrik nach Jacobi, und M’ = {p € M | h—U(p) >
0}. Dannist (M', {,)") eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. >

Der folgende Satz macht es mdglich, allgemeine Satze {iber geodatische Linien
auf Bahnen von mechanischen Systemen zu iibertragen:

SATZ 6.4 c ist Bahn von (M,{,)) mit Energie h genau dann, wenn c (nach
Umparametrisierung auf ( , )'-Bogenldnge s) geodatische Linie von (M', { , )} ist.
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BEwEIS: Man kann nachrechnen, daB gilt

(rp)' =rj+ (0;0i(h = U) +8;0i(h = U) = " g;j0,(h = U)) .

2(h—U)
Die Parametertransformation ¢ = ¢ o~y auf (, )’-Bogenlange erfiillt die Relation
ds d?*s
= =2(h- == =28,(h—U)¢".
s (h—-U) = ge2 or(h—U)¢
Einsetzen liefert die Behauptung. a

BEISPIEL: VOLLSTANDIGKEIT  Sei (M,(,),U) der Konfigurationsraum fiir
ein mechanisches System, und seien p, ¢ zwei Zustande. Ist h > U in M und M
kompakt, dann ist M' = M, M' ist kompakt, daher geodatisch vollstandig, und es
gibt nach dem Satz von Hopf und Rinow (Satz 4.25) eine Bahn der Energie h, die
die Zustande p und g verbindet. O

BEISPIEL: STABILITAT DER BAHNEN Sind x(s, t) fiir s = const. Bahnen von

. a
Punkten x(s) mit vorgegebenen Anfangswerten a—)t((s, 0), so folgt aus Satz 6.4,

L . ?) .
daB die ‘infinitesimale Abweichung' —X(O, t) der 'benachbarten’ Bahnen von einer

ausgezeichneten Bahn c(t) = x(0, t) ein Jacobifeld beziiglich der Metrik { , )" ist,
und daher die Differentialgleichung

(D')? ox . Ox. .
—Z =R'(¢, ==
i a5 (6 g)c
erfiillt. Die lineare Abbildung R’(¢, -)¢ ist dabei verantwortlich fiir das exponentielle
Auseinderlaufen oder ‘Beisammenbleiben’ der Bahnen. O

BEMERKUNG: Sei (M, {, ), U) ein Konfigurationsraum wie oben. Diejenigen
Zustandsdnderungen konstanter Energie h (nicht notwendig Bahnen im obigen
Sinne), welche zwischen Zustadnden lokal kiirzeste Zeit ben&tigen, sind Geodatische
der brachystochronischen Metrik { , ) = (h— U)~(, ).

6.2 Relativitatstheorie

DEFINITION: 4-DIM. PSEUDOEUKLIDISCHER RAUM Dieser ist der R* mit
Koordinaten (x°, .. ., x3) und dem Skalarprodukt (x, y)pe = x°y% —xty! —x2y2 —
x3y3. >

Wir interpretieren die Punktes des R* als Ereignisse mit einer Zeit- und drei Orts-
koordinaten. Ein Vektor v € R*ist flach or raumartig, wenn (v, v)pe < 0, er ist iso-
trop oder lichtartig, wenn (v, v)pe = 0, und steil oder zeitartig, wenn (v, v)pe > 0.

DEFINITION: LEBENSLINIE, EIGENZEIT Eine Kurve c: I — R heiBt Lebensli-
nie, wenn ¢ zeitartig ist und ¢ > 0. Die Bogenliange L2(c) heiBt die Eigenzeit langs
der Lebenslinie, die zwischen den Ereignissen c(a) und c(b) verbraucht wird. [

BEMERKUNG: Diese Bezeichnungen kommen von der Interpretation des pseu-
doeuklidischen R* als Modell der speziellen Relativititstheorie.

Im pseudoeuklidischen R* operiert die Gruppe G der pseudoeuklidischen Kongru-
enztransformationen g : x = A-x+bmit A€ Oy 3, d.h. AT -diag(-1,1,1,1)-A=
diag(—1, 1,1, 1). Wir schranken wir uns im speziellen auf solche A € O; 3 ein, die
‘in die Zukunft’ weisende Vektoren (v € R* mit v® > 0) wieder auf solche abbilden.
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SATZ 6.5 (A.D. Alexandrov) Sei dwe(p,q) = (p — q,p — q)pe. Jede Bijektion
g : R* = R* mit dpe(p, g) = 0 <= doe(9(p), 9(q)) = O ist eine pseudoeuklidische
Kongruenztransformation.

SATZ 6.6 (ZWILLINGSPARADOXON) Die ‘langsten’ (im Sinne der Eigenzeit) Le-
benslinien, die zwei Punkte p, q € R* verbinden, sind die monoton parametrisierten
Geraden.

BEWEIS: p — q ist zeitartig. Sei dpe(p, g) = T. Dann existiert eine pseudoeu-

klidische Kongruenztransformation mit p = (0,0,0,0) und g = (0,0,0,7). Sei
0.B.d.A. ¢(0) = p, c(1) = q. Fiir jede Lebenslinie ist ¢°(1) > 0. Dann ist

1 1 !
L(l)(c):/o \/(60)2—(61)2—---)S/0 /(C'O)2=/O (C0)2:C0‘::T

mit Gleichheit genau fiir ¢! = ¢> = ¢3 = 0. 0

DEFINITION: PSEUDO-RIEMANNSCHE 4-DIM. MF  Sei (M, (,)) eine diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit mit einem differenzierbaren (2, 0)-Tensorfeld ( , } €
M, sodaB ( , ), eine symmetrische Bilinearform in T, M der Signatur (+, —, —,
—) ist. Dann ist (M, { , )) ein pseudo-Riemannscher Raum der Dimension 4. D>

Wir verwenden die in der Riemannschen Geometrie von der Metrik (, ) abge-
leiteten Begriffe wie kovariante Ableitung, geodatische Linie, etc., ohne darauf
Riicksicht zu nehmen, daB sie eventuell nicht dieselben Eigenschaften haben wie
im Riemannschen Fall. Ein Beispiel fiir eine solche Diskrepanz ist der Unterschied
zwischen Satz 1.3 und Satz 6.6.

Analog zum pseudoeuklidischen R* gibt es die Unterscheidung zwischen raum-
artigen, lichtartigen, und zeitartigen Vektoren v € T,M durch (v, v) <0, (v, v) =
0, und (v, v) > 0. Wir verwenden (M, (, )) als Modell fiir die Raumzeit der allge-
meinen Relativitatstheorie.

DEFINITION: LEBENSLINIE, EIGENZEIT Eine Kurve ¢ : | — M heiBt Lebensli-
nie, wenn (¢, ¢) > 0. Die Bogenlinge L2(c) heiBt Eigenzeit lings der Lebenslinie
zwischen c(a) und c(b). >

DEFINITION: FREIER MASSENPUNKT, PHOTON Eine Lebenslinie gehort zu
einem freien Massenpunkt bzw. frei fallenden Teilchen, wenn sie eine geodatische

D o
Linie ist, d.h. at ¢ = 0. Eine lichtartige Geodatische (d.h. {¢,¢) = 0) ist die
Lebenslinie eines Photons. >

Um als Modell fiir eine Raum-Zeit im Sinne der allgemeinen Relativitatstheorie
zu dienen, muB die peudoriemannsche Metrik ( , } in M bestimmten Bedingungen
geniigen (Sie muB die ‘Feldgleichungen’ erfiillen).

Als Motivation fiir die ‘Feldgleichungen im Vakuum' betrachten wir zunachst
die klassische Newtonsche Mechanik und danach ein relativistisches Analogon:

BEISPIEL: GeEzeiTEN, NEWTONSCH  Wir betrachten Punkte x(s), die sich
im R3 mit Koordinaten u?, u?, u® in einem Kraftfeld mit Potential ¢ bewegen —
zum Zeitpunkt t befinden sie sich bei x(s, t). Wir bezeichnen Ableitungen nach
Variablen t, s, u',... mit x;, X, © 1, u.s.w. Die Bewegungsgleichung ist gegeben
durch

X = —Vip(x(s, t)).
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Wir beobachten das ‘Auseinanderdriften der Bahnkurven':

Ax(t) = x(s,t) —x(0,t) ~s-xs
5 Y1 Y11 ... P13 X,:s
Xtts = ~3s Y2 | =— : . : X's
¥3 Y31 ... P33 X,3s

D.h. langs der Bahnkurve x(0, t) erfiillt die ‘infinitesimale Differenz zur Nachbar-
Bahnkurve x(0 + ds, t)' die Gleichung

Xs=L(t) xs,

wobei die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung L(t) durch (¢ ;;(x(0, t))) ge-
geben ist (siehe die obige Gleichung).

Setzt man beispielsweise das Potential als Gravitonspotential in der Form
©(x) = —1/||x|| an, so ergibt sich an der Stelle (r, 0, 0) die Matrix

2 0 0
1
L(r,0,0)=———=% | 0 -1 O
IrP?
0 0 -1
DaB die Spur der Matrix verschwindet, ist kein Zufall, sondern ergibt sich aus
tr(L) = —divgradg = 0. Als Motivation fiir dieses Beispiel kdnnen die Wasser-
massen der Erdoberflache im Gravitationsfeld des Mondes dienen. o

BEISPIEL: GEZEITEN, RELATIVISTISCH Wir betrachten die Lebenslinien x(s, t)
von frei fallenden Teilchen x(s). cs(t) = x(s,t) sind geodatische Linien. Wir
wahlen eine Basis Ey, ..., Ez in Ty0,00M mit & = Ep.

Wir erzeugen Vektorfelder E(0), ..., E3(t) langs cp(t) durch geodatische Par-
allelverschiebung, und verwenden die lokale Parametrisierung

g(u®, ... 1?) = expey(uoy (U Er(u®) + v? Eo(uP) + uPE(uP)).

Eine solche Karte fiir M heit Fermi-Koordinatensystem beziiglich des frei fallenden
Beobachters x(0, t) = ¢y(t), wenn zusatzlich (gjx) = diag(—1,1,1, 1) in ¢(0) und
damit langs c.

Das ‘Auseinanderdriften der Lebenslinien’, d.h. die geodatische Abweichung

%(0, t) = J(t), ist ein Jacobifeld und erfiillt nach Lemma 5.7 die Differential-
gleichung
J" = —R(&, J)éo.

Da Ey, ..., E; Parallelfelder sind, sind die Koordinaten von J” gleich (x%,,. ...,
x3,:). Wir bestimmen die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung —R(¢o. )¢
beziiglich der Basis Ey, ..., E3 in einem Punkt der Geodéatischen x(0, t):

— R(¢o, Ex)éo = —R(Eo, Ex)Eo = —RioE1l =

0 0 1
Xstt Rooo --- Rooo 0 9 T 0
J” = . = . . . . _/ = 0 R(_JIO ROIO . J
3 0 3 : ; - :
Xstt Roso -+ Raso 0 R ... Roo

D.h. die geodatische Abweichung wird, genauso wie im Newtonschen Fall, durch
eine symmetrische (3 x 3)-Matrix beschrieben. Es liegt daher nahe, vom Kriim-
mungstensor zu fordern, daB die Spur dieser linearen Abbildung verschwindet:

R0 +Ri10 + R3s0 + R330 = 0, bzw. koordinatenfrei tr(R(Eo, -)Eg) = 0.

=0

59



6.2. Relativitatstheorie Kapitel 6. Anwendungen

Nachdem die Auswahl der Lebenslinie (und des Vektors Eg) beliebig war, ist eine
naheliegende Forderung an M, daf3

tr(R(v,-)v) = —Ric(v, v) = 0 fur alle v.

Wegen Ric(v, w) = L(Ric(v +w, v + w) — Ric(v, v) — Ric(w, w)) gilt dann auch
Ric(v, w) = 0 fiir alle v, w. $

DEFINITION: FELDGLEICHUNGEN IM VAKUUM Ein vierdimensionaler pseudo-
Riemannscher Raum (M, (, )) dient als mathematisches Modell fiir die Bewegung
von Teilchen im Vakuum, wenn der Ricci-Tensor verschwindet. >

BEISPIEL: SCHWARZSCHILD-METRIK Sei M = {(«°,...,u®) € R* | (u1)? +
(1)? + (u3)® > R%}. Sei g : R* — R4,

g(t,r,0,¢) = (t, rcosfsin, rsindsin, r cos @)

eine lokale Parametrisierung von M. Die pseudo-Riemannsche Metrik (, ) in M
habe beziiglich dieser Karte die Koeffizienten

r—R r

P grr:_m,

- _ 2 — _2an2
Grt = Jop = —I",  GJeg = —r sin" .

Alle gemischten Koeffizienten sind gleich 0. Man iiberzeugt sich prinzipiell leicht,

daB der Ricci-Tensor verschwindet. Es handelt sich um ein Modell des Gravitati-
onsfeldes eines spharisch-symmetrischen Korpers. O
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