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               STABILITÄTSANALYSEN FÜR LINEARE ÜBERTRAGUNGSGLIEDER.   
               ANALYSE TOOLS FÜR SIMULINK 
 

 
Übertragungsglieder führen im Frequenzraum auf elegante Methoden zur Bestimmung des 
Stabilitätsverhaltens insbesondere bei linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten oder den entsprechenden Regelungssystemen. Die Bestimmung 
periodischer Lösungen bei periodischer Anregung wird erleichtert und hat eine einfache 
Interpretation. 
SIMULINK-Modelle können von der MATLAB-Oberfläche aus analysiert und verändert 
werden. Von MATLAB aus können z.B. die Parameter der SIMULINK-Modelle überschrieben 
werden (simset) oder eine Simulation gestartet werden (sim). Auch stationäre Zustände können 
ermittelt werden (trim) oder die Systeme an vorgegebenen Stellen linearisiert werden (linmod). 
Nützlich sind diese Tools u.a. für die qualitative Analyse von Differentialgleichungen. 
 
 

§ 4.1  Eigenschaften eines PT1-Gliedes 
 

Ein PT1-Glied führt auf die Differentialgleichung 
 

T,uyyT =+′ >0. 
 

Mit der Funktion  oder „Störung“   u(t) = kH(t), ,0k >   und der Anfangsbedingung  y(0) = 0 hat 
die zugehörige Anfangswertaufgabe die Lösung (Sprungantwort)  y(t) = k(1-e-(t/T))). 
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D.h.   u(t) = H(t) = 




=
>

0tfür0
0tfür1

  wird in sein  k-faches überführt, jedoch mit einer gewissen 

Verzögerung.  Aus dieser Funktionalität ergibt sich, dass PT1-Glieder auch als  
 

„Proportionalglieder mit Verzögerung erster Ordnung“ 
 
bezeichnet werden. 
 
Gegeben sei nun die Differentialgleichung 
 

0,0A,0T,tcosAyyT >ω≠>ω=+′ . 
 
Die −ω periodische Lösung dieser Differentialgleichung kann mit Hilfe des Ansatzes 
 

CB̂,eB̂)t(ŷ ti ∈= ω  
 

und der Darstellung  )AeRe(tcosA tiω=ω  ermittelt werden: 
Aus 
 

tititi AeeB̂eB̂Ti ωωω =+ω  
folgt 

AB.
1Ti

AB̂oderAB̂B̂Ti =
+ω

==+ω . 

 
Die Darstellung  B = ϕ−ie|B|  liefert dann die reelle periodische Lösung  
 

)tcos(A|B|)t(y ϕ−ω= . 
 

Die gesuchte periodische Lösung ergibt sich mithin aus der „Anregung“  Acos )t(ω  durch 
eine Amplitudenverstärkung ( A )A|B|→  und eine Phasenverschiebung ( )tt ϕ−ω→ω . Die 
Verstärkung und die Amplitudenverschiebung ergeben sich unmittelbar aus B. 
Die Funktion  
 

∞<ω≤
+ω

→ω 0,
1Ti

1 . 
 

 
 

wird häufig auch als „Ortskurve“ bezeichnet. 
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D.h. mit zunehmender Frequenz ω  strebt die Amplitudenverstärkung  |)(B| ω gegen Null. 
Aus dieser Funktionalität ergibt sich, dass PT1-Glieder auch als  

 
„Tiefpässe erster Ordnung“ 

 
bezeichnet werden. 
 
Beachte:   
Eine Anwendung der Laplace-Transformation auf die Gleichung  
 

0,0A,0T,tcosAyyT >ω≠>ω=+′  
 
liefert                                           

L(y) = ))t(cos(L
1Ts

A
ω

+
 

 
und die „Ortskurve“ entsteht dadurch, dass in der Übertragungsfunktion s durch ωi  ersetzt wird. 
 

 
§ 4.2  Eigenschaften eines PT2-Gliedes 

 
Ein PT2-Glied führt auf die Differentialgleichung 
 

0,D0,uyyD2y1
0

0
2
0

>ω∞<<=+′
ω

+′′
ω

. 

 

Wir betrachten diese Differentialgleichung jetzt mit der „Störung“  u(t) = kH(t), ,0k >   und den 
Anfangsbedingungen  y(0) = 0,   y’(0) =0. 
Für die Fälle  0<D<1, D=1 und D>1 kann die qualitative Form der Lösungen (Sprungantworten)  
aus den folgenden Bild entnommen werden: 

 

 
 

 

D.h.  u(t) = H(t) = 




=
>

0tfür0
0tfür1

  wird wieder in sein  k-faches überführt, aber auch hier mit einer 

gewissen Verzögerung.  Aus dieser Funktionalität ergibt sich, dass PT2-Glieder auch als  
 

„Proportionalglieder mit Verzögerung zweiter Ordnung“ 
 
bezeichnet werden. Im Gegensatz zum PT1-Glied ist der Start hier jedoch nicht so „ruckhaft“. 
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Gegeben sei nun die Differentialgleichung 
 

0,0,D0),tcos(AyyD2y1
0

0
2
0

>ω>ω∞<<ω=+′
ω

+′′
ω

. 

 
Ähnlich wie beim PT1-Glied kann die −ω periodische Lösung dieser Differentialgleichung 
auch mit Hilfe des Ansatzes 

CB̂,eB̂)t(ŷ ti ∈= ω  
 

und der Darstellung  )AeRe(tcosA tiω=ω  ermittelt werden: 
 
Aus 

tiiti

0

ti
2
0

2

AeeB̂eB̂D2ieB̂)i( ωωωω =+
ω
ω

+
ω
ω  

folgt 

AB.
1D2i)i(

AB̂oderAB̂B̂D2iB̂)i(

0
2
0

2
0

2
0

2

=
+

ω
ω+

ω
ω

==+
ω
ω

+
ω
ω . 

 
Die Darstellung  B = ϕ−ie|B|  liefert dann die gesuchte reelle periodische Lösung  
 

)tcos(A|B|)t(y ϕ−ω=  
 

D.h. die gesuchte periodische Lösung ergibt sich auch hier durch eine Amplitudenverstärkung 
 ( A )A|B|→  und eine Phasenverschiebung ( )tt ϕ−ω→ω  und die gesuchten Größen 
können 
wieder aus der „Ortskurve“ 

1D2i)i(
1

0
2
0

2

+
ω

ω+
ω
ω

→ω , 

entnommen werden. 
Mit zunehmender Frequenz ω  strebt die Amplitudenverstärkung  |)(B| ω gegen Null, 
d.h. hohe Frequenzen werden gedämpft. Aus dieser Funktionalität ergibt sich, dass PT2-
Glieder auch als  
 

„Tiefpässe zweiter Ordnung“ 
ezeichnet werden. 
Es können allerdings zwei Fälle unterschieden werden: 
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Für  0 < D < 1/ 2  liegt, für niedrige Frequenzen, eine echte Verstärkung der Amplitude vor! 
 

 
§ 4.3  Stabilitäts- und Frequenzverhalten von PTn-Gliedern 

 
 Die lineare homogene Differentialgleichung  n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
 

any(n) + an-1y(n-1) + … + a1y(1) + a0y = 0 ,    an 0≠  
 

heißt asymptotisch stabil, wenn für alle Lösungen gilt 
 

)t(y  .0t → ∞→  
 

Die Forderung nach der asymptotischen Stabilität ist gleichbedeutend damit, dass die Nullstellen 
der zugehörigen charakteristischen Gleichung  
 

F(s)  =  ansn + an-1sn-1 +  ...  + a1s + a0 = 0, 
 

ausschließlich Nullstellen mit negativen Realteilen besitzt.  
 
Eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten der Form 
 

any(n) + an-1y(n-1) + … + a1y(1) + a0y = u ,    an 0≠      (*) 
 
deren homogener Anteil asymptotisch stabil ist, wird auch als PTn-Glieder bezeichnet. 
 
Aufgabe 4.1: 
Gegeben sei ein PTn-Glied und es sei u(t) = kH(t),  k R∈ . Zeige: Für alle Lösungen der 
Differentialgleichung gilt 
 

k)t(ylim
t

=
∞→

. 

 
 
Aufgabe 4.2: 
Gegeben sei ein PTn-Glied und es sei  u(t) = Acos( )tω  und 0A, >ω . Zeige: Eine periodische 
Lösung hat dann die Gestalt 
 

y(t)  =  |B|Acos( )t ϕ−ω . 
 

Dabei ergibt sich  B und ϕ  aus der „Ortskurve“  1/F(iω) . 
 
  
Definition 
Ein Polynom  

p(z) = anzn + an-1zn-1 + … + a1z +a0 ,  ai∈ R, 
 

heißt stabil, wenn alle seine Wurzeln einen negativen Realteil haben. 
 
Satz 
Notwendig für die Stabilität eines Polynoms 
 

p(z) = anzn + an-1zn-1 + … + a1z +a0 ,  ai∈ R 
 
ist, dass alle Koeffizienten ungleich Null und von einheitlichen Vorzeichen sind. 
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Bemerkung 
Für n=1,2 ist die Bedingung auch hinreichend. Für n 3≥  ist die Bedingung nicht mehr 
hinreichend. Dieses zeigt das einfache Beispiel 
 

z3 + z2 + 4z + 30 = (z+3)(z-1+3i)(z-1-3i). 
 
Beweis: 
Die Koeffizienten seien alle positiv, dann gilt 
 

p(z) = an(z-z1)(z-z2) … (z-zn),   an > 0. 
 

Sind alle Wurzeln reell und negativ, dann ist die Behauptung richtig. Gibt es ein Paar 
konjugiert komplexer Wurzeln, dann ergibt sich die Behauptung aus 
 

(z-a+ib)(z-a-ib) = z2 – 2az+b2+ a2  
 
 
Satz  (Ortskurvenkriterium) 
Notwendig und hinreichend für die Stabilität eines Polynoms p(z) n-ten Grades ist: 
Die Abbildung p(iω) verläuft für 0 ∞<ω≤  nicht durch den Ursprung und führt mit 
zunehmendem ω  eine Phasendrehung von 2/nπ , im mathematisch positiven Sinne, durch. 
 
Beispiele 
Betrachte das Polynom   p(z)  =  z3 + (b+1) z2 + (b+a)z + ab+1. Das folgende Bild zeigt, 
für die Paare (a,b) = (0.5, 0.2) und  (0.5, 0.4),  die Ortskurven im Bereich 0 .1≤ω≤ Für  
b = 0.4 liegt eine Phasendrehung von π)2/3(  vor. Für b = 0.2 liegt eine Phasendrehung 
von π− )2/1( .  Für ein b zwischen 0.2 und 0.4 liegt offenbar auch ein Nulldurchgang vor. 
 
 

 
 

 
 
Beweis des Satzes: 
 (Stabil⇒Phasendrehung von 2/nπ ) 
Alle Wurzeln seien zunächst reell und negativ. In diesem Fall gilt 
  

p(z) = an(z-x1)(z-x2) … (z-xn)        mit    xi<0 
oder 
p(z) = an|(z-x1)| )xz(i 1e −ϕ  |(z-x2)| )xz(i 2e −ϕ  …… |(z-xn)| )xz(i ne −ϕ  
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Für z = iω ,  0 ∞<ω≤   durchläuft  )xz( i−ϕ  einen Winkel von 2/π  und somit p(iω) 
insgesamt einen Winkel von  2/nπ . 
Gibt es ein Paar )z,z( jj  konjugiert komplexer Wurzeln mit einem negativen Realteil, dann  
durchläuft )zz( j−ϕ ,  für z = iω  und  0 ∞<ω≤ ,  einen Winkel von ψ+π 2/  und )zz( j−ϕ  
einen Winkel von ψ−π 2/ .  Jedes Paar von konjugiert komplexen Wurzeln liefert mithin eine 
Phasendrehung um 2 2/π . Damit ist der Beweis erbracht. 
 
(Phasendrehung von 2/nπ  ⇒  Stabil) 
Liegt eine Wurzel mit einem positiven Realteil vor, dann kann die Phasendrehung insgesamt 
nicht 2/nπ  ergeben. Liegen Wurzeln auf der imaginären Achse vor, dann durchläuft p(i )ω   
den Nullpunkt. 
 
 
Bemerkungen 
Die Laplace –Transformierte der Lösung einer  allgemeinen Differentialgleichung 
 

any(n) + an-1y(n-1) + … + a1y(1) + a0y = u ,    an 0≠      (*) 
 
mit homogenen Anfangsbedingungen ist gegeben durch 
 

L(y) = )u(L
)s(F

1 , 

 
mit der Übertragungsfunktion 1/F.  
Die Übetragungsfunktion liefert also nicht nur eine kompakte Beschreibung der Differential-
gleichung sondern u.a. auch Informationen über die Stabilität der Differentialgleichung und  
Eigenschaften seiner periodischen Lösungen  

 
 

§ 4.4 Einige Analyse Tools 
 

Mit dem MATLAB-Kommando 
 

[sizes,x0,states] = model([ ],[ ],[ ],0) 
 
kann ein Überblick über die verschiedenen Variablen und Werte eines SIMULINK-Modells 
(hier: model) gewonnen werden. 
Der sizes-Vektor hat 7 Komponenten. Wichtig für uns ist zunächst die erste Komponente 
sizes(1). Diese gibt die Anzahl der (kontinuierlichen) Zustands-variablen des Systems an. 
Der Vektor x0 enthält die Anfangsbedingungen des Systems. 
Unter states findet sich der Platz der Variablen im SIMULINK-Modell. 
Der Aufruf 
 

[sizes,x0,states] = nichtlineargestoertvor([ ],[ ],[ ],0), 
 

für das später aufgeführte Modell nichtlineargestoertvor, liefert  
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D.h. das System hat zwei kontinuierliche Zustandsvariable die zu den Blöcken  
Integrator und Integrator1 gehören und deren Anfangsbedingungen zu -3 und 1 gesetzt sind. 
 
Mit dem Kommando sim kann eine Simulation eines SIMULINK-Modells von der MATLAB-
Oberfläche gestartet werden. 
Die Syntax des sim Kommandos ist 
 

[t,x,y] = sim(model, Timespan, Options, ut) 
 

mit den optionalen Parametern 
 
    t Zeitvariable 

 x Zustandsvariable 
    y Ausgangsvariable 
 
Das erste Argument model im sim-Kommando ist ein MATLAB String mit den Namen des 
SIMULINK-Modells. 
Timespan kann z.B. wie folgt besetzt werden: 
 
 [OutputTimes] = Vektor mit mindestens drei Komponenten. Ein wohl 

üblicher Vektor wäre [Tstart:TimeSpacing:Tfinal]. 
 
Durch Options können die Simulationsparameter des Modells von der MATLAB-Ebene 
überschrieben werden. Options werden mit dem Simset-Kommando aufgebaut und haben die 
Syntax 
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Options = simset( 'Name1', Wert1, 'Name2', Wert2,  .....). 
 

Die zulässigen Namen_ und deren aktuellen Einstellungen Wert_ können für ein SIMULINK-
Modell mit den Namen model durch  

 
Options = simget('model') 

 
aufgerufen werden. 
Der Aufruf  
 

Options = simget('nichtlineargestoertvor')  
 

ergab z.B. 
 

 
 

 
Der noch fehlende Parameter ut im sim-Kommando betrifft die Festlegung von 
Simulationspunkten. 
 
Nützlich und wichtig kann sein, daß von der MATLAB-Ebene die SIMULINK-Modelle 
aufgerufen werden und Ergebnisse der Simulation verarbeitet werden können. 
Der folgende M-File [2] 
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erzeugt z.B. ein Phasenplot für ein System von 2 Differentialgleichungen. 
 
Das SIMULINK-Modell nichtlineargestoertvor (mit d = 0) 

 

 
 
und der Aufruf des M-Files mit folgenden Festsetzungen 
 
     x1 =    -5 : 5 :5 
     x2 = -5 : 0.25 : 5         
     axis([-5,5,-5,5]) 
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liefert dann das folgende Phasendiagramm 
 
 

 
 

 
§ 4.5 Bemerkungen zur qualitativen Behandlung von Differentialgleichungen 

mit SIMULINK 
 
 

Im § 2 hatten wir gesehen, dass manchmal Aussagen über das Verhalten von Lösungen, 
von Systemen von Differentialgleichungen  

 
z' = f(z) 

 
in einer Umgebung von Gleichgewichtspunkten z0, über das linearisierte System oder der 
ersten Variation 
 

z' = fz(z0)*z 
 
möglich sind. 
MATLAB unterstützt diese qualitativen Untersuchungen, indem für SIMULINK-Modelle ein 
Tool (trim) zur Bestimmung von Gleichgewichtspunkten (Nullstellen) und ein Tool (linmod) 
zur Bestimmung der Matrix des linearisierten Systems oder der ersten Variation zur 
Verfügung stellt. Die noch fehlenden Informationen über die Eigenwerte ergeben sich dann 
mit dem Kommando eig aus MATLAB. 
Liegt also ein SIMULINK-Modell für die erst genannte Differentialgleichung mit (z.B.)  dem 
Namen Nichtlinear vor, dann ergibt der Aufruf 

 
z0 = trim('Nichtlinear', v0) 

 
mit dem Startwert v0, einen möglichen Gleichgewichtspunkt z0. Andere Startpunkte liefern 
unter Umständen auch weitere Gleichgewichtspunkte. 
Der Aufruf 

 
[A B C D] = linmod('Nichtlinear', z0 ) 

 
liefert die Funktionalmatrix fz(z0) als Matrix A. 
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Ein Beispiel 
Für die Differentialgleichung aus § 1 und den zugehörigen SIMULINK-Modell DGfuentes  
 

                
 
und C = 5.856 liefert der MATLAB Aufruf  
 

 x = trim('DGfuentes')              %Nullstelle 
[A B C D] = linmod('DGfuenstes',x) %  A = Funktionalmatrix an der Nullstelle 
 
 

 
 

 
Der MATLAB-Aufruf   Eig(A) liefert schließlich die Eigenwerte  von A 
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                                         -0.0039 + 0.4170i     und   -0.0039 - 0.4170i. 

 
 
Eine Wiederholung des Aufrufes, dieses Mal mit C = 5.8, liefert 
 
 

 
 

 
Die Eigenwerte von A sind in diesem Fall 
 
                                       0.0017 + 0.4156i      und     0.0017 – 0.4156i. 
 
Schnell überzeugt man sich nun davon, daß beim Übergang von C = 5.856 zu  
C = 5.8 ein (z0,C0) existieren muß, für das die zugehörige Funktionalmatrix A ein Paar von 
rein imaginären Eigenwerten haben muß. Es spricht also viel dafür, dass eine Hopf-
Verzweigung vorliegt und mithin eine periodische Lösung der Differentialgleichung existiert.  
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