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STABILITATSANALYSEN FUR LINEARE UBERTRAGUNGSGLIEDER.
ANALYSE TOOLS FUR SIMULINK

Ubertragungsglieder fiithren im Frequenzraum auf elegante Methoden zur Bestimmung des
Stabilitatsverhaltens insbesondere bei linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten oder den entsprechenden Regelungssystemen. Die Bestimmung
periodischer Losungen bei periodischer Anregung wird erleichtert und hat eine einfache
Interpretation.

SIMULINK-Modelle konnen von der MATLAB-Oberfldche aus analysiert und verdndert
werden. Von MATLAB aus konnen z.B. die Parameter der SIMULINK-Modelle iiberschrieben
werden (simset) oder eine Simulation gestartet werden (sim). Auch stationdre Zustinde kénnen
ermittelt werden (trim) oder die Systeme an vorgegebenen Stellen linearisiert werden (linmod).
Niitzlich sind diese Tools u.a. fiir die qualitative Analyse von Differentialgleichungen.

§ 4.1 Eigenschaften eines PT-Gliedes
Ein PT,-Glied fiihrt auf die Differentialgleichung
Ty +y=u, T>0.

Mit der Funktion oder ,,Stérung® u(t) = kH(t), k > 0, und der Anfangsbedingung y(0) =0 hat
die zugehorige Anfangswertaufgabe die Losung (Sprungantwort) y(t) = k(l-e'(t/ .




Doh. u(t)= H() 1firt>0
h u(t)= =
Ofirt=0

Verzogerung. Aus dieser Funktionalitit ergibt sich, dass PT;-Glieder auch als

wird in sein k-faches iiberfiihrt, jedoch mit einer gewissen

,Proportionalglieder mit Verzogerung erster Ordnung*

bezeichnet werden.
Gegeben sei nun die Differentialgleichung
Ty +y = Acosmt, T>0, A#0, ©o>0.
Die o —periodische Losung dieser Differentialgleichung kann mit Hilfe des Ansatzes
y(t)=Be, BeC

und der Darstellung A cosot = Re(Ae'") ermittelt werden:

Aus
ioTBe +Be™ = Ae™
folgt
. A ~ A
iwTB+B=A oder B=— =.AB.
Tio+1

Die Darstellung B =|B|e™ liefert dann die reelle periodische Losung
y(t) =| B| Acos(ot — ).

Die gesuchte periodische Losung ergibt sich mithin aus der ,,Anregung® Acos(mt) durch
eine Amplitudenverstarkung ( A— | B| A) und eine Phasenverschiebung (ot — wt —@). Die
Verstiarkung und die Amplitudenverschiebung ergeben sich unmittelbar aus B.
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wird hiufig auch als ,,Ortskurve bezeichnet.
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D.h. mit zunehmender Frequenz ® strebt die Amplitudenverstarkung | B(®) | gegen Null.
Aus dieser Funktionalitét ergibt sich, dass PT,-Glieder auch als

,, Tiefpasse erster Ordnung*

bezeichnet werden.

Beachte:
Eine Anwendung der Laplace-Transformation auf die Gleichung

Ty'+y = Acosot, T>0, A#0, >0
liefert
A
L(y) = ——L(cos(wt))
Ts+1

und die ,,Ortskurve* entsteht dadurch, dass in der Ubertragungsfunktion s durch io ersetzt wird.

§ 4.2 Eigenschaften eines PT,-Gliedes

Ein PT,-Glied fiihrt auf die Differentialgleichung
%y”+£y’+y:u, 0<D<ow, ®,>0.
0 ®,

Wir betrachten diese Differentialgleichung jetzt mit der ,,Storung* u(t) = kH(t), k >0, und den
Anfangsbedingungen y(0) =0, y’(0)=0.

Fiir die Fille 0<D<1, D=1 und D>1 kann die qualitative Form der Losungen (Sprungantworten)
aus den folgenden Bild entnommen werden:

Time o

Ifirt>0
D.h. u(t) =H(t) = { 0 ijr (=0 wird wieder in sein k-faches iiberfiihrt, aber auch hier mit einer
ur t =

gewissen Verzogerung. Aus dieser Funktionalitdt ergibt sich, dass PT,-Glieder auch als

,Proportionalglieder mit Verzogerung zweiter Ordnung*

bezeichnet werden. Im Gegensatz zum PT,-Glied ist der Start hier jedoch nicht so ,,ruckhaft®.
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Gegeben sei nun die Differentialgleichung

1 , 2D,
—y +—y' +y = Acos(wt), 0<D<wo, ®,>0, o>0.

0 @y

Ahnlich wie beim PT-Glied kann die o —periodische Losung dieser Differentialgleichung
auch mit Hilfe des Ansatzes

J(t)=Be®, BeC

und der Darstellung A cosot = Re(Ae'") ermittelt werden:

Aus
. 2 R ) . 2D . ] . ] )
(10‘)2) Belmt+1(") Belu)t+Belu) :Aelwt
W, ®,
folgt
. 2 .
(0) 3, 102Dg 3 A oder B=— 2 —.AB.
@o @0 (i) +im2—D+l
2
W, O,

Die Darstellung B =| B |e™ liefert dann die gesuchte reelle periodische Losung
y(t) =| B| Acos(ot — )

D.h. die gesuchte periodische Losung ergibt sich auch hier durch eine Amplitudenverstarkung
(A— |B|A) und eine Phasenverschiebung (ot — ot — @) und die gesuchten GrofRen
konnen
wieder aus der ,,Ortskurve®
- — !
(iw)* . 2D
+io—+

2
O, ®©,

o

b

1

entnommen werden.

Mit zunehmender Frequenz o strebt die Amplitudenverstirkung | B(w) | gegen Null,
d.h. hohe Frequenzen werden geddmpft. Aus dieser Funktionalitét ergibt sich, dass PT»-
Glieder auch als

,» Liefpasse zweiter Ordnung*™
ezeichnet werden.
Es konnen allerdings zwei Fille unterschieden werden:

Phi
02
1BI
04

0.6
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Fiir 0<D<1/42 liegt, fiir niedrige Frequenzen, eine echte Verstarkung der Amplitude vor!

§ 4.3 Stabilitits- und Frequenzverhalten von PT,-Gliedern

Die lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
any™ +any" V. +ayP+ay=0, a,=0

heil3t asymptotisch stabil, wenn fiir alle Losungen gilt

Die Forderung nach der asymptotischen Stabilitit ist gleichbedeutend damit, dass die Nullstellen
der zugehodrigen charakteristischen Gleichung
F(s) = a,s"+a,s™ + ... +ajs+ay=0,

ausschliefSlich Nullstellen mit negativen Realteilen besitzt.

Eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten der Form
any™ Fany" P+ rayY tay=u, a0 (%)

deren homogener Anteil asymptotisch stabil ist, wird auch als PT,-Glieder bezeichnet.

Aufgabe 4.1:
Gegeben sei ein PT,-Glied und es sei u(t) = kH(t), ke R . Zeige: Fiir alle Losungen der
Differentialgleichung gilt

limy(t) =k .
t—o0

Aufgabe 4.2:
Gegeben sei ein PT,-Glied und es sei u(t) = Acos(wt) und ®, A > 0. Zeige: Eine periodische

Losung hat dann die Gestalt

y(t) = |B|Acos(ot — ).

Dabei ergibt sich B und ¢ aus der ,,Ortskurve® 1/F(im).

Definition
Ein Polynom
p(z) = anz" + an—lZn_1 +...+tazt+ay, s €R,

heift stabil, wenn alle seine Wurzeln einen negativen Realteil haben.

Satz
Notwendig fiir die Stabilitéit eines Polynoms

1

p(z) = anZ" + gz’ t...taiz+ag, s €R

ist, dass alle Koeffizienten ungleich Null und von einheitlichen Vorzeichen sind.
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Bemerkung
Fiir n=1,2 ist die Bedingung auch hinreichend. Fiir n>3 ist die Bedingung nicht mehr
hinreichend. Dieses zeigt das einfache Beispiel

2+ 22 + 4z + 30 = (z+3)(z-143i)(z-1-31).

Beweis:
Die Koeffizienten seien alle positiv, dann gilt

p(z) = an(z-21)(z-22) ... (z-Z4), a,>0.

Sind alle Wurzeln reell und negativ, dann ist die Behauptung richtig. Gibt es ein Paar
konjugiert komplexer Wurzeln, dann ergibt sich die Behauptung aus

(z-a+ib)(z-a-ib) = z* — 2az+b*+ a’

Satz (Ortskurvenkriterium)

Notwendig und hinreichend fiir die Stabilitdt eines Polynoms p(z) n-ten Grades ist:

Die Abbildung p(i®) verlduft fiir 0< ® < oo nicht durch den Ursprung und fiihrt mit
zunehmendem o eine Phasendrehung von nm/2, im mathematisch positiven Sinne, durch.

Beispiele

Betrachte das Polynom p(z) = Z + (b+1) 22 + (b+a)z + ab+1. Das folgende Bild zeigt,
fiir die Paare (a,b) = (0.5, 0.2) und (0.5, 0.4), die Ortskurven im Bereich 0< ® < 1. Fiir

b = 0.4 liegt eine Phasendrehung von (3/2)r vor. Fiir b= 0.2 liegt eine Phasendrehung

von —(1/2)n. Fiir ein b zwischen 0.2 und 0.4 liegt offenbar auch ein Nulldurchgang vor.

0.4r

0.3k

0.2r
a=05 b=02

01

ORTSKURVEN FUR OMEGA
ZWISCHEN O UND 1

Beweis des Satzes:
(Stabil = Phasendrehung von nm/2)
Alle Wurzeln seien zunichst reell und negativ. In diesem Fall gilt

p(z) = an(z-X1)(z-X2) ... (z-Xn) mit  x;<0

oder
p(z) = an|(z-x1)| gl P |(z-x2)| glo=2) |(z-Xy)| g P )
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Firz=1m, 0<® <o durchliuft ¢(z—x;) einen Winkel von /2 und somit p(i®)
insgesamt einen Winkel von nm/2.

Gibt es ein Paar (z;,7;) konjugiert komplexer Wurzeln mit einem negativen Realteil, dann
durchléuft ¢(z—z;), firz=iw und 0<® <o, einen Winkel von /2 +y und ¢(z - Z;)

einen Winkel von /2 —y . Jedes Paar von konjugiert komplexen Wurzeln liefert mithin eine
Phasendrehung um 2 t/2 . Damit ist der Beweis erbracht.

(Phasendrehung von nn/2 = Stabil)
Liegt eine Wurzel mit einem positiven Realteil vor, dann kann die Phasendrehung insgesamt
nicht nn/2 ergeben. Liegen Wurzeln auf der imagindren Achse vor, dann durchlduft p(i )

den Nullpunkt.

Bemerkungen
Die Laplace —Transformierte der Losung einer allgemeinen Differentialgleichung

ay™ +any™+ . +rayPtay=u, aiz0 ¥
mit homogenen Anfangsbedingungen ist gegeben durch

L(y) = %L(u),

mit der Ubertragungsfunktion 1/F.

Die Ubetragungsfunktion liefert also nicht nur eine kompakte Beschreibung der Differential-
gleichung sondern u.a. auch Informationen iiber die Stabilitit der Differentialgleichung und
Eigenschaften seiner periodischen Losungen

§ 4.4 Einige Analyse Tools

Mit dem MATLAB-Kommando

[sizes,x0,states] = model([ ],[ ],[ ],0)
kann ein Uberblick iiber die verschiedenen Variablen und Werte eines SIMULINK-Modells
(hier: model) gewonnen werden.
Der sizes-Vektor hat 7 Komponenten. Wichtig fiir uns ist zunichst die erste Komponente
sizes(1). Diese gibt die Anzahl der (kontinuierlichen) Zustands-variablen des Systems an.
Der Vektor x0 enthilt die Anfangsbedingungen des Systems.
Unter states findet sich der Platz der Variablen im SIMULINK-Modell.
Der Aufruf

[sizes,x0,states] = nichtlineargestoertvor([ ],[ ],[ ],0),

fiir das spéter aufgefiihrte Modell nichtlineargestoertvor, liefert
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) MATLAB Command Window _ | O] %]
File Edit ‘window Help

A REeE R B -

For product information, type tour or visit www.mathworks.com. ]

» [5izes,xB,states] = nichtlineargestoertvor{[],[].[]1.8)

5izes =

Moo @ oM

states =

‘nichtlineargestoertvor/Integrator’
*nichtlineargestoertuor/Integratort’

D.h. das System hat zwei kontinuierliche Zustandsvariable die zu den Blocken
Integrator und Integratorl gehoren und deren Anfangsbedingungen zu -3 und 1 gesetzt sind.

Mit dem Kommando sim kann eine Simulation eines SIMULINK-Modells von der MATLAB-
Oberflache gestartet werden.
Die Syntax des sim Kommandos ist

[t.x,y] = sim(model, Timespan, Options, ut)

mit den optionalen Parametern

t Zeitvariable
X Zustandsvariable
y Ausgangsvariable

Das erste Argument model im sim-Kommando ist ein MATLAB String mit den Namen des
SIMULINK-Modells.
Timespan kann z.B. wie folgt besetzt werden:

[OutputTimes] = Vektor mit mindestens drei Komponenten. Ein wohl
tiblicher Vektor wire [Tstart:TimeSpacing: Tfinal].

Durch Options konnen die Simulationsparameter des Modells von der MATLAB-Ebene

tiberschrieben werden. Options werden mit dem Simset-Kommando aufgebaut und haben die
Syntax
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Options = simset( 'Namel', Wertl, Name2', Wert2, ..... ).

Die zuldssigen Namen_ und deren aktuellen Einstellungen Wert  konnen fiir ein SIMULINK-
Modell mit den Namen model durch

Options = simget('model’)

aufgerufen werden.

Der Aufruf
Options = simget('nichtlineargestoertvor')
ergab z.B.
-} MATLAB Command Window H=] E3
Eile Edit ‘Window Help
D& b2 v @R w2
For product information, type tour or visit www.mathworks.com. _:J

» Options=simget('nichtlineargestoertvor’)
Options =

Solver: ‘odeis’
RelTol: A.BA1@
AbsTol: 1.0800e-806
Refine: 1
MaxStep: "auto’
InitialStep: ‘auto’
MaxOrder: 5
FixedStep: ‘auto’
OutputPoints: 'all’
OutputUariables: ‘ty'
MaxRows: B
Decimation: 2
InitialState: []
FinalStateHame: "'
Debug: ‘off’
Trace: °°
SrcWorkspace: ‘base’
DstWorkspace: ‘current’
ZeroCross: ‘on’

]

Der noch fehlende Parameter ut im sim-Kommando betrifft die Festlegung von
Simulationspunkten.

Niitzlich und wichtig kann sein, dal von der MATLAB-Ebene die SIMULINK-Modelle

aufgerufen werden und Ergebnisse der Simulation verarbeitet werden kénnen.
Der folgende M-File [2]
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MATLAB Editor/Debugger H=]
File Edit “iew Debug Toolz “Window Help

DEE| 22 (82 a8
B2 421 UF) 42 | Stack | |

Fi phasenportraet.m - A:\phasenportraet. m* M=l

(Erzeugung eines Phasenplots filr nichtlineargestosrtvor.imdl
for =1 = —-1:0.5:1
for =2 = -1:0.5:1
apts =simset (' Initialstate', [x1,x2]):
[t,%,¥]= sim|'nichtlineargestoertwor' 15, 0pts);
hold on;
plot(x{:,1),xi{:,2));
end
end
axi=s([-1,1,-1,1]11:
Hlakel('=1'):
viabel('x2'):
grid;

@ phasenportr...l

Ready Line 5 10:23 Abd
v

erzeugt z.B. ein Phasenplot fiir ein System von 2 Differentialgleichungen.
Das SIMULINK-Modell nichtlineargestoertvor (mit d = 0)
[B¥ nichtineargestoertvor =l

File Edit ‘iew Simulstion Formal
DieE& ¢t =re|a -

Rk

Eine nichtlinear gestdrte lineare Differentialgleichung zurVorihrung

xdot= awtby + gly)
wdot = ot dy + Ry

'nichtlineargastoerhear

> +
|t el iy uEyuc b _ +
— e
Pz a GainZ Sum Integrator
b oy e
=
2 Graph
— ) & \—>+
Muse —w ErisinfuCT-u(1n +
> [: +
Mus1 h Gaing Sum Integratord
d
Haad_l,.l_ | |Ud.5.’l5 i

und der Aufruf des M-Files mit folgenden Festsetzungen
xl= -5:5:5

x2=-5:0.25:5
axis([-5,5,-5,5])
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liefert dann das folgende Phasendiagramm

¢ Figure No._ 1 HEE
File Edit ‘Window Help

§ 4.5 Bemerkungen zur qualitativen Behandlung von Differentialgleichungen
mit SIMULINK

Im § 2 hatten wir gesehen, dass manchmal Aussagen iiber das Verhalten von Lésungen,
von Systemen von Differentialgleichungen

7' =1(z)

in einer Umgebung von Gleichgewichtspunkten zo, liber das linearisierte System oder der
ersten Variation

7' =1f,(z0)*z

moglich sind.

MATLAB unterstiitzt diese qualitativen Untersuchungen, indem fiir SIMULINK-Modelle ein
Tool (trim) zur Bestimmung von Gleichgewichtspunkten (Nullstellen) und ein Tool (linmod)
zur Bestimmung der Matrix des linearisierten Systems oder der ersten Variation zur
Verfligung stellt. Die noch fehlenden Informationen iiber die Eigenwerte ergeben sich dann
mit dem Kommando eig aus MATLAB.

Liegt also ein SIMULINK-Modell fiir die erst genannte Differentialgleichung mit (z.B.) dem
Namen Nichtlinear vor, dann ergibt der Aufruf

7o = trim('Nichtlinear', vy)
mit dem Startwert vy, einen moglichen Gleichgewichtspunkt zo. Andere Startpunkte liefern
unter Umstdnden auch weitere Gleichgewichtspunkte.
Der Aufruf
[A B C D] = linmod('Nichtlinear', z)

liefert die Funktionalmatrix f,(zo) als Matrix A.
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Ein Beispiel
Fiir die Differentialgleichung aus § 1 und den zugehoérigen SIMULINK-Modell DGfuentes

gDEfuenles | [O1] %]
File Edit ‘iew Simulation Format
utg -
Fen [
u
Soope
+ 1
5 256 + L
. - ; L»
Constant2 %1
c Sum Integratar > IE'
]+ A Graph
- o L + 1
-5 ki Iy _ |—
A Sumz Fonl Alpha Ed
Sumd Epsilon w2
Intagratord
w1
W
Scoped

und C = 5.856 liefert der MATLAB Aufruf

x = trim('DGfuentes') %Nullstelle
[A B C D] = linmod('DGfuenstes',x) % A = Funktionalmatrix an der Nullstelle

) MATLAB
File Edit Wiew Web Window Help
O | & B i & ? | Current Directory: | Cprogramme A TLAB wvork viD

Cammand

This is a Classroom License for instructional use only.
Research and commercial use is prohibited.
Uszing Toolbox Path Cache. Type "help toolbox path cache” for more info.

To get started, select "MATLAEB Help”™ from the Help merna.
¥» ¥ = trim('DGFuentes')
¥ =

0.5787
6.2409

¥» [ B C D] = linwod('DGFusntes'  x)
44

0.0023 -1l.0000
0.1739 -0.0100

Empty matrix: 2Z-by-0

Empty matrix: O0-by-2

f h_n Dokutmentl - Micr...

Der MATLAB-Aufruf FEig(A) liefert schlieBlich die Eigenwerte von A
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-0.0039 +0.41701 und -0.0039 - 0.41701i.

Eine Wiederholung des Aufrufes, dieses Mal mit C = 5.8, liefert

File Edit Wiew Web Window Help
D@ & =28

s ﬁ | Current Directory: | C\orogrammeMATLABwark e | D

Reszearch and commercial use is prohibited. Lo

Using Toolbox Path Cache. Type "help toolbox_path cache™ for more info.

To get started, select "MATLAB Help” from the Help memu.

F= ® = trimi'DGFuentes')

X =

0.5735
6. 1849

= [A B C D] = linmod('DGFusntes'  x)

A=

0.0134  -1.0000)

0.17z8 -0.0100

E =

Eupry marrix: 2-by-0

C =

Enpty matrix: 0-by-2

i =} MATLAE <} MATLAR [ gl Dok3 - Microsoft ..,

Die Eigenwerte von A sind in diesem Fall
0.0017+0.41561 und 0.0017 —0.41561.

Schnell iiberzeugt man sich nun davon, daB beim Ubergang von C = 5.856 zu

C = 5.8 ein (zp,Cy) existieren muB, fiir das die zugehorige Funktionalmatrix A ein Paar von
rein imagindren Eigenwerten haben muB3. Es spricht also viel dafiir, dass eine Hopf-
Verzweigung vorliegt und mithin eine periodische Losung der Differentialgleichung existiert.

Literatur

[1] Coddington, E.A., Levinson, N. Theory of Ordinary Differential Equations.
McGraw-Hill. 1955. S 1-429

[2] Dabney, J.B., Harman, T.L. Mastering SIMULINK?2. The Matlab Curriculum Series.
Prentice Hall 1998. S. 1-345

56





