KAPITEL 2

Fundamentale lineare partielle Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden wir uns mit vier fundamentalen partiellen Differentialgleichungen
beschéftigen:

die Transportgleichung ur+b-Vu=0
die Laplacegleichung Au=20

die Warmeleitungsgleichung u; = Au

die Wellengleichung uy = Au

Alle diese vier Gleichungen sind lineare Gleichungen, d.h. sind « und v zwei Lésungen der
Gleichung, so ist auch die Summe u+ v formal eine Lésung. Formal bedeutet hier, dass wir
die Randbedingungen, die zusétzlich vorgegeben sind, fiir einen Moment vernachldssigen.
Allen vier Gleichungen gemein ist, dass explizite Losungsdarstellungen angeben werden
konnen. Man beachte aber, dass diese nicht dem in einem Problem vorgegebenen Rand-
bedingungen entsprechen werden. Diese Losungsdarstellungen wollen wir im Folgenden
genauer angeben und ebenfalls Unterschiede zwischen den vier Gleichungen ausarbeiten.

1. Die Transportgleichung

Die wohl einfachste partielle Differentialgleichung ist gegeben durch

(2.1) u+b-Vu=0

in R™ x (0,00), wobei b ein vorgegebener Vektor im R™ ist, den wir in der Form b =
(b1,...,by) schreiben.

Wollen wir eine glatte Losung der Gleichung (2.1) bestimmen, so kénnen wir die einfache

Struktur der Gleichung verwenden und direkt eine allgemeine Losung des Anfangswert-
problems

(2.2) ug+b-Vu=0 inR"” x (0,00)

' u=g auf R" x {t =0}
angeben: man berechnet direkt, dass
(2.3) u(z,t) = g(x — tb)

fiir € R™ und ¢ > 0 eine Losung ist. Die Darstellung (2.3) liefert offensichtlich eine Lésung
in C!, falls g differenzierbar ist. Auf der anderen Seite ist die Losung nach (2.3) sicher
keine C'-Losung, wenn ¢ keine C''-Funktion ist. Wir werden aber spiiter sehen, dass wir
auch in diesem Fall die Losung u(z,t) = g(x — tb) als eine Losung der Transportgleichung
(2.2) bezeichnen konnen, allerdings als eine sogenannte schwache Lésung. Wir kommen auf
den Begriff der schwachen Losung zuriick, wenn wir nichtlineare Erhaltungsgleichungen in
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12 2. FUNDAMENTALE LINEARE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Abschnitt 3.2 betrachten werden.
Beim zugehorigen inhomogenen Problem ist die Berechnung einer Losung dhnlich einfach
wie oben: wir betrachten das inhomogene Anfangswertproblem

{ ug+b-Vu=f inR" x (0,00)

(2:4) u=g auf R™ x {t = 0}

Hier sei die rechte Seite f in der Transportgleichung eine vorgegebene Funktion. Wir setzen
nun die Funktion z(s) als

2(s) = u(x + sb,t + s)

und berechnen die Ableitung von z(s) nach s:
2(s) = Vu(x + sb,t +s) - b+ u(z + sb,t + s)

Ist nun w eine Losung des inhomogenen Problems, so folgt

2(s) = f(x + sb,t + s)
Weiterhin gilt

0 0 t
20) — 2(—t) = /Z(s)ds _ /f(x t sby t + s)ds = /f(x (s — )b, 5)ds
“t “t 0

und damit .
u(z,t) — g(x —tb) = 2(0) — 2(—t) = /f(a: + (s —1)b, s)ds
0

Also 16st die Funktion
¢
u(z,t) = g(x —tb) + /f(a: + (s —1t)b, s)ds
0

mit x € R™, ¢ > 0 das vorgegebene inhomogene Anfangswertproblem.

Zur Losungsdarstellung des homogenen und inhomogenen Anfansgwertproblems bei der
Transportgleichung haben wir verwendet, dass wir die vorgegebene partielle Differential-
gleichung in eine gewohnliche Differentialgleichung transformieren kénnen. Das Verfahren,
das wir dabei verwendet haben, ist ein Spezialfall zur Methode der Charakteristiken, die wir
spéter genauer untersuchen werden.

2. Die Laplacegleichung

Sei 2 C R™ offen. Dann suchen wir bei der Laplacegleichung eine Funktion u : Q — R,
u = u(z) der partiellen Differentialgleichung

(2.5) Au =0
Neben der Laplacegleichung ist die Poissongleichung:
(2.6) —Au=f
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eine fundamentale partielle Differentialgleichung. In (2.6) ist die rechte Seite f eine vor-
gebene Funktion f: Q — R.

DEFINITION 2.1. Eine C%-Funktion u, die die Laplacegleichung (2.5) erfiillt, nennt man
harmonische Funktion.

2.1. Die Fundamentallésung. Wir wollen zunéchst eine explizite Losung der La-
placegleichung berechnen, die die Grundlage fiir weitere kompliziertere Losungsdarstel-
lungen sein wird. Dabei verwenden wir eine spezielle Eigenschaft des Laplace—Operators,
némlich die Invarianz gegeniiber Rotationen, d.h. wir versuchen radiale Losungen zu be-
stimmen,

wobei r = |z| = (23 + -+ + x%)l/?
Man berechnet direkt

or 1 _ T
Fo; = 3@l T a2 = (@£ 0)
und damit
T o 1‘22 , 1 1‘22
Ug; =V (7“)77 Ugz; =V (T)T—g +v'(r) s
fiir i =1,...,n. Daraus folgt
—1
Au="(r) + r V(1)

und aus Au = 0 erhalten wir die gewohnliche Differentialgleichung

U//(?”) +

n—1

V' (r) =0
,
Fiir v' # 0 berechnen wir
' 1—nm
log(v') = — =
v r
und somit v’(r) = a/r" ! mit einer Konstanten a. Diese Gleichung kénnen wir integrieren

und bekommen damit eine Darstellung fiir v(r) in der Form
—blogr+c¢ (n=2)
vr) =4 b

Tn—?

+c (n>3)

wobei b und ¢ Konstanten sind. Die so gefundene Losung bezeichnen wir als Fundamen-
tallésung

DEFINITION 2.2. Die Funktion
1

—~—log || (n=2)
2

(2.7) O(x) =

—|z*™ (n
n(n — 2)a(n) =1 (n23)

definiert fiir x € R™, x # 0, ist die Fundamentalldsung der Laplacegleichung. Die Konstante
a(n) bezeichnet dabei das Volumen der Einheitskugel im R™.
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Fiir die Fundamentallésung gelten die folgenden Abschétzungen

C
(2.8) [D®(z)| < |D*®(z)| < PR (x #0)
mit einer Konstanten C' > 0.
Mit Hilfe der Fundamentallésung kann man auch eine explizite Losung der Poissonglei-

chung angeben:

SATZ 2.3. Sei f € C2(R™), d.h. zweimal stetig differenzierbar und mit kompakten Trdiger,
und ®(z) die Fundamentallosung der Laplacegleichung. Definiert man die Funktion u(x)
als das Faltungsintegral

(29) ulw) = [ @ =)y
Rn
so gilt
u € C?*(R")
und
—Au=f

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, dass u € C?(R") gilt:

u(z) = / B — y)f(y)dy = / B(y)f(x — y)dy

R™ R™
und daher
w(x + he;) — u(x fx+ he; —y)— flz—
( ) ():/q)(y) ( y) —flz—y) .
h h
R
wobei h # 0 und e; den i-te Einheitsvektor bezeichnet. Es gilt aber
T+ he; —y) — flz — 0
f( y) — J( y)_>_f(3;_y)
fiir h — 0 gleichméssig auf R™ und daher
ou af .
=/ ® — =1,...,n).
@) = @)@y (=1,
Rn
Analog folgt
0%u 0% f
2.1 =/ ® —y)d j=1,...,n).
(210) G @ = [ =y GG =1m)
R”

und da die rechte Seite von (2.10) eine stetige Funktion in der Variablen z ist, folgt
u € C?(RM).
Da @ eine Singularitit an der Stelle z = 0 besitzt, miissen wir fiir die folgenden Rechnungen
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das Integral iiber R™ aufspalten: sei ¢ > 0 fest und B(0, ¢) die Kugel um x = 0 mit Radius
€. Dann schreiben wir

b= [ ewade-nay+ [ WA
B(0,¢) R™\B(0,¢)
= I.+ J:
Fiir I, haben wir die Abschétzung

2 1 _
@) LSl [ el <{ G510 (=D

B(0,e)
was man durch Transformation auf sphérische Koordinaten und anschliefende Integration

entlang der radialen Richtung berechnet. Fiir den zweiten Term J. verwenden wir partielle
Integration und erhalten

L = / () Ay f(z — y)dy
R\ B(0,¢)
= - / D®(y) - Dy f(z — y)dy
R\ B(0,¢)
of
+ [ ewEe - pasw)
0B(0,e)
= K.+ L,

wobei v die innere Normale am Rand 0B(0, ) bezeichnet. Fiir den Ausdruck L. zeigt man
direkt die Abschétzung

Celloge| (n=2

212 LIPSl [ lewlasw <{ G {2

0B(0,¢)

Fiir den Term K. verwenden wir wieder partielle Integration:

0P
K= [ sewe-pi- [ G- nisw)
R”\B(0,¢) 0B(0,e)
0P
= - 5, W (@ —y)dS(y),
0B(0,¢)

da die Fundamentallgsung ®(y) ausserhalb des Ursprungs harmonisch ist. Es gilt

Da(y) = —msrh W0
. _|Z_|:_g (y € 9B(0,¢))
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und damit

29 B 1
o v-Do(y) = na(n)en—1

Da der Ausdruck na(n)e" ! gerade die Oberfliiche der Sphire 9B(0,¢) ist (siehe Ubungs-
blatt 2), erhalten wir

(y € 0B(0,¢))

1
0B(0,¢)

- —f' F)dS(y) — —f(x) fire —0
OB(z,)

wobei { das Integralmittel bezeichnet, d.h.

1
]{B(a:,fr)f(y)dy = () / fdy
B(z,r)
1
dS(y) = ——— ds
i;@ﬂﬂw ) ndmwlzd/)f )

Im Grenzwert ¢ — 0 erhalten wir also durch Kombination der obigen Resultate das
gewiinschte Ergebnis —Au = f. O

BEMERKUNG 2.4. Fir die Fundamentallosung schreibt man auch
—AD = (50 m Rn,

wobei dy die Dirac’sche Deltafunktion auf R™ im Punkt x = 0 darstellt. Damit lisst sich
formal das Ergebnis des obigen Satzes berechnen:

—Au(z) = /—qu)(% —y)f(y)dy
R

~ [af@dy=1@) @er)
Rn
Weiterhin gilt die Aussage des Satzes auch bei weniger strikten Bedingungen an die rechte
Seite f.
2.2. Mittelwertformeln. Sei U C R" eine offene Menge.

SATz 2.5. Ist u € C*(U) harmonisch, dann gilt

(2.13) u(z) :][ udS = udy
OB(z,r) B(z,r)

fiir jede Kugel B(x,r) C U.
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BEWwWEIS. Wir definieren die Funktion ¢(r) durch

(1) = ]é o M) = ][ w(z + r2)dS(2)

8B(0,1)

Dann gilt
&(r) = ][ Du(z + r2)dS(2)
8B(0,1)
und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

/ _ . y—x
00) = f  Duy P asw)
ou
= —dS
]{;B(x,r) ov (y)

r

= — Au(y)dy
n ]{S(x,r) ( )

Damit ist ¢ konstant und es gilt

o(r) = lim ¢(t) = lim u(y)dS(y) = u(z)
=0 =0 JaB(a,t)
Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schliefSlich

T

/udy:/ /udS ds

B(z,r) 0 0B(z,s)

= wu(x) [ na(n)s" tds = a(n)r"u(zx)
/

Es gilt auch folgende Umkehrung;:
SATZ 2.6. Fiir die Funktion v € C*(U) gelte

u(z) = ][ udS
OB(z,r)

fiir jede Kugel B(xz,r) C U, dann ist u harmonisch.

BEWEIS. Ist Au # 0, so existiert eine Kugel B(xz,r) C U, sodass Au > 0 innerhalb
von B(xz,r) gilt. Wir wissen aber, dass
”

02(15’(7“):—]{3( )Au(y)dy>0

n

was zu einem Widerspruch fithrt. Also ist « harmonisch. ]
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2.3. Eigenschaften harmonischer Funktionen. Wir fassen im Folgenden einige
wichtige Eigenschaften harmonischer Funktionen zusammen, die alle aus den Mittelwert-
formeln abgeleitet werden. Dabei sei U C R” offen und beschrankt.

Zunéchst gilt bei harmonischen Funktionen das starke Maximumprinzip:

Sarz 2.7. Seiu € C*(U) U C(U) harmonisch in U. Dann gilt:
1)

max u(xr) = max u(x
x€U ( ) xeolU ( )

2) Ist U zusammenhdngend und existiert ein Punkt xo € U mit

u() = maxu(a)
zeU

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Die erste Aussage des Satzes bezeichnet das Maximumprinzip, die zweite das starke Maxi-
mumsprinzip der Laplacegleichung. Analoge Aussagen gelten natiirlich fiir das Minimum
von u.

BEWwWEIS. Wir bemerken zunichst, dass die Aussage 1) eine direkte Konsequenz aus
dem starken Maximumprinzip ist. Es gentigt also dieses zu beweisen. Sei dazu xg € U mit
u(zg) = M := max, g u(z). Dann gilt fiir 0 < 7 < dist(xo, 9U) nach den Mittelwertfor-
meln

M:u(xo):][ udy < M
B(zo,r)

Da Gleichheit nur fiir u = M auf ganz B(xzg,r) gilt, folgt, dass u(x) = M fiir alle x €
B(xzg,r). Damit folgt, dass die Menge {x € U : u(z) = M} relativ offen in U ist. Da aber
u eine stetige Funktion ist, ist die Menge auch relativ abgeschlossen in U ist und damit
ist die Menge {z € U |u(x) = M} gleich U. O

Eine direkte Konsequenz des Maximumsprinzips ist die Eindeutigkeit von Lésungen der
Poissongleichung;:

SATZ 2.8. Sei g € C(OU), f € C(U). Dann exzistiert héchstens eine Léisung u € C2(U) N

C(U) des Randwertproblems

—Au = f inU
(2.14) { u = g aufoU

BEWEIS. Seien u; und us zwei Losungen von (2.14). Dann folgt die Aussage des Satzes
aus der Anwendung des Maximumsprinzips fiir die Funktionen w = +(u; — u2). O

Wir zeigen nun, dass jede harmonische Funktion gleichzeitig unendlich oft differenzierbar
ist, obwohl in der Laplacegleichung nur Ableitungen zweiter Ordnungen auftauchen:

SATz 2.9. Erfillt die Funktion uw € C(U) die Mittelwerteigenschaft (2.13) fiir jede Kugel
B(z,r) C U, dann gilt bereits u € C*>(U).
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Fiir den Beweis den Beweis des Satzes bendtigen wir das Konzept von Glattungsfunktionen,
d.h. nichtnegativen Funktionen n aus C5°(B(0, 1)): wir definieren die Funktion n € C*°(R")

durch
o) = { O () Jol <
0 |z| > 1

wobei die Konstante so gewihlt ist, dass ||n|| 1 = 1. Weiterhin setzen wir fiir alle ¢ > 0

) 1 €T
Tle *= E—nn (g)

Ist nun die Funktion f : U — R lokal integrierbar, dann bezeichnet die Glattung von f das
Faltungsintegral

ff=nxf
definiert auf U, := {x € U : dist(z,0U) > €}, d.h.

F@ﬁZ/ﬁAw—wf@Myz / ne(x —y)f(y)dy
U B(0,e)
fiir z € U.. Die Gléattung von f hat dann folgende Eigenschaften
fe e C*(U,),
f&— f fi. fire — 0.,
Ist f € C(U), dann gilt f¢ — f gleichméssig auf kompakten Teilmengen von U,
Ist 1 <p<oound f €LY (U),dann gilt f¢ — fin L (U).

loc loc

1)
2)
3)
4)

BEWEIS. (des Satzes 2.9)
Wir zeigen, dass fiir alle € > 0 gilt: u ist auf U, identisch mit u. € C*°.

() =‘/mu—ym@My

U

= g—/‘n<m;m>uwﬂy

B(z,e)

= gi” n(g) / udS' | dr

0 OB(z,e)

= Einu(a:)/n (f) na(n)r™ tdr

O

Mit Hilfe der Mittelwertformeln lassen sich die folgenden Abschétzungen fiir die partiellen
Ableitungen von harmonischen Funktionen angeben:
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SATz 2.10. Die Funktion u sei harmonisch in U. Dann gilt

Cy
(2.15) |D%u(z0)| < mHUHLl(B(xO,r))
fir jede Kugel B(z,r) C U und jeden Multiindex o mit || = k. Die Konstanten Cy, sind
dabei gegeben durch

1 (2n+1nk;)k

(2.16) Co=——, Cp= (k=1,...)

a(n)
BEWEIS. siehe Anhang O
Der Satz von Liouville besagt:

SATz 2.11. Die Funktion u : R™ — R sei harmonisch und beschrinkt. Dann folgt bereits,
dass u auf ganz R™ konstant ist.

BEWEIS. Sei xg € R™, r > 0. Dann gilt auf B(xg,r)

&
[Du(zo)l < 5 llull (B
Cira(n
< AUy 0 (= )
Also folgt Du = 0 und damit ist u konstant. U

SATZ 2.12. Sei f € C2(R™), n > 3. Dann hat jede beschrinkte Losung der Poissonglei-
chung —Au = f in R"™ die Form

u(w) = [ @~ y)fw)dy+ €
]Rn
mit einer Konstanten C.

BeEWwEIS. Da im Fall n > 3 die Beziehung ®(z) — 0 fiir |z| — oo gilt, ist a(z) =
Jzn ®(@ — y) f(y)dy eine beschrinkte Losung der Poissongleichung. Ist u eine weitere
Losung, so ist w = u — @ nach dem Satz von Liouville eine konstante Funktion. U

BEMERKUNG 2.13. Fiir n = 2 ist die Fundamentallosung fir |x| — oo unbeschrinkt und
damit gegebenfalls auch das Integral [, ®(x —y)f(y)dy.

SATZ 2.14. Sei u harmonisch in U. Dann ist u analytisch in U.
BEWEIS. siehe Anhang O

Wir bezeichnen mit V cC U die Eigenschaft V C V C U, wobei V kompakt ist. Dann
lautet die Harnacksche Ungleichung:

SATZ 2.15. Fir jede zusammenhdngende offene Menge V. CC U existiert eine positive
Konstante C, sodass

supu < Cinfu

v \%4

fir alle nichtnegativen harmonischen Funktionen u in U.
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Damit gilt
u(z) <sup < C’ir‘}fu < Culy) (x,yeV)
14

und die Abschétzung

Suly) < u(@) < Culy)

fiir alle x,y € V. Dies besagt, dass die Funktionswerte einer nichtnegativen harmonischen
Funktion nicht zu weit auseinanderliegen.

BEWEIS. (des Satzes 2.15)
Sei r := 1dist(V,0U) und wihle zwei Punkte z,y € V mit |z — y| < r. Dann gilt

1
u(x) = udz > 7/ udz
( ) ][ (z,2r) ( )Qnrn B(y,r)
= —][ udz = —u(y)
B(y,r)

Daraus folgt die Beziehung 2"u(y) > u(z) > sku(y), falls z,y € V, |z —y| < r.
Da V' zusammenhéngend ist und gleichzeitig V kompakt, existiert eine endliche Uber-
deckung von V' durch eine Kette von Kugeln {B;}¥, mit Radius » und B; N B;_1 # 0,
i =2,...,N. Dann gilt
1
u(z) > QH—NU(?J)

fir alle z,y € V. O

2.4. Die Greensche Funktion. Bis jetzt haben wir nur Losungsdarstellungen auf
ganz R™ angeben, ohne Beriicksichtigung von Randbedingungen. Im Folgenden suchen
wir eine Losungsdarstellung fiir das folgende Dirichlet—Problem der Poissongleichung: sei
U C R" offen, beschrinkt und mit glattem Rand U € C'. Dann betrachten wir das
Randwertproblem

—Au=f inU
(2.17) { u=g aufdU

BEMERKUNG 2.16. Neben dem oben angegebenen Dirichlet—Problem betrachtet man fiir
die Laplace— oder Poissongleichung auch folgendes Neumann—Problem

—Au=f inU
g—Z:g auf OU

wobei n die duflere Normale an OU bezeichnet.

Fiir die Losung von (2.17) suchen wir eine Integraldarstellung in der Form

(218) ue) == [ o) 5o @)as+ [ @Gy (D)
U U

Die in Formel (2.18) verwendete Funktion G(x,y) ist die sogenannte Greensche Funktion,

die wir im Folgenden (zusammen mit der Darstellung (2.18)) herleiten wollen: sei zunéchst

u € C%(U) eine beliebige Funktion. Fiir x € U fest sei € > 0 so gewihlt, dass B(z,¢) C U,
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setze Vz := U \ B(zx,¢). Wir wenden nun die dritte Greensche Formel auf die Funktionen
u(y) und die Fundamentallsung ®(y — x) an:

219) [ u)aely—o) - oly-0dut)dy = [ us) 5 (r-2) -y -2) 5 ()

Ve Ve

wobei v wieder den dufleren Einheitsnormalenvektor an den Rand 0V, bezeichnet. Das
Integral auf der rechten Seiten l&sst sich schreiben als

0]
(2.20) wZ> <I>—dS /u— - @—ds / ua—y ~ s
oV, OB(z,e)

Fiir die Randintegrale iiber 0B(x, €) gelten analog zum Beweis von Satz 2.3 die Beziehun-
gen

ou
_ < n—1 —
[ vw-05wasw| < ot max (o) o)
OB(z,e)

[ wwge-masw| = f  uwasw -

OB(z,e)

fiir e — 0. Weiterhin ist ®(y — z) fiir z # y harmonisch. Also folgt aus (2.21) im Grenzfall
€ — 0 die Beziehung

e21) ()= [ @y -5 - uln) G - 2)dS0) — [ @ —0)duy)dy

ou U

die fiir jeden Punkt 2 € U und jede beliebige Funktion u € C?(U) giiltig ist. Wir konnen
also jeden Funktionswert u(xz) bestimmen, sofern wir die Werte von Awu in U, sowie u
und Ju/0v entlang des Randes OU kennen. Wenden wir die Darstellung auf das Dirichlet—
Problem der Poissongleichung an, so sehen wir, dass uns gerade die Randwerte du/0v
fehlen, um (2.21) anzuwenden. Fiir das Neumann-Problem fehlen uns dementsprechend
gerade die Randdaten wu.

Unser Ziel wird es jetzt sein, die Formel (2.21) so zu modifizieren, dass wir den uns
unbekannten Term eliminieren kénnen: sei dazu ®* = ®*(y) eine sogenannte Korrektur-
funktion, die das Randwertproblem

AD* 0 inU
(2.22) { o = P(y—x) auf OU
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16st. Wir berechnen wieder mit Hilfe der Greenschen Formel

e - [Teawy = [T 0)- w5 wis)
U oU
= [ a5 ) - 2y - 0) 5 0)S()
oU

Definieren wir nun
DEFINITION 2.17. Die Greensche Funktion fiir das Gebiet U ist
G(x7y) = (I)(y—x)—q)x(y) (LU,yE U,ZC#Z/)

so ldsst sich (2.21) mit Hilfe der Greenschen Funktion folgendermafien umschreiben:

(2.24) u(x) = — /u(y)gG(x y)dS(y /G z,y)Au(y)dy (x € U)
ouU
wobei 56

E(xvy) = DyG($,y) ’ V(y)

die Richtungsableitung von G beziiglich y in Richtung der dufleren Normalen v ist. Wir
bemerken, dass insbesondere die Normalenableitung du/0v von u nicht in der Darstellung
(2.24) auftaucht, also gerade der Term, den wir in der Losungsdarstellung (2.21) aus dem
Dirchlet—Problem der Poissongleichung nicht kennen. In der Tat haben wir die Korrektur-
funktion ®* gerade deswegen eingefiihrt, um diesen Term zu eliminieren.

Insgesamt erhalten wir also folgenden Satz zur Losungen des Randwertproblems (2.17):

SATZ 2.18. Seiu € C?(U) eine Liosung des Randwertproblems (2.17). Dann l6st sich u in
der Form

oG

(2.25) u(z) = —/g<y>a— 2,y)dS(y /f (r.y)dy (z € U)
oU

darstellen.

Die Formel (2.25) liefert uns also fiir jedes Dirchlet—Problem eine Losungsdarstellung. Um
die Losung zu berechnen, benétigen wir allerdings die Greensche Funktion, d.h. wir miissen
die Losung des zugehorigen Randwertproblems (2.22) kennen. Dies ist umso komplizier-
ter, je komplizierter die zugrundeliegende Menge U ist. Im Folgenden geben wir einige
Spezialfille zur Konstruktion der Greenschen Funktion auf beschriankten Gebieten U an.

BEMERKUNG 2.19. Wir kénnen die Greensche Funktion als Funktion der Variablen y
symbolisch auch als Lisung des Randwertproblems

-AG = 6, mU
G = 0 aufdU
x € U fest, schreiben. Dabei bezeichnet §, wiederum die Diracsche Deltafunktion am Punkt
zeU.
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Bevor wir die Greensche Funktion fiir einige speziellen Gebiete U angeben, fassen wir kurz
die wesentlichen Eigenschaften der Greenschen Funktion zusammen:

1) die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = = harmonisch in y,

2) G(z,y) erfiillt homogene Randbedingungen, d.h. G(z,y) = 0 fiir alle y € OU und
xz e U,

3) die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt,

4) G(x,y) ist symmetrisch, d.h. G(z,y) = G(y, x),
Wir wollen nun fiir zwei Spezialfille die Greensche Funktion angeben:

1) fir den Halbraum R} = {z = (21,...,2,) € R" |z, > 0}

2) fiir die Einheitskugel B(0, 1).
In beiden Féllen machen wir Gebrauch von einem Reflektionsprinzip, um die Singularitét
der Fundamentallosung ®(y — =) im Punkt y = 2 € U auf einen Punkt auBerhalb von
U zu verschieben und damit eine Losung ®* des Randwertproblems (2.22) angeben zu
koénnen. Da der Halbraum keine beschrankte Teilmenge des R™ ist, miisen wir allerdings
die Ergebnisse von oben, die ja nur fiir beschrinkte Mengen U abgeleitet wurden, explizit

nachpriifen.
Fiir den Halbraum

R} ={z = (z1,...,2,) € R" |z, > 0}

betrachten wir zunichst die Reflektion an der Ebene GRﬁ:

DEFINITION 2.20. Fir einen Punkt x = (x1,...,x,) € R"} definieren wir die Reflektion an
der Ebene OR'y mittels

= (x1,...,Tp_1,—Tp)
Betrachtet man nun die Funktion
DU(y) == @(y — ) = ®(y1 — 1, -+, Yn—1 — Tn—1,Yn + Tp) (T,y ERY)
so gilt offensichtlich fiir y € OR"
¥ (y) = (y — )

da die Fundamentallésung nur von |y — x| abhéngig ist. Also 16st ®*(y) das Randwertpro-
blem (2.22) und wir erhalten

DEFINITION 2.21. Die Greensche Funktion fiir den Halbraum R} ist gegeben durch

Man berechnet

8—%(%9) = —W-2)—-—(y—1)
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und damit gilt fiir y € OR"

O ) = 0 g ) =
ay x?y_ aynl‘7y—

~na(n) |z —y|"

Wir erwarten also, dass die Losung des Randwertproblems

Au=0 in Rﬁ
(2.26) { u=g auf ORY
von der Form

N 2z, 9(y)
(2.27) u(z) = () / P y|ndy
aR?

ist. Die Funktion
22, 1
na(n) v —y[

K(z,y) = (x € R, y € ORY)

nennt man auch den Poissonkern von R’} und die Gleichung auch die Poissonsche Formel.

SATZ 2.22. Sei g € C(R*1 N L>®)R"! und u gegeben durch (2.27). Dann gilt
1) ue CR(®RY) NL=(RY),
2) Au =0 inR7,
3) u(x) — g(xo) fir x — xo,2 € R’ und jeden Punkt xo € OR'}.
BEwEIS. Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung z — K(z,y) fir z € R,y €

OR" harmonisch ist: halten wir den Punkt x fest, so ist die Greensche Funktion G(z,y)

harmonisch bis auf y = z. Da aber G(z,y) symmetrisch ist, ist auch z — G(x,y) fiir
x # y harmonisch. Daraus folgt aber, dass x — —gTCi(:z, y) = K(z,y) firz € RY,y € ORY}
harmonisch ist.

Man priift leicht nach, dass fiir alle z € R’} die Beziehung

(2.28) / K(z,y)dy =1

oR™

gilt. Nun ist g beschréinkt, also folgt aus der Darstellung (2.27), dass u ebenfalls beschrénkt
ist. Weiter gilt, dass x — K(z,y) fiir x # y unendlich oft differenzierbar ist und damit
u e C*®(R") mit

Au = /Ach(x,y)g(y)dy
OR"

Damit sind die beiden Teile 1) und 2) des Satzes bewiesen.
Zu Teil 3): sei 2V € IR, £ > 0. Wihle § > 0 so, dass gilt

(2.29) lg(y) — g(z%)| <e falls |y — 2% < 6, y € OR"
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Dies ist moglich, da angenommen wurde, dass g eine stetige Funktion ist. Es gilt

ule) = 9] = | [ Kw.0)(alo) - ey
OR™
wobei wir die Beziehung (2.28) ausgenutzt haben.
Damit folgt fiir |z — 2% < §/2, z € R".
(230 u@) ~gn)l < [ Ko - gl)ldy
IR (B (x0,6)

v [ Kl - oty
IR\ B(x0,6)
= I+J
Aus (2.28), (2.29) folgt
I<¢ / K(xz,y)dy =¢
oR™

und demnach mit |z — 2% < /2 und |y — 2% > §
5 1
ly =2 <ly—al+]o -2 <|y—al+ 5 <[y —a|+ 5ly— 2
Damit folgt die Abschitzung |y — 2| > 3|y — 2°| und daher

72 2l [ Ky
IR\ B(20,0)
w ‘y_x)‘—ndy
na(n)
IR\ B(20,0)
— 0 x,—0"

Zusammen mit (2.30) folgt damit |u(z) — g(2°)| < 2¢ fiir |x — 2°| hinreichend klein.
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Wir kommen nun zum unserem zweiten Beispiel, ndmlich der Greenschen Funktion fiir die
Einheitskugel B(0,1): hier verwenden wir folgendes Spiegelungsprinzip

DEFINITION 2.23. Fir xz € R"\ {0}, bezeichnet der Punkt

7+ X
x —_—
|z
den dualen Punkt von x beziiglich 0B(0,1).

Damit ist die Losung des Korrekturproblems

AP = 0 in BY0,1) := {x e R"| |z| <1}
o = P(y—=x) auf 0B(0,1)

gegeben durch
% (y) := @(||(y — 2))
und wir erhalten folgende Definition

DEFINITION 2.24. Die Greensche Funktion fir die Finheitskugel ist gegeben durch
G(.ﬁ,y) = ‘I’(y—l‘)—@(’l’“y—i’)) (x,yGB(O, 1),1’?&:1/)

Wir wollen diese Form der Greenschen Funktion fiir den Fall n > 3 herleiten: die Abbildung
y — ®(y — &) offensichtlich harmonisch fiir y # #. Also ist auch y — |z|>7"®(y — %) fiir
Yy # & harmonisch und ebenso

®*(y) := ®(|lz|(y —2)) (y € B(0,1))
Gleichzeitig gilt fiir y € 0B(0,1) und x # 0 die Bezichung
- 2y - x 1
2, =12 _ 2 2 n
oPly =3 = o (1 - 2+ 5 )

= |z’ -2y-z+1=|z—yf

Also folgt (|z||ly — &)~ "2 = |z — y|~»=?) und demnach
®*(y) = @(y —=) (y€9IB(0,1))

Wir kénnen also die Lésung u des Randwertproblems

Au=0 in B°(0,1)
(2.31) { u=g auf 9B(0,1)
in der Form
oG
(23) uw == [ 90 @)W
8B(0,1)

darstellen.
Nun gilt

oG 0P 0P .

>~ (@y) = 3~y —2) — o—(lz|(y — 7))

_8,% Y
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sowie
8¢>( _x)_ 1 T — Ui
Ay Y na(n) |z —y|»
und
0%\ y—dy = L w1 yleP
9y na(n) (lz[ly—2)"  na(n) |z —y)"

fir y € 9B(0,1). Dementsprechend

oG " 3G

= Zyz Y; yz|x|2+xz)

na(n) [z —y|" y!”
-1 1—|z?
na(n) |z —y["
Damit lasst sich die Losungsdarstellung (2.32) auch in der Form

22
u(z) = X |z / 9(y) ds ()

na(n) |z —y["
8B(0,1)

schreiben.
Analoge Darstellungen gelten auch fiir das Problem

Au=0 in B°0,7)
(2.33) { u=g auf 9B(0,r)

mit 7 > 0. Dieses Problem wird mit Hilfe durch Transformation @(z) = u(rx) auf das
Ausgangsproblem (2.31) zuriickgefiihrt. Damit ergibt sich die Poissonsche Formel

(2.34) u(w) = 12 / _9(y)

na(n)r [z —y|?
oB(0,r)

mit dem Poissonkern K (z,y) fiir die Kugel B(0,r)
r?—lz? 1
na(n)r |z —yl*

Die Darstellung (2.34) gilt fiir den Fall, dass das Problem (2.33) tatséchlich eine glatte
Losung besitzt. Dies wird im folgenden Satz ausgedriickt, der analog zu Satz 2.22 bewiesen
werden kann.

SaTz 2.25. Sei g € C(0B(0,7)) und u gegeben durch (2.34). Dann gilt
1) u e C*(B°0,r)),
2) Au =0 in B(0,r),
3) u(x) — g(zo) fiir x — zo,x € B%(0,7) und jeden Punkt xo € OB(0,7).

K(z,y) = (z € BY0,r),y € 8B(0,7))
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3. Die Wirmeleitungsgleichung
In diesem Abschnitt suchen wir explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung
(2.35) u — Azu =0
sowie der inhomogenen Gleichung
(2.36) up — Agu = f

Hier ist die Zeit t > 0, die Ortsvariablen x € U, U C R” offen, und die rechte Seite
f:U x[0,00) — R in (2.36) eine vorgegebene Funktion.

3.1. Die Fundamentallésung. Wir mochten zuerst, analog zum Vorgehen bei der
Laplacegleichung, eine sogenannte Fundamentallosung der Gleichung berechnen, aus der
wir dann weitere Losungsdarstellungen ableiten kénnen. Bei der Laplacegleichung hatten
wir die Rotationsinvarianz des Laplace-Operators ausgenutzt. Fiir die Warmeleitungsglei-
chung ist die Situation etwas komplizierter, da in der Gleichung die erste Ableitung nach
der Zeit, aber die zweiten Ableitungen nach den n Ortsvariablen auftauchen.

Wir suchen daher nach Losungen, die folgende spezielle Struktur aufweisen

1
te
mit zwei Konstanten «, 8, die man aus der Skalierung

u(z, t) — Au(Nx, At)

(2.37) u(z,t) = —v (%) (x e R"t >0)

mit A > 0 erhélt.

BEMERKUNG 2.26. Ist u eine Losung von (2.35), so ist u(Ax, \*t), X € R, offensichtlich
auch eine Lésung. Dies legt natiirlich auch nahe eine Léosung in der speziellen Form

sy = ()

Setzen wir A = t~! so erwarten wir fiir die Funktion v(y) := u(y, 1), y := t "’z durch Ein-
setzen von (2.37) in die Gleichung (2.35) durch geschickte Wahl von «, 3 eine gewdhnliche
Differentialgleichung fiir v(y). In der Tat ergibt sich zunéchst die Gleichung

(2.38) at= @Dy (y) + gt~y Dy(y) + 7@+ Ay = 0

zu suchen (siche Ubungsblatt 4)

Setzen wir also § = 1/2 so reduziert sich (2.38) zur gewshnlichen Differentialgleichung
1
av+§y-Dv+Av:0

Nehmen wir nun an, dass v nur von der Radialkomponente abhingig ist, v(y) = w(r),
r = |y|, so ergibt sich die Gleichung

1 -1
aw+§rw’+w’/+n—w’:0
T
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Wir haben nun noch die Freiheit die Konstante a zu setzen: mit o = n/2 reduziert sich
die Gleichung weiter zu

1

(2.39) (r" ') + §(r”w)' =0

Loésen wir nun (2.39) unter Hinzunahme der Grenzbedingungen
lim w(r) = lim w'(r) =0
T—00 r—00

so ergibt sich die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

w' = 1rw
2
mit der allgemeinen Losung
r2
(2.40) w(r) =be 4

Uber (2.37), (2.40) sowie die Wahl der Konstanten «, 3 haben wir also eine Lésung der

: : : _l=i? :
Wirmeleitungsgleichung in der Form u(z,t) = tn%e 1 bestimmt.

DEFINITION 2.27. Die Funktion
_l=?
‘P(x,t) — 7(47“1)"/26 4t (I’ € Rn,t > 0)
0 (x e R",t <0)
heifst Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Die Fundamentallésung besitzt also eine Singularitit im Punkt (0,0) und ist insbesondere
normiert:

LEMMA 2.28. Fiir alle t > 0 gilt
/‘P(a:, t)ydr =1
R
BeEweEis. Eine direkte Berechnung ergibt

1 _le)?
/(I)(x,t)dx = W/e 1 dx

R™ R"
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Mit Hilfe von ®(x,t) ldsst sich fiir das Anfangswertproblem (oder auch Cauchy—Problem

(2.41) {ut—Au:() in R" x (0,00)

u=g auf R" x {0}

eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

(2.42) u(et) = / Bz — y, )g(y)dy
]Rn
= W/eﬁ‘*—fﬁg(wdy
]Rn

SATZ 2.29. Sei g € C(R™) N L>®(R™) und u definiert durch (2.42). Dann gilt
1) ue C®R" x (0,0)),
2) uy=Au (reR™t>0),
3) u(z,t) — g(2) fir (z,t) — (2%,0), z € R™,t > 0 und jeden Punkt z° € R™.
BEWEIS. Der Beweis des Satzes lduft sehr dhnlich zu dem von Satz 2.22: Aussage 1)

=
gilt, da die Funktion tn%e_T auf R" x [, 00), > 0 unendlich oft differenzierbar ist und
gleichzeitig alle Ableitungen der Funktion gleichmé&fig beschréinkt sind. Weiter gilt

w (e t) — Aufz,t) = / (@) — AD)(x — 3, D)9y, )dy
]Rn
= 0 (zeR™t>0)

da die Fundamentallésung selbst eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist. Damit ist
die zweite Aussage ebenfalls klar.
Sei nun z° € R™ fest, ¢ > 0 und wihle § > 0 sodass

(2.43) l9(y) — g(z%)| <& falls [y — 2°] < 6,y € R"

Dann gilt fiir |z — 2% < §/2

() — g(a%)] = / Bz — . D)gly) — g(=®)dy
Rn
< (z —y,1)|g(y) — g(z°)|dy
B(x9,6)
+ / Bz — y,D)g(y) — 9(z°)|dy
R™\ B(29,6)

= I+J
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Mit (2.43) folgt

I<5/<I>(x—y,t)dy:5
Rn
Sei |z — 2% < §/2 und |y — 2°| > 4, dann gilt nach dem Beweis von Satz 2.22 |y — z| >
|y — 2°| und daher

o< 2yl [ @G-yt
R™\ B(20,0)
C _lz—yl?
< W e it dy
R™\B(29,9)
C _le=a0?
§ W / (& 16t dy
R™\ B(z9,6)
C _ .. +
< —% [ewr" i dr -0 firt—0
tn/2

1
O

Wie bei der Laplacegleichung schreiben wir die Fundamentallésung auch als Loésung des
Anfangswertproblems
O, — AP =0 in R" x (0,00)

{ ® =4y auf R" x {t =0}
Ist die rechte Seite g beschrénkt, stetig, g > 0, g # 0, so ist die Losung (2.42) positiv
fiir alle Punkte x € R™ und alle Zeiten ¢ > 0. Man sagt daher auch, dass Losungen
der Wéarmeleitungsgleichung eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzen, d.h.
kleine lokale Storungen sind instantan im ganzen Gebiet zu bemerken. Ist zum Beispiel die
Anfangsbedingung iiberall nichtnegativ und in einigen Gebieten positiv, so ist die Losung
nach beliebiger Zeit iiberall positiv. Mit der Wellengleichung lernen wir in Abschnitt 2.4
eine Gleichung kennen, die eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzt.
Wir suchen nun eine Lsungsdarstellung fiir das inhomogene Problem

up—Au=f in R" x (0,00)
u=0 aufR" x {t =0}
Die Abbildung (z,t) — ®(z — y,t — s) ist offensichtlich fiir festes y € R" und 0 < s < ¢t
eine Losung der Warmeleitungsgleichung. Daher 16st

u=u(x,t;s) = /@(:U —y,t—3)f(y,s)dy
Rn
folgendes Anfangswertproblem
{ ue(-5s) — Au(-;s) 0 in R™ x (s,00)
u(-;8) = f(-;s) auf R™ x {t =s}
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Fiir die Lésung der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung suchen wir daher eine Integ-
raldarstellung in der Form (Duhamelsches Prinzip)

(2.44) u(z,t) = //@(x —y,t —3s)f(y,s)dyds

0 Rn

t
_= /W\/e_%f(y7 S)dyds
0

R
Sei nun f € C?(R" x [0,00)) mit kompaktem Triger. Dann gilt
SaTz 2.30. Die Funktion u sei definiert durch (2.44). Dann gilt

1) u € C3(R" x (0,00)),

2) uy —Au=f (zeR"t>0),

3) u(z,t) — 0 fir (z,t) — (2°,0), x € R",t > 0 und jeden Punkt 2° € R".

BEWEIS. Da die Fundamentallosung ®(z,t) fiir (x,t) = (0,0) eine Singularitit hat,

koénnen wir in (2.44) nicht direkt unter dem Integral differenzieren. Wir betrachten daher
zunéchst die Variablentransformation

t
u(z,t) = //q)(y,s)f(:v—y,t—s)dyds
0 Rn

Da f € C3(R™ x [0,00)) einen kompakten Triger hat und die Fundamentallssung in einer
Umgebung von t = s > 0 glatt ist, folgt

ug(x,t)

/t/fb(y, s)fe(z —y,t — s)dyds

0 R7

n / By, 1) f(x — y,0)dy

Rn

sowie

t

0%u 92

=/ ]® —y,t - =1,

8.’1:181'3 (xy t) / / (y7 8) al‘lal‘J f(x Y, t S)dyds (Z,j , ’n)
0 R»
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Also folgt die Aussage u € CZ(R™ x (0,00)).
Wir zeigen nun, dass die Integraldarstellung (2.44) eine Lésung der inhomogenen Wérme-
leitungsgleichung ist:

w(z,t) — Au(z,t) = j/@(y, ) [(% — A flx —y,t— 5)} dyds

0 Rn

+/®@¢V@—yﬁﬂy

J
- / [ow) [(—%—A@f(x—y,t—s)} dyds

g Rn

+/E/<I>(y, 5) [(—% A (-t — 5)} dyds

0 Rn

T / (y,1)f(x — y.0)dy
R’VL
— L+J.+K

Aus den Voraussetzungen an die rechte Seite f der Differentialgleichung und der Normie-
rung der Fundamentallosung folgt die Abschitzung

|Je| < (HftHLoo + HD2f||L°<>> //@(y, s)dyds < Ce

0 R»

Fiir den Term I, erhalten wir durch partielle Integration

L - / [ - 80809 1@ = 1 = syayas

e Rn
+ / By, )@ —y,t — o)y — / (y,t)f(z — y,0)dy
R R
- / B(y,e)f(x —y.t —e)dy — K
R’IL

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so gilt

ut('rvt) - Au(x,t) = lim ‘I’(y,{:‘)f(l‘ -yt = €)dy

e—0
]Rn
= f(z,t) (zeR"t>0)
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Das die Funktion u(x,t) fiir ¢ — 0 auch die homogene Anfangsbedingung annimmt, folgt
schlieBlich aus der Abschétzung

[ul tllre <t fl Lo
O

Man kann nun noch die beiden Resultate aus den Satzen 2.29 und 2.30 kombinieren und
erhélt eine explizite Losungsdarstellung

¢
u(e.t) = [ @9y + [ [0yt —9)f(5)dyds
R” 0 R™
fiir die inhomogene Wérmeleitungsgleichung mit inhomogenen Randbedingungen,

u—Au=f inR" x (0,00)
u=g¢g auf R"” x {t =0}

3.2. Mittelwertformeln. Fiir die Losungen der Warmeleitungsgleichung gelten dhn-
liche Mittelwertformeln wie bei der Laplacegleichung, allerdings sind die Formeln etwas
komlizierter. Zunichst benotigen wir einige Definitionen.

Die Menge U C R" sei offen und beschrénkt, 7' > 0 fest. Dann definieren wir den parabo-
lischen Zylinder Uy := U x (0, T] sowie den zugehérigen parabolischen Rand I'z := Ur \ Uy.
Fiir festes x € R, t € R und r > 0 sei die Menge E(x,t;r) gegeben durch

E(x,t;r) :={(y,s) € R+ |s <t,®(x—y,t—s)> in}

r
Man beachte, dass der Rand von E(x,t;r) gerade eine Hohenlinie der Fundamentallosung
®(x —y,t — s) darstellt. Mit Hilfe von E(z,t) 148t sich nun folgende Mittelwerteigenschaft
nachweisen.

SATz 2.31. Seiu € C3(Ur) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt
1 |z —yf?
u(z,t) = e = 8)2u(y, s)dyds
E(x,t;r)

fiir jede Menge E(z,t;r) C Up.

BEWEIS. Der Beweis lduft analog zu Satz 2.5. Zunéchst beobachtet man, dass es gentigt
den Fall z = 0, ¢t = 0 zu untersuchen. Wir schreiben daher E(r) = E(0,0;r) und setzen

1 2
o) = [ 1 sy, 5)dyds
T S
E(r)

Das Prinzip besteht wieder darin zu zeigen, dass ®'(r) = 0 gilt: um die Ableitung zu

berechnen verwenden wir also die Transformation y = rz, s = 72w und erhalten
O(r) = %u(m r2w)dzdw
r)= 2 ,

E(1)
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Damit berechnet man

\212 - | |2 - Els
P(r) = / Zuyzzl—i—uSQrw dzdw = Zi yz-l—?%us dzdw

E(1) E(1)

Riicktransformation auf E(r) ergibt also

2 2
= — // <Z 1y _|y| us> dyds =: A+ B
T

Definieren wir nun die Hilfsfunktion

2
Y= —g log(—4ms) + |Z—S +nlogr

so gilt

(2.45)

% _ Z oY _ P
Oy; 2s P Oy, 2s

und man kann den Term B umschreiben als

1 n
B=-— Z / / dugyihy, dyds
()
Mit Hilfe partieller Integration beziiglich y erhalten wir

o(y;u
/ / Yitsthy, dyds = — / %’y S)Q/)d ds (s + usy,) dyds

E(r) E(r) E(r

)
wobei aufgrund der Bedingung ¥ = 0 auf dem Rand OFE(r) keine Randintegrale auftau-
chen. Also ergibt sich insgesamt fiir B der Ausdruck

— e [ (e ) s

E(r)

Partielle Integration beziiglich s liefert

B = sl //( 4nus¢+42uylylws> dyds

BE(r)

_ lyl?
= //[ 4nusw+42uyzyz< %% 452 dyds

E(r)

= s} // <4nu51/) + — Z’Mni’h) dyds — A

E(r)
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Da u eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist, folgt

¢(r) = A+B

1 2n
= // —4dnAuwyp — - Zuyiyidyds
=1

- Z yntl // <4nuyﬂ/’yz 3 U%?Jz) dyds

BE(r)

=0
nach (2.45). Daher ist die Funktion ¢(r) konstant und

2
6(r) = lim 6(t) = u(0,0) | im - // WE gy | = 4u(0,0)

E(r)

// |y|2d ds _//‘ |2dzdw—4

E(r) E(1)

da

O

3.3. Eigenschaften der Losung. Analog zur Laplacegleichung gelten fiir Losungen
der Wirmeleitungsgleichung folgende Maximumprinzipien

SATZ 2.32. Sei uw € C3(Ur) N C(Ur) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung in Ur.
Dann gilt

1)
max u(z,t) = max u(z,t)
(z,t)eUr (zt)eTr

2) Ist U zusammenhingend und existiert ein Punkt (zg,to) € Ur mit

u(wo, to) = max u(z)
(I,t)EUT

so folgt, dass u auf Uy, konstant ist.

Wie bei der Laplacegleichung bezeichnet die Aussage 1) das Maximumprinzip der W érme-
leitungsgleichung, Aussage 2) das starke Maximumprinzip.

BEWEIS. Schritt 1): es existiere ein Punkt (z9, t9) € Ur mit u(zg,t9) = M := maxg,_ u.
Dann gibt es ein 7 > 0, sodass E(z, to; 7) C Ur und aus der Mittelwerteigenschaft erhalten

wir
M = u(xo,to) = // |§30 — y| y,8)dyds < M
(to —

E(xo,to;r)
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1 [zo — Yy
— ——=dyds =1
4rnm // (to— 52"
E(:Bo,to;'l‘)
Gleichheit gilt nur, wenn u auf ganz F(xq,to;r) gleich M ist. Also folgt
U(y,S) =M V(y, S) € E(xoato;T)

Sei nun L eine Liniensegment in Up, die die beiden Punkte (xg,to) und (yo,s0) € Ur,
so < to verbindet und betrachte

ro := min{s > sg |u(x,t) = M V(z,t) € L,s <t < tg}

da

Da die Funktion u stetig ist, wird dieses Minimum angenommen. Wir nehmen an, dass
ro > So. Dann gibt es einen Punkt (zg,79) auf L N Ur mit u(zg,79) = M und gilt u = M
auf E(zg,ro;r) fiir hinreichend kleines r. Da aber E(zg,ro;r) fiir geeignetes o > 0 die
Menge L N{rog—o <t <1y} enthilt, haben wir einen Widerspruch. Also gilt 7o = sp und
damit v = M auf ganz L.

Schritt 2): sei « € U fest und 0 < ¢t < ty. Dann existieren Punkte {zg,x1,...,2,, = z}, so
dass alle Liniensegmente in R", die die Punkte ;1 und x; verbinden, in U liegen (fiir i =
1,...,m). Dies ist moglich, da die Menge von Punkten in U, die durch einen polygonalen
Pfad mit xy verbunden werden koénnen, nichtleer, offen und relativ abgeschlossen in U ist.
Seien nun tg > t; > --- > t,, =t vorgegebene Zeitpunkte. Dann liegt das Liniensegment in
R™*+1 | dass die beiden Punkte (x;_1,%;_1) und (z;,¢;) (i = 1,...,m) verbindet in Ur. Nach
Schritt 1) gilt aber w = M auf jedem dieser Liniensegmente und damit u(x,t) = M. O

Aus dem Maximumprinzip folgt wieder direkt die Eindeutigkeit von Lésungen der Warme-
leitungsgleichung auf beschrénkten Gebieten.

SATZ 2.33. Seig € C(I'r), f € C(Ur). Dann exzistiert maximal eine Losung u € CZ(Ur)N
C(Ur) des Anfangsrandwertproblems

u —Au=f inUp
u=g aufl'r

Man kann das Eindeutigkeitsresultat von oben auch fiir das zugehorige Cauchy—Problem
beweisen, muss dann allerdings zusétzlich eine Kontrolle iiber das Losungsverhalten fiir
grofe |z| voraussetzen.

SATZ 2.34. Seiu € CE(R™ x (0,T]) N C(R™ x [0,T]) eine Lisung des Cauchy—Problems

u = Au i R" x (0,7T)
u=g auf R"x {t =0}

Zusdatzlich erfiille u die Wachstumsbedingung
u(z,t) < A’ (2 eRM0<t<T)
mit zwei Konstanten A,a > 0. Dann gilt

sup % =supg
R?x[0,T NG
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BEWEIS. siche Anhang O

SATZ 2.35. Sei g € C(R™), f € C(R™ x [0,T]). Dann existiert maximal eine Lisung
u € C2(R™ x (0,7]) N C(R™ x [0,T]) des Anfangswertproblems

{ u—Au=f inR" x (0,T)
u=0 auf R" x {t =0}
die zusdtzlich die Wachstumsbedingung
u(z, t)| < Aedl*’
mit den Konstanten A,a > 0 erfillt.

BEMERKUNG 2.36. Man kann in der Tat zeigen, dass fiir das Problem
ug = Au in R™ x (0,7)
u=0 aufR" x{t =0}
unendlich viele Léosungen existieren. Nur die Nulllosung erfillt die angegebene Wachs-

tumsbedingung.

Beziiglich der Regularitdt von Losungen der Wirmeleitungsgleichung kann man zeigen,
dass Losungen aus C7(Ur) direkt beliebig glatt in = und ¢ sind.

SATz 2.37. Sei u € C¥(Ur) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung in Ur. Dann gilt
u € COO(UT)

Diese Aussage gilt insbesondere auch dann, wenn wir nicht—glatte Werte am Rand I'p
vorschreiben.

BEWEIS. siehe Anhang O
Zum Abschluss geben wir noch Abschétzungen fiir die partiellen Ableitungen der Lésung:

SATZ 2.38. Sei u eine Losung der Wirmeleitungsgleichung in Ur. Dann gilt

Cu

k
max )\DthU| < m”uHLl(C(:ﬂ,t;r)

C(x,t;r/2
fir alle k,1 = 0,1,... und jeden Zylinder C(z,t;r/2) C C(x,t;r) C Up.

BEWEIS. siehe Anhang O
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4. Die Wellengleichung
In diesem Abschnitt untersuchen wir die Wellengleichung
(2.46) uy — Au =0
sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
(2.47) uy — Au = f

in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen. Hier bezeichnet ¢ > 0 die
Zeitvariable und x € Q, 2 C R" offen, die Ortsvariable. Wir suchen also eine Funkti-
onu : Qx [0,00) — R, u = u(x,t), wobei der Laplace-Operator auf die Ortsvariable
x = (z1,...,2,) wirkt. Fiir die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine
gegebene Funktion f: Q x [0,00) — R.

Wir werden im Folgenden sehen, dass die Losungen der Wellengleichung ein ganz unter-
schiedliches Verhalten im Vergleich zur Laplacegleichung oder der W drmeleitungsgleichung
zeigen. Insbesondere sind Losungen im Allgemeinen keine C'°°~Funktionen und beinhalten
das Prinzip einer endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit.

4.1. Losung durch sphéirische Mittelung. In den vorangegangenen Abschnitten
haben wir jeweils Losungen gesucht, die auf Grund gewisser Skalierungen entstanden sind.
Fiir die Wellengleichung betrachten wir stattdessen eine direkte Methode: fiir n = 1 er-
halten wir im Falle eines Anfangswertproblems das System:

{utt—um:(] in R x [0, 00)

(2.48) u=g,uy =h auf R x {t =0}

wobei g, h Anfangsbedindungen sind.
Man beobachtet, dass sich die Differentialgleichung auf folgende Weise faktorisieren lésst:
es gilt

0 0 0 0

Setzen wir nun

(2.50) v(x,t) = <§ - %> u(z,t)

so erhalten wir mit (2.49) eine Transportgleichung mit kostanten Koeffizienten:
ve(x,t) + vz (x,t) =0

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass sich die Losung in der Form

(2.51) v(x,t) = a(z —t)

die die Anfangsbedingung v(z,0) = a(z) erfiillt. Kombinieren wir nun die Gleichungen
(2.49), (2.50) und (2.51), so erhalten wir

ug(x,t) —ug(z,t) = alx —t)
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Dies ist eine inhomogene Transportgleichung und mit den Losungsformeln aus Abschnitt
2.1 erhalten wir

(2.52) u(z,t) = /a(m + (t —s) —s)ds +u(xr +t,0)
0

x4+t
1
= 3 / a(y)dy + u(z +t,0)

r—1
T+t

= %/a(y)dy+g(fv+t)

In der Losungsformel (2.52) miissen wir nun noch die vorgegebene Anfangsbedingung
u¢(x,0) = h(z) anpassen: man berechnet

ug(z,t) = 1 (a(z +t)+alx—1t) +g(x+1)

2
und damit
w(z,0) = a(z) +¢'(z) = h(z) = a(z)=h()-g'()
Also folgt
1 T+t
uet) = 5 [ (hy) = gw) dy+ gl +1
r—t
T+t
1 1 1
= 5 [ My Ge( 0+ 5o -0+ gla 1)
r—t
und wir erhalten schliellich
] ] T+t
(259) u(e.t) = 5 (ole 1)+ g~ 1)+ 5 [ hwdy
r—t

Diese Darstellung nennt man die Formel von dAlembert.

Es bleibt zu {iberpriifen, dass unsere formalen Rechnungen auch tatséchlich erfiillt sind,
d.h. wir miissen untersuchen, unter welchen Bedingungen die Losung aus (2.53) tatséchlich
glatt genug ist, um eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung zu sein:

SATZ 2.39. Sei g € C%(R) und h € C1(R) und definiere die Funktion u iiber die Formel
von dAlembert (2.53). Dann gilt:

1) u € C*(R™ x [0,00))
2) Uy — Ugy = 0 in R™ x (0, 00)

3) u(z,t) — g(2°) und uy(z,t) — h(x°) fir (z,t) — (2°,0), x € R", t > 0 und jeden
Punkt 2° € R™.
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Man beachte, dass sich die Losungsformel (2.53) formal auch in der Form
u(z,t) =F(z+t)+ Gz —t)

mit geeigneten Funktionen F' und G schreiben lédsst. Umgekehrt sieht man, dass jede
Funktion in dieser Form eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung wy — gz, = 0
darstellt. Dies bedeutet, dass die allgemeine Losung als die Summe der allgemeinen Lsung
der Gleichung u; — u;, = 0 und der allgemeinen Losung von uy + u, = 0 darstellen l&sst.
In der Tat ist dies eine Konsequenz der Faktorisierung (2.49).

Sind die beiden Anfangsbedingungen g € C* und h € C*1, so folgt v € C*, aber nicht
notwendigerweise in C™, m > k. Dies ist eine wichtige Eigenschaft der Wellengleichung,
denn gegebene Anfangsbedingungen werden im Gegensatz zur W armeleitungsgleichung
nicht instantan gegléttet.

Eine weitere Anwendung der Formel von d’Alembert ist die sogenannte Reflektionsmethode:
wir betrachten dazu das Anfangsrandwertproblem

U — Ugy = 0 in Ry x (0, 00)
u=g, uy =h auf Ry x {t =0}
u=0 auf {z =0} x (0,00)
mit vorgegebenen Funktionen g und h mit ¢g(0) = h(0) = 0.
Mit Hilfe der Reflektionen
- u(z,t) (x>0,t>0
uz,t) = { —u(—z,t) (x<0,t>0

~— —

) { g(x) (x> 0)
‘ (z <0)

We) = {W) =

148t sich das Problem zuriickfiihren auf
att —’lj;mr =0 inR x (0,00)
u=g,u =h auf R x {t=0}
und damit lautet die Losungsformel nach d’Alembert
u(x,t) =

G+ 0)+ga—1)+5 [ Fwdy

N[ =

Wir erhalten schliellich als Losung des Ausgangsproblems

(gt +a@—0)+ 1 [ hgdy =>t>0
(2.54) u(zx,t) = T—t
Lglett)—glt—2)+ 3 | hy)dy 0<a<t

N[—=
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Wir betrachten nun den héherdimensionalen Fall n > 2 und suchen eine Lésung u €
C™(R™ x [0,00)), m > 2 fiir das Anfangswertproblem

uy —Au =0 in R" x [0, 00)
u=g,uy =h auf R" x {t =0}

Die Ideen nun ist durch geeignete sphérische Mittelungen eine vereinfachte Differential-
gleichung abzuleiten, die uns dann eine explizite Losungsformel fiir die hoherdimensionale
Wellengleichung liefert.

Fir x € R", ¢t > 0 und r > 0 definieren wir den Mittelwert von w(z,t) tiber die Sphére
0B(z,r),

(2.56) Ulzirt) = ]é R

(2.55)

Weiter sei

G(z;r) = ]gB(M)g(y)dS(y)

HW”:Zﬁgmﬁ@“@

SATZ 2.40. Seix € R" fest und u erfille (2.55). Dann ist gilt fir U als Funktion von (r,t)
definiert durch (2.56)

1) Ue C™(Ry x [0,00))
2) U lost die Euler—Poisson—Darboux Gleichung
n—1

Utt_Ur'r_ UTIO inR+><(0,oo)

U=G,Us=H aufRy x{t=0}
BEWEIS. Aus dem Beweis von Satz 2.5 wissen wir, dass
r

(2.57) U1 1) = —][ Auly, t)dy
n JB(z,r)

und damit lim, g+ Uy (z;7,t) = 0. Fiir die zweite Ableitung erhalten wir

Upr(z;57,1) :][ AudS + (l - 1> ][ Audy
OB(x,r) n B(z,r)

Also gilt lim, o+ Uy (x;7,t) = %Au(x,t). Man berechnet weiter die dritte Ableitung U,
etc. und verifiziert damit, dass u € C™(R" x [0, 00)).
Nach (2.57) gilt

r r
Uasrt) =2 Sulytdy =24 untndy
n JB(z,r) " JB(z,r)
Daraus folgt
1
U, = / ugedy
na(n)
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und daher

(T‘n_lUT)r = / uttdS = Tn_l][ uttdS = Tn_lUtt
na(n)an ) OBt

O

Man verwendet nun die Euler—Poisson—Darboux Gleichung um, in Abhéngigkeit von der
Dimension, explizite Losungsdarstellungen fiir die Wérmeleitungsgleichung zu entwickeln.
Man verwendet dabei eine Transformation der Gleichung auf die eindimensionale Wel-
lengleichung. Da der allgemeine Fall (Dimension n vorgegeben) etwas kompliziert ist, be-
trachten wir hier zunéchst die Spezialfille n = 3 und n = 2.

Im Fall n = 3 erhalten wir fiir die Losung des Anfangswertproblems (2.55) die Kirchhoff-
sche Formel

(2.58) u(z,t) = ],[93( ) (th(y) +9(y) + Dg(y) - (y — 2))dS(y) (x € R®t>0)

Um diese Formel abzuleiten, setzen wir

= rU
= rG, H:=rH

QS

Dann gilt

- 2
U =rUu =1 (Urr + ;UT> =rUpr +2U, = (U +rU;)r = Uy

Also 16st U das Anfangswertproblem
Uy —Upp =0 inRy x(0,00)
(2.59) U=G, U =H auf Ry x{t=0}
U=0 auf{r=0}x{t=0}
Mit der Losungsformel (2.54) folgt fiir 0 < r <t die Darstellung

r+t

(G4 — G —n)] + % / A (y)dy
—rtt

~ 1
U(w;rt) = -

(@ir1) = 5
Aus der Definition von U(x;r,t) folgt u(x,t) = lim,_ o+ U(z;7,t) und damit

Gret)—Glt—r) 1

r+t)—G{t—r ~

= I — H

oo o t o / (v)dy
—r+t

= G'(t)+ H(t)
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Unter Verwendung der Definitionen von G und H ergibt sich demnach

(2.60) u(z,t) = 9 t][ gdS | + t][ hdS
ot \ JoB(,) OB(x,t)
Nun gilt

][ 9(y)dS(y) = ][ gz +12)dS(2)
OB(z,t) 0B(0,1)

und damit

9 ][ gdS| = ][ Dg(x +tz) - zdS(z)
ot \ JoB(a,) 8B(0,1)

- 0 (2750

Setzen wir dies in (2.60) ein, so erhalten wir direkt die Kirchhoffsche Formel (2.58).
Fiir die Dimension n = 2 erhilt man fiir die Losung des Anfangswertproblems (2.55) die
Poissonsche Formel

1 t t2h tD Sy —x
(261 ul@t) = 2 ]{B(a:,t) o (t2 (—y)|y+— x!g2()?32 . )dy

fir x € R? und ¢t > 0. Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
Anfangswertproblem (2.55) fiir n = 3 und nimmt zusétzlich an, dass die Losung nicht von
der dritten Ortskoordinate x3 abhingt. Man sucht also eine Lésung der Form

w(x1,x2, 23, t) = u(x1, x2,t)

wobei u eine Losung des Problems fiir n = 2 ist. Wir verzichten hier auf eine genaue
Ableitung der Poissonschen Formel und verweisen auf das Textbuch von Evans.

Wir geben nun noch die Losungen der Euler—Poisson-Darboux Gleichung fiir allgemei-
ne Dimensionen an. Dabei muss eine Fallunterscheidung nach geraden und ungeraden n
gemacht werden. Wir betrachten zuerst den Fall n > 3 ungerade:

LEMMA 2.41. Sei ¢ : R — R in C**Y(R). Dann gilt

1
B - (2) (=50
2
(24 (r00) = lgﬁf““%(r)

wobei die Konstanten ﬂf (j=0,...,k —1) unabhingig von ¢ sind,
3) E=1-3-5-----(2k—1).

BEWEIS. (siehe Ubungsblatt 5) O
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Wir setzen wieder U(x;r,t) als den Mittelwert von u iiber die Sphére 0B (z, 1), wobei wir
annehmen, dass u als Losung des Anfangswertproblems (2.55) eine C**!'-Funktion auf
R™ x [0, 00) ist.

Weiter setzen wir

(

Ulr,t) = (%%)k 1(r2k_1U(a:;r,t))

(2.62) Gr) = (g%)“ ((P1Gr)) (0> 0,63 0)
|6 - (%%)“(T%*H(x;r))

Dann gilt

(7(7", 0) = G‘(r), Ut(r, 0) = I;T(r)

Man zeigt nun, dass durch die Transformation von U — U die Euler—Poisson-Darboux
Gleichung auf die eindimensionale Wellengleichung transformiert wird.

LEMMA 2.42. Es gilt

Uy —U,p =0 in Ry x (0,00)
(2.63) U=G U =H auf Ry x{t=0}
U=0 auf{r=0}x(0,00)

BEWEIS. Fiir r > 0 berechnet man direkt

i = () (i) (wene)=(35) ()

1 k—1
— <;%) [P0, + 20?20

1o\+1! 1
= <_2) [r%_l (UM + n—Ur>] (n=2k+1)
ror T

= <%%>k_l (T‘Qk_lUtt) = Uy

Aus Lemma 2.41 folgt direkt, dass U = 0 auf der Menge {r = 0}. O

Fiir die Losung von Problem (2.63) ergibt sich fir r e R, t > 0 mit 0 <r <t
t+r

(2.64) U(r,t) = % (Go+n-Ge—n)+ % / H(y)dy

Da aber u(z,t) = lim,_,o U(x;r,t), sowie
2 LN o - kg1 9
_ (22 - . — k. +1 .
U(r,t) = (7“87“) (r U(a:,r,t)) = ZﬂJT‘ arjU(a:,r,t)

j=0
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und daher

T (r,t
lim U(Z’ ) _ lim U(x;r,t) = u(x,t)

r—0 60 r r—0

folgt aus der Darstellung (2.64) die Formel

~ ~ t+r
1 Gt+r)—Git—-r) 1 ~

u(z,t) = 5_5113"6 5 +§/H(y)dy

t—r

1 /. -
= — (G’(t) + H(t))
Bo
Damit erhalten wir schliefSlich fiir x € R™, ¢ > 0

n—3
1o\ /1o = (., ][
— (=) (-= ¢ ds
Yn <5t> <t 315) ( 6B(x,t)g )
(2.65) nzd
- (12> ’ t”2][ hdS
tot OB(x,t)

n ungerade ,y, =1-3-5-+---(n—2)
Fiir den Fall n = 3 liefert (2.65) genau die Kirchhoffsche Formel.

SATZ 2.43. Sein > 3 ungerade, g € C™TH(R"), h € C™(R™) fiir m = (n+1)/2. Definiere
u durch (2.65). Dann gilt

1) u € C?(R" x [0,0)),

2) uy — Au=0 in R" x (0,00),

3) u(z,t) — g(2°) und uy(z,t) — h(x°) fir (z,t) — (2°,0), x € R", t > 0 und jeden
Punkt 2° € R™.

u(z,t) =

BeEwEIs. Wir nehmen zunéchst an, dass g = 0, sodass

n—3
1 /10) 2
t)=—|(-= "2 H (x5t
we=—(15) (0 H0)
Dann gilt nach Lemma 2.41

Wir wissen aber, dass gilt

und daher folgt

n—1 n—3
1 10\ 2 1 10\ 2 (1
- - (== A . - A
et na(n)yn, <t 825) / hdy) na(n)yn (t 825) t / hdS
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Auf der anderen Seite gilt

AH(z:1) = A, h(z +1)dS(y) = ][ AhdS
8B(0,t) 0B(z;t)

und daher uy = Awu in R™ x (0,00). Auf dhnliche Weise betrachtet man den Fall A = 0
und damit gilt Aussage 2) des Satzes.

Mit Hilfe von Lemma 2.41 zeigt man, dass u auch die richtigen Anfangsbedingungen
annimmt. ]

BEMERKUNG 2.44.

1) Um die Lésung der Wellengleichung am Punkt (z,t) zu berechnen, bendtigt man
nur Informationen von den Anfangsbedingungen g und h auf der Sphdire 0B(z,t);
nicht etwa auf der Kugel B(x,t).

2) Man beachte, dass man aus der Lésungsdarstellung (2.65), wie bereits fir n = 1,
die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (von kleinen Storungen in g und/oder h)
bei der Wellengleichung beobachten.

3) Die Formel (2.65) lifit sich auch auf einen komplett anderen Weg mit Hilfe der
Warmeleitungsgleichung ableiten.

Wir kommen nun zum Fall n gerade und nehmen an, dass u eine C™-Losung von (2.55),
m = (n + 2)/2, ist. Dabei verwenden wir denselben Trick wie beim Ubergang von n = 3
auf n = 2, d.h. wir suchen eine Funktion
(2.66) w(xy, . Ty, t) = u(xy, ..., Ty, t)
als Losung der Wellengleichung in R"*! x (0, 00) mit den Anfangsbedingungen

u=g, U =nh

auf R"" x {t = 0}, wobei

g1, xpr1) = g(w1, ..., xp)
h(zi,...,xnt1) = h(x,...,2,)
Fiir festes € R™, t > 0 schreiben wir & = (z1,...,2,,0) und erhalten aus (2.65)

n—2
1 0 10\ 2 _
u(z,t) = — || -= t”_lj[ gdsS
(@9) Tnt1 [<3t) <t3t> ( 2BG0) >
n—2
1 a>T » ][ o
+1 - t" hdS
<t ot ( OB(a,t) )]
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Dabei bezeichnet B(z,t) die Kugel im R™*! mit Mittelpunkt z und Radius ¢ sowie dS das
n—dimensionale Oberflichenmafl auf 0B(z,t). Nun gilt (Ubungsaufgabe)

_ 1 _
gdS = / adS
]ém,t) g (n+ Da(n+ L)tr g

Z,t)

d
(n+ 1a( n—l—lt”1 / |y—x| )1/2 Y
B(z,t)

B 2ta(n) 9(y)
~ (n+Daln+1) ]{B(x,t) (t2 — |y — z|?)1/2 dy

Verwendet man eine analoge Methode fiir die Funktion A, so ergibt sich die Formel

S () (8) (o)

Ynt1(n + La(n +1)
AN h(y)
i (¥&> (t ]{s@,t) (82 — |y — )12 dy)]

Weiter berechnet man, dass
(n+Dan+1)
Tn+1 2a(n) =

sodass sich schliellich die Losungsdarstellung

u(z,t) =

;

n—=2
1 [/ [1d\ 2 9(y)
) = — — - t" d
(2.67) =
()" (Ao et
t ot Bt (12— |y — z[?)1/2
L n gerade ,vy, =2-4-----(n—2)-n

ergibt.
Analog zu Satz 2.43 beweist man damit
SATZ 2.45. Sein > 2 gerade, g € C™THR™), h € C™(R"™) fiir m = (n + 2)/2. Definiere u
durch (2.67). Dann gilt
1) u € C2(R™ x [0,00)),
2) uy — Au =0 in R™ x (0, 00),
3) u(z,t) — g(2°) und uy(z,t) — h(x°) fir (z,t) — (2°,0), x € R", t > 0 und jeden
Punkt 2° € R™.

BEMERKUNG 2.46. Man beachte, dass im Gegensatz zu n ungerade im Fall n ungerade die
Lésung am Punkt (x,t) von den Werten von g und h auf der ganzen Kugel B(x,t) und
nicht nur von den Werten auf dem Rand 0B(z,t) abhdngt.
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4.2. Die inhomogene Wellengleichung. Wir betrachten nun das Anfangswertpro-
blem fiir die inhomogene Wellengleichung

uy — Au = f in R™ x (0, 00)
(2.68) { u=0,u =0 auf R" x {t =0}

Nach dem Duhamelschen Prinzip aus Abschnitt 2.3.1, definieren wir u = u(x,t;s) als
Losung des Problems

{ up(+38) — Au(-;8) =0 in R™ X (s,00)
u(-;s) =0, ue(+58) = f(-,s) auf R™ x {t = s}

und setzen dann
t

(2.69) u(z,t) = /u(:v,t; s)ds (zxeR",t>0)
0
Damit erhalten wir, was man direkt nachrechnet, eine Lésung von (2.68).
SATZ 2.47. Sein > 2 und f € CP/ATHR™ x [0,00)) und u definiert durch (2.69). Dann
gilt
1) u € C2(R™ x [0,00)),
2) uy — Au= f in R™ x (0, 00),
3) u(z,t) — 0 und u(x,t) — 0 fir (x,t) — (2°,0), z € R, t > 0 und jeden Punkt
0 n
z” € R".
BEWEIS. Durch einfaches Nachrechnen. O

BEMERKUNG 2.48. Die Lisung des allgemeinen inhomogenen Problems ist offensichtlich
die Summe der Lisung des homogenen Problems (2.55) und der Lisung des inhomogenen
Problems (2.68) mit homogenen Anfangsdaten.

BEISPIEL 2.49. 1) Im Fall n =1 erhalten wir aus der Formel von d’Alembert

z4+t—s t x+t—s

uetis) =5 [ foodn a@n =3 [ [ fws)dus
o—t+s 0 z—t+s
Damit ergibt sich
t x4s
u(x,t) = %/ / fly,t —s)dyds (xr € R,t >0)
0 z—s

2) Fir n = 3 folgt aus der Kirchhoffschen Formel

u(z,t;5)0(t — s) ][ f(y,s)dS

OB(z,t—s)
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t
u(z,t) = O/(t —s) <]([93($7t_8) f(y,s)dS) ds
t
1 f(y,s)
C dw O/]éB(w,t—s) (t - 5)

t
_ i/][ f(y’t_’r)des
47TO OB(z,r) r

Man erhdlt also die Losungsdarstellung

und damit

dSds

1 [yt —ly —zf) 3

— >

u(z,t) = e / v 2| dy (xeR’t>0)
B(x,t)

Der Integrand wird auch als retardiertes Potential bezeichnet.

4.3. Energiemethoden. Energiemethoden sind wichtige Hilfsmittel bei der Unter-

suchung von Eigenschaften partieller Differentialgleichungen. Sie finden Anwendung bei
allen fundamentalen linearen Gleichungen, die wir im zweiten Kapitel betrachtet haben.
Wir gehen hier kurz auf die Anwendung bei der Wellengleichung ein.
Mit Hilfe von sogenannten Energienormen lassen sich weitere theoretische Eigenschaften
der Wellengleichung angeben. Sei dazu U C R"™ offen und beschrinkt mit glattem Rand
OU. Wir setzen wieder Ur = U x (0,T], T'r = Ur — Ur, mit T > 0. Weiter untersuchen
wir das Anfangsrandwertproblem

Uy —Au=f in Up
(2.70) u=g aufI'r
ug =h auf U x {t =0}

SATz 2.50. Es existiert mazimal eine Lésung u € C*(Ur) des Problems (2.70).

BEWEIS. Sei @ eine weitere Losung, dann 16st w := v — 4 das Problem

wy — Aw =0 in Up
w=0 aufl'p
wy =0 auf U x {t =0}
Wir definieren nun die Energie
e(t) == %/w?(m,t) + [Dw(z,t)*de (0<t<T)
U
und berechnen mittels partieller Integration
de(t)
dt

= /(wtwtt + Dw - Dwy)dx = /wt(wtt — Aw)dx =0
U U
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wobei auf Grund der Randbedingungen an w keine Randterme auftauchen. Damit gilt
fiir alle 0 < ¢t < T, e(t) = e(0) = 0 und folglich w; = Dw = 0 in ganz Up. Aus der
Anfangsbedingung w = 0 auf U x {t = 0} folgt dann aber w =u — 4 =0 in Ur. O

Eine weitere direkte Anwendung ist der sogenannte Abhangigkeitsbereich bei Losungen der
Wellengleichung: sei dazu u € C? eine Losung der Gleichung
uyg —Au =0 in R" x (0, 00)
Fiir g € R™ und ty > 0 fest definieren wir den Kegel
C = {(x,t)|0 <t <to, |z — w0 <to — 1}
SATZ 2.51. Gilt u=u; =0 in B(xg,ty) dann folgt u=0 in ganz C.

BEWEIS. Wir definieren wieder

(1) ;:% / (2(z, 1) + [Du(z, D)D)z (0 <t < to)

B(xo ,to 7t)

und berechnen

de(t 1
ed(t) = / (uguy + Du - Duy)dx — 3 / (u? + | Dul?)dS
B(:C(),t()ft) BB(xo,t()ft)
B ou 1 9 9
B(zo,to—t) OB(zo,to—t) OB(z0,to—t)
ou 1 1
OB(zo,to—t)
Weiter gilt

ou 1 1
'Eut < |w||Du| < §\Ut|2 + i\DuP

Daraus folgt aber, dass de(t)/dt < 0 und somit e(t) < e(0) < 0 fiir alle 0 < ¢ < ¢y. Das
bedeutet aber, dass uy = Du = 0 und folglich v = 0 in ganz C.
U



