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KAPITEL 1

Einleitung

1. Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung (englisch: partial differential equation, oder auch kurz
PDE) ist eine Gleichung, in der als Variablen eine unbekannte Funktion in mehreren
Verénderlichen sowie deren Ableitungen auftreten. Im Gegensatz zu einer gewohnlichen
Differentialgleichung, die eine Funktion einer Veradnderlichen beschreibt, tauchen also bei
einer partiellen Differentialgleichung partielle Ableitungen auf.

Formal definieren wir eine partielle Differentialgleichung folgendermafien: sei k > 1 und U
eine offene Teilmenge des R™.

DEFINITION 1.1. Ein Ausdruck der Form
(1.1) F(D*u(x), D*Yu(z),..., Du(z),u(z),z) =0

heif$t partielle Differentialgleichung k—ter Ordnung, wobei
k

F:R" xR" 'x - xR"xRxU >R
eine gegebene Funktion und
u:U—R

die Unbekannte ist.

Wir suchen nun eine Losung der Gleichung (1.1) in einer Klasse von Funktionen, die
zusitzlich gewisse Randbedingungen auf Teilen I' des Randes §U erfiillen.

Neben der allgemeinen Definition von oben betrachtet man spezielle Klassen von partiellen
Differentialgleichungen.

DEFINITION 1.2.
1) Die partielle Differentialgleichung (1.1) nennt man linear, wenn sie von der Form
Y aa(@)D%u = f(x)
loo| <k

ist, wobei ay, (|| < k) und f. Sie ist homogen, falls f = 0.
2) Die partielle Differentialgleichung (1.1) nennt man semilinear, wenn sie von der
Form
Z ao(x) D + ag(D* tu, ..., Du,u, ) = f(x)
|a|=k
15t.



2 1. EINLEITUNG

3) Die partielle Differentialgleichung (1.1) nennt man quasilinear, wenn sie von der

Form
Z ao(D* Y, ..., Du,u,z)D% + ag(D*u,..., Du,u,z) = f(z)
la|=k

18t.

4) Die partiellen Differentialgleichung ist nichtlinear, wenn sie nichtlinear von den
hdchsten Ableitungen abhdngt.

Ein System von partiellen Differentialgleichungen ist entsprechend definiert.
DEFINITION 1.3. Ein Ausdruck der Form
(1.2) F(D*u(z), D*tu(z),..., Du(z),u(z),z) = 0 (z € U)
heif$t System von partiellen Differentialgleichung k—ter Ordnung, wobei
F:R™ x R™ " x ... x R x R™ x U — R™
eine gegebene Funktion und
u:U—R", u=(d',...,u"™)

die Unbekannte ist.

2. Mathematische Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Es existiert keine allgemeine Theorie zur Losung von partiellen Differentialgleichung. Dafiir
sind partielle Differentialgleichungen fiir sich genommen zu reichhaltig. Sie bilden die Basis
der Mathematischen Modellierung etwa bei

e der Beschreibung physikalischer Phdnomene oder
e bei naturwissenschaftlich—technischen Anwendungen

Stattdessen untersucht man spezielle Gleichungen, die bei Anwendungen innerhalb und
ausserhalb der Mathematik wichtig sind, und erhofft sich dadurch einen tieferen Einblick
in die Losungstheorie der Gleichungen.
In dem Buch von Evans findet man eine Liste von wichtigen partiellen Differentialgleichun-
gen, angefangen bei den klassischen linearen Gleichungen, wie etwa der Laplacegleichung
oder der Wellengleichung, iiber spezielle nichtlineare Gleichungen (etwa die Eikonalglei-
chung, die Hamilton—Jacoci-Gleichung) bis hin zu Systemen von partiellen Differential-
gleichungen (die Maxwell-Gleichungen, Euler— und Navier—Stokes—Gleichungen).
Wir wollen in diesem Abschnitt kurz auf den Aspekt der mathematischen Modellierung
mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen eingehen und dabei einige klassischen Glei-
chungen kennenlernen. Dabei formulieren wir zuerst ein fundamentales Theorem zur Be-
schreibung von allgemeinen Transportprozessen, das Transporttheorem:
Wir betrachten eine physikalische Grosse, die zur Zeit t = 0 das beliebige Teilgebiet
Qp C Q = R"™ einnimmt, wobei 2y offen und beschrankt sei.
Weiter beschreibe die Funktion ®(z,t) die Verédnderung eines Punktes y € {0y in der Zeit,
also

@IQ()X[O,T]—)QtCQ
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sodass

Q ={®(y,1) : y € Qo}
Die Trajektorie des Punktes y € Qg sei beschrieben durch die Abbildung ¢t — ®(y,¢) und
die Geschwindigkeit der Grosse an einem festen Ort z = ®(y,t) € £, sei gegeben durch

O B(y,t) = v(D(y,1),1)

SATZ 1.4. Transporttheorem
Fiir eine differenzierbare, skalare Funktion f: Qy x [0,T] — R, (z,t) — f(x,t) gilt

%/f(a:,t)dx:/{%f—i—div(fv)}(a:,t)dx
Q4 Q4

BeEwEIs. Das Problem ist, dass €); selbst von der Zeit abhéngt und man daher nicht
direkt unter dem Integral differenzieren kann. Also: Transformiere ; auf €

/ o t)da = / F(@ (1), ) (2, 1) da

wobei J(x,t) die Jacobi-Determinante der Abbildung ®(x,t) beziiglich x ist. Dann gilt

4 [0 = 4 [ oo
9P (x, 1)

— /{div(f(fb(x,t),t)) 5o (L)t

0 0J(z,t
2 @000 + f(@( 0,020
und wir bendtigen die Ableitung der Jacobi-Determinante J(z,t).
Hier gilt
0J(z,t)
ot

was man durch einfaches Nachrechnen unter Verwendung von

0D(x,t)
T CICROR)

= J(z, )div(v(®(z, 1), 1))

verifiziert. Also erhalten wir

%/f(:v,t)dx = /{af( (z ,t),t)+div(fv)(<b(:c,t),t))}J(;g,t)dx
Q

d ot
/ {w + div(fv)(:c,t)} dx
Q¢

mittels Riicktransformation Qg — €. O
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Aus dem Transporttheorem lassen sich die sogenannten Erhaltungsgleichungen ableiten, die
héufig zur Modellierung von Transportvorgédngen verwendet werden:

Fiir die physikalische Grosse “Masse”, die durch die Funktion u(x,t) beschrieben ist, gelte:
wahrend des Transportprozesses wird keine Masse erzeugt oder vernichtet, d.h.

pr u(z,t)de =0
Q

Aus dem Transporttheorem folgt damit

/ {8ugz, t) + div(uv)(z, t)} dr = 0

Q¢

Da €, C Q2 beliebig ist, folgt die Differentialgleichung

0

—u(a:, t) + div(uv)(x,t) =0

ot

die als Kontinuitatsgleichung bezeichnet wird. Die Grosse q(z,t) = (uv)(x,t) definiert den
Fluss .

Die Kontinuitétsgleichung allein beschreibt kein abgeschlossenes physikalisches System,
d.h. wir bendtigen eine Abschlussrelation fiir den Fluss in der Form

q(z,t) = q(u(x,t), Vu(zx,t),...)

und das Finden einer Abschlussrelation ist Teil der Modellierung.
Die einfachste partielle Differentialgleichung die sich aus der Kontinuitétsgleichung ablei-
ten lasst ist die Transportgleichung,

die wir im zweiten Kapitel néher untersuchen werden. Hier wéhlen wir also fiir den Fluss
q(x,t) den einfachsten Ansatz, namlich

q(z,t) =b-u(z,t), be R"

Eine Beispiel zur Modellierung mit der Transportgleichung wird in den Ubungen bespro-
chen.

Ein weiteres Beispiel zur Anwendung des Transporttheorems bei der Modellierung ist die
Wairmeleitungsgleichung: nehmen wir an, dass die Funktion u(z,t) eine der drei folgenden
Grossen beschreibt

e chemische Konzentration
e Temperatur
e clektro—statisches Potential

Da alle drei Grossen einem Erhaltungsprinzip unterliegen, ldsst sich das dynamische Ver-
halten von u mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung beschreiben,

Ut + div (q) =0
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Man muss nun also die Abhéngigkeit des Flusses q von der Ausgangsgrosse u beschreiben:
aus physikalischen Griinden ist es sinnvoll anzunehmen, dass der Fluss proportional zum
Gradienten von wu ist, allerdings in die entgegengesetzte Richtung des Gradienten zeigt,

(1.4) q=—aVu, a>0
da die Grosse u immer aus Bereichen héherer Werte in Bereiche mit niedrigeren Werten
fliesst. Wir erhalten damit aus der Kontinuitétsgleichung durch Einsetzen
ut + div (—aVu) =0
und mit @ = 1 die klassische Warmeleitungsgleichung in der Form
(1.5) ur = Au
Die Beziehung (1.4) heifit dabei je nach Anwendungsfall

e das Ficksche Gesetz der Diffusion
e das Fouriersche Gesetz der Wirmeleitung
e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Leitung

Man nennt die Gleichung (1.5) deshalb auch Diffusionsgleichung.

Fiir den Fall, dass die Funktion wu(z,t) nicht von der Zeitvariablen t abhéngt, d.h. die
Grosse u(z,t) befindet sich in einem Gleichgewicht und somit einem stationéren Zustand,
erhélt man aus (1.5) die Laplacegleichung,

(1.6) Au=0

deren Lésungen auch harmonische Funktionen genannt werden.
Neben den drei Gleichungen (1.2), (1.5) und (1.6) ist die sogenannte Wellengleichung

Ut = Au

eine fundamentale lineare Differentialgleichung, die wir ndher im zweiten Kapitel untersu-
chen wollen.

Die klassischen Gleichungen der Strémungsdynamik

Die wohl wichtigste Anwendung des Transporttheorems kommt aus dem Bereich der
Stromungsdynamik: Stromungen von Fliissigkeiten oder Gasen lassen sich prinzipiell in
die folgenden Klassen unterteilen

e laminare oder turbulente Strémungen,
e kompressible oder inkompressible Stromungen,
e reibungsfreie oder reibungsbehaftete (viskose) Stromungen

Die bei der Beschreibungen von Stromungen am héufigsten verwendeten Modelle sind
dabei

e laminare, inkompressible, viskose Stromungen, beschrieben durch die Navier-Stokes
Gleichungen,

e kompressible, reibungsfreie Stréomungen, beschrieben durch die Euler—Gleichungen,
ein System von sogenannten Erhaltungsgleichungen.

Die beiden Gleichungen wollen wir allein aus dem Transporttheorem ableiten. Dabei wer-
den wir die folgenden physikalischen Gréssen verwenden:
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e die Dichte p(z,t), die Geschwindigkeit u(z,t), der Druck p(x,t) und unter Hinzu-
nahme von Energietransport eine Temperatur T'(x,t) oder Energie E(x,t).

Der Begriff inkompressibel ldsst sich am einfachsten unter Hinzunahme des Transporttheo-
rems erkliren: in der Formulierung des Transporttheorems hatten wir das zeitabhéngige
Gebiet ); betrachtet, das das von einer physikalischen Grosse zur Zeit ¢ ausgefiillte Gebiet
des R? beschreibt. Ein Fluid heifit inkompressibel, wenn fiir jedes gegebene Qo C  gilt

Vol(€) = /d:z = konstant in ¢
Q4

Anschaulich heifit das: bei den durch einen Strémungsvorgang auftretenden Kriften wird
ein gegebenes Fluidvolumen nicht veréndert. Beispiele sind moderate Strémungen von

Fliissigkeiten.
Unter Verwendung des Transporttheorems erhalten wir
d d
0= pr dr = p J(x,t)dr = /div(u)Jd:L‘ = /div(u)dw
Qt Q() Q() Qt

und damit ergeben sich die folgenden &dquivalenten Aussagen

a) ein Fluid ist inkompressibel

b) divu =0

c) J=1
Bedingung b) sagt, dafl das Geschwindigkeitsfeld divergenz—frei ist; die Volumenerhaltung
entlang von Partikeltrajektorien ist durch die Bedingung c) garantiert.
Aus der Massenerhaltung hatten wir im vorhergehenden Abschnitt die Kontinuit&tsglei-
chung
% + div(pu) =0
hergeleitet, die zur Beschreibung des Massentransports von kompressiblen Strémungen
verwendet wird. Bei inkompressiblen Strémungen wird diese durch die Inkompressibi-
litdtsbedingung b) von oben ersetzt, also

divu =0

Fiir die Dichte p(z,t) erhélt man dann

0
a—§+(u-V)p+pdivu:O

und somit unter Verwendung von d/dt = 9/0t + uV die Gleichung

dp Op
— == Vp=0
a "ot TV

d.h. die Dichte bleibt entlang von Stromlinien konstant.

FEine Unterscheidung zwischen reibungsfreien und reibungsbehafteten Stromungen wird



2. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG MIT PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 7

tiber die Erhaltungsgleichung fiir den Impuls gesteuert: der Impuls eines Fluids im Gebiet
Q, ist gegeben durch das Integral iiber das Produkt von Masse und Geschwindigkeit

m(t) = /p(:v,t)u(x,t)dx
Q¢

Nach dem 2. Newtonschen Gesetz ist die zeitliche Anderung von m(t) gerade gleich der
Summe der auf das Fluid wirkenden Krifte, die zum einen durch Volumenkréfte (z.B.
Gravitation, Coriolis—Kraft, magnetische Kraft) zum anderen durch Oberflichenkrifte ge-
geben sind. Die Oberflichenkrifte lassen sich mit Hilfe des Spannungstensors o(z,t) in
der Form [y, o(r,t)ndw ausdriicken, wobei

011 012 013
o= | 021 022 023
031 032 033
Vernachlassigt man die Volumenkrifte, so lautet das Newtonsche Gesetz damit

% o, tyule, t)da = / oz, yndw

Q4 o

Verwenden wir komponentenweise das Transporttheorem und transformieren wir das Ober-
fldchenintegral auf der rechten Seite mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes, so erhélt man
die Impulsgleichung in der Form

0

E(pu) + (uV)(pu) + (pu) divu — dive =0

Ob das Fluid viskos oder nicht—viskos ist wird allein {iber die Modellierung des Spannungs-
tensors o gesteuert.

Reibungsfreie Stromungen: in diesem Fall vernachléssigt man die inneren Reibungskriifte in

einer Stromung, sodass der Spannungstensor allein durch den Druck p(z,t) bestimmt ist,

1 0 0
U(x7t) = —p(x,t)] = _p(xat) 010
0 0 1

Reibungsbehaftete Stromungen: hier werden innere Reibungskriifte einer zdhen Fliissigkeit
berticksichtigt, z.B. bei sogenannten Newtonschen Fluiden in der Form

o(x,t) =—pl +7=(—p+ Adivu)l + 2ué

wobei der viskosen Anteil 7 mit Hilfe der Konstanten A und p und des Deformationstensors
d modelliert ist (Stokessches Postulat),

()
2 8.73]' 8@ i,j=1,2,3

Lassen wir den Energietransport unbercksichtigt, so erhalten wir die beiden folgenden Mo-
delle:

Die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen
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Das Fluid wird mit Hilfe des Geschwindigkeitfeldes u(z,t) und des Drucks p(x,t) beschrie-
ben und die Gleichungen lauten

divyu = 0
ou

o +(u-Vu = —Vp+rvAu

wobei v die kinematische Viskositit bezeichnet und der Druck mit der Dichte p(z,t) = pso
skaliert ist. Die zweite Gleichung erhélt man direkt aus obiger Impulsgleichung unter Ver-
wendung des Spannungstensors fiir Newtonsche Fliissigkeiten und der Kontinuitétsglei-
chung.

Die inkompressiblen Navier—Stokes Gleichungen werden gewohnlich als Anfangs—Rand-
wertproblem auf dem rdumlichen Bereich €2 C R gestellt. Dabei sind die folgenden Rand-
bedingungen fiir das Geschwindigkeitsfeld u(zx,t) gebrauchlich: wir bezeichnen mit n die
duflere Normale an 952

a) Haftbedingung (no-slip)
(u,n) =0, Utgng =0

d.h. das Fluid kann keine Wénde durchdringen und das Fluid haftet an der Wand,
b) Rutschbedingung (free-slip)

OUugan, g

on

d.h. das Fluid erfahrt keine Reibungsverluste an der Wand,

c¢) Einstrombedingung (inflow)
Beide Geschwindigkeitskomponenten in Normal- und Tangentialrichtung sind als
Dirichlet—Daten vorgeschrieben,

¢) Ausstrombedingung (outflow)

(u,n) =0, =0

o(u,n) OUtang
— =0, ——= =0
on ’ on
d.h. beide Geschwindigkeitskomponenten dndern sich in der Richtung senkrecht zum

Rand nicht,
e) Periodische Randbedingungen

Fiir das reine Dirchletproblem haben die Navier—Stokes Gleichungen in 2-D fiir alle t > 0
eine eindeutige Losung (eindeutig bis auf eine additive Konstante beim Druck), fiir den
dreidimensionalen Fall gilt Eindeutigkeit nur in einem gewissen Zeitintervall [0, T].

Die kompressiblen Euler—Gleichungen

Die (isentropen) Euler—Gleichungen beschreiben die Stromung durch die Kontinuitéts—
und die Impulsgleichung, wobei der Spannungstensor durch die Beziehung ¢ = —pIl gege-
ben ist. Isentrop bedeutet, dass der Druck p allein {iber eine Beziehung der Form p = p(p),
z.B. bei idealen Gasen durch p(p) = Ap”, mit dem adiabaten Exponenten ~.
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Die Euler—Gleichungen lassen sich in den primitiven Variablen p und u oder den konserva-
tiven Variablen p und pu (Impuls) darstellen. In primitiver Form lauten die Gleichungen

% +div(pu) = 0
ou 1
ETd (u-Vu = —;Vp
Fiihrt man die Schallgeschwindigkeit ¢ = /p/(p) ein, so gilt
1
~Vp= 62@
p p
sodass sich die zweite Gleichung auch in der Form
% +(u-V)u= —02¥

schreiben l&sst.
In konservativer Form schreibt man die Gleichungen als

9 | B
a—l—dlv(pu) =0
0
%—I—div(p(u@u)—l—p-[) ~- 0

Die Euler-Gleichungen werden in der Regel durch eine Energiegleichung erweitert, die
wieder aus einer Erhaltungseigenschaft abgeleitet ist,

Oe

— +div((e u) =10

-+ div((e + p)u)

wobei e die totale Energie bezeichnet. Dies scheint auf den ersten Blick die Situation kom-
plizierter zu machen, ist aber aus physikalischen Griinden gerechtfertigt, da die isentropen

FEuler-Gleichungen zu unphysikalischen Phdnomenen fithren kénnen.

3. Grundlegende Problemstellungen

Ein zentraler Begriff bei der Untersuchung partieller Differentialgleichungen ist der eines
sachgemdss gestellten Problems. Man versteht darunter, dass das Problem die folgenden
Eigenschaften besitzt:

e es existiert eine Losung des Problems,
e diese Losung ist eindeutig,
e die Losung héngt stetig von der gegegebenen Daten des Problems ab.

Die beiden ersten Forderungen sind aus mathematischer Sicht naheliegend, die letzte Be-
dingung l&sst sich eher aus der zugrundeliegenden Anwendung motivieren: man verwendet
partielle Differentialgleichungen zur Beschreibung von naturwissenschaftlich-technischen
Problemen. Dabei ist es einleuchtend, dass die Gleichungen nur als mathematische Model-
le gesehen werden konnen, die auf eine einfache Weise komplizierte Prozesse beschreiben.
Damit ist auch klar, dass kleine Anderungen oder Ungenauigkeiten in der Beschreibung
keine beliebig grossen Anderungen in den Losung des Problems bewirken sollen.
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Kehren wir zu der ersten Forderung zuriick: wir hatten gesagt, dass eine Losung der gegebe-
nen partiellen Differentialgleichung existieren soll. Dies Frage natiirlich ungenau formuliert,
denn zuerst miissen wir definieren, was wir unter einer Losung tatséchlich verstehen. Wir
konnten etwa nach einer analytischen oder unendlich oft differenzierbaren Funktion suchen,
die die Gleichung 16st. Dies wird im allgemeinen aber nicht moglich sein, wie wir auch
spéater sehen werden. Statt dieser starken Einschrankung an die Losung kénnten wir et-
wa verlangen, dass eine Losung einer partiellen Differentialgleichung der Ordnung k auch
k—mal differenzierbar ist. Eine solche Losung werden wir als eine klassische Lésung der Dif-
ferentialgleichung bezeichnen: zum Beispiel besitzt die Laplace-Gleichung eine klassische
Losung in dem oben genannten Sinne.

Daneben werden wir auch Gleichungen untersuchen, bei denen der Begriff einer klassi-
schen Losung nicht sinnvoll ist: betrachten wir die nichtlineare skalare Erhaltungsgleichung
der Form

so werden wir spéter sehen, dass auch bei der Vorgabe einer beliebig glatten, d.h. beliebig
oft differenzierbaren Funktion, die wir zur Zeit ¢ = 0 vorschreiben kénnen, die Lésung der
Gleichung Unstetigkeitsstellen entwicklet. Damit miissen wir den Begriff der klassischen
Losung zum Begriff einer verallgemeinerten oder schwachen Lésung erweitern. Dies werden
Losungen sein, die nicht notwendigerweise differenzierbare Funktionen darstellen, sondern
vielmehr die gegebene Gleichung etwa nur in Integralform l6sen.

Damit ist es auch sinnvoll, die Frage nach der Existenz einer Losung von der Frage nach
der Glattheit oder Regularitdt einer Losung zu trennen.

Evans gibt in seinem Buch eine Reihe von Faustregeln an, die die typischen Schwierigkeiten
bei partiellen Differentialgleichungen kurz festhalten:

e nichtlineare partielle Differentialgleichungen sind komplizierter als lineare Gleichun-
gen, je mehr hohere Ableitungen in der Nichtlinearitét vorkommen, desto schwieri-
ger wird es,

e partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung sind schwieriger als partielle Dif-
ferentialgleichungen niedriger Ordnung,

e Systeme von partiellen Differentialgleichungen sind ungleich komplizierter im Ver-
gleich mit einer partiellen Differentialgleichung,

e partielle Differentialgleichungen in vielen Verdnderlichen sind komplizierter als Dif-
ferentialgleichungen in wenigen Variablen,

e im Allgemeinen ist es unmoglich fiir partielle Differentialgleichungen explizite Lo-
sungsformeln anzugeben.



