KAPITEL 1

Die Methode der Finiten Differenzen

1. Finite Differenzen fiir skalare Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt entwickeln wir Finite-Differenz Verfahren oder Differenzenverfahren
fiir skalare Erhaltungsgleichungen formuliert als Cauchyproblem

{ut—l—f(u)gg = 0 inRx(0,00)

(1.1.1)
u = wug auf Rx {t =0}

wobei f: R — R eine vorgegebene FluBfunktion ist. Weiter sei a(u) = f’(u) die charakte-
ristische Geschwindigkeit.

Wir wollen uns zunéchst auf explizite Einschrittverfahren beschrénken. Dazu verwendet man
eine Raum— und Zeitdiskretisierung, d.h. man iiberzieht den Raum R x (0, co) mit einem
reguléren Gitter mit Gitterpunkten (z;,t;) = (i h,j k) mit ¢ € Z, j € Ny und Schrittweiten
h,k > 0.

Das Verhiltnis der Schrittweiten in Raum und Zeit spielt eine wichtige Rolle bei der
Untersuchung von Differenzenverfahren. Wir definieren daher das Gitterverhiltnis A als

k
A=—
h
An jedem Gitterpunkt (z;,t;) wollen wir approximative Werte uf fiir die exakte Losung

u(x;,t;) an dieser Stelle berechnen. Dazu verwenden wir die Rekursion

(1.1.2) Wt =Hl ... ul,,)

7 i—m’
mit m € N fest und der Gittertransferfunktion
H : R SR

die als stetig vorausgesetzt wird. Die Rekursion (1.1.2) bezeichnet man als ein Finite—
Differenz Verfahren.
Das Verfahren nennt man
e explizit, da die neuen Werte zur Zeit ¢4, allein durch Vorgabe der Werte zur Zeit
t; berechnet werden kénnen.
e Es heifit Einschrittverfahren, da nur die Werte uf vom letzten Zeitschritt verwendet
werden.
Das Verfahren (1.1.2) ist offensichtlich vollsténdig durch die Gittertransferfunktion H
beschrieben. Diese Funktion erhilt man durch geeignete Approximation der in der Aus-
gangsgleichung u; + f(u), = 0 auftretenden Ableitungen durch Differenzenquotienten, also
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2 1. DIE METHODE DER FINITEN DIFFERENZEN

diskrete Approximationen der Ableitungen auf dem vorgegebenen Gitter. Wird das Git-
ter immer weiter verfeinert, h,k — 0, so méchten wir erreichen, dass die approximativen
Werte u! gegen die Werte u(z;,t;) der exakten Losung konvergieren. Im weiteren Verlauf
werden wir sehen, welche speziellen Figenschaften die Funktion H zu erfiillen hat, um
diese Konvergenz zu gewéhrleisten.

Wir werden das Verhalten von (1.1.2) zun#chst anhand von zwei klassischen Verfahren
studieren: das naive Verfahren erhélt man, in dem man einen Vorwartsdifferenzenquotient
fiir die Zeitableitung u; verwendet, d.h.

1 ,
W=
k
und dies mit einer zentralen Differenz fiir die Ortsableitung f(u), kombiniert, also
f(ungl) - f(uzf1)
2h

ut(xi, tj) ~

f(u(wiatj))zr ~
Damit erhalt man zunéchst

Ungl — Ui f(ungl) - f(uzf1)

R 2h =0
und daraus
ungl = H(uj—lv ug7 ug-l—l)
(1.1.3) H(ug_l,uf,ugﬂ) = “Z - ﬁ[f(“gﬂ) — fu]_y)]

Insbesondere verwendet man in diesem Fall m = 1. '
Ersetzt man in (1.1.3) den Term u] durch den Mittelwert der beiden Nachbarpunkte u?_,

und ug_H, erhélt man das Verfahren von Lax und Friedrichs,

uZ“ = H(“?—l’ ungl)
. . 1 . k - 1 k ;
H(ul_jul,y) = 5(“371 + Ef(ugﬂ)) + §(UZ+1 - Ef(ungl))

Im weiteren Verlauf werden wir die folgenden Notationen verwenden:

1) fiir eine fest vorgegebene Zeitschicht j schreiben wir auch abkiirzend v/ = (u!);ez,

2) damit schreibt sich ein Finite-Differenz Verfahren auch in der Form u/*! = H(u/)
und ugﬂ = (Hu);,

3) wir nehmen im Allgemeinen an, dass das Gitterverhéltnis A = k/h fest ist und eine
Gitterverfeinerung allein iiber die Schrittweite k gesteuert wird,

4) mit Hilfe der approximativen Werte u? an den Gitterpunkten definieren wir eine

stiickweise konstante Funktion uij(a:) durch

ui(az) =], firze [xi_%,wH%)

wobei Ti1 = (i4+1) h und schreiben auch uiﬂ(a:) = H(ui)(a:) Weiterhin definieren

wie eine stiickweise konstante Funktion ug(z, t), die auf dem ganzen Raum R x (0, co)
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definiert ist, '
ug(x,t) = ul
fiir (t,2) € [tj, tj41) * [2;_1,2,1)

0

5) um dann eine konsistente Definition fiir die Anfangsdaten u’ zu erhalten, setzen

wir die Anfangsbedingung als die Gittermittelwerte, d.h.

1
xi+§

1
ud = 7 / u®(z)dx

1

6) der Differenzenstern von H gibt eine geometrische Darstellung der Abhéngigkeit von
u/T! von den Werten u’ der vorangegangenen Zeitschicht.

1.1. Konservative Finite—Differenz Verfahren. Ein fundamentales Prinzip bei
der Herleitung von numerischen Methoden fiir partielle Differentialgleichungen ist es, Ei-
genschaften des kontinuierlichen Problems auf das diskrete Problem zu {ibertragen. Bei
skalaren Erhaltungsgleichungen erhédlt man mit Hilfe der Konservativitdt der Gleichung
Verfahren in Erhaltungsform oder auch konservative Verfahren. Wir wissen bereits, dass die
eindeutig bestimmte Entropielésung der skalaren Erhaltungsgleichung

(1.1.4) u + f(u)y =0
folgende Konservativititseigenschaft besitzt: ist ug € L'(R), so gilt

/ u(z, t)dz = / o (z)da

R R
Wir nehmen nun (1.1.4) und integrieren die Gleichung {iber den Bereich [z; 1,7, 1) X
2 2

[tj,tj+1), den wir bereits zur Definition der stiickweise konstanten Funktion uy(x,t) ver-
wendet haben,

zits tj+1
115) [ (et ~ule s =~ [ (o) = Fule,_y 0)ds

Mit Hilfe der Diskretisierungsparameter h, k und X\ 18t sich (1.1.5) auch in der Form

) IiJr% ) $i+%
(1'1'6)E / w(z,tjy1)de = 7 / u(z, t;)dx
Rt 21
o2 o2
ti+1 ti+1
i t))dt 1 t))dt
t; t;

schreiben. Auf der linken Seite von (1.1.6) steht der Zellmittelwert von u auf der Zeitschicht
7+ 1. Dieser Zellmittelwert berechnet sich aus dem Zellmittelwert der Schicht j, korrigiert
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um die zeitlichen Mittelwerte der Fliisse durch die Randpunkte des Intervalls [:UZ-_ 1,T;,1 ]
2

2
gewichtet mit dem Gitterverhiéltnis A. Diese Darstellung legt folgende Definition fiir ein
konservatives Verfahren nahe.

DEFINITION 1.1. FEin Differenzenverfahren nennt man konservativ, falls sich die Funktion
H in der Erhaltungsform

H(U_pyy ey Ugy vy Upy) = U — A (F(U—pyp 1y ooy U ) — F(upyy ooy Um—1))
schreiben lifst, wobei F : R*™ — R eine stetige Funktion ist. Das Verfahren lautet dann
u{“ = H(ugfm, ,uerm) = uz - (fz_% — fi_%)
wobei wir die Notation
fi-l—% = F(“meﬂv "'?ungm)
verwendet haben. Die Funktion F nennt man auch numerische Flussfunktion.
Konservative Verfahren lassen sich auf folgende Weise charakterisieren.
LEMMA 1.2. Die Funktion H kann genau dann in Erhaltungsform dargestellt werden, falls
fir alle (u;)iez € LW(Z) gilt
i€Z A
Der Beweis des Lemmas ist eine Ubungsaufgabe.
BEMERKUNG 1.3. Ist ein Verfahren konservativ, so folgt direkt

/uj ()de = hY ul =Y (H),

R
- / (Hu! )i (z)dz = / wl T (z)dx
R R

Schreibt man ein konservatives Verfahren in der Form

uf“ — uf n fz‘+% - fze% _ 0
k h N

~8tu(t]-,a:i) Nazf(u)(t]7$z)

so liefert der zweite Term gerade ein Approximation fiir den Term 0, f(u) und kann daher
nicht beliebig gew#hlt werden.

DEFINITION 1.4. Eine numerische Flussfunktion heif$t konsistent, falls gilt

F(u,...,u) = f(u)
N—_——

2m
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BEISPIEL 1.5. Fir das naive Verfahren erhdlt man
(f(ungl) - f(UL))
1

= il 5 (D) + sl - 5 (fd) + D)

Damit ist das Verfahren konservativ und die numerische Flussfunktion von der Form

F(u,0) = 3 (f() + /()

j+1
w;

J_
w;

| >

und konsistent, da F(u,u) = f(u).
Beim Verfahren von Lax und Friedrichs schreibt man

2(fd,y) - f(u3_1)>

. 1 . .
+1
uj = 5 (ug—l + U§+1) 3

¢ 2

— o= [ g () +§ (s = 0

= ul -\ [i (UZ - Ug+1) + % (f(“i) + f(ungl))

- (UZ—l — uf) - % (f(UZﬂ) + f(uf))}

Die numerische Flussfunktion ist also gegeben durch
1 1
Flu0) = 5o (u=0)+ 5 () + ()

und das Verfahren ist konsistent und konservativ.

Ein erstes Resultat zur Konvergenz von Finite-Differenz Verfahren ist das Lax—Wendroff
Theorem:

SATZ 1.6. Sei durch die Gittertransferfunktion H ein konservatives und konsistentes Ver-
fahren definiert und betrachte den Grenzwert k — 0 mit A = % fest. Gilt

ukll oo mxr,) < C

und up, — u n L}OC(R x Ry) and f.i. in R x Ry, dann ist u eine schwache Lisung des

zugehorigen Cauchyproblems.

BEWEIS. Sei ¢ € Cj(R x Ry) eine Testfunktion und definiere ¢! = ¢(tj,x;). Wir
multiplizieren die Gleichung

ugH —ug n fz‘+% - fz?% _ 0
k h N

mit hk:cpg und summieren iiber i € Z, j € Ny,

(11.7) Y =gl + kD (finy = fioy)el =0
’J 7’7]




6 1. DIE METHODE DER FINITEN DIFFERENZEN

Eine Indexverschiebung in (1.1.7) liefert

11, il . . .
(1.1.8) hy ul (el =)+ kY fipi(oha — @) +h) ulel =0
,J ,J (
Wir definieren nun stiickweise konstante Funktionen f; und ¢y durch
fk(.’[‘,t) = fij_i_;a (.’13,'1‘;) S [xi7$i+1) X [t]7t]+1)
2
QO]C(I','I‘I) = 9027 (l‘,t) € [xiféfriJr%] X [tj7tj+1]

Dann a8t sich Gleichung (1.1.8) in Integralform schreiben,

//uk(x,t) ng(l‘,t) — (Pk(xvt — k) drdt
k R

k

r (@ + h,t) — (. t)

+ Fuolw, )2 dwdt
/1 h
/

Dies ist gerade das diskrete Analogon zur Definition einer schwachen Losung. Wir haben
also zu zeigen, dass im Grenzfall k — 0 die auftretenden Integrale gegen die entsprechenden
Terme in der Definition einer schwachen Losung konvergieren.

Wir untersuchen zunéchst den Term

/uk(a:, 0)¢k(z,0)dx

R
Da
1
W@ Ol oy =0 = 3 [ wle)ds
2 2
T, 1
2
90k{$’0)’[xi_1,xi+1):90? = 90($i70)v
2 2

erhalten wir
Tl
[t 0ot 00de 1Y [ unla)elds = [ uola)on(z. 0o

R i . 1

i—g

Nun gilt ¢y, h=0 @ gleichméaBig und daher
[u@eeoi — [ u@pod

R R
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fir k£ — 0.
Als nichstes untersuchen wir den Term
t t—k
(1.1.9) //uk pee@t) = Z = K) G
R
Aus
Lk ‘T’t - kﬂl‘,t—]{? k—0
Xk 00) (&) Z ( ) kg Orp
in L', folgt

yi x,t) — r,t—k
//uk(:z’t)[X(k,oo) SOk( ) ;:k( ) - 8t90] —0
k R

da u; nach Voraussetzung in L* beschrénkt ist.

Da zusétzlich v — v in Ll , und ¢ einen kompakten Tréger besitzt, erhalten wir

//ukxtﬁtgoxtd:cdt — // (x,t)0pp(x, t)dxdt

fir & — 0. Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so haben wir gezeigt, dass (1.1.9) fiir
k — 0 gegen //u(m,t)f)tgo(a:,t)dtd:c konvergiert.

Wir kommen nun zum letzten Term

//fk %”Hz; ZICLISPY

fr(z,t) = F(vlzmﬂ(a:, t),..., v (z,1))

Zunéchst schreiben wir

wobei
1
vt (2,1) = up(z + (1 — §)h,t)

d.h. vfg bezeichnet eine Verschiebung von uy. Sei K C R x R} kompakt, dann gilt

IZ ok (e, 1) — u(a, O)|dedt < IZ " (H (i - %W) u (H (i - %)h,t) | dudt
—I—[[\u <x+ (- %)h,t) — u(a,t)| dudt

Da uy — uin L} ., u(t,z + ch) — u(t,z) punktweise f.ii. und u(z + ch,t),u(z,t) € L,
folgt vl — w in L1(K).
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Wir kénnen dann eine Teilfolge ’Ufg finden, die f.i. in K gegen u konvergiert und zwar fiir
—m+ 1 <1 < m. Da F eine stetige Funktion und konsistent ist, folgt
fre(@,t) = F(v, ™ (@, 1), v (2,1)) —  Fu(a,t),...,u(,t) = f(u(z,t))

f.ii. in K. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue (die beiden
Funktionen ¢ und 9,¢ haben einen kompakten Triger), folgt dann, dass

//fk(:z,t)spk(x—i_h’tg_wk(x’t) dedt — //f(u(x,t))@xgo(m,t)dxdt
0 R 0 R

O

BEMERKUNG 1.7. Fir nicht-konservative Verfahren existieren Beispiele, bei denen die
numerischen Approzimationen gegen eine kontinuierliche Funktion konvergieren, die keine
schwache Lésung des zugrundeliegenden Problems ist (siehe Ubungen).

Der Satz von Lax und Wendroff ist kein Konvergenzsatz, denn wir miissen die Konvergenz
der diskreten Approximationen gegen eine kontinuierliche Funktion voraussetzen. Nach
dem Resultat ist ebenfalls nicht gewihrleistet, dass man gegen die eindeutig bestimmte
Entropielésung des Problems konvergiert. Schliesslich erhalten wir keine Aussage iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens, also die Genauigkeit, um etwa unterschiedliche
numerische Verfahren miteinander vergleichen zu kénnen.

1.2. Genauigkeit, Modifizierte Gleichung und CFL-Bedingung.

DEFINITION 1.8. Die natiirliche Zahl p > 0 heiffit Genauigkeitsordnung eines Verfahrens
H, falls p die grofite Zahl ist, sodass

(1.1.10) w(z,t + k) — H(u(x — mh,t),...,u(z + mh,t)) = O(kPH1)

fiir k — 0 und jede geniigend glatte Lisung einer skalaren Erhaltungsgleichung u+ f(u), =
0.

Dividiert man die linke Seite von (1.1.10) durch die Zeitschrittweite k, so erhélt man den
lokalen Abschneidefehler oder Konsistenzfehler (Lu)(x,t) in der Form

(L) (2, 1) = %(u(t b kya) — H(u(w — mhy t), ooy ulz +mh, )

Dementsprechend nennt man die natiirliche Zahl p aus Definition 1.8 auch die Konsisten-
zordnung. Allgemein heifit ein Finite-Differenz Verfahren konsistent, falls |(Lu)(x,t)| — 0
fiir K — 0. Verwendet man ein konservatives Verfahren,

H = u(a, ) = Mfyp 1 (u) — f_s (w)
so ist Konsistenzfehler gegeben durch

(1.1.11) (Lu)(z,t) = u(t +k,r) —u(t, ) N fip1(u) ; fiz1(u)

Weiterhin gilt
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LEMMA 1.9. Sei durch die Funktion H ein konsistentes und konservatives Finite—Differenz
Verfahren definiert.

1) Ist F € C2(R?™), dann ist das Verfahren fiir jede hinreichend glatte Losung minde-
stens erster Ordnung,

2) Ist F € C3(R*™), dann ergibt sich fiir jede hinreichend glatte Losung eines Cauchy-
problems die Beziehung

(Lu)(z,t) = —kOy (B(u, \) (2, 1)0pu(z, t)) + O(k?)
mit

Blu, \) = % <% Y PoH(u,...,u) —a2(u))

l=—m
und a(u) = f'(u).

BEWEIS. Fiir die erste Aussage miissen wir zeigen, dass der Konsistenzfehler nach
(1.1.11) von der Ordnung O(k) ist. Dazu verwenden wir geeignete Taylorentwicklungen:
Es gilt

u(t + k,x) = u(t,z) + kug(t, x) + O(k?)
sodass man fiir den ersten Term des Konsistenzfehler die Beziehung
u(t + k,z) —u(t, )
k
erhélt. Fiir die numerische Flussfunktion ergibt sich
—F(u(t,z —mh),...,u(t,z + (m — 1)h))

= w(t,x) + O(k)

und daher

fH;(u) — f%%(u) = - (O F (u(t,x),...,u(t,z))) (m — Dhuy(t,x)

2

=1
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Damit koénnen wir den zweiten Term des Konsistenzfehlers in der Form

fH_%(u) _fi_l(u) 2m

(1.1.12) — = ug(t,2) > (OF (ut,x),...,u(,z))) + O(h)
=1

darstellen. Gleichzeit gilt
flu(t,x +h)) = fu(t,z — h)) = 2 (0uf (u(t, x))) huy(t, ) + O(h?)
und aufgrund der Konsistenz der numerischen Flussfunktion
fu(t,z+h)) — f(u(t,z —h)) = Fult,x+h),...,u(t,x+h))
—F(u(t,z —h),...,u(t,z — h))

2m

= 2hu(t,7) Y (O F (ut,z), ..., ult,z)))

=1
Damit liefert (1.1.12)

fipa(u) = fi_1(u)
+3 . 2— = (Ouf(u(t,x))) ug(t,z) + O(h)

und fiir den lokalen Abschneidefehler gilt
(Lu)(t, ) = ue(t, x) + f(u(t, x))s + O(k) + O(h)

Da wir angenommen haben, dass u(z,t) eine Losung der Erhaltungsgleichung ist und
h = k/A, X fest, erhalten wir (Lu)(x,t) = O(k). Der zweite Teil des Lemmas ist eine
Ubungsaufgabe. O

Allgemein verwendet man den Konsistenzfehler (Lu)(z,t) zur Definition der modifizerten
Gleichung

DEFINITION 1.10. Der Konsistenzfehler (Lu)(x,t) eines Verfahrens H der Ordnung p sei
geben durch

(Lu)(z,t) = kP, + O(KPTY)
Dann nennt man die partielle Differentialgleichung
v+ (V)2 = kP
die modifizerte Gleichung zum Verfahren H.
Das Verfahren H 16st also die gegebene Gleichung bis zur Ordnung O(kP), die modifizierte

Gleichung allerdings zur Ordnung O(kP*!). Fiir den Konvergenzfehler aus Lemma 1.9
ergibt sich demnach die modifizierte Gleichung als

V¢ + f(u)z = k(ﬁ(U, A)ux)z

Der Korrekturterm ist also ein nichtlinearer Diffusionsterm mit Diffusionskoeffizienten k0,
aus dem man eine Idee iiber das Verhalten eines Verfahrens erhilt:
e Ist der Diffusionskoeflizient k8 > 0 grof}, so wird das Verfahren die Lsung sehr stark
glatten, zum Beispiel werden Stofwellen stark verschmiert. Dadurch gewahrleistet
man aber auch die Konvergenz gegen die eindeutige Entropiel6sung.
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e Ist kB > 0 klein, so wird die Losung nur wenig geglittet, Stowellen behalten ihre
scharfe Struktur. Allerdings reicht die Glattung unter Umstdnden nicht aus, um
gegen die Entropielosung zu konvergieren.

o Ist k3 < 0, so ist das Verfahren instabil, da wir versuchen, die Losung einer
Riickwarts—Warmeleitungsgleichung zu berechnen.

DEFINITION 1.11.
Den Ausdruck kB(u, \)(z,t) nennt man die numerische Viskositat des Finite—Differenz Ver-
fahren gegeben durch H.

BEISPIEL 1.12. Fiir das naive Verfahren

Wt = ol — o7 (F(wln) = F(] )
und die Funktion H

berechnet man

Ut+f(v)x:_

Das bedeutet, dass das Verfahren eine negative numerische Viskositit besitzt und daher
nicht funktionieren wird.
Beim Laz—Friedrichs Verfahren

LY = Uiy Ul _k
! 2 2h
erhalten wir )
H(u—1,u0,u1) = 5(u1 +u-1) = 5(f(ur) = flu-1))
und fir B ergibt sich der Ausdruck

1,1
= 50 —a"w)
1

= (- (@)
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Damit lautet die modifizierte Gleichung

v FO) = 55 (1~ (@A )ere

und der Diffusionskoeffizient ist positiv, falls die Bedingung
(1.1.13) laA| < 1

erfullt ist. Wir erhalten also eine Restriktion an das Gitterverhdltnis A in Abhdngigkeit
von der lokalen Ausbreitungsgeschwindigkeit a(u) = f'(u).

Die Bedingung (1.1.13) 148t sich sehr anschaulich zum Beispiel im Fall der linearen Advek-
tionsgleichung mit konstanter Geschwindigkeit a, mit der Information transportiert wird,
interpretieren.

Slope
1/a

X

Bild 1.1  Characteristiken der linearen Advektionsgleichung

Im Verfahren von Lax und Friedrichs werden Information von den Gitterpunkten u?,
nach ] 1 mit der Geschwindigkeit :l:% = +1/\ transportiert.
t

(t.. x.)
B AR

e X

h
Bild 1.2 Informationstransport im Verfahren von Lax und Friedrichs

Die Bedingung |aA| < 1 ergibt |a| < 1/A, d.h. das Verfahren muss in der Lage sein,
Informationen mindestens so schnell zu transportieren, wie es durch die Advektionsge-
schwindigkeit a vorgegeben ist.
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Characteristic

® ®
h
Bild 1.3  Analytischer und numerischer Abhangigkeitsbereich

X

Das bedeutet ebenfalls, dass der analytische Abhéngigkeitsbereich im numerischen Ab-
héangigkeitsbereich enthalten sein muss. Ist diese Bedingung verletzt, so gilt dies auch im
Grenzfall £ — 0, da das Gitterverhéltnis A fest ist, und man kann nicht erwarten, dass
das Verfahren konvergieren wird.

DEFINITION 1.13. Die Bedingung
(1.1.14) |[Aa(v)| < 1

nennt man CFL-Bedingung. Bei nichtlinearen Problemen muss (1.1.14) fiir alle a(v) =
f'(v) mit v € [—|ju|p=, ||ul|Le] erfillt sein.

Wie der Name schon sagt, wurde die Bedingung von Courant, Friedrichs und Levy beim
Versuch aufgestellt, mit Hilfe von Finite-Differenz Verfahren die Existenz von Lésungen fiir
Cauchyprobleme zu beweisen. Die CFL-Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend
fiir die Konvergenz des Verfahrens.

1.3. Lineare Gleichungen, Aquivalenzsatz, v. Neumann Stabilitit. Das Lax-
Wendroff Theorem gibt eine erste Aussage iiber die Konvergenz von Finite-Differenz Ver-
fahren, allerdings muss dabei die Konvergenz der numerischen Approximationen voraus-
gesetzt werden. Die modifizierte Gleichung gibt einen Eindruck iiber das Verhalten eines
Verfahrens. Fiir den Fall einer linearen Gleichung kann man den Aquivalenzsatz von Lax
zeigen.

SATZ 1.14. Gegeben sei die lineare Advektionsgleichung us + au, = 0 und ein lineares
Finite-Differenz Verfahren definiert durch H. Dann ist H konvergent genau dann, wenn
H Fkonsistent und stabil ist. Die Konvergenzordnung ist zudem identisch mit der Konsi-
stenzordnung.

DEFINITION 1.15. Das Differenzenverfahren definiert durch H ist linear, falls

m

H(u—m>"'7um) = Z aquy
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Zur Konvergenz definieren wir zunéchst den globalen Fehler e(x,t) zwischen der exakten
Losung und der numerischen Approximation: seien g (x,t) definiert als die stiickweise
konstanten Funktionen

ug(x,t) = u(a;, t;)  fir (z,t) € [CCF%,:EH%) X [tj,tj+1)
wobei u(x;,t;) die exakte Losung am Punkt (z;,t;) ist. Dann ist der globale Fehler gegeben
durch
G(I,t) = fak(‘r)t) - Uk(l‘,t)
Zusétzlich erweitern wir die Gittertransferfunktion H auf Funktionen v(z) mittels

m

(Ho)(x) = Y av(x+1h)

l=—m

Damit erhalten wir die Beziehung

up(ty, x) = (Hug (-, t;-1))(x)
und der globale Fehler zur Zeit ¢ = t; ist gegeben durch
e(xz,t;) = ug(z,t;) —ug(z, ty)
= Uz, ty) — (Hug(-, tj-1))(2)
= ﬂk(xvtj) - (Ha('atj—l))(x) + H(ak('7tj—1) - uk('7tj—1))(x)
= kLp(z,tj1) + (He(, tj-1))(2),
wobei wir die Linearitdt des Verfahrens ausgenutzt haben. Weiter sei Lj die stiickweise
konstante Rekonstruktion des Konsistenzfehlers (Lu). Insbesondere gilt
e(z,t1) = kLg(z,to) + (He(-, to))(z)
und iteriert man diese Gleichung bis zur Zeitschicht j, ergibt sich
j—1
e(x,t;) = (He(-,t0)) (@) + k> (H'Li(-,t;-1-1)(x)
1=0
Halten wir nun 7" > 0 fest, setzen ty = 0 und fithren m;, Zeitschritte durch, wobei T' < myk,
so erhalten wir die Abschitzung

j—1

(1.1.15) sup fle(o0) < sup  HIe(-0)] +k S IH Li(st; 1))
t€[0,T] j€{0,...,my} =0

Wir bezeichnen daher ein Differenzenverfahren als konvergent, falls die linke Seite von

(1.1.15) fiir £ — 0 gegen Null geht.

Da die Anfangswerte bekannt sind, kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass

e(0,-) =0
gilt. Es geniigt daher den zweiten Term auf der rechten Seite von (1.1.15) zu untersuchen.
Dies ist nicht-trivial, da fiir & — 0 folgt m; — oo und damit in (1.1.15) eine unendliche

Summe entsteht. Insbesondere benotigt man die Beschrinktheit von ||H7|| fiir alle j €
{0,...,my}. Mit Hilfe der Konsistenz des Verfahrens kann man dann die Konvergenz fiir



1. SKALARE ERHALTUNGSGLEICHUNGEN 15

k — 0 zeigen. '
Die Beschrénktheit von ||H7|| liefert eine geeignete Definition eines stabilen Verfahrens.

DEFINITION 1.16. Das Differenzenverfahren definiert durch H ist || - |-stabil, falls
; Hiu
) = sup LU <
full20 ]

fir alle k € (0,ko] und j € {0,...,my}.

Ist das Differenzenverfahren beziiglich der Norm || - || gleichméssig konsistent von der Ord-
nung p, d.h.

[1Lk(, )] < CKP
fiir alle ¢ € [0,T] and k € (0, ko], so erhalten wir die Abschétzung

j—1
sup |le(t,-)[| < sup {kZHHlH HLk(tj_1_z,-)H}

tE[O,T] je{ov”'vmk} =0
< CEP(T + ko)

und der globale Fehler geht fiir £ — 0 gegen Null.

Damit haben wir die Aussage des Aquivalenzsatzes erklirt und gleichzeitig eine Richtung
der Aussage bewiesen: ist das Verfahren H konsistent und stabil, so ist es gleichzeitig
konvergent. Weiterhin ist nach der Abschétzung (1.1.16) die Konvergenzordnung gleich
der Konsistenzordnung. Die umgekehrte Richtung des Satzes ist weitaus schwieriger zu
zeigen und wir verzichten daher hier auf den Beweis.

Satz 1.14 liefert die Konvergenz des Verfahrens in der co-Norm beziiglich der Zeitvariablen
sowie einer beliebigen Norm im Ortsraum, die die Stabilitdt des Verfahrens definiert.
Fiir ein gegebenes Verfahren ist es insbesondere schwierig die || - ||-Stabilitét von H zu
untersuchen und die Wahl der zugrundeliegenden Norm in von entscheidender Bedeutung:

e Da wir in diesem Abschnitt Erhaltungsgleichungen untersuchen, wére eine natiirli-
che Norm im Ortsraum die L!'-norm, da eine Erhaltungsgleichung als partielle Dif-
ferentialgleichung aus einer Integraldarstellung abgeleitet wird.

e Kine ideale Norm ist im Ortsraum ebenfalls die L>°~Norm. Dies ist aber in Zusam-
menhang mit Erhaltngsgleichungen unrealistisch, da auch nichtstetige Losungen
auftreten konnen. Es kann etwa der Fall auftreten, dass das Verfahren aufgrund ei-
ner nichtstetigen Losung in der L>-Norm nicht, aber in der L'-Norm konvergiert.

e Fiir lineare Gleichungen verwendet man hiufig die L?-norm,

lell> = / jo(e) 2d
R

da man unter Verwendung dieser Norm auf die Fourieranalyse zuriickgreifen kann.
Aus der Fourieranalyse kennt man etwa die Bezichung

[2ll2 = [jv]l2

wobeil ¥ die Fouriertransformierte von v bezeichnet.
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Im Folgenden wollen wir fiir den Fall der linearen Advektionsgleichung die Anwendung der
L?-Norm niher untersuchen. Die Fouriertransformierte 1(¢) von v(x) ist definiert durch

5(E) = —— v(x)e ™ dy
U@_\/ﬂﬂ!() a

Wie oben erwihnt, gilt ||v]|2 = ||v||2. Weiterhin erhélt man fiir die verschobene Funktion
vy(-) = v(- +y) mit y fest

Gy (&) = e0(8)
Um die || - ||o-Stabilitit eines Differenzenverfahrens zu untersuchen, miissen wir die L?-

Norm von H7v berechnen, die gleich der L?>-Norm der Fouriertranformierten HJwv ist: fiir
7 =1 erhalten wir

Ho©) = > amle) = (Z cle“hf> 3(€) = p(©)DE)

l=—m l=—m

Damit gilt fiir j > 1 die Beziehung

— —

Hiv(€) = H(HI710)(€) = p(&)HI1u(€) = p’ (£)3(€)
und die L>-Norm von H7 ist gegeben durch
1702 = [ 0|2
DEFINITION 1.17. Der Ausdruck p(€) definiert durch

m

&)=Y e

I=—m

heifst Verstarkungsfaktor oder Symbol von H.

SATZ 1.18. Ein lineares Verfahren definiert durch H ist L?—stabil, falls
sup [p(¢)| <1
£eR

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

BEISPIEL 1.19. Fiir das naive Verfahren

1 . . .
ug = ug - §a(ug+1 - Uffl)
berechnet man
“ A
p(&) = Z et —c e L e 4 g =1— 50 (e’h5 — e71h5>
l=—m

= 1—1iXasin(hf)
und

(&) = 1+ X2a?sin? (he)
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Daraus folgt

sup [p(§)| = V1+ A% > 1

und das naive Verfahren ist instabil fiir a # 0.
Fiir das Verfahren von Lax und Friedrichs

J J
L+t Y tui  ad Wl
i ) ) i+1 i—1
erhalten wir

1+ al o ihE _

p(&) = 1-ah ehé 4 = cos(h&) —iXasin(hf)

2 2
und
|p(€)|* = cos®(h€) + (aX)? sin® (h€)
Daraus folgt
sup[p(€)| <1 & PN <1 & |a)<1

und dies ist gerade die CFL—-Bedingunyg.

1.4. Lineare 3—Punkt Verfahren, das Lax—Wendroff Verfahren. In diesem
Abschnitt untersuchen wir lineare 3—Punkt Verfahren der Form

(1.1.16) uﬁ“ = c,lug_l + coug + clug+1

fiir eine lineare Advektionsgleichung u;+au, = 0. Dabei m&chten wir allgemeine Bedingun-
gen fiir die L?-Stabilitéit eines linearen Verfahrens, sowie ein Verfahren zweiter Ordnung
herleiten.

Ein allgemeines 3-Punkt Verfahren (1.1.16) ist konservativ, falls > u; = > (Hu);, also

Zui :c,lzuiq—kcozurPﬁzuiH = (071+CO+01)ZW

Daraus erhélt man zunéchst die Bedingung
c_1+c+c= 1

Mit ¢g = 1 — ¢ — c—7 1af3t sich das Verfahren auch in der Form

, , c_qul — e ol — e
(1.1.17) ug“:ug—A( — : Si . = i
darstellen; die numerische Flussfunktion ist demnach
F(U,U) _ c_1u)\— cC1v

Das Verfahren soll weiterhin konsistent sein, d.h. es muss gelten
F(u,u) = f(u) =au Yu€eR

und wir erhalten wir daraus eine weitere Bedingung an die Koeflizienten ¢_; und ¢; in der
Form
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Definieren wir ¢ = c_1 + ¢; = 1 — ¢g, so ergibt sich fiir das allgemeine 3—Punkt Verfahren

c_1tc1
J J =
(1118) uz - uz - \)\a/ - 9 + 2 (ungl - QU‘Z + u‘gfl)

c_1—c1

wobei ¢ ein freier Parameter des Verfahrens ist.
Das Verfahren (1.1.18) ist nichts anderes als das naive Verfahren korrigiert um einen
Diffusionsterm,
h2ul, , —2u +u h2

G = T 1) + O(hY)
Man beachte hier wiederum die Bedeutung der modifizierten Gleichung: das naive Verfah-
ren besitzt einen negativen Diffusionskoeffizienten und ist daher stets instabil. In (1.1.18)
kann zu diesem Koeffizienten so viel positive Diffusion addiert werden, sodass das resul-
tierende Verfahren stabil wird.

BEISPIEL 1.20. Wdhlen wir in (1.1.18) den Parameter ¢ = 1, so erhalten wir
1—al 1+al
, C—1 =
2 2
Dies liefert offensichtlich gerade das Verfahren von Lax und Friedrichs,

60:0, Cc1 =

J J
i1 ) u,+1 — u'*l 1 ) ) .
W =ul — Aa———— 5 = + §(ug+1 +ul_y) —ul
von dem wir bereits wissen, dass es stabil ist.
LEMMA 1.21. Ein lineares 3-Punkt Verfahren ist genau dann L?-stabil, wenn die Bedin-
gung
(Aa)* <g <1

erfillt ist.

BEWEIS. Wir berechnen den Verstarkungsfaktor des 3—Punkt Verfahrens:
Aa

p(§) = 1- 7(6”’5 —e ey 4 g(eihé _ 94 ek

= 1—iXasin(h§) + g(cos(hg) — 1)
= 1—q+qcos(hf) — irasin(h)
= l—-q+ Q(02 - 82) —1\2acs
mit
= E = in@
€= cos s =sin 7
Daraus folgt
p(§) =1—-q+q(l— 232) — i a2cs =1 — 2qs2 — i a2cs
und
|p(§)’2 = (1- 2qs2)2 + (2)\a)20252 =(1- 2qs2)2 + 4()\a)2(1 _ 82)82
= (1-2gt)> +4(Na)*t(1 - 1t)
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wobei t = 52 = sin? <ﬁ> und ¢ € [0,1]. Damit 148t sich das Quadrat des Verstérkungsfak-

2
tor als ein Polynom f(¢) darstellen,

PP = f(t) =1 —at)’ +pt(1 —t), a=2q¢ [=4a)

mit f(0) =1, f > 0 on [0, 1]. Insbesondere gilt f(¢t) < 1 fiir alle ¢t € [0,1] genau dann,
wenn f'(0) <0 und f(1) < 1. Daraus folgt
f) = 1-)M2<1 e 0<a<2E70<q<1
4(Ma)?

=~
fl0) = B-2a<0 & 3 <2a=4¢(B3=4Xa)?) < ¢> (la)?
Dies ist gerade die Bedingung, die zu zeigen war. U

Man kann nun den Parameter g so wéhlen, dass man ein Verfahren zweiter Ordnung erhélt.
Dazu muss ¢ so gewidhlt werden, dass die numerische Viskositét identisch verschwindet,
d.h. B(u, A) = 0, wobei

Bu, \) = % (% S PoH(u, ., u) —a2(u))

l=—m
Der numerische Viskositdt von (1.1.18) ist gegeben durch

=1 =1

k. 1 A A
a q a q
kB, A) - = §(ﬁ(7 5_7+§)_a2)
k q 2
§(ﬁ_a)

Damit ist die einzige Moglichkeit, ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, die Wahl
q = (a\)? und dies liefert gerade das Verfahren von Lax und Wendroff.

SATZ 1.22. Das Verfahren von Lax und Wendroff,

J J
u u;
i—1 + ()\(Z)2 1+1

J J J
. . U 1 — U —2u; + u;
+1 +
W =yl = Ng—L =L L il

(2 (2 2 2

ist das einzige lineare 3—Punkt Verfahren zweiter Ordnung, das gleichzeitig konservativ,
konsistent und L?—stabil ist.

Wir haben gesehen, dass —Punkt Verfahren L?-stabil, falls (Aa)? < ¢ < 1. Hier existieren
zwei Grenzfille: ¢ = 1 ergibt das Verfahren von Lax und Friedrichs, ¢ = (a))? liefert
das Verfahren von Lax und Wendroff. Beide Verfahren sind stabil unter der Bedingung
|[Aa| < 1, was gleichzeitig die CFL-Bedingung ist.

KOROLLAR 1.23. Besitzt das zugrundeliegende Cauchyproblem eine gentigend glatte Lo-
sung, so ist das Verfahren von Lax und Wendroff zweiter Ordnung konvergent, sofern die
CFL-Bedingung erfillt ist.
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Als Ubungsaufgabe berechne man die modifizierte Gleichung des Lax-Wendroff Verfah-
rens. Da die numerische Viskositdt des Verfahrens identisch verschwindet, ist die mo-
difizierte Gleichung keine Diffusionsgleichung, sondern eine dispersive Gleichung, d.h. die
Gleichung beschreibt Oszillationen im Ortsraum.

1.5. Upwind—Verfahren und das Verfahren von Godunov. Der Grund, wieso
das Verfahren von Lax und Friedrichs Stosslosungen stark verschmiert, ist folgender: die
lineare Advektionsgleichung

u +auy; =0, a>0

mit Anfangsbedingung u(x,0) = ug(z) hat die exakte Losung u(x,t) = ug(x — at). Dies
bedeutet, dass die Losung an einem Punkt (z;,%;41) nur von Daten an den Punkten (y,t;)
mit y < x; abhéngt. Im Verfahren von Lax und Friedrichs dagegen werden zur Berechung
der numerische Approximation am Punkt (x;,t;41) Daten links und rechts vom Ortspunkt
x; verwendet, ndmlich gerade eine Kombination (Interpolation) der Werte in den Punkten
(:L‘Z‘,l, tj) und (.TiJrl, tj).

Fiir die lineare Advektionsgleichung mit positiver Ausbreitungsgeschwindigkeit wire es
tatsAchlich besser, nur die Werte an den Gitterpunkten x;_1 und x; zu verwenden, et-
wa durch Verwendung eines Riickwirts—Differenzenquotienten fiir die Ortsableitung. Dies
fiihrt auf das Upwind—Verfahren, das durch die Gleichung

(1.1.19) Wt = ui — )\a(ug — ug_l), a>0

(2

definiert ist. In diesem numerischen Verfahren werden Informationen nur von links nach
rechts transportiert, genauso so wie bei der exakten Losung.

Fiir negative Geschwindigkeiten a < 0 verwendet man dementsprechend ein Upwind-—
Verfahren in der Form

(1.1.20) ug“ = uz — a)\(uZH — ug)

Das Upwind—Verfahren 148t sich in der allgemeinen Form eines linearen Verfahrens aus
Abschnitt 1.4 schreiben, wobei ¢ = |Aa| gewéhlt werden muss. Dies folgt aus den beiden
Darstellungen (1.1.19) und (1.1.20), die sich einheitlich fiir a € R auch als

(1121) u]+1 — u] _ )\(l 41 1—1 + ‘ a|

7 7 9 2 (ug—f—l - QUZ + ug—l)

schreiben lassen.

Unter der CFL-Bedingung |Aa| < 1 ist das Upwind-Verfahren (1.1.21) L?-stabil, da dann
die Abschitzung (Aa)? < |A\a| = ¢ < 1 gilt. Die numerische Viskositit des Verfahrens ist
fiir @ > 0 gegeben durch

B ) = syl - =5(5 - a?)
1 1
= 2—)\2()@ — (aN)?) = W)\a(l —a\) <1

und es gilt S(u,A) > 0 fiir 0 < aX < 1. Ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit a negativ, so
erhélt man

B(u, A) = —%)\a(l +a)
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und die numerische Viskositét ist positiv fiir —1 < aX < 0.

BEMERKUNG 1.24. Die numerische Viskositit des Verfahrens von Lax und Friedrichs war
gegeben durch ﬁ(l — (\a)?) und ist damit grofier als die des Upwind-Verfahrens, denn
es gilt

r(l—z)<l-2’=01+2)(1-2), O0<z<l

Es ist komplizierter ein Upwind—Verfahren fiir allgemeine nichtlineare Gleichungen zu
definieren: ist die Flussfunktion f monoton, so ist eine natiirliche Erweiterung des Upwind—
Verfahrens (1.1.21) gegeben durch

S Ll =AW = fd ), >0
| w = Al — f@]), <0

Die numerische Flussfunktion 7, ist dabei gegeben durch

_J ), >0
Fawo ={ 10 520

Ist der Fluss f nicht monoton, d.h. die charakteristische Richtung des Informationstrans-
ports kann wechseln, so ist eine Moglichkeit, eine numerische Flussfunktion in der Form

(1122 T R =
1.1.22 Fop (1, 0) = =
g fo, T T
u—v
zu verwenden. Mit a(u,v) = w schreibt man (1.1.22) auch in der Form
1 _
Fup = 2(F() + £(0) ~ Jau,0)] Y

Damit erhélt man das Verfahren von Roe,
ugH = ug — )\[Fup(ui, ui+1) — Fup(ui_l, uz)]

Fin allgemeineres Prinzip die Idee von Upwind—Verfahren fiir lineare Gleichungen auf
nichtlineare zu iibertragen, fithrt auf die sogenannten Godunov—Verfahren: die Idee hinter
diesen Verfahren ist, in jedem Zeitschritt die exakte Lésung von restringierten Anfangs-
wertproblemen definiert auf Gitterzellen zu berechnen. Dabei sind die Anfangsbedingungen
jeweils durch stiickweise—konstante Rekonstruktionen beziiglich der vorgegebenen Gitter-
struktur gegeben, d.h. man 16st jeweils die dadurch definierten Riemannprobleme.

Wir nehmen fiir den Moment an, dass die Flussfunktion f eine strikt—konvexe Funktion ist,
d.h. die Ableitung f’ ist streng monoton wachsend. Weiter sei eine stiickweise-konstante
Rekonstruktion auf der vorgegebenen Gitterstruktur gegeben, die wir aus den diskreten
Werten der numerischen Approximation erhalten, siehe Bild 1.4.
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ux)

- o ' o o o o i-

X
Bild 1.4 Anfangsbedingung in Godunov—Verfahren

Die zeitliche Evolution der stiickweise-konstanten Rekonstruktion ist nun vollstdndig durch
das Verhalten der Unstetigkeitsstellen an den Punkten x;,;/, bestimmt, die selbst als
Losungen von Riemannproblemen auf den Intervallen [x;, ;1) bestimmt werden kénnen.
Die eindeutigen Entropielosungen dieser Riemannprobleme sind entweder

Sur)=f(u)

Up—Ug

e Stosswellen, die mit einer Stossgeschwindigkeit s = wandern
oder

e Verdiinnungswellen, deren Grenzen mit den charakteristischen Geschwindigkeiten
f'(uy) and f'(u;) laufen.

Die Ausbreitungsgeschindigkeit ist damit offensichtlich beschrénkt durch den Term

(1.1.23) v=sup |[f(§)
€]< ull oo

Da benachbarte Unstetigkeitsstellen gerade im Gitterabstand h liegen, werden benachbarte

Unstetigkeitsstellen nicht interagieren, sofern die Bedingung k-v < % erfiillt ist. Dies liefert
gerade

M) <

N —

In diesem Fall lassen sich benachbarte Riemannprobleme unabhéngig voneinander betrach-
ten und man erhilt die exakte Losung des Gesamtproblems einfach durch Zusammenfas-
sung der einzelnen Riemannprobleme.
Um diese Idee der Godunov—Verfahren verwenden zu kénnen, miissen wir die eindeutige
Entropielésung des Riemannproblems

Uy : .I'<xi+l
Ut+f(u)x:0) UO(CI)‘): Uy x>x.+i
: it+i

auf dem Intervall [z;, z;11) bestimmen. Da wir nur an Gittermittelwerten interessiert sind,
konnen wir die gegebene Erhaltungsgleichung tiber dem Intervall [z, 1,2, 1) X [tj, tj11)
2 2
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integrieren und erhalten

iyl iyl

1 1

7 u(tjyr,z)de = 7 u(t;, z) de
T, T, 1

1
i—3 i—5

2
tj+1

1)1 a1 dt
|5 [ St nae- /t flult.z,_y))
tj

2

Nach Definition der Zellmittelwerte ergibt sich damit

ti+1 tit1
) ) 1 1
ug+1:u3—)\ A / f(u(t,xi_i_%))dt—E / f(u(t,xi_%))dt
tj tj

und man erkennt, dass es geniigt, die Losung der jeweiligen Riemannprobleme genau an den
Punkten x =z, 1 zu kennen, allerdings {iber dem kompletten Zeitintervall ¢ € [t;,#;11].
2
Fiir den Fall einer strikt—konvexen Flussfunktion, d.h. f’ ist streng monoton wachsend,
148t sich die Losung am Punkt z = 2, 1 mittels Fallunterscheidung genau angeben:
2
1) Fir f'(u) > 0 und f/(u,) > 0 gilt:

a) Ist f'(w) < f'(uy), so folgt u; < u, und die Entropieldsung ist eine nach rechts
wandernde Verdiinnungswelle. solution will be a rarefaction wave moving to
the right.

b) Ist f'(w;) > f'(uy), so folgt u; > u, und die Entropieldsung ist eine Stosswelle.
Aus der Rankine-Hugoniot Bedingung erhélt man die Stossgeschwindigkeit
8,
. Jlur) — f(u
Uy — U
wobei € € [ug,ur]. Da f'(w;), f'(ur) > 0 und f strikt konvex ist, folgt § =
1/(€) > 0, d.h. die Stosswelle wandert nach rechts.
Tl t) = w; fir alle ¢t € [tj,tj_H).

In beiden Féllen a) und b) gilt demnach u(z,, 1,
2
2) Fiir f/(w) > 0 and f'(u,) < 0, erhéilt man u; > u, und die Entropielésung ist
wieder eine Stosswelle. Man ist allerdings nicht in der Lage, die Richtung der Welle
anzugeben und daher gilt
_Jow, : if$8>0
u(@yg,t) = { un, ¢ if3<0

3) Fiir f'(uw) < 0 and f'(u,) < 0, so sind wiederum Verdiinnungs— und Stosswelle
moglich:

a) Ist f(uw;) < f'(ur), erhalten wir u; < u, und die Entropielésung ist eine nach
links laufende Verdiinnungswelle.
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_b) Ist f(w) > f'(us), so ist die Losung eine links laufende Stosswelle.
Ahnlich zum Fall 1) erhalten wir in beiden Fallen u(z; +1,t) = u, fiir alle t €
[tj:tj41)-

4) Fir f'(w) < 0 and f'(u,) > 0 folgt u; < u,. Die Lésung des Riemannproblems ist
dann eine Verdiinnungswelle, wobei die linke Grenze nach links, die rechte Grenze
nach rechts wandert. Um die Lésung am Punkt x = z,, 1 zu bestimmen, miissen

2
wir den Wert « mit f’(u) = 0 bestimmen, da dieser Punkt gerade den Wert auf der
t—Achse liefert. Dazu schreiben wir

(t,xlJr 1) = U

wobei us die Losung von f’ = 0 bezeichnet. Diese Nullstelle ist eindeutig, da f als
strikt konvex vorausgesetzt wurde, und nennt man auch sonischen Punkt.
In allen moglichen Féllen ist die Losung am Punkt = z;, 1 konstant tiber dem Zeitin-
2
tervall [tj, tj+1), i.e
u(x Z4_1,75) w* (ug, up) = u (uz,ulﬂ)

und man kann das Godunov—Verfahren daher in der Form
(1.1.24) Wl =] = [F ) = Ft (] )]

schreiben, wobei also u* = u*(u,v) die eindeutige Entropielosung des Riemannproblems

: >0
wp + f(w)y =0, wo(ﬂ«"):{z o

am Punkt x = 0 bezeichnet. Insbesondere gilt u*(u,u) = w.

LEMMA 1.25. Fiir strikt konvexe Flussfunktionen f ist das Godunov—Verfahren (1.1.15)
konsistent und konservativ. Fine einfachere Darstellung der numerischen Flussfunktion in
(1.1.24) ist gegeben durch

m[in]f(w) o u<vw

. we[u,v

(1.1.25) Fa(u,v) = max f(w) 5oz
we|v,u

wobei die Darstellung fiir den Fall u < v die Fille 1 a), 8 a) und 4) von oben abdeckt.

BEWEIS. Das Godunov—Verfahren ist nach Konstruktion konsistent und konservativ.
Wir miissen also nur noch die Darstellung (1.1.25) aus den Fallunterscheidungen 1) — 4)
ableiten:

1) Ist f'(w), f'(u,) > 0, so liefert die Lésung des zugehorigen Riemannproblems

(t,xlJr 1) =y

und wir miissen die beiden Félle w; > u, und u; < w, mit der Formel (1.1.25)
vergleichen:
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a) fir u; < u, folgt

min _f(w) = f(w)

wE[ug,ur]
da f monoton wachsend ist. In diesem Fall gilt also
Fa(u,v) = f(u)
was mit der Darstellung in (1.1.25) {ibereinstimmt.

b) fiir u; > u, folgt wieder

max  f(w) = f(u)

wEug,ur
da f monoton wachsend ist und
Fa(u,v) = f(u)
2) ist f'(u;) > 0 und f'(u,) <0, so folgt u; > u, und wir erhalten
~5>0
e N
_ ) flw) s if f(w) = flur) >0
wg[lua;},{ul} f(w) B f(ur) o if f(ul) - f(ur) <0
—_—
$<0
Die Flussfunktion f kann wachsen oder fallen und daher
f fw) : oa(u,v) >0
Fo(u,v) = { fw) : a(u,v) <0

mit a(u,v) = 7““2:5(“)

3) Dieser Fall lduft analog zu 1) und man erhélt

Fg(u,v) = f(u)
4) schliesslich gilt fiir f'(u;) < 0 und f'(u,) > 0 die Beziehung u; < u, und es folgt
min f(w) = f(us)
we[uy,ur]
sowie
Fa(u,v) = f(us)
O

Kommen wir zuriick zur CFL-Bedingung: da die lokalen Riemannprobleme im Godunov—
Verfahren nicht interagieren sollen, hatten wir die Bedingung

1
A< =
R
gefordert. Wir wissen aber nun, dass die Lésung am Punkt = z;, /5 tiber dem Zeitin-

tervall [t;, ;1 1] konstant ist. Daraus kann man schliessen, dass das Verfahren funktioniert,

solange der Wert u*(u], 7, ;) nicht durch ein benachbartes Riemannprobleme gestort wird.

Da der Abstand zweier benachbarter Riemannprobleme zur Zeit ¢t = t; gerade gleich h ist,
erhalten wir wieder die gewthnliche CFL-Bedingung in der Form

IAf<1
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Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen dem Godunov—Verfahren (1.1.25) und dem
nichtlinearen Upwind—Verfahren (1.1.21) untersuchen: die numerische Flussfunktion im
Upwind—Verfahren ist gegeben durch

_ [ ) ifa(uv) >0
Fup(uav) - { f('u) if a(u,’U) <0

M; die Flussfunktion im Godunov—Verfahren ist von der Form

u—v
Fa(u,v) = f(u”(u,v))
Wir betrachten nun wieder die 4 Fille von oben:

1) Ist f'(u), f'(v) > 0, dann folgt auch a(u,v) > 0, da a(u,v) = f'(£§) mit £ € [u,v] or

[v,u]. Damit sind die numerischen Flussfunktionen in beiden Féllen identisch
Fup(%“) = f(u) = FG(“?”)

2) Ist f'u > 0 und f'v < 0, so ist die zugehorige Entropielsung eine Stosswelle, die

nach links oder rechts lauft, also

>0 = Fup(u,v) = f(u) = Fg(u,v)

5<0 = Fup(u,v) = f(v) = Fa(u,v)
3) In Analogie zum Fall 1) gilt

Fup = Fg(u,v) = f(v)
4) Im vierten Fall verwenden wir beim Godunov—Verfahren den sonischen Punkt,
Fa(u,v) = f(us)
Das Upwindverfahren lautet allerdings
Fup(ur) = { o) 1 o) 20

und im Allgemeinen gilt f(us) # f(u) und f(us) # f(v).

Insgesamt gilt also Fg(u,v) = Fup(u,v) bis auf den Fall, in dem eine Verdiinnungswel-
le die Zellréinder durchlduft. Weiter kann man zeigen, dass das Upwind—Verfahren gegen
eine Stosswellenlésung konvergieren kann, die die Entropiebedingung verletzt. Dagegen
werden wir spéter sehen, dass das Godunov—Verfahren stets gegen die korrekte und ein-
deutige Entropielosung des Problems konvergiert. Dies liegt allein an der Verwendung des
sonischen Punkts im Godunov—Verfahren.

mit a(u,v) =

BEMERKUNG 1.26. Das Upwind-Verfahren [Gfst sich auch als ein Godunov—Verfahren in-
terpretieren, das lokal linear Riemannprobleme verwendet: im normalen Godunov—Verfah-

ren l0st man die lokalen Riemannprobleme
u - r<T 1
/ _ _ i+3
w4+ £y =0, u(z,0) {1W: o

Wir betrachten nun die Linearisierung
(1.1.26) vt + a(ug, up)vy =0
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mit der selben Anfangsbedingung wie oben. Die Lisung von (1.1.26) ist gegeben durch

; wo T < Ty + ta(ug, u,)
vlt, z) = Up T > T + ta(ug, uy)

d.h. die Unstetigkeit liuft n Abhdngigkeit vom Vorzeichen von a mnach links oder rechts.
Bezeichnen wir die Lésung am Punkl © = Tivl mit v*(uy, u,) und verwenden diesen
Wert an Stelle von u* aus dem Godunov—Verfahren, so erhalten wir ein Verfahren mit
numerischer Flussfunktion

| flw) ifa(u,v) >0
F(u,v) = { f) if a(u,v) <0

und dies ist exakt die numerische Flussfunktion aus dem Upwind—Verfahren.

1.6. Konvergenz im nichtlinearen Fall, L°°—Stabilitit, TVD—-Eigenschaft.
In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie die Konvergenz eines Verfahrens im Fall einer
nichtlinearen Gleichung untersucht werden kann. Fiir lineare Gleichungen hatten wir den
Aquivalenzsatz von Lax, da wir eine aus Taylorentwicklungen abgeleitete Rekursionsfor-
mel fiir den globalen Fehler des Verfahren zur Verfiigung hatten. Dies ist nur fiir glatte
Losungen moglich, also bei nichtlinearen Gleichungen nicht anwendbar, da die eindeutige
Entropielésung Sprungstellen haben wird.
In diesem Abschnitt werden wir allerdings noch nicht die Konvergenz gegen die Entro-
pielésung zeigen, sondern nur die Konvergenz gegen eine schwache Lésung. Desweiteren
bendtigen wir neben der Konservativitéit und Konsistenz einige weiteren Eigenschaften von
numerischen Verfahren, die diese Konvergenz sichern. Diese Zusatzeigenschaften werden
wieder aus Figenschaften von Lésungen des kontinuierlichen Problems abgeleitet.
Die eindeutige Entropielésung einer nichtlinearen Gleichung u; + f(u), = 0 erfillt die
beiden folgenden Eigenschaft

e Es gilt folgende Abschétzung fiir die L>°-Norm der Losung
(1.1.27) Jut, )z < [luoll o=

fir fast alle t € R
e Es gilt folgende Abschétzung fiir die totale Variation der Losung

(1.1.28) TV(u(t,-)) < TV(up)
fiir fast alle ¢t € R4.. Dabei ist die totale Variation definiert durch
TV(u) = sup /<p/u dx

<1
lel< 5

) 1
= limsup —
e—0 €

/ lu(z +€) —u(z)| dx
R

und BV(R) = {u : w € L} (R), TV (u) < co}.

loc
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Die beiden Eigenschaften (1.1.27) und (1.1.28) lassen sich natiirlich direkt auf ein Diffe-

renzenverfahren iibertragen: ist ug(z) € BV(R) eine stiickweise konstante Funktion,
up(z) =u; =z € [$if%7$i+%)

dann definieren wir

TV(uk) = Z ‘ui+1 — UZ|
SVA
Weiter setzen wir
o e = max

DEFINITION 1.27. FEin Differenzenverfahren definiert durch H ist L°°—stabil, falls fiir alle
stiickweise konstanten Funktionen vy € BV (R) und k € [0, ko] gilt
[Hugllzoe < vk llze

DEFINITION 1.28. FEin Differenzenverfahren definiert durch H besitzt die TVD-Eigenschaft
(Total Variation Diminishing), falls fiir alle stiickweise konstanten Funktionen v, € BV (R)
und k € [0, ko| gilt

TV(H’Uk) < TV(Uk)

Let us check this additional properties for the Lax—Friedrichs scheme.

BEISPIEL 1.29. Das Verfahren von Lax und Friedrichs lautet

1 ungl +ul f(ungl) — ful_)
wy; = 5 . 5

Um die L*°-Stabilitit zu iberprifen, berechnet man unter der Annahme uzﬂ #* ugfl

S Uil Uy Ul - uzq)\f(ugﬂ) — flu]_4)

i 9 9 i ]
L |

J J J J
Wi Uy Wiy — W
_ A (€
. ),
wobei 53 € (ug_l,ug+1). Aus der CFL—Bedingung folgt |)\f’(§f)| <1 und damit

J J J J
LSt = Vit Uiy I o Jitr — i
¢ 2 2
fiir ein o € [—1,1]. Also gilt u! ™' € (ug_l,ugﬂ) und

o .
Mz < [lugllze

Zur TVD-FEigenschaft betrachtet man

uly —ul f(U3+1)—f(UZ)_(UZ—UZ1 f(Uf)—f(U31)>

2 A 2 2 2

+1
wl™

— )
i - ui+

=l gy ) (- APE) - (]~ )1+ AFELL))
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wobei 53 (uf,uzﬂ) Da TV (u ]Jrl) > |ui_tll ]+1| setzen wir

. . . 1 . 1 . . .
ugi_ll - ug-{—l = UZH + §(uf+2 Z+1)(1 —Af( erl)) 2(ug+1 - UZ)(l + )‘f/(gzj))

= (1 + i — (1= AT - 50 )+ AL

= Sl Hnu—Af<How%;w—u DL+ AF(E )

Unter Zuhilfenahme der CFL-Bedingung folgt 1 = )\f’(ﬁgﬂ) > 0 fiir alle ¢ € Z und daher

j+1 +1 +1
TV(?@ ) = ZWH 3

IA

1 - . .
Z 5‘“?4—2 - ug+1| (1= Af( f+1)) |U - U J@ NS ( D)
‘ >0 >0

= Z |u§+1 —u| = TV(“%)

wobei der Index um 2 verschoben wurde. Damit besitzt das Verfahren von Lax und Fried-
richs unter der CFL-Bedingung die TVD-Figenschaft und ist L°>°—stabil.

Die zentrale Aussage ist nun, das Verfahren, die L°°—stabil sind und die TVD-FEigenschaft
besitzen, gegen eine schwache Lésung konvergieren.

SATz 1.30. Sei durch H mit (Hv); = H (Vi—my ..y Vitm) €in Differenzenverfahren definiert.
Das Verfahren sei konservativ, konsistent mit lokal Lipschitz—stetiger Flussfunktion F,
L>°—stabil und besitze die TVD-FEigenschaft. Weiter sei ug € BV(R)N L. Dann existiert
eine schwache Losung u der Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0 und eine Folge k; —
0,1 — oo, sodass fir k; = Ahy, A konstant, eine mittels H generierte Teilfolge uy, (z,t) in
L°°((0,7), Lloc( )) fiir jedes T > 0 gegen u konvergiert.

BEMERKUNG 1.31. Der Satz liefert nur die Konvergenz gegen eine schwache Ldsung,
nicht notwendigerweise gegen die eindeutige Entropieldsung. Fiir das nichtlineare Upwind—
Verfahren nach Roe kann man etwa ein Beispiel angeben, fiir das eine Teilfolge des Ver-
fahrens gegen die korrekte Verdiimnungswelle, eine andere Teilfolge aber gegen eine falsche
Stosswelle konvergiert.

Zum Beweis des Satzes benttigen wir noch zwei Hilfsmittel:

LEMMA 1.32. Gegeben sei ein TVD-Verfahren mit einer lokal Lipschitz—stetigen numeri-
schen Flussfunktion. Weiter sei das Verfahren L™ -stabil. Dann existiert eine Konstante
C >0, sodass fir allen >m >0

1" (ug) — H™ (up) || < C(n—m)ETV (ug)

wobei ug(x) eine stickweise konstante Funktion ist.
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BEWEIS. Wir schreiben
(H(uk))i —ui = =A(fip1 — f_1)

2 2
mit
firr = fip1(Wimmirs o tigm),  fim1 = fi 1 (Wiem,y oo Uigm1)
Da f Lipschitz—stetig ist, erhalten wir mit ¢; = ¢1(f, ||u|/ L)

m

(H (ur))s =il <Aer Y i — wigg |
l=—m+1

Summation iiber ¢ € Z und Multiplikation mit 1/h ergibt dann
| H (ug) — ugl| 2 < 2meik TV (uy)
Mit der Beziehung H'*!(u) = H(H'(u)) erhilt man auf die gleiche Weise
| H Y (ug) — H (ug)|| < 2mesk TV (H (ug)) < 2meokTV (ug)
aufgrund der TVD-Eigenschaft und

co = eo(f, | H ugll ) = eo(f, uplpee), 1€ N
da das Verfahren L*>°—stabil ist. Fiir n > m gilt

n—1

H"(uy) = H™ (w) = Y (H* (wp) = H ()

l=m

und dies ergibt

n—1
| H () = H™ () |1 < 3 CRTV(ug) = (m — n)C kTV (uy)
l=m

O

LEMMA 1.33. Gegeben sei ein konservatives, L —stabiles TVD-Verfahren mit lokal Lip-
schitz—stetiger Flussfunktion. Dann existiert eine Konstante C > 0 (abhingig von f und
lluol||ze< ), sodass fiir alle T > 0 gilt

) k@) llpr < [lug(0,)l|lpr +C - T - TV(ug(0,-)), 0<t<T

2 ue(t) — ue(s, s < Ot — sl + B)TV(uk(0, ), 0<s,t<T

3)  TV(uk(- 1)) < TV(ug(-,0))

BEWEIS. Die dritte Aussage folgt offensichtlich aus der TVD-Eigenschaft; Teil 1) folgt
direkt aus dem vorangegangenen Lemma. Sei also ¢, < s < tp41 und ¢, <t < tp41. Dann
gilt

|t —tn] < |t —s|+k
und
ug(t, ) —ug(s, ) = ug(tn, ) — u(tm, )
Damit folgt ebenfalls die zweite Aussage aus obigem Lemma. O
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BEWEIS. (zu Satz 1.30) Wir geben hier nur die wesentlichen Schritte an, ohne alle
Einzelheiten genau auszufiihren. Die Idee ist, das Ergebnis aus den Satz von Lax und
Wendroff aus Abschnitt 1.1 zuriickzufiihren. Dazu miissen wir iiberpriifen, dass

1) die stiickweise konstanten Funktionen uy in L*°((0,7"),R) beschrinkt sind,
2) die Folge u(t,-) in L}, .((0,T),R) und f.ii. in (0,T) x R konvergiert.

Wir zeigen zunéchst, dass ug(t, ) in BV(R) und fiir ¢ € [0, 7] gleichméBig beschrénkt sind:
es gilt

TVO(0.) = 3l = o] =3 /'“O“h @)y,

wl»a

/‘UO a:+h —Uo( )|d

Daraus folgt TV (ug(0,-)) < TV(uO) und mit Teil 3) aus Lemma 1.33
TV (ug(t,-)) < TV(uo)

Also sind die ug(t, -) gleichméBig beschrankt in BV(R).

Gleichzeitig ist aber ug(t, -) gleichmé&Big beschrénkt in L°°(R), da das Verfahren L*°—stabil
ist.

Danach zeigen wir, dass die Folge ug(t,-) fiir & — 0 konvergiert. Zunéichst beweist man,
dass die kanonische Einbettung von BV(Q) in L'(Q), @ C R? mit Lipschitz-stetigem
Rand, kompakt ist. Sei dann (sy,)nen eine abzéhlbare Teilmenge in [0,7]. Damit existiert
fiir jedes s; eine in BV(R) beschrinkte Teilfolge ug, (s, ), die in L}, (R) konvergiert, d.h.

loc
/\Ukl s1,-) — u(sy,-)|de — 0

fiir k; — 0 und jede beschrankte Menge 2 C R.

QCR. '
Gleichzeitig zeigt ein Diagonalisierungsargument, dass die gleiche Teilfolge uy, (s;,c) fiir
jedes s; gegen u(sj,-) konvergiert. Um dieses Ergebnis fiir alle ¢ € [0,7] zu erhalten,
betrachten wir eine Zerlegung des Intervalls [0, 7] in Teilintervalle (¢ 5, tn+1),tN € (Sn)neRr,
wobei die Linge der Teilintervalle kleiner als ein ¢ ist.

Dann existiert fiir jedes ¢ € [0,7] ein ¢y mit [ty —t| < € und fiir k; > k; gilt die Abschétzung

HUkl(',t) _uk[('7t)||L1 < HUkl(',t) _ukl('7tN)HL1
+ Hukl('7tN) - uk[('vtN)HLl
+ Hukl-()tN) - ukl“(‘vt)HLl

Aus Teil 2) von Lemma 1.33 wissen wir, dass der erste und dritte Term auf der rechten Seite
durch C'- (e+k;) beschrinkt sind. Der mittlere Term entsteht durch eine konvergente Folge

aus dem zweiten Schritt. Daher ist uy, (¢, -) eine Cauchyfolge in L%oc (R) und gleichm#Big in

t und wir konnen eine Teilfolge auswahlen, die in L ((0, T), Llloc(R)) und f.i. konvergiert
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und gleichzeitig in L°°(Rx (0, 7)) beschrénkt ist. Damit haben wir die Voraussetzungen des
Satzes von Lax und Wendroff und kénnen damit auf die Konvergenz gegen eine schwache
Losung schliessen. O

Erinnern wir uns an das Beispiel 1.29, so sehen wir, dass die Uberpriifung, ob ein Verfahren
L°—stabil ist oder die TVD-Eigenschaft besitzt, aufwendig sein kann. Man sucht daher
nach Moglichkeiten, die Uberpriifung einfacher zu machen.

DEFINITION 1.34. FEin Verfahren definiert durch H 1if$t sich in inkrementeller Form schrei-
ben, falls lokal beschrinkte Funktionen C' und D existieren, sodass

Wt =l + C';_%(UZH - uf) - D (=)

i _ i
L

wobei
J _ J J
Ci+% = C(uj_py1y - Uipp)
J _ J J
il = D(ui_p_H, ""“H—p)
und p € Ng.

BEISPIEL 1.35. Wir betrachten wieder das Verfahren von Lax und Friedrichs:

1 o1 Fl) = ful) :
T Y R S )

UZ-+1—U

g <1 ! )\f(ug)' : fj(“fl)) (u] —ul_,)

J
2 U; — Uy

Damit sind die beiden Funktionen C und D gegeben durch

Cu,v) = 1 <1 - )\M)

2 p—
D(u,v) = % <1 +Aw>

und, da f € C! ist, auch lokal beschrdinkt.

SATz 1.36. Das Differenzenverfahren definiert durch H sei in inkrementeller Form gegeben
und es gelte CZ,]JF%,DZ?JF% >0 fir alle i € Z.

1) Gilt CZJ+% + Df_% <1, so ist das Verfahren L°°-stabil.

2) Gilt CZJF% + D?Jrl <1, so besitzt das Verfahren die TVD-FEigenschaft.

2
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BEMERKUNG 1.37. Ist ein Verfahren konservativ und konsistent, so haben wir
- .
u = ul - )‘(fz‘+§ - fi—%)

= w A @) = fiyy = @) = fi1)

. Ful, ... u) — F(u! ol . ;
= Tt e i) )
Uiy — U
_)\F(u?, e ul) —'F(ugfm, “"ungm*l)(ug )
J J
Wy — U

Daher muss F(ug_m_H, ...,ug+m) fiir ug_H — ui gegen F(uz, ,uf) konvergieren, um ein
Verfahren in inkrementeller Form schreiben zu kénnen. Anderenfalls wdren die Koeffizi-
enten nicht lokal beschrinkt. Dies gilt natirlich fir 3—Punkt Verfahren.

Aufgrund der letzten Bemerkung definiert man

DEFINITION 1.38. FEin konservatives Differenzenverfahren definiert durch H nennt man
essentiell 3—-Punkt, falls die numerische Flussfunktion F fiir u € R die strengere Konsi-
stenzbedingung

FUpg1y ooy U, Uy Uy U,y ooy Upy) = f10)
erfillt.

BEMERKUNG 1.39. Jedes konsistente und konservative 3—Punkt Verfahren ist essentiell
3—Punkt.

LEMMA 1.40. Ist ein Verfahren essentiell 3—Punkt mit lokal Lipschitz—stetiger Flussfunk-
tion F', so lafit sich das Verfahren in inkrementeller Form schreiben mit
:)\f(ui)_fpr% D :)\f(U?ﬂ)—f&%

J

j .7 i+ Jj
Wi — U 2 W — U

J
Ci+

N

Eine andere hilfreiche Darstellung von Differenzenverfahren ist die viskose Form.

DEFINITION 1.41. FEin Differenzenverfahen lifit sich in viskoser Form darstellen, falls eine
lokal beschrinkte Funktion Q = Q(U—m41, ..., Up ) ezistiert, sodass
; ; J J J J J J
Fdyy) = ) | Dy (i~ — @y~ )
2 2
mit Qiy 1 = Qi—mt1; s Uim)-

J+1 _
w;l = up — A

BEISPIEL 1.42. Wir betrachten wieder das Verfahren von Lazx und Friedrichs

S Ui Uiy )\f(uZJrl = fu]_4)

¢ 2 2
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Dabher gilt Q(u,v) = 1.

Bleiben wir kurz beim Verfahren von Lax und Friedrichs und definieren

Ci]Jrl _ §(QZ+1—)\f( zJ]rl) f]( z))
2 2 Uiy —U;
Dg+l - §(QZ+1 + )‘f( Hj—l) fJ(' Z)>’
2 2 Ui — U;
so lautet die inkrementelle Form
u—I—CJ (z+1 u{)—DZi (u —u{ 1)

1
2
S . . A
=l = () - fl) - 5
1 . . Y . .
—|—§Qz+%(u§+1 —ug) = §Qf,%(Uf —ui_y)
Sl = ) Qi (ufy =) = Qs (uf —uiy)
= u; — A +
2 2
Im allgemeinen Fall gilt folgende Aussage:

LEMMA 1.43. 1) Ist ein Verfahren in viskoser Form gegeben, so ist das Verfahren es-
sentiell 3—Punkt und kann in inkrementeller Form mit Koeffizienten CJ . and Dirl
2 2

wie oben angeben geschrieben werden.
2) Ist ein Verfahren essentiell 3—Punkt mit lokal Lipschitz—stetiger Flussfunktion F,
dann kann das Verfahren in viskoser Form geschrieben werden mit

)\f(ui) + fuivr) = 2f;4 1

Ui+1 — Uy

Qi1 =C1+ D1 =
Eine direkte Folgerung ist dann

SATZ 1.44. Sei ein Verfahren in viskoser Form gegeben. Dann gilt:

a) Gilt )\\Lf(u| < QJ <1, so ist das Verfahren TVD.

'L+1 w;

1

b) Gilt Al fu ZH) ( )\ < QJ 1 < =, so ist das Verfahren L™ —stabil.

2-1—1 - u 2 2
BEWEIS. a) Wir nehmen an, dass

wl, ) — ful
NLUMES iy

wl

J
L uj

und die beiden Terme Cz'j+1 und DJ.Jrl wie oben. Dann gilt

2 3

¢’ >0, D', >0

it ity
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and
c? 1t Z+1—Q”

Damit besitzt das Verfahren d1e TVD- Elgenschaft.
b) Wir nehmen an, dass

W
ugﬂ—u] 2
Dann gilt C’iLl,DZﬁ_l € [0, 1] und daher
2 2
¢, +DJ , €10,1]
i*+3 =3

Damit ist das Verfahren L°°—stabil.
O

Fiir ein konservatives und konsistentes 3-Punkt Verfahren, das in viskoser Form geschrie-
ben werden kann, gilt also

Clwv) = 5(Quv) -

yJ) - f(U)) _J) — F(u,v)

D) = %(Q(u,v) N /\f(vz : i(u)) _ )\f(v)v—_Fqiu,v)
Quv) = ALWF fiv)_LQF(U’U)
und Q@ = C + D.

BEISPIEL 1.45. Beim Verfahren von Lax und Friedrichs gilt QZ+1 = 1. Die Bedingung aus
2

dem letzten Satz lautet dann

fuiv1) — f(uz-)‘ <1

A max |
( Ui+1 — Uy

was gerade wieder die CFL-Bedingung ergibt. Dies liefert einen einfachen Beweis, dass
das Lax—Friedrichs Verfahren die TVD-FEigenschaft besitzt.

BEISPIEL 1.46. Die numerische Flussfunktion im Verfahren von Roe ist gegeben durch
_ [ f(u), a(u,v) >0
M_{f@7dww<0
beziehungsweise
1 v —U
Fr = £(u) + £(0) ~ la(u, o) ",

Q(u,v) = Ala(u, v)|
Damit folgt
j Uit1) — J (U
Qerl _ )\|a(ui’ui+1)| _ )\|f( +1) f( )|
2 Ujp1 — Ug
und das Verfahren besitzt unter der CFL-Bedingung die TVD-FEigenschaft.
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BEISPIEL 1.47. Die Verallgemeinerung des Verfahrens von Lax und Wendroff auf den
nichtlinearen Fall ist gegeben durch

VA S )\f(ui+1) — flui—1)

1 1 2

fuipr) — f(u)
2

Damit ist die numerische Flussfunktion gegeben durch

Flaw) = FO S0 ) S

u

Jug) — flui1)

+2%[a(ui, uiyr) 5 ]

— a(ui—1, u;)

2 2
Man erhdlt also fiir @ den Ausdruck
—2F
Q:)\f(u)+f(v) (U’U) :()\a)Z
v—u
und ‘
QZJF% = ()\ai_,_%)Q ai+% = a(ui, Uiy1)

Demnach ist die Bedingung aus dem Satz nicht erfillt, d.h. das Verfahren ist nicht notwen-
digerweise TVD. In der Tat lassen sich Beispiele angeben, in denen die totale Variation
anwdchst.

1.7. Monotone Verfahren. In diesem Abschnitt iibertragen wir eine weitere Eigen-
schaft des kontinuierlichen Problems auf ein numerisches Verfahren, néamlich die Monoto-
nieeigenschaft: sind ug und vy zwei gegebene Anfangsbedingungen zur Zeit ¢t = 0 fiir die
Gleichung us + f(u), = 0 mit ug > vy, so erfiillen die zugehérigen Entropielésungen die
Ungleichung u(-,t) > v(-,t) fast iiberall in R und fiir fast alle ¢t € R,..

DEFINITION 1.48. Ein Verfahren definiert durch H ist monoton, falls fiir alle u; < v; folgt:
(Hu); > (Hv); fir alle i € Z.

Ein Verfahren ist offensichtlich monoton, falls die Gittertransferfunktion H in jedem Ar-
gument monoton wachsend ist.

BEISPIEL 1.49. Fiir das Verfahren von Lax und Friedrichs gilt

ut tu-1 flu) = fuy)
2 2

H(u—1,up,u1) =

und man berechnet direkt
T+ Af(u_y) 1—Af(uq)
2 ’ 2
Ist also die CFL—-Bedingung erfillt, so sind alle Ableitungen nicht-negativ und daher H
in jedem Argument monoton wachsend. Also ist das Laz—Friedrichs Verfahren monoton.

O_1H = SoH =0, OH =

Beim Godunov—Verfahren erinnern wir uns an die beiden Schritte des Verfahrens: die exak-
te Berechnung der lokalen Riemannprobleme mit stiickweise konstanten Funktionen sowie
die sich daran anschliessende Berechnung der neuen Zellmittelwerte. Da wir im ersten
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Schritt die exakte Entropielosung berechnen, erfiillt dieser Teil des Verfahrens offensicht-
lich die Monotonieeigenschaft. Im zweiten Schritt berechnet man fiir u > v
ity i3
1 1
— udr > — vdz
i) ey
i— L i— i
2 2
Die erste Aussage beziiglich monotoner Verfahren ist

SATZ 1.50. Ist ein Verfahren definiert durch H monoton und konservativ, so ist es L™ -
stabil und besitzt die TVD-FEigenschaft.

Wir zeigen zunéchst

LEMMA 1.51. (Crandall-Tartar)
Sei M € LY(R) mit 0 € M und max(u,v) € M, falls u,v € M. Weiter sei T : M — L'(R),

sodass
/ Tudx = / udx

R R
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1) T ist monoton auf M, d.h. gilt u < v f.i., so folgt Tu < Tv f.i.
2) T ist eine Kontraktion, d.h. |[Tu — Tv|/ ;1 < ||lu— vl fir alle u,v € M.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Richtung 1) = 2): Sei w; = max(w, 0). Dann folgt mit
w € M ebenfalls wy € M. Nun gilt max(u,v) > u,v und, da T monoton ist, T'(max(u, v)) >
T(u),T(v). Wir erhalten also

T(max(u,v)) —Tv > max(Tu — Tv,0) = (Tu — Tv),
und

/ (Tu — Tv)de < / (T(max(u,v)) — Tv) dz = / (max(u, v) — v) dz

R R R
< /(u—v)tda:
R

Da aber |u —v| = (u — v); + (v — u)¢, folgt

/\Tu—Tv[ dx</\u—v]d:v

R R

d.h. die Abbildung T ist eine Kontraktion.
Fiir die umgekehrte Richtung beobachten wir zunéchst, dass

(u =)= 5(ju—vl +u—v)
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und daher
1
/(Tu—TU)tdx = 5/(|Tu—Tv|—|—Tu—Tv) dx

R R
1
< 5/(|u—v|+u—v) dx:/(u—v)tdx
R R

Gilt u <o f.i., so folgt (v — v); = 0 f.ii. und

(1.1.29) (Tu —Tv)ydx <0
/

Da aber w; > 0 f.ii. fiir alle w € M gilt, folgt (T'w — Tw); > 0 f.ii. Zusammen mit (1.1.29)
erhalten wir also (T'u — Tv); = 0 f.ii. und nach Definition von w; gilt Tu < Tw f.ii., d.h.
die Abbildung T ist monoton. O

LEMMA 1.52. Ein monotones und konservatives Verfahren definiert durch H ist L'—kon-
trahierend, d.h. die Funktion H erfillt fir alle stiickweise konstanten Funktionen uy, vy €

LY(R) und alle k € [0, ko] die Bedingung
[Huy, — Hop|l 1 < [lug — vgll
BEWEIS. Sei M die Menge aller stiickweise konstanten Funktionen in L!(R). Dann

gilt max(u,v) € M, falls u,v € M und wir kénnen das Lemma von Crandall und Tartar
anwenden: Nach Definition gilt

[Hull g =h) |[(Hu)i|
1€Z
Gleichzeitig haben wir
m
|(Hu)i| = [H (i, .. tigm)| < max ) i) < ) Juig

{—-m,..., —

wobei wir verwendet haben, dass das Verfahren L°°—stabil ist. Damit folgt

1l <50 Juisd = 3 0 Juisdl = @m+ 1flull

€2 l=—m l=—m i€z
und H : M — L'(R).
Da wir angenommen haben, dass das Verfahren konservativ ist, gilt

(1.1.30) /Hudx:hZ(Hu)i:hZui:/udw
R i€z i€z R

Nun ist H monoton und erfiillt (1.1.30). Nach dem Lemma von Crandall und Tartar folgt
daraus, dass H als Abbildung in L' kontrahierend ist. O

LEMMA 1.53. Ist ein Verfahren definiert durch H kontrahierend in L', so besitzt das
Verfahren die TVD-FEigenschaft.
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BEWEIS. Man berechnet
1
TV(Hu) =Y |(H(u))it1 — (H(w))i| = EIIHU — Hul| 1
VA

mit u = u;, v = w1 auf (@, _1,x; 41 ). Da das Verfahren L!-kontrahierend ist, folgt
2 2

1
TV(HW) < 7o —ull = 3 uigs = wl = TV(w)
iE€EZ

Es bleibt zu zeigen, dass monotone Verfahren auch L°°—stabil sind.

LEMMA 1.54. Ist ein Verfahren definiert durch H monoton und konservativ, so ist das
Verfahren auch L°°—stabil.

BEwEIS. Wir zeigen, dass die Gittertransferfunktion H folgendes Maximumprinzip
erfiillt:

(1.1.31) l min = Ui < HWimmy - oy Uigm) < X Uiy
=—m,...,m =—m,...,m

aus dem bereits die L*°—Stabilitét des Verfahrens folgt.
Fiir eine gegebene Folge (u;);cz, defineren wir die konstante Folge mit w; = w fiir alle
1€Zund w = max v;. Da das Verfahren konservativ ist, gilt
1€
H(Wi—m, -, Witm) = w; — A (fi+% - fi_%> =w
Wegen der Monotonie folgt mit u; < w;
H(Uifmy cee 7ui+m) < H(wifmu cee >wi+m) =w

Mit einem #hnlichen Argument zeigt man den linken Teil der Abschétzung (1.1.31) und
damit ist das Verfahren L°°-stabil. O

Monotone Verfahren scheinen also sehr attraktiv zu sein, aber solche Verfahren besitzen
einen entscheidenden Nachteil:

SATZ 1.55. Sei durch H € C3(R?*™+1) ein konservatives, konsistentes und monotones Ver-
fahren definiert. Dann ist das Verfahren mazimal ein Verfahren erster Ordnung.

BEWEIS. Damit das Verfahren kein Verfahren zweiter Ordnung ist, miissen wir iiber-
priifen, dass der lokale Abschneiderfehler,

(Lu)(z,t) = —kOy(B(u, \)dpu) + O(k?)
mit
1)1

= > POH(u,...u) —a*(u)|, a(u) = f'(u)

ﬂ(uv)‘): 5 2

l=—m

nicht verschwindet. Zunéachst berechnet man

OH (Ui ooy Um) = 610 — A(O—1F (Ut 1y -+ Um) — O F (U ooy Un—1))
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und Summation iiber [ = —m, ..., m ergibt
S IHu, yu) = =X Y L0 F(u,...,u) = O F(u,. .. u)
l=—m l=—m

= —\ Z (+ 1O F(u,...,u) — IO F(u,...,u))

l=—m

= —A Z O F(u,...,u)
Da das Verfahren konsistent ist, f(u) = F(u,...,u), folgt

a(u) = f'(u) = Y OF(u,...,u)

l=—m

Aus der Monotonie folgt 0;H > 0 und damit

m

MW =Y 10 H(u,..ou) = > INVOH\OH

l=—m l=—m

Mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung folgt

(Af'(w)® < (f: ZQOZH) (f: 8lH)

l=—m l=—m

m
Da H konservativ ist, haben wir Y 0;H(u,...,u) =1 und

I=—m

A f(w)* < Y PoH(u,..,u)

l=—m

Daraus folgt, dass

(1.1.32) Blu, \) = % ( > PoH(u,....u) — ()\f’(u))2> >0

l=—m
Das Gleichheitszeichen in (1.1.32) gilt nur, falls in der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
das Gleichheitszeichen gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die beiden Vektoren
(—mO_pmH, ..., mOpH) und (0_,H,...,0nH) in R***! linear abhingig sind, d.h. es
existiert ein ¢ # 0, sodass [0} H = cO;H fiir alle | = —m, ..., m. Das kann aber nur erfiillt
sein, falls maximal eine Ableitung ungleich null ist, d.h.

OH =0, VYIi#l

Wegen der Konservativitét folgt dann aber ), 0,H = 0;,H =1 und

—)\f'(u) == lanOH = lo

Das bedeutet aber, dass f/(u) = lp/A = a konstant ist und die Flussfunktion demnach eine
lineare Funktion ist, f = a - u. In diesem Fall kann man sogar zeigen, dass das Verfahren



1. SKALARE ERHALTUNGSGLEICHUNGEN 41

die exakte Losung liefert. Abgesehen von diesem trivialen Fall, ist das Verfahren allerdings
maximal von erster Ordnung. O

Eine Abschwéchung des Begriffs monotone Verfahren sind die sogenannten Monotonie—
erhaltenden Verfahren:

DEFINITION 1.56. FEin Verfahren definiert durch H heifst Monotonie—erhaltend, falls fiir
jede stiickweise konstante Funktion u, € L™, k € (0,kg), die entweder monoton nicht-
wachsend oder nichtfallend ist, dieselbe Aussage fiir (Hu) gilt.

Eine Verfahren, das die TVD-Eigenschaft besitzt, ist gleichzeitig Monotonie—erhaltend
und wir haben die Folgerungen

Monoton = L!~kontrahierend = TVD = Monotonie—erhaltend

Weiter gilt, dass ein lineares, Monotonie—erhaltendes Verfahren auch gleichzeitig monoton
ist. Damit ist aber auch jedes lineare, konservative, konsistente TVD—Verfahren maximal
erster Ordnung.

FEine dhnliche Aussage gilt auch fiir nichtlineare Verfahren: ein nichtlineares, konservati-
ves, konsistentes 3—Punkt Verfahren, das zusétzlich die TVD-Eigenschaft besitzt, ist ma-
ximal erster Ordnung. Mochte man also TVD—Verfahren zweiter Ordnung konstruieren,
so miissen diese mindestens nichtlinear und keine 3—Punkt Verfahren sein. Das Verfah-
ren von Lax und Wendroff ist zwar ein Verfahren zweiter Ordnung, erfiillt aber nicht die
TVD-Eigenschaft.

1.8. Konvergenz zur Entropiel6sung. In Abschnitt 1.6 hatten wir die Konver-
gens eines Verfahrens fiir den Fall einer nichtlinearen, skalaren Erhaltungsgleichung un-
tersucht: ist das Verfahren konservativ, konsistent, L°°—stabil und besitzt es die TVD-
Eigenschaft, dann konvergieren die numerischen Approximationen fiir & — 0 gegen eine
schwache Losung der Gleichung, allerdings nicht notwendigerweise gegen die eindeutige
Entropielésung.

Um die Konvergenz gegen die Entropielsung zu gewéhrleisten, miissen wir noch das Kon-
zept der Entropie vom kontinuierlichen auf den diskreten Fall tibertragen: ist u(z,t) die
Entropielésung des Problems, so erfiillt v im schwachen Sinne die Ungleichung

(1.1.33) nu)e +o(u), <0

fiir alle Entropie-Entropiefluss—Paare 7, o, wobei n(u) eine konvexe Funktion ist und ¢’ =
! £l

nf.

Diese Eigenschaft setzen wie folgt in ein numerisches Verfahren um:

DEFINITION 1.57. Ein Verfahren definiert durch H mit (Hu); = H(Ui—p, ..., Uitm) nENNL
man e—konsistent fiir ein festes Entropie—Entropiefluss Paar (n,0), falls eine Funktion ¥ :
R?™ — R existiert, die mit o konsistent ist, d.h.

Y(ty.yu) =0(u), YueR
und zusdtzlich die folgende diskrete Entropiebedingung erfiillt,
(1.1.34) n(ith) <n(d) = A (Siy1 - %)
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wobei EH% = E(ug_mﬂ, e ,ug+m).
Die Entropiebedingung (1.1.34) ist also eine diskrete Approximation der Entropieunglei-
chung (1.1.33), denn es gilt

n( ) = nlw) | Firg ~ %

k h

SATZ 1.58. Ist ein Verfahren konservativ, konsistent und monoton, so ist das Verfahren
e—konsistent fir alle Entropie—Entropiefluss Paare (n,0).

<0

Beispiele fiir e-konsistente Verfahren sind das Lax—Friedrichs und das Godunov-Verfahren.
Den Beweis des Satzes fithren wir zuriick auf folgende Aussage

SATZ 1.59. Ist ein Verfahren konservativ, konsistent, L°°—stabil, TVD und e—konsistent
mit einer lokal Lipschitz—stetigen numerischen Flussfunktion F sowie TV (ug) < 00, so
konvergiert die Folge (ug)ger fiir k — 0 in L°°((0,T), L}, (R)) fir alle T > 0 gegen die
eindeutige Entropielosung des Problems.

BeEwEIs. Wir nehmen an, dass die Folge nicht gegen die eindeutige Entropieldsung
konvergiert. Dann existiert eine Teilfolge uy, und ein 2 C R, sodass

Hukl('vt) - u(')t)HLl(Q) >c>0

wobei u die eindeutige Entropielésung bezeichnet. Aus dem Konvergenzsatz 1.30 wissen
wir aber, da das Verfahren L°°-stabil und TVD ist, dass die Folge uy, eine Teilfolge
besitzt, die in L>((0,T), L},.(R)) konvergiert. Da das Verfahren e-konsistent ist, erfiillt
diese Teilfolge im Grenzwert die Entropiebedingung und es muss daher, im Widerspruch
zur Annahme, gelten

Hukln (1) = u('vt)”Ll(Q) — 0

KOROLLAR 1.60. Jedes monotone Verfahren konvergiert gegen die Entropieldsung.

Da die Uberpriifung, ob ein Verfahren e-konsistent ist, schwierig ist, fithrt man den Begriff
von sogenannten E-Verfahren ein.

DEFINITION 1.61. FEin konsistentes und konservatives Verfahren heiffit E-Verfahren, falls
die numerische Flussfunktion fir alle u zwischen u; und u;+1 die Ungleichung

sign (w41 — Ui)(flur% — f(u)) <0
erfillt.
Dann gilt
LEMMA 1.62. Se:
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Ein Verfahren definiert durch H ist genau dann ein E—Verfahren, falls gilt
fivt = fﬁ% Jor u; < wip
fivy = fﬁ% Jor u; > uip
wober fgr , die numerische Flussfunktion des Godunov—Verfahren bezeichnet, d.h.
2
fﬁr% = F%(ui, uit1)
Ein Verfahren definiert durch H ist ebenfalls genau dann ein E-Verfahren, falls gilt
G .
QZ-I—%SQH'% VZGZ
wobei in; die numerische Viskositdt des Godunov—Verfahrens bezeichnet, d.h.
2

f(w) + f(v) = 2F%(u,v)

v—1Uu

QS’;% = Q%(ui,uir1), Q=X

BEWEIS. Fiir den ersten Teil des Satzes wiederholen wir kurz die Definition der nu-
merischen Flussfunktion im Godunov—Verfahren: es gilt

min  f(u) @ ifu_ <y
fG _ u€fu;—1,u4]
i—3 max f(u) : ifwui—1 >y
ue[ui,ui_l]

Damit ist ein Verfahren unter der im Satz angegebenen Bedingung offensichtlich ein E—
Verfahren. Fiir den zweiten Teil verwenden wir die Darstellung der numerischen Viskosit &t

in der Form
fui) + fluiz1) —2f; 1
Qi+l =\ 2
2 U1 — Uj

Damit folgt die zweite Aussage direkt aus dem ersten Teil. U

Das Godunov—Verfahren ist dementsprechend ein Beispiel fiir ein E-Verfahren. Weiter
kann man zeigen, dass monotone 3—Punkt Verfahren E—Verfahren sind. Wir untersuchen
als néchstes das Verfahren von Roe, wobei wir annehmen, dass die Flussfunktion strikt
konvex ist. Wir wissen, dass das Verfahren von Roe und das Godunov—Verfahren bis
auf den Fall einer sonischen Verdiinnungswelle identisch sind. In diesem Fall folgt aus
f(u) <0< f'(v), da f konvex ist, u < v. Daher gilt

QO — AW FW) =27
Q) = AW 210

wobei f/(us) = 0 und @ abhingig von a(u,v) entweder gleich u oder v ist.

Da f'(us) = 0 und f konvex ist, ist der Wert f(us) das globale Minimum von f. Dar-
aus folgt, dass fiir den Fall einer sonischen Verdiinnungswelle die Beziehung Q"P(u,v) <
Q% (u,v) gilt.

Hinsichtlich das Konvergenz von E—Verfahren gilt folgender Satz:
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SATZ 1.63. Das Verfahren definiert durch H sei ein E-Verfahren und erfille die CFL-
Bedingung mit Parameter 1/2. Gilt Q; 1 < %, so ist das Verfahren L°°-stabil, TVD
2

und e-konsistent fiir jedes Entropie—Entropiefluss Paar (n,0). Insbesondere konvergieren
E—Verfahren und obigen Annahmen gegen die eindeutige Entropieldsung.

BEwEIS. Wir haben die Abschitzung

1

L2 QL 200, =@, =y ) o),

Ui+1 — Uy

\)

also ist das Verfahren L°°—stabil und TVD. Der Beweis der e-konsistent ist etwas ldnglich
und daher verzichten wir an dieser Stelle darauf. U

Diese Konvergenzaussage bestétigt wiederum, dass das nichtlineare Upwindverfahren von
Roe kein E-Verfahren ist, denn es konvergiert nicht notwendigerweise gegen die eindeutige
Entropielésung. Dies liegt offensichtlich daran, dass die numerische Viskositét in einigen
Féllen zu klein ist.
Man kann allerdings das Verfahren leicht abwandeln und damit die numerische Visko-
sitét erh6hen, um ein E-Verfahren zu erhalten. Diese modifizierten Verfahren, die man
als approximative Godunov—Verfahren bezeichnet, besitzen alle wichtigen Eigenschaften
des exakten Godunov—Verfahrens und sind insbesondere bei Systemen von Gleichungen
sinnvoll, fiir die die Berechnung der exakten Losung von Riemannproblemen bereits sehr
kompliziert wird.
Im folgenden geben wir ein einfaches Beispiel fiir ein approximatives Godunov—Verfahren.
Das Upwind Verfahren war gegeben durch die Lésungen von lokalen Riemannproblemen
der Form
wy + a(u,v)w, =0, alu,v) = flw) = f)

uU—v
mit u = u; and v = wu;41. Diese Gleichung 148t sich auch als eine linearisierte Gleichung
interpretieren: setzen wir f(w) = f(u) 4+ (w — w)a(u,v) als Linearisierung der exakten
Flussfunktion f(u), so erhalten wir auch die lineare Gleichung

wt+f~(w)$:0

Dieser Ansatz ist aber offensichtlich zu einfach, um die wesentlichen Eigenschaften des
Godunov—Verfahrens zu behalten. Fine bessere Approximation liefert zum Beispiel der
Ansatz

F fw)+(w—u)f'(u) : w<au
(1.1.35) flw) = { F)+(w—0)f'(v) : w>a

wobei @ die w—Koordinate des Schnittpunktes der beiden Tangenten an die Kurve f(w)
in den Punkten w = v und w = v ist. Wir 16sen dann das Problem

; : <0
w + f(w)e =0, wo(@"):{z S0
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und erhalten die Lésung dieses lokalen Riemannproblems in der Form

u 7 < fl(u)
’U)(.ﬁ,t) = v % > f/(v)
U sonst

mit
t=u+———F+—(u—-v), $=a

Insbesondere bedeutet dies, dass der Verdiinnungsficher durch den konstanten Wert @
ersetzt wird.
Dies definiert gerade das approximative Godunov—Verfahren nach Roe:

a) Wir verwenden das klassische Upwind—Verfahren in allen Fillen, bis auf den Fall
der sonischen Verdiinnungswelle.

b) In Fall der sonischen Verdiinnungswelle ersetzen wir das gegebene Problem durch ein
lineares Problem mit Flussfunktion (1.1.35). Damit wird die numerische Flussfunk-
tion, die im Godunov-Verfahren durch f(us) gegeben ist, durch den Wert f(a)
ersetzt. Da f als konvex angenommen wurde, gilt f (@) < f(us) und damit Q > Q.

Diese Verfahren ist ein E-Verfahren und sichert damit die Konvergenz gegen die Entro-
pielosung.

1.9. TVD—Verfahren zweiter Ordnung. In diesem Abschnitt versuchen wir Ver-
fahren herzuleiten, die die TVD-Eigenschaft besitzen und gleichzeitig Verfahren zweiter
Ordnung sind. Als Verfahren zweiter Ordnung haben wir bis jetzt nur das Verfahren von
Lax und Wendroff kennengelernt, das allerdings nicht die TVD-Eigenschaft besitzt. Ins-
besondere galt fiir die numerische Viskositét (bei linearen Gleichungen) die Abschétzung

Q™ = (Ma(u,v)))* < Ala(u, )| = Q" < Q“

Nach den Ausfithrungen am Ende von Abschnitt 1.7 wissen wir bereits, dass es fiir allge-
meine nichtlineare Gleichungen unmoglich ist, ein lineares TVD—Verfahren zweiter Ord-
nung herzuleiten. Genauso unmoglich ist es, fiir nichtlineare Gleichungen ein 3-Punkt
TVD-Verfahren zweiter Ordnung zu formulieren. Das bedeutet, dass wir im folgenden
nichtlineare m—Punkt Verfahren mit m > 3 suchen.

Die einfachste Methode ein solches Verfahren zu konstruieren, ist der Ansatz eines modifi-
zierten Flusses: Dazu betrachten wir ein 3—Punkt TVD-Verfahren in viskoser Form

i i J J J J
(1.1.36) W/t =ul — A W) = fy) Qi (i ) — @iy (4 ~ )
o i i 2 2

und berechnen die numerische Viskositét, die allgemein in der From

Bu; \) = %[ S 2OH(u, ..., u) — A2a?(w)]

l=—m
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gegeben ist. Es gilt

O H (u,u,u) = —%f/(u)-{—w
O_1H(u,u,u) = %f’(u)—kw)

Daraus folgt
1
Blu,A) = W[Q(uvu) — Na*(u)]
Damit ist das Verfahren (1.1.36) angewendet auf die Gleichung u: + (f(u)); = 0 ein
Verfahren zweiter Ordnung zur modifizierten Gleichung

e+ () = 55 (Qusw) — Noa? ()l = 0

Dies liefert bereits die Idee des modifizierten Flusses: wir wenden das 3-Punkt Verfahren
auf die Gleichung

h
;5§ano—x%%mm4$:o

an und erwarten, dass das resultierende Verfahren ein Verfahren zweiter Ordnung zur Aus-
gangsgleichung ist.

Wir bezeichnen mit f eine geeignete Approximation der exakten Flussfunktion in Glei-
chung (1.1.37) und setzen

(1.1.37) s + [f(u)

s Uij—1, Ui, Uj i
(1.1.38) Flug) = ) + QUL g O
Die Funktion ¢ in (1.1.38) muf natiirlich so gewdhlt werden, dass g eine Approximation
zweiter Ordnung des Terms

h 2 2
ﬁ (Q(U7U) — Na (u)) Uy
in (1.1.37) ist. Da die numerische Viskositét @) ebenfalls von f anhéngt, verwenden wir
auch eine modifizierte Viskositiat @), sodass wir als Ansatz folgendes 5-Punkt Verfahren
wéhlen

g g Fod Y ol —u) - Q) (-
(1.1.39) wltl = of — )\f(“z‘+1) ; fluiy) + Q“%( w1 7 ) : @y (i)
Es bleibt zu zeigen, wie die beiden Terme g und Q gewihlt werden miissen, damit das
Verfahren (1.1.39) ein TVD-Verfahren zweiter Ordnung zur Erhaltungsgleichung wu; +
flu), =0 ist.

LEMMA 1.64. Sei a;y1/0 = a(uj, uit1) und g : R3 — R gegeben.
1) Wahit man

Qi

g(wim1, wi, uiv1) + g(Ui, Wit1, wit2) o

2 2
=A ai+l+
2 Ui+1 — UL

lwip1 — uil),

N
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so ist das Verfahren beziiglich der Gleichung us + f(u), = 0 formal zweiter Ordnung.
2) Gilt

(Wi, wig1, Ui2) — g(uiflyuiauzﬂrl)‘
Uit1 — U
so besitzt das Verfahren die TVD-FEigenschaft.

g ~
\)\aH% + S QH_ S 17

D=

BEWEIS. Fiir den ersten Teil schreiben wir das Verfahren mit Hilfe von (1.1.39) in der
viskosen Form

J J
B R R )\f(uiJrl) = flui_y)
(2 7 2
j gty i j 5 R B
( Z+% B ui+1721i)(ui+1 - uz) - (QZ—% - ulf’u,l,ll)(ul - u’i*l)
_l’_
2
Damit ist die numerische Viskositét des Verfahrens gegeben durch
J J

~ 9i t9it1 _ (2 2 , ,
Qiy1 — v — Nag i+ O(fwi1 — wil)

und bis zur Ordnung 0(|ui4+1 — u;|) gleich der Viskositét des Verfahren von Lax und Wen-
droff. Also ist das Verfahren formal zweiter Ordnung.

Fiir die zweite Aussage wendet man das Resultat aus Satz 1.44 iiber die TVD-Eigenschaft
von Verfahren in viskoser Form auf das Verfahren in (1.1.39) an. Wegen a; /2 = (f(uiy1)—
flu))/(uwip1 — u;) gilt demnach

|)\f(uz'+1) — f(u;)
Ui+1 — Uy
mit f(ul) = f(’LLZ) + gi/)\. ]

Die Funktion g kann etwa folgendermassen gewéhlt werden.

| < Q1<

[N

LEMMA 1.65. Sei H ein 3—Punkt Verfahren in viskoser Form mit Lipschitz—stetiger nu-
merischer Viskositdt Q und

fuit1) = f(wi)

| <Q; 1 <1
Ui41 — Ug i3

d.h. das Verfahren besitzt die TVD-FEigenschaft. Weiter setzt man

Al

S; .
g(uiflyuiauzﬂrl) = 52 min {(QH% - )\2(1?+%)|Ui+1 - Uz’|, (Qi,% - )\20?,%)|Ui - uifl‘}

mit
o Sign(qu — ul) falls (ui+1 — ul)(uz — uifl) >0
10 sonst

Erfillt der Term Q in (1.1.89) die Bedingung 2) aus Lemma 1.64 und gilt
QH% = QH% + 0(Jwig1 — wil)

so ist das Verfahren gegeben durch (1.1.39) ein TVD—Verfahren zweiter Ordnung zur Glei-
chung uy + f(u), = 0.
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Wir geben hier nur die Beweisidee an: Aus

b—a—|b—
min(a,b) = a + y
leitet man die Beziehung
1
gi = 5(@1‘-}-% - A20?+%)(uz‘+1 — u;) + O(uipr — ugl?)

ab. Damit ist f (u;) = f(u;) + g;/\ eine geeignete Approximation zweiter Ordnung zur
Gleichung (1.1.37). Gleichzeitig gilt auch
1
gir1 = 5(Qupy — )\ZG?JF%)(WH — ) + O|uig1 — ugl?)

und daher

2 9i + gi+1 2

Qip1 = Qi1 +0(Juip1 — wil) = m T A1 + 0(fui1 — wil)
und nach Teil 1) aus Lemma 1.64 ist das Verfahren damit zweiter Ordnung zur Gleichung

Ein Beispiel zur geeigneten Wahl der numerischen Viskositét Q ist die Methode von Harten.
Dazu nehmen wir an, dass die numerische Viskositét @) des vorgegeben 3—Punkt Verfahrens
durch

Qiy1 = a(Aa;y 1)
gegeben ist, wobei g eine Lipschitz—stetige Funktion mit
ol <qa) <1 YO<|of<p<t

ist. Beispiele wiren das Verfahren von Lax und Friedrichs mit ¢ = 1 oder das Upwind—
Verfahren mit ¢(z) = |z| und p = 1.
Dann definiert man

(Wi, wig1, Uig2) — g(uiflauiauzﬂrl))
Uid1 — U
und g wie in Lemma 1.65. Dann sind unter der CFL-Bedingung gegeben durch
. <1-— _
Ny a] <1 /20— )

~ g
QH% = q()\aH% +

die Bedingungen von Lemma 1.65 erfiillt, d.h. das Verfahren ist ein Verfahren zweiter
Ordnung und besitzt die TVD-Eigenschaft.

1.10. Flusslimitierer. Ein anderer Ansatz Verfahren héherer Ordnung zu konstru-
ieren, die gleichzeitg in der Lage sind, Unstetigkeitsstellen aufzulosen, ist der der soge-
nannten Flusslimitierer. Dies sind Verfahren, die in Bereichen, in denen die Losung glatt
ist, moglichst hoher Ordnung sind, allerdings bei Unstetigkeitsstellen als Verfahren erster
Ordnung die TVD-Eigenschaft besitzen. Dazu kombinieren wir ein

e cin Verfahren erster Ordnung mit numerischer Flussfunktion F'*
mit

e cinem Verfahren zweiter Ordnung mit numerischer Flussfunktion F#
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Die Kombination beider ergebe eine numerische Flussfunktion in der Form
F=FL4+oFH - FL

wobei ® eine geeignete Schalterfunktion sei, d.h. es soll gelten ® ~ 1 in Bereichen, in
denen die Losung glatt ist, und ® ~ 0 in der Umgebung von Unstetigkeitsstellen.

Wir entscheiden, ob der diskrete Wert ] in einem glatten oder nicht—glatten Bereich der
Losung u(z, t) liegt, in dem wir die diskreten Ableitungen nach links und rechts vergleichen.

Dazu setzen wir

J_J
Ui—1

ui Jj_ .7
ol — D U U
? ] Y
% i+1 i

und definieren die Schalterfunktion ® als Funktion von O. '
Das Verhalten der Losung li8t sich mit Hilfe der diskreten Werte ©7 etwa folgendermassen
klassifizieren:

@g ~1 = glatte Losung

©] =e¢>0 = Sprung

@g =0 = Sprung

@g <0 = lokaler Extremwert

Daher sollte die Schalterfunktion die folgenden Eigenschaften besitzen:
(1) =1
0) = P(x—00)=0
d(x<0) = 0

SATZ 1.66. Es seien F* und FH die numerischen Flussfunktionen von zwei konservativen

und konsistenten Verfahren erster und zweiter Ordnung. Wir kombinieren beide Verfahren

zum einem Verfahren H mit numerischer Flussfunktion F' in der Form
F=FlyoO)FT-F)=(01-d)Fl +oFH

Das Verfahren H ist konsistent, falls ® fiir alle © € R beschrankt ist. Gilt (1) = 1 und ist
& Lipschitz—stetig bei © = 1, so ist das Verfahren (fir glatte Losungen mit u, beschrdnkt
weg von der Null) ein Verfahren zweiter Ordnung.

BEWEIS. Wir berechnen den lokalen Abschneidefehler und verwenden
u(x) —u(x — h)
u(z + h) —u(x) |
u(z + h) — 2u(z) + u(z — h) — 1 h*u" (x) + 0(h*)
u(z + h) — u(z) hu!(x) + 0(h?)
Daher 148t sich der lokale Abschneidefehler des Verfahrens H in der Form
(Lu)(z,t) = (14 0(h)) (L) (z,t) + 0(h) (Lu)* (z, )

schreiben. Da F'¥ ein Verfahren zweiter Ordnung und F¥ ein Verfahren zweiter Ordnung
ist, folgt (Lu)(z,t) = O(h?). O

1-® < L[1-O|~L|l-

:L|

| =0(h)
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Wir untersuchen nun, wie die Schalterfunktion ® gew#hlt werden muss, damit das Ver-
fahren die TVD-Eigenschaft besitzt. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall einer linearen
Advektionsgleichung

us +auy, =0, a>0

und wiéhlen als Verfahren erster Ordnung das lineare Upwind—Verfahren,

ul™ =] = da(u] —ul )

als Verfahren zweiter Ordnung das (lineare) Verfahren von Lax und Wendroff,

J J J J J
. . Wi 4 — U w; o, — 22U+ u
1 — —
uq+ uq A i+1 i—1 )\2 2 i1 7 i—1

7 7 2 2
Damit ergibt sich

1
FH _pL — 5@(1 —Aa)(v —u)

und
Uy — Uj—1 1

FL 4 o) (FH — FF) = au; + ®( )5a(l = Aa)(uip1 — ;)

Ui41 — Ug
—_———
9;

Das kombinierte Verfahren H ist also gegeben durch

(1.1.40) u{“ = uf — da(u! — ugfl)

%

gl = Aa)(@(O) (1, — ) — B(OF)(u] —ul )

und offensichtlich ein 4-Punkt Verfahren, da @g von ui:, k=1—1,7und i+ 1 und @g_l
von uj, k=i—2,i— 1 und ¢ abhéngt.

Mit Hilfe der inkrementellen Form aus Abschnitt 1.6 und den Bedingungen aus Satz 1.36
zur L*°-Stabilitdt und TVD-Eigenschaft 148t sich direkt folgender Satz ableiten.

SATZ 1.67. Gilt ®(©) =0 fir © < 0 und 0 < &(0) < min(2,20) fir © > 0, so ist das
Verfahren (1.1.40) fir 0 < Xa <1 L*°—stabil und besitzt die TVD-Figenschaft.

Die TVD-Region fiir die Schalterfunktion ist damit wie in Bild 1.5 dargestellt.

A
®6)=6

«6)=1

Bild 1.5 Bereich, in dem die Schalterfunktion ® ein TVD-Verfahren liefert.
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Im Bild sind ebenfalls die Schalterfunktionen des Verfahrens Lax und Wendroff mit ®(©) =
1 und des Beam—Warming Verfahrens mit ®(0©) = © dargestellt, die beide nicht die TVD-
Figenschaft besitzen. Sweby hat 1984 gezeigt, dass es sinnvoll ist, eine Konvexkombination
der beiden Schalterfunktionen ®(0) = 1 und ®(©) = O zu verwenden. Dieser sogenannte
TVD-Bereich zweiter Ordnung nach Sweby ist in Bild 1.6 angegeben. Damit die Verfahren
tatséchlich zweiter Ordnung sind, miissen die Kurven der Schalterfunktion durch den
Punkt (1,1) gehen.

A
®0)=6

®)=1

Bild 1.6 TVD-Bereich zweiter Ordnung nach Sweby.
Beispiele fiir geeignete Flusslimitierer sind
e der Superbee—Limitierer von Roe (1985)
¢(0) = max(0, min(1,20), min(O, 2)),
der gerade entlang der oberen Kanten des TVD-Bereiches in Bild 1.6 verlauft.
e der van Leer-Limitierer (1974)
© + 0]
T 1419
e sowie der Charkravarthy-Osher Limitierer (1984)
®,(0) = max(0,min(0,a)) «o€l,2]

der fiir « = 1 gerade entlang der unteren Kanten des TVD-Bereiches in Bild 1.6
verlduft (Minmod-Limitierer von Roe).

Dy(O)

Fiir die lineare Advektionsgleichung mit konstanter Geschwindigkeit a > 0 verwendet man
ein 4-Punkt Verfahren. Betrachtet man Probleme, bei denen die lokale Ausbreitungsge-
schindigkeit wechselt, etwa durch a = a(z), sodass a < 0 und a > 0 betrachtet werden
muss, so kombiniert man den angegebenen Ansatz und erhélt ein 5-Punkt Verfahren.

Im nichtlinearen Fall startet man mit einem 3-Punkt E—Verfahren als Verfahren erster
Ordnung und kombiniert dies mit dem nichtlinearen Lax—Wendroff Verfahren. Dann 1483t
sich folgender Satz zeigen.

SATZ 1.68. Gilt ®(0) =0 fiir © < 0 und 0 < ®(0) < min(a, a®) fiir © > 0 und « € [0, 2],
so besitzt das nach obigem Schema kombinierte Verfahren die TVD-FEigenschaft, falls die
Viskositit des verwendeten E—-Verfahrens die Bedingung

; 1
E(j . j
Q" (uj,uiq) < T

R
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erfillt.
BEMERKUNG 1.69.

1) Unter den Bedingungen des obigen Satzes lafit sich ebenfalls beweisen, dass das
resultierende Verfahren L*°—stabil ist.

2) Das Verfahren konvergiert gegen eine schwache Ldsung, aber nicht notwendigerwei-
se gegen die eindeutige Entropieldsung.

3) Mit Hilfe zusdtzlicher Bedingungen kann man zeigen, dass das Verfahren e—konsis-
tent ist und damit gegen die eindeutige Entropielésung konvergiert (siehe Artikel
von Charkravarthy und Osher, SIAM Journal of Numerical Analysis, 1984, Seite
955).

4) Mehr Details findet man im Textbuch von Godlewski und Raviart, Hyperbolic sy-
stems of conservation laws, Ellipses, 1991.

1.11. Godunov—Verfahren zweiter Ordnung, MUSCL—-Ansatz. Wir hatten
gesehen, dass das Godunov—Verfahren als monotones Verfahren nur ein Verfahren erster
Ordnung ist. Da man aber die exakte Losung lokaler Riemannprobleme verwendet, muss
die erste Ordnung eine Konsequenz aus der Projektion auf stiickweise konstante Funktio-
nen sein.

Fine Idee fiir ein Verfahren zweiter Ordnung, die auf van Leer zuriickgeht, ist, statt der
Projektion auf stiickweise konstante eine Projektion auf stiickweise lineare Funktionen zu
verwenden. Demnach muss auch die Losung der lokalen Riemannprobleme neu untersucht
werden. Dieser Ansatz wird in der Literatur gewohnlich als MUSCL—Verfahren bezeichnet
(Monotone Upstream Schemes for Conservation Laws) und auch mit Runge-Kutta Ver-
fahren hoher Ordnung bei der Zeitintegration verkniipft.

Wir ersetzen also die stiickweise konstanten Funktionen im Godonuv—Verfahren durch
stiickweise lineare Funktionen der Form

ug(z,tj) = wl + 2T

7 h 03 :1:6[1"‘

11—

1Tyl )

Dabei bezeichnet der Wert uf wiederum den Zellmittelwert von u(z, t;). Integriert man die
skalare Erhaltungsgleichung, so erhalten wir fiir die zeitliche Anderung des Zellmittelwertes
wie zuvor die Gleichung

[ZES] tir1

. . 1 1
ug+1 =ul —\ = / f(u(:nH%,t))dt % / f(u(:ni_%,t))dt
i i

Die Neigungen o7 sollen dabei so gewéhlt werden, dass das resultierende Verfahren die
TVD-Eigenschaft besitzt.

Die Losung der verallgemeinerten Riemannprobleme mit stiickweise linearen Funktionen
188t sich nicht in exakter Form angeben. Wir werden daher spéter ein Verfahren zur
approximativen Losung angeben. Zuniichst iiberlegen wir uns, wie die Koeffizienten o’
gewdhlt werden miissen, um die TVD-Eigenschaft zu gewéhrleisten.

i
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Mit Hilfe von Taylor—Entwicklungen kann man zeigen, dass man mit der Wahl

—= = ug(i,t5) + 0(h)
ein Verfahren zweiter Ordnung erhilt. Ein moglicher Ansatz fiir die Koeffizienten O'Zj wére
daher
1 .
o] = §(Ug+1 —u_y)
Allerdings besitzt das resultierende Verfahren nicht die TVD-Eigenschaft.
Daher muss man die o7 auf geeignete Weise beschrinken, zum Beispiel in der Form

o - sign(u],; —u}) M falls (1.1.41) gilt
! 0 sonst
Moo= mind T I — il
= min < fugy — gl §|Ui+1 — iy, |ug —ui_y|
und
(1.1.41) sign(ulyy — ;) = sign(uj,y —uf_y) = sign(uj — uj_,)

Dies 148t sich auch in der Form

sz = min mod (ug_H — ui,uf — ug_l)
schreiben, wobei
a falls |a] <|b] und ab>0
min mod (a,b) =< b falls |b| > |a| und ab>0

0 sonst

Bei lokalen Extremwerten gilt offensichtlich Gg = 0 und das Verfahren ist an dieser Stelle
erster Ordnung.
Die neue Methode lautet daher:

1) berechne die Entropielosung der verallgemeinerten Riemannprobleme auf der Basis
stiickweise linearer Funktionen
2) berechne die neuen Zellmittelwerte
3) berechne die Neigungen aus den Zellmittelwerten mit Hilfe des minimalen Limitie-
rers
SaTz 1.70.
Das Godunov—Verfahren auf der Basis stiickweise linearer Rekonstruktionen ist L°°—stabil
und besitzt die TVD-Figenschaft.

BEMERKUNG 1.71. Fir den Fall einer linearen Flussfunktion f = au, kann man zeigen,
dass dieses Verfahren genau einem Verfahren mit Flusslimitierer nach Charkravarthy und

Osher und o = 1 entspricht, d.h. dem Flusslimitierer, der entlang der unteren Kante der
TVD-Bereichs zweiter Ordnung in Bild 1.6 verlduft.
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Eine Moglichkeit, eine approximative Losung der verallgemeinerten Reimannprobleme mit
stiickweise linearen Funktionen zu verwenden, ist das MUSCL-Hancock Verfahren. Hier ver-
wendet man wieder die Léusng von Riemannproblemen mit stiickweise konstanten Funk-
tionen, wobei die linken und rechten Werte v~ und u~ " in einer lokalen Riemannzelle
durch

u;Jr = u;r - A 5
__ _ f(uiu) - f(u;+1)
Uiy = Upg — A 9

gegeben sind. Danach setzt man, wie beim gewhnlichen Godunov—Verfahren, die nume-
rische Flussfunktion als

fz‘+% = f(u*(uz_+’uz_+_1))

Uiy

i i+1/2 i+1

Bild 1.7  Diskrete Werte im MUSCL-Hancock Verfahren.
Das MUSCL-Hancock Verfahren ist dann unter einer geeigneten CFL-Bedingung ein
TVD-Verfahren zweiter Ordnung. Wahlt man einer restriktiveren Limitierer, so 1d8t sich
auch ein e—konsistentes Verfahren konstruieren. Zum Abschluss préasentieren wir noch ein
Verfahren, das sehr &nhlich zu den verallgemeinerten Godunov—Verfahren zweiter Ordnung
ist, das allerdings ohne die Berechnung von Riemannproblemen auskommt und daher sehr
effizient zu implementieren ist: das Verfahren von Nessyahu und Tadmor, siehe gleichnamige
Autoren, J. Comp. Physics 87, Seite 408 (1990).
Die Idee bei diesem Verfahren ist, den Integrationsbereich im gewdhnlichen Godunov—
Verfahren zur Berechnung der Evolution der Zellmittelwerte durch den Bereich [z, x;41) X
[tj,tj+1) zu ersetzen. Damit miissen Riemannprobleme auf den Zellen [z;, ;1) berechnet
werden, deren Losung aber gerade durch u(x;,t) = u] fiir ¢ € [t;,¢;41] gegeben sind. Da
die alten Zellmittelwerte auf [x;,x;+1) aber gerade durch den Mittelwert (u; + wuit+1)/2
gegeben sind, ergibt sich das Verfahren
(1.1.42) wltly = S () — ()
Dies ist gerade das Verfahren von Lax und Friedrichs, allerdings auf einem versetzten Git-
ter (staggered grid). Die neuen Werte uf“ und ui_tll werden anschliessend wieder durch
Zellmittelung berechnet. Insbesondere benétigt man beim Verfahren (1.1.42) keinerlei In-
formationen iiber die Struktur der lokalen Riemannprobleme.
Eine Erweiterung auf Verfahren zweiter Ordnung wird nun folgendermassen erreicht: man
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verwendet stiickweise linearen Approximationen und verwendet lokale Riemannprobleme
auf dem versetzten Gitter. Ist u die Losung der verallgemeinerten Riemannprobleme und

g
ug(z,t;) = ul + . ‘o, xe[wz__ H_)

eine stiickweise lineare Rekonstruktion, so erhilt man durch Integration iiber [z;, z;41]
1 1 [T+l 1 [ti+1
Wil = —/ wp(, t)de — A —/ Fu(ias, 1)) — f(ulan £))dt
Z+§ h Z; h t;

Fiir das erste Integral ergibt sich

Ti41 . . . .
1 ul, 4 ul ol —o!
- we(z. t:)dr = 1+1 t Tatl )
h / k( ) ]) 9 )

x;

a+1
Fiir die Integale der Form — / (u(x;,t))dx ergibt sich das Problem, dass die Funktion

u nicht mehr konstant ist, sondern stiickweise linear. Man muss daher geeignete Approxi-
mationen berechnen. Verwendet man etwa die Mittelpunktsregel, so ergibt sich

) tit1 i ,
§ [ fula oyt = faet ) +06)
t

und, da u als Losung der Riemannprobleme glatt ist,

u 2 = (@it 1) = ul + Su(wi, ty) + 0(k?)
Weiter 16st v die Erhaltungsgleichung, also gilt wu;(z;,t;) = —(f(u))s(z,t;) Schliesslich

folgt aus L9 = (f(u))s(z:,t;) + 0(k) die Gleichung
h't J
1 . ;.
wl " =d - %f/ + 0(k?) + k - 0(k)

1

Fassen wir das Ergebnis zusammen, erhalten wir als Nessyahu—Tadmor Verfahren auf der
Basis stiickweise linearer Rekonstruktionen in der Form

u]Jr% = J_ f/]
(3 )
(1.1.43) o
; —I—u o4 — O il il
1 + J+
UZ_J,_F% = Z+12 - Z+18 - = )‘(f(uirf) — f(u; *))

Eine mogliche Wahl fiir die Koeffizienten aj und ffj ist dabei

— ; J J J
= min mod (uj,; — uj,u; —u;_;)

ENS,

-

£ = min mod (f(ulyy) = f(u)), f(u]) = F(u]_)
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Das Verfahren (1.1.43) ist konservativ, konsistent und ein Verfahren zweiter Ordnung.
Weiter ist das Verfahren L°°—stabil und besitzt die TVD-Eigenschaft unter der CFL-
Bedingung mit Parameter (v/7 — 2)/2 ~ 0.32. Unter weiteren Restriktionen kann man
noch zeigen, dass das Verfahren stets gegen die eindeutige Entropielésung konvergiert
(siehe dazu den oben angegebenen Artikel).
In der Literatur findet man eine Reihe von dhnlichen Ansétzen, die auf Verfahren zweiter
Ordnung fithren, siche etwa
e Goodman und LeVeque, STAM J. Numerical Analysis 25, Seite 268 (1988),
e die stiickweise parabolische Methode nach Colella und Woodward, J. Comp. Physics
54, Seite 174 (1984)
e oder sogenannte ENO-Verfahren (Essentially Non Oscillating), die eine gleichmissig
hohe Ordnung besitzen und die TVD-Eigenschaft nur wenig verletzen (Harten et
al., J. Comp. Physics 71, Seite 231 (1987).



