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2. Asymptotische Entwicklungen

2.1. Skalierung, Entdimensionalisierung und kleine Parameter. Mathemati-
sche Modelle enthalten in der Regel eine gewisse Zahl von Parameter, deren Zahlenwerte
mehr oder weniger genau bekannt sind. Man sollte daher darauf achten, dass die Anzahl
solcher Parameter moglichst klein gehalten wird. Durch geeignete Skalierungen a3t sich
héufig die Zahl der Parameter reduzieren. Wir wollen uns dies am Beispiel des Lotka—
Volterra Modells aus dem letzten Abschnitt genauer ansehen.

BEIsPIEL 2.38. Das Lotka—Volterra Modell war gegeben durch das Differentialgleichungs-
system

b = (A—~r)b
7 = (—p+db)r

und besitzt die vier positiven Parameter A, v,y und 4.
Die rechten Seite lassen sich auch folgendermaflen umschreiben

(A —~r)b = A(l—}r)b
5
(—p+0b)r = u(;b—l)r

Dies motiviert die Einfithrung neuer Variablen der Form

wt) = 2oty w(t) =2y

7 A
Die beiden neuen Funktionen u = u(t) und v = v(t) erfiillen das vereinfachte System
6. 4 I
2.27 uw = —b=-ANl—-v)zu=A1-2)u
(227 Ch= A1 - v)fu=1-v)
. V. Y A
. = L= D —1) 20 = p(u—1
(2.28) 0 37 )\u(u )’yfu w(u — 1o

Das Differentialgleichungssystem fiir © und v enthélt also nur noch die beiden Parameter
A und p.
Durch die Einfiihrung einer neuen (skalierten) Zeitvariablen 7 = X - ¢ 148t sich das System
weiter auf zwei Gleichungen mit nur einem einzigen Parameter vereinfachen: setzen wir
némlich

u(t) = u(r/A)
so ergibt sich aus der Kettenregel
di du dt 1du
dr — dt dr  Xdt
Damit ergeben sich aus (2.27), (2.28) die beiden Gleichungen

i = (1-9)a

= ali—1)d

Sl

mit dem einzigen Parameter a = p/\.
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Die Einfithrung von Skalierungen oder skalierten Variablen hat einen weiteren Aspekt: die
betrachteten Modelle kénnen damit in einer dimensionslosen Form geschrieben werden.
Man nennt diesen Schritt der Skalierung daher auch die Entdimensionalisierung des Mo-
dells.

Typischerweise werden mathematische Modelle mit Hilfe dimensionsbehafteter Variablen
definiert. Physikalische Groflien werden héufig in dem sogenannten cgs—Einheitensystem
ausgedriickt, d.h. man verwendet die MaBeinheiten Zentimeter (¢cm), Gramm (g) und Se-
kunde (s). Solche dimensionsbehafteten Grofilen lassen sich mittels Referenzgréfen (cha-
rakteristischen Groflen) des Problems skalieren und damit in dimensionsloser Form schrei-
ben. Insgesamt wird das zugrundeliegende Modell entdimensionalisiert. Wir wollen uns
diese Vorgehensweise wieder anhand eines einfachen Beispiele klarmachen.

BEISPIEL 2.39. Wir wollen die Frage beantworten: nach welcher Zeit prallt ein Gegenstand,
den man nach oben geworfen hat, wieder auf der Erde auf? Zur Herleitung eines mathema-
tischen Modells kann man auf grundlegende physikalische GesetzméBigkeiten zuriickgrei-
fen. Zunéchst besagt das Newtonsche Gesetz, dass die auf einen Korper wirkende Kraft F
gleich dem Produkt aus der Masse m und der Beschleunigung a des Gegenstandes ist, also
F = m-a. Nach dem Gravitationsgesetz ist die auf zwei Korper wirkende Gravitationskraft
gegeben durch

F = Gﬂ”bl‘m,gi
|z[?
Hierbei bezeichnen m; und ms die Massen der beiden Korper, x den Abstandsvektor zwi-
schen den beiden und G die universelle Gravitationskonstante.
Mit Hilfe dieser beiden physikalischen Gesetze konnen wir ein mathematisches Modell in
Form einer gewohnlichen Differentialgleichung aufstellen: wir konkretisieren die Fragestel-
lung und gehen davon aus, dass der Gegenstand von der Erdoberflédche aus senkrecht nach
oben geworfen wird und bezeichnen mit x = z(t) den Abstand des Gegenstands von der
Erdoberfliche zur Zeit t. Damit ergibt sich die Differentialgleichung
d*x GM

de? ~  (z(t) + R)?
wobei R den Radius und M die Masse der Erde bezeichnet. Wir suchen nun eine Zeit
T > 0, ndmlich den Zeitpunkt des Aufpralls auf der Erdoberfliche, sodass z(T") = 0 gilt.
Mit Hilfe der Gravitationskonstanten g der Erde,

GM
1=
erhalten wir schliefflich die Gleichung zweiter Ordnung
d’x gR?

(2:29) a2~ (@) + R

die wir als ein Anfangswertproblem mit den Anfangsbedingungen

(2.30) z(0) =0, 2'(0) = v
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untersuchen wollen.
Das Anfangswertproblem (2.29), (2.30) besitzt die Variablen x und ¢ sowie drei (physika-
lische) Parameter g, R und v, wobei allen Gréfien zunéchst dimensionsbehaftet sind, siehe
Tabelle 1.
Dimension

X cm

t S
Parameter g  cm/s?

R

v

Variable

cm
em/s
Tabelle 1 : Variablen, Parameter und Dimensionen im cgs—Einheitensystem

Es bietet sich nun an, den Erdradius R als Referenzléinge zu verwenden und wir setzen
daher

1
y(t) = =x(t
§(t) = a(t)
Weiter ist der Quotient R/v eine Zeitskala und wir setzen
tv
T=—
R

und dementsprechnd

y(r) = g(R7/v)
Damit 148t sich eine dimensionslose Differentialgleichung fiir die Funktion y = y(7) her-
leiten:

yo@y_(BR\'1de R gR* _ gR 1 _
Y =arr = \v) Raz ~ v2(Ry+ R)?2 2 (y+1)2
Fiir die Anfangsbedingung y'(0) errechnet man
dy R z(0)
/
= — = — 0 = 1
y0) = Lo=""0
Schliefflich fithren wir den dimensionslosen Parameter ¢ mittels
02
g = ng
und erhalten das Anfangswertproblem
1
2.31 eff = ———, 0)=0, ¥(0)=1
(2.31) y UESE y(0) y(0)

Die Wahl der Referenzgrofien, also etwa eine charakteristische Lénge oder Zeit, ist in
gewissem Sinne willkiirlich. Daher existiert auch nie eine einzige dimensionslose Form des
Modells. Das skalierte (dimensionslose) Problem sollte aber so gewihlt werden, dass die
dimensionslosen Variablen von der Groflenordnung Eins sind. Wie man leicht sieht ist dies
beim letzten Beispiel nicht der Fall: werfen wir eine Gegenstand nach oben, so erwarten
wir 2 = 10...10%m und ¢ = 1...100s. Dann gilt aber

x o 10°

_r _ _Ut 4 26 108
y_RN5-108_0'0002’ T—R~10 105 - 10° = 0.002




48 2. MATHEMATISCHE METHODEN DER MODELLBILDUNG

und beide Groflen sind nicht von der Groflenordnung Eins. Eine Konsequenz aus dieser
Skalierung mit Hilfe unter Umsténden ungeeigneten Referenzgréfien wollen wir im weiter
unten untersuchen.

Wie wir am Beispiel 2.38 gesehen haben kann durch eine Entdimensionalisierung die Zahl
der Modellparameter reduziert werden. Dimensionslose Modelle enthalten aber auch hiufig
sehr kleine und/oder sehr grofie Parameter, die wir wahlweise mit € bzw. 1/e kennzeichnen.
Die Existenz kleiner oder grofier Parameter deutet hdufig darauf hin, dass Phénomene auf
unterschiedlichen Zeit— oder Ortsskalen beschrieben werden miissen.

Enthélt ein dimensionsloses Modell einen kleinen Parameter ¢ (oder aber einen grofien
Parameter 1/¢), so kann es sinnvoll sein, mit £ = 0 ein vereinfachtes Modell zu untersuchen
und den Fall € # 0 mit Hilfe einer asymptotischen Entwicklung in € zu beschreiben. Wir
wollen diese Vorgehensweise an unserem letzten Beispiel 2.39 anwenden.

BeispieL 2.40. Das am Ende von Beispiel 2.39 hergeleitete dimensionslose Modell war
gegeben durch die Gleichung (2.31). Um die Gréfienordnung des Parameters € zu unter-
suchen, betrachten wir typische Werte fiir die (physikalischen) Parameter des Problems:

v = 10%...10%m/s
g 980cm, /s>
R 6500km = 6.5 - 10%cm

%

%

Damit ergibt sich
_ (104)2
=~ 10005 - 108
und die Gleichung (2.31) enthélt einen kleinen Parameter e.
Vereinfachen wir das Modell durch die Wahl € = 0, so erhalten wir

0=~ MO =0 YO =1

— ein Problem, das offensichtlich keine Lésung besitzt. Dies deutet darauf hin, dass die im
Beispiel 2.39 gewihlte Skalierung, also die Wahl der Referenzgréfien nicht sinnvoll ist, da
sowohl y als auch 7 nicht von der Gréflenordnung Eins sind.
Eine moglicherweise geeignetere Skalierung ergibt sich aus der Annahme x <« R. Daraus
folgt, dass die Beschleunigung z” die Grofenordnung
‘ //‘ — gR2 ~ gR2 —

(x+R)?> R?
hat. Da die Beschleunigung die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit ist, konnen
wir mit Hilfe der Geschwindigkeit v eine typische Zeit 8 bestimmen:

=0.0002 <« 1

g= Y ooder ="

4 g

Die typische Beschleunigung ist aber auch gleich der typischen Lénge dividiert durch das
Quadrat der Zeit, also

L 2

9= oder L:gHZZ%
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Setzen wir nun fiir ¢ und v typische Werte ein so ergibt sich

104 2 104 2
923%782108 L:v—%( )cm:105cm:1/~cm
g 103 g 103
Setzen wir nun die skalierten Variablen als
T t
= — T = —
Y7L 0

so ist gewéhrleistet, dass beide von der Gréflenordnung Fins sind.
In dieser neuen Skalierung erhalten wir die dimensionslose Gleichung

gy Pz 1 gR? 1
g(Wy/g+R)?  (ey+1)?

T drr T Ldi?
und nun macht es durchaus Sinn, die Modellvereinfachung ¢ = 0 zu untersuchen.
Das Anfangswertproblem

y'=-1, y(0)=0, y(0)=1

besitzt die (eindeutige) Losung

und der Aufprallzeitpunkt definiert durch y(7*) = 0 ist gegeben druch 7% = 2. Eine
Riicktransformation auf die dimensionsbehaftete Variable T'= 6 - 7" = 2v/g ergibt, dass
der Aufprallzeitpunkt proportional zur Anfangsgeschwindigkeit ist und typische Werte fiir
T sind

_2-102  2-10
T3 108
Das letzte Beispiel zeigt, dass Modelle, die einen kleinen Parameter € > 0 enthalten, verein-
facht werden kénnen, in dem man das gegebene Modell fiir ¢ = 0 néher untersucht. Haufig
lassen sich im Rahmen dieser Modellvereinfachung explizite Niherungslosungen angeben,
die ausreichend genau sind, die gestellte Frage zu beantworten. In einem weiteren Schritt
kann man nun untersuchen, ob man mit Hilfe asymptotischer Entwicklungen im Parame-
ter € weitere explizite Ndherungslosungen angeben kann. Diese Fragestellung wollen wir
im weiteren Verlauf dieses Abschnittes niher behandeln, wobei wir zum Abschlufl noch
ein klassisches Beispiel aus der asymptotischen Analysis angeben wollen.

T s=0.2...20s

BEISPIEL 2.41. Der sogenannte Van—der—Pol Ostzillator ist eine Schwingungsgleichung mit
einem nichtlinearen Reibungsterm und wird beschrieben durch eine Differentialgleichung
2. Ordnung der Form

d’x dx

— +k—(z® -1 =0

az TRl )+
Fiir grofle Zeiten t ist die Losung eine Schwingung mit einer von den Anfangsbedingungen
unabhéngigen Amplitude. Von Interesse ist dabei die Berechnung der Grenzperiode fiir

grofle oder kleine Parameter k, also die beiden Fille K — oo und & — 0. Insbesondere
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ergeben sich mit Hilfe von asymptotischen Entwicklungen folgende Néaherungslésungen
fiir die Grenzperiode:

2m(1+ £k% + O(k*) : k—0

Grenzperiode = { k(3 —2In2) + 7.0143k~/3 + O(k~'Ink) : k — oo

Ohne die Anwendung asymptotischer Entwicklungen lassen sich diese Grenzperioden néhe-
rungsweise nur mit Hilfe numerischer Simulationen fiir feste Parameterwerte von k bestim-
men, wobei die numerischen Simulationen fiir die Félle £ — 0 und k — oo sehr aufwendig
werden.

2.2. Formale asymptotische Entwicklungen bei algebraischen Gleichungen.
In diesem Abschnitt wollen wir als Einstieg in das Prinzip asymptotischer Entwicklun-
gen den Fall einfacher algebraischer Gleichungen, die von einem kleinen Parameter € > 0
abhéngen, néher untersuchen. Bevor wir aber ein erster Beispiel einer parameterabhéngi-
gen algebraischen Gleichung behandeln, bringen wir uns zunéchst die sogenannten Landau—
Symbole oder auch Ordnungsrelationen in Erinnerung.
Wir schreiben fiir z — xg:

()

f(@) =o(g(z)) & m*o
= T : @ eschran
J(a) = Og@)) 5 beschran
fl@) _

9(x)
O(1) und =— =0(1)
o ~ oW
Diese Ordnungsrelationen werden zum Beispiel bei der Taylor—Entwicklung einer hinrei-
chend glatten Funktion f : [a,b] — R an einem Entwicklungspunkt xo € (a,b) verwendet.
Beim né#chsten Beispiel betrachten wir die Nullstellenbestimmung einer quadratischen
Gleichung, die von einem kleinen Parameter ¢ > 0 abhéngt.

f(z) = ord(g(z)) &

BEISPIEL 2.42. Wir untersuchen die Losungen der quadratischen Gleichung
(2.32) 2t 4exr=1

mit dem kleinen Parameter € < 1. Setzt man € = 0, so ergibt sich die Gleichung
(2.33) =1

mit den beiden Losungen x = +1.

Wir erwarten nun, dass fiir kleine ¢ > 0 die Losungen der Ausgangsgleichung (2.32) nur
wenig von den beiden Losungen der reduzierten Gleichung (2.33) abweichen. Setzt man
die Entwicklung

(2.34) Te=1+aie+ae®+...
als Losungsansatz in die Gleichung (2.32) ein, erhilt man zun#chst die Beziehung

1+ 2eaq —1—82(0,%—|—2a2)+53(2a1a2—|—2a3)+~~-+6—|—82a1 +eay+--=1
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Damit diese Gleichung unabhéngig vom Parameter ¢ > 0 erfiillt ist, liefert ein Koeffizi-
entenvergleich nach Potenzen in e die folgenden Bedingungen an die nach unbekannten
Koeffizienten aq, a9, as, .. .:

e 1=1
el : 2a14+1=0
e a%-i—?ag-i-al =0
Aus der Losung dieser Bedingungsgleichungen ergibt sich direkt
1 1
ap = —57 G = g

und wir erwarten daher, dass die asymptotische Losung zur Ausgangsgleichung (2.32) in
der Form
11,
Te=1— 55 + §5
nur wenig von der Losung = 1 der reduzierten Modellgleichung (2.33) abweicht.
Tatséchlich lautet eine der exakten Losungen von (2.32)

€ e2+4
LTe = —5 + 72
und eine Taylor—Entwicklung um € = 0 ergibt
1 1 1
B 4 6
Te 25+85 121° +0(e”)

Daher gilt
Te = . + O(eh)
BEISPIEL 2.43. Wir betrachten nun die Gleichung
(2.35) ex? +r=1
Fiir e > 0, e < 1, besitzt diese Gleichung zwei Losungen; eine der beiden wird von der
GroBenordnung O(1) sein, d.h. z ~ 1 und €22 = O(e).
Fiir die zweite Losung erwarten wir, dass der Term 22 in (2.35) dominant wird, d.h. grof

wird. Dementsprechend ist die Losung = selbst grofl und man kann den konstanten Term
1 in (2.35) vernachléssigen:

ex? + =0
Dann gilt aber

8
X
™ | =

Machen wir daher den Ansatz
1
:J:E:a_lg—i—ao—i—a16+...

und setzen diesen in die Gleichung (2.35) ein, so liefert ein Koeffizientenvergleich nach
Potenzen in ¢ die asymptotische Losung

1
Te=———1+¢
€
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Die exakte Losung lautet

—1—+/1+44e

Te =
2e
Eine Taylor-Entwicklung des Nenners ergibt
1
Te = 2—(—2—26+262 —453+O(54)>
€

1
= fg—1+5—252+0(53)

und es folgt
Te = X + 0(52)

Wir sehen, dass sich im ersten Beispiel das Losungsverhalten der gegebenen Gleichung
beim Grenziibergang ¢ — 0 nicht verédndert: auch fiir ¢ = 0 haben wir weiterhin eine
quadratische Gleichung, die zwei Losungen besitzt. Man spricht daher von einem regulér
gestorten Problem.

Das zweite Beispiel ist dagegen der Prototyp eines singulidr gestérten Problems, da im
Grenziibergang ¢ — 0 aus einer quadratischen Gleichung mit zwei Losungen eine lineare
Gleichung entsteht, die nur eine Losung besitzt. Zudem erkennt man, dass eine der beiden
Losungen fiir € — 0 divergiert.

Bei regular gestorten Problemen kann man eine asymptotische Losung in der Regel mit
Hilfe einer zu (2.34) analogen Potenzreihenentwicklung in e berechnen. " Ein singulir
gestortes Problem kann dagegen héufig mit Hilfe einer Reskalierung in ein regulér gestortes
Problem iiberfithrt werden: setzt man die Trnsformation X = ez in die Gleichung (2.35)
ein, so ergibt sich die reskalierte Gleichung

(2.36) X+ X=c¢
und dies ist ein regulér gestortes Problem, denn fiir € = 0 er halten wir:
X2+ X=0 = X1 =0 Xo=-1

Beide Losungen von (2.36) lassen sich wieder mit Hilfe einer Potenzreihenentwicklung der
Form

XE:Xl/Q—I—ale—i—ang—i—...
asymptotisch berechnen.
Die Frage nach einer geeigneten Reskalierung, die ein singulér gestortes in ein regulér
gestortes Problem umwandelt, kann man zumindest in unserem einfachen Beispiel syste-
matisch beantworten. Wir verwenden dazu eine Reskalierung der Form

x=10(e)X

wobei die Funktion () so gewihlt ist, dass im Grenzfall € — 0 die Beziehung X = ord(1)
erfiillt ist, d.h. sowohl X als auch 1/X bleiben fiir ¢ — 0 beschrénkt.
Die reskalierte Gleichung lautet dann

£0(e) X2 +0(e)X —1=0

"Das dies nicht immer der Fall sein muss, sehen wir weiter unten.
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und man betrachtet nun formal die moglichen GréBenordnung von 6(¢):
1) Ist § < 1, so erhalten wir

£62X2 + 6X — 1 ~ “klein” + “klein” — 1 = 0

Vernachldssigen wir die kleinen Terme, so folgt —1 < 0 und diese Skalierung
liefert offensichtlich keine Losung.
2) Fiir 6 ~ 1 ergibt sich

e?X2 40X —1~ “Klein” + X —12=0 = X =1+ “klein”

Diese Losung approximiert die exakte Losung von (2.35), die fiir e — 0 beschrinkt
bleibt.
3) Fiir 1 € § < 1/¢ erhalten wir

€62 X% +6X — 1
0
Dies widerspricht der Annahme, dass X = ord(1) gelten soll.
4) Mit 6 ~ 1/e folgt
e02X? + 56X —1
£6?
Dies ist eine zulissige Skalierung, denn aus X2 + X = 0 erhalten wir als eine
Lésung X = —1.
5) Fiir 1/e < § erhalten wir
e02X? + 56X —1
£6?

und dies widerspricht wie bei 3) der Annahme X = ord(1).

~ “klein” + X + “klein” = 0

~ X2+ X + “klein” L 0

~ X? 4 “klein” 4 “klein” =0

Sinnvolle Skalierungen ergeben sich also in den beiden Fillen 6 = 1 und 6 = 1/¢ und diese
beiden Skalierungen liefern gerade die asymptotischen Entwicklungen aus Beispiel 2.2.
Wir haben oben geschrieben, dass regulére gestorte Probleme in der Regel auf asymptoti-
sche Losungen in Form von Potenzreihenentwicklungen im Parameter ¢ fiithren, die in der
Literatur auch als Poincare—Entwicklungen bezeichnet werden.

Das dies nicht immer der Fall sein muss, auch wenn die Ausgangsgleichung nur ganzzahlige
Potenzen in ¢ beinhaltet, demonstrieren wir in den beiden nachfolgenden Beispielen.

BEISPIEL 2.44. Wir betrachten die algebraische Gleichung
(2.37) (1—g)a?—22+1=0

Handelt es sich dabei um ein regulér oder ein singulér gestortes Problem? Fiir € = 0 ergibt
sich die Gleichung 2% — 2z +1 = 0, d.h. die Gleichung besitzt eine doppelte Nullstelle; fiir
€ # 0 haben wir zwei unterschiedliche Nullstellen.

Im Sinne eines regulér gestorten Problems starten wir mit dem Entwicklungsansatz

(2.38) ze =1+ aie+ase® +...
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Setzen wir diesen Ansatz in die Gleichung (2.37) ein, erhalten wir

2 —ex? —22+1 = 14 2a1e+¢*(2a0 +ay) +...
—e— 2%, — ...
—2—2&15—2&262—--'+1:O
Ein Koeffizientenvergleich ergibt
(2.39) e 1-241=0
(2.40) el 20 -1-2a1=0

Gleichung (2.39) ist also automatisch erfiillt; dagegen 148t sich (2.40) bei konstantem a;
nicht 16sen d.h. der Entwicklungsansatz (2.38) liefert keine Losung.

Wiirde man allerdings zulassen, dass der Koeffizient a; nicht konstant ist, sondern von &
abhéngt — a; = a1(e) — und wiirde gelten a;(g) — oo fiir ¢ — 0, so wire Gleichung (2.40)
im Grenzfall automatisch erfiillt. Damit aber eine Entwicklung der Form x. = 1+4a;(¢)e fiir
e — 0 tatséchlich gegen die ungestorte Losung konvergiert, muss ebenfalls die Beziehung
ai(e)e — 0 erfiillt sein.

Lassen wir also zu, dass der Koeffizient a; von € abhéingt, miissen die beiden folgenden
Grenzverhalten gelten:

ai(e) — oo, ai(e)e —0 (e—0)
Dies legt nahe eine asymptotische Entwicklung der Form
Te = 14 biv/E + boe + bye®? + ...

anzusetzen, wobei nun die Koeffizienten by, bo, ... als konstant angenommen werden.
Setzt man diesen Ansatz in die Ausgangsgleichung ein, so ergibt ein Koeffizientenvergleich
bei /¢ eine Bedingung, die automatisch erfiillt ist. Bei der Ordnung ¢ erhalten wir eine
Bedinungung an by, ndmlich

=1
und eine asymptotische Entwicklung der exakten Losungen von (2.37) ist gegeben durch

r. =1+ /e
Die zugehorigen exakten Losungen lauten
1Ey/e
o 1-¢
Die exakten Losungen lassen sich um ¢ = 0 nicht mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung
approximieren, da sie als Funktionen von ¢ im Ursprung nicht differenzierbar sind.

Te

Es konnen auch asymptotische Entwicklungen auftreten, die nicht aus (gebrochenen) Po-
tenzen in € bestehen, So besitzt die Gleichung

mit € < 1 zwei Losungen. Da aus € < 1 die Beziehung e™¢ &~ 1 folgt, wird eine der beiden
Losungen in der Nihe von € liegen. Aus dem Grenzwert

lim ze ™ =0
T—0Q
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folgt, dass die zweite Losung fiir € — 0 divergiert. Eine asymptotische Entwicklung dieser
divergenten Losung ist

1 1
x€:1n7+ln<lnf)
€ €

Man sollte sich hier anschaulich klarmachen, wie langsam In1/e fiir ¢ — 0 im Vergleich
zu 1/e divergiert.

Wir kommen nun zu einigen grundlegenden Begriffen aus der Theorie asymptotischer
Entwicklungen.

n
DEFINITION 2.45. Fine Reihe der Form Y fr(x) heifit asymptotische Entwicklung von
k=0
f(x) fiir ¢ — zo, falls fir alle m <n gilt

i (z) — kZZIO fr(@)
(2.41) Jim. @) =0

Wir schreiben dann

f@) ~) 7 fu(x)
k=0

BEMERKUNG 2.46. Man kann auch unendliche Reihe betrachten und fordert dann, dass
die Bedingung (2.41) fiir alle m € N erfillt ist.

FEine spezielle Klasse von asymptotischen Entwicklungen sind solche, die auf Ordnungs-
funktionen basieren.

DEFINITION 2.47. Eine Folge {0,(c)} nennt man Folge von Ordnungsfunktionen, falls
on() fiir allen € N in einer Umgebung des Ursprungs definiert und stetig ist und zusdtzlich
die Beziehung

lim Ont1(2) =
e—0 571(5)

erfillt ist.®

Eine asyptotische Entwicklung auf der Basis von Ordnungsfunktionen lautet dann
n
(2.42) f@) ~ > apbp(x —x9)  (z— o)
k=0

Die (konstanten) Koeffizienten sind dabei eindeutig bestimmt und ergeben sich aus der
Formel
k-1
F(X) = > oz — o)
ar = lim (=0
z—x0 Ok (xz — x0)

8Wir kénnen dafiir auch schreiben: 8,11 (g) = 0(6,(¢)).
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Eine Funktion f(x) kann durchaus mehrere unterschiedliche Entwicklungen besitzen. So
gilt etwa fiir z — 0
3

t ~ — 4+ —
anx m—|—3—|—15:17

5

. 1. 3 .5
tanz ~ sz + ism x + gsm x
Im ersten Fall beziehen wir uns auf die Ordnungsfunktionen &, (e) = 2"+, n = 0,1,2; im
zweiten Fall verwendet man
n(e) = sin® ¢
Mehrere unterschiedliche Funktionen kénnen identische asymptotische Entwicklungen be-
sitzen: es gilt zum Beispiel
oo
ep(E) ~ Yo (e—0)
n=0
oo Sn
exp(e) + exp(—1/e) ~ Z —

|
n.
n=0

(eN0)

Weiter gilt: Asymptotische Entwicklungen kann man beziiglich des Parameters ¢ inte-
grieren, um eine asymptotische Entwicklung beziiglich des entsprechenden Integrals zu
berechnen. Dagegen lassen sich asymptotische Entwicklungen aber im allgemeinen nicht
differenzieren.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes geben wir noch ein klassisches Beispiel zur Approxima-
tionsgiite und Effektivitéit asymptotischer Entwicklungen.

BEISPIEL 2.48. Die sogenannte Fehlerfunktion erf(x) ist definiert iiber das Integral

erf(z / —t? dt
\/>

Die Fehlerfunktion ist von zentraler Bedeutung fiir Berechnungen in der Statistik, da sie
die Verteilungsfunktion der Gaufiverteilung, also das Integral der Glockenkurve ist und sie
wird zum Beispiel zur statistischen Beschreibung von Meflungenauigkeiten verwendet.
Die Funktionswerte der Fehlerfunktion lassen sich nur approximativ mit Hilfe von Rei-
henentwicklungen berechnen. Fiir kleine Werte von x kann man etwa den Integranden
in eine Taylor—Reihe entwickeln und anschlieffend die einzelnen Terme der Taylor—Reihe
integrieren. Damit erhélt man die klassische (konvergente) Reihenentwicklung

erf(z Z nQnH—i x—lx‘g—i—ix‘r’—i —i—img—
f (2n+1)n!  w 3 10 42 219

Da sich eine a]termerende Potenzreihe ergibt, benttigt man zur Approximation der Funk-
tionswerte fiir z > 1 eine grofle Zahl von Entwicklungstermen: um eine Genauigkeit von
1075 einzuhalten sind dies fiir # = 1 acht Terme, fiir = 3 bereits 31 Terme und fiir x = 5
sogar 75 Terme.
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Eine divergente asymptotische Entwicklung, die fiir £ > 1 wesentlich genauer ist, ist ge-
geben durch

2
e " 1 1-3 1-3:5
2.43 flz) =1— ——=(1- - — O(z™®
(243) erf(z) T ( 522 T @aE T ey oW )>
Bei dieser asymptotischen Entwicklung benétigt man fiir # = 5/2 nur drei Terme, um
eine Genauigkeit von 107° zu erreichen. Die Herleitung der asymptotischen Entwicklung
geschieht dabei iiber partielle Integration: zunéchst schreiben wir

2 7 2
erf(x) =1—- "= [ et dt
\ﬁ/

und verwenden folgende partielle Integration

(e o] o0

[ora - [Sa-

x x xT
2 o0

e 7 o t?
= —— — [ —dt
(—2x) / 2t2

T

Eine wiederholte Anwendung der partiellen Integration liefert dann die asymptotische
Entwicklung (2.43).

2.3. Grenzschichtverhalten bei singulir gestérten Differentialgleichungen.
In diesem Abschnitt wollen wir das Prinzip asymptotischer Entwicklungen auf die néhe-
rungsweise Losung von gewoOhnlichen Differentialgleichungen ausdehnen, wobei wir uns
insbesondere mit sogenannten singulidr—gestorten Gleichungen beschéftigen werden.
Solche Modelle treten zum Beispiel in der Biochemie bei der Modellierung des Stoffwechsels
lebender Organismen auf und werden dort als die sogenannte Michaelis—-Menten Kinetik
bezeichnet. Der Hintergrund dieser Modelle ist folgender: in jedem lebenden Organis-
mus finden sténdig biochemische Reaktionen, also Stoffumwandlungen, statt. Dabei sind
hiufig spezielle Proteine (Eiweifiverbindungen), sogenannte Enzyme involviert. Enzyme
sind hochmolekulare Eiweiflverbindungen die biochemische Vorgénge als Biokatalysatoren
beschleunigen oder erst ermoglichen. Ein Bestandteil des menschlichen Stoffwechsels ist
etwa der Abbau von Glukose zum Zwischenprodukt Brenztraubenséure (Glykolyse) und
diese Form der Stoffumwandlung benétigt 10 unterschiedliche Enzyme.
In der Biochemie wird nun das folgende grundlegende Modell einer Enzymreaktion be-
trachtet: ein Enzym F reagiert mit einer anderen chemischen Verbindung, einem soge-
nannten Substrat S, und bildet einen chemischen Komplex C, der anschlieflend in ein
Molekiil P (Produkt) umgewandelt wird, wobei wieder ein Enzym FE freigesetzt wird.
Schematisch 148t sich diese Reaktionskette in der Form

(2.44) E+S~C—P+E

schreiben. In der Reaktionskette (2.44) driickt der Doppelpfeil aus, das die angegebene
chemische Reaktion in beide Richtungen ablaufen, kann, der Einzelpfeil gibt entsprechend
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die einzig vorhandene Reaktionsrichtung an.

Ein mathematische Modell fiir die Enzymreaktion (2.44) 148t sich unter Zuhilfenahme
des Massenwirkungsgesetzes (englisch: law of mass action) herleiten, welches angibt, dass
die Rate, mit der bei einer Reaktion neue Stoffe gebildet werden, stets proportional zum
Produkt der Konzentrationen der Stoffe ist, die die Reaktion auslésen.

Bezeichnen wir also im folgenden mit e = e(t), s = s(t), ¢ = ¢(t) und p = p(t) die
(zeitabhéngigen) Konzentrationen der Spezies E, S, C und P, so ergibt sich aus dem
Massenwirkungsgesetz das Differentialgleichungssystem

ds

(2.45) = = —ae(t)s(t) +de(t)
(2.46) % — _ae(t)s(t) + 5c(t) + relt)
(2.47) % — ae(t)s(t) — dc(t) — re(t)
(2.48) B — ety

wobei die (konstanten) Parameter «, 6 und x die Ratenkonstanten bezeichnen.

Aus der Struktur des Differentialgleichungssystems (2.45)—(2.48) erkennt man leicht, dass
das System eine Reihe einfacher erster Integrale (sieche Abschnitt 1.3) besitzt: addiert man
die beiden Gleichungen (2.46) und (2.47), so folgt die Beziehung

de dc
(2.49) et =0
und daher gilt e(t) + ¢(t) = const. Gleichzeitig ergibt die Addition von (2.45), (2.47) und
(2.48) die Gleichung s(t) + ¢(t) + p(t) = const.
Aufgrund dieser beiden ersten Integrale 1a8t sich das System (2.45)—(2.48) auf ein System
von nur zwei Gleichungen reduzieren, wobei im Prinzip bis auf die in (2.49) vorkommen-
den Konzentrationen jeweils zwei Konzentrationen aus dem System (2.45)—(2.48) beliebig
kombiniert werden kénnen. Wir betrachten im weiteren Verlauf die beiden Gleichungen

(2.50) % — —aen — e(t))s(t) + oc(t)
(2.51) % — aleo — c(t)s(t) — (5 + m)e(t)

Ein in der Biochemie géngige Modellvereinfachung fiir das nichtlineare System (2.50),
(2.51), die allerdings fiir eine grofle Klasse von Parametern «, § und « eigentlich unzuléssig
ist, ist die sogenannte Michaelis—Menten Kinetik. Bei dieser Vereinfachung geht man davon
aus, dass sich die Konzentration ¢(t) in einem Gleichgewichtszustand befindet, d.h. man
postuliert dec/dt = 0 und erhilt aus der Gleichung (2.51) die Beziehung

eos(t)
2.52 )= ———-—
(252 W= K+ 5
wobei 5
Ky — + K

«
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die sogenannte Michealis—Menten Konstante bezeichnet. Summiert man nun die beiden
Gleichungen (2.50) und (2.51) und setzt die Beziehung (2.52) ein, so ergibt sich das als
Michaelis—-Menten Kinetik bezeichnete Modell

ds Umaxs

2.53 —_— =
( ) dt Ky +s

mit vmax = Keg.

Die Unterschiede zwischen dem exakten Modell (2.50), (2.51) und der in der Biochemie
héufig verwendeten Michaelis—Menten Kinetik (2.53) koénnen je nach Wahl der Parame-
ter a,, 0 und k sowie den Anfangsbedingungen sehr grof§ werden. Im Anhang findet man
einige mit MAPLE durchgefiihrten Testrechnungen fiir einige typischen, in der Literatur
verwendeten Parameterwerte.

In den Fillen, in denen die Modellvereinfachung (2.53) grole Abweichungen von den vol-
len Gleichungen (2.50) und (2.51), besitzt sowohl die Konzentration des Substrats S als
auch des Komplexes C' in der Néhe der Zeit t = 0 ein sogenanntes Grenzschichtverhalten,
bei dem sich auf kleinen Zeitintervallen signifikante Konzentrationsénderungen einstellen.
Dieses Grenzschichtverhalten besitzt die Modellvereinfachung offensichtlich nicht und kann
damit den Konzentrationsverlauf nur unzureichend wiedergeben.

Typischerweise zeigen singuldr—gestorte Differentialgleichungen ein solches Grenzschicht-
verhalten — also solche Differentialgleichungen bei denen die héchste Ableitung der Glei-
chung mit einem kleinen Parameter ¢ > 0 multipliziert wird, so dass sich die Ordnung der
Differentialgleichung im Grenzfall € = 0 um Eins verringert.

Wir wollen uns dies wiederum an einem (einfachen) Beispiel veranschaulichen und uns
in diesem Beispiel ebenfalls mit der Herleitung einer asymptotischen Entwicklung fiir die
Losung der Differentialgleichung beschéftigen.

Gegeben sei das auf dem Intervall (0, 1) formulierte Randwertproblem zweiter Ordnung

2
(2.54) @)+ L) = D)
(2.55) y(0) = 0
(2.56) y(l) = 1

mit dem kleinen Parameter ¢ > 0.

Im Grenzwert € = 0 geht das obige Randwertproblem in eine Differentialgleichung erster
Ordnung iiber, fiir die nur eine Randbedingung (besser Anfangsbedingung) vorgeschrieben
werden kann. Wir entscheiden uns jetzt zunéchst fiir die rechte Randbedingung, d.h. im
Grenzwert € = 0 betrachten wir das Problem

dy dh
%(@’) = @(50)
y(1) = 1

Fiir dieses Problem lautet die exakte Losung
y(x) = h(z) = h(1) +1

Wir versuchen nun analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 2.2 eine asymptotische Ent-
wicklung der Losung fiir € > 0 herzuleiten, d.h. wir suchen eine Reihendarstellung der
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Form
P
y(z;e) = Z e" fn(z)
n=0

Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung (2.54) ein, ergibt sich

p

ST (e () + € f (@) = B (2)

n=0

Beriicksichtigen wir zudem (nur) die rechte Randbedingung, so muss die Beziehung

p
D (1) =1
n=0

gelten. Diese Gleichungen fiir die Entwicklungsfunktionen f,,(z) lassen sich nun sukzessiv
auflosen, in dem man einen Koeffizientenvergleich in Potenzen von e durchfiihrt.
Zunéchst ergibt sich in nullter Ordnung fiir die Funktion fy die Gleichung

fo=n, fo(1)=1
Die hoheren Ordnungen ergeben die Gleichungen

f7,1/—1+f7/1:07 fn(l):O

und man erhélt damit
Jo(z) = h(z)—h(1)+1
fa@) = (1" (A(@) - (1))

Die Darstellung fiir f,(x) 148t sich dabei direkt per Induktion beweisen. Daraus folgt die
asymptotische Entwicklung

(2.57) y(ase) ~ 1+ (—e)" (h(”) (z) — h<">(1))
n=0

Man sollte sich hier klarmachen, dass die asymptotische Entwicklung (2.57) die Rand-
bedingung (2.55) nicht erfiillt, die ja gerade bei der Herleitung der Entwicklung nicht
beriicksichtigt wurde. Wir erwarten vielmehr, dass die Losung des Problems (2.54)—(2.56)
ein Grenzschichtverhalten bei x = 0 aufweist, d.h. die Losung fallt dort in einer Umge-
bung von x = 0 rapide auf Null ab und dieses Verhalten wird durch die asymptotische
Entwicklung (2.57) nicht erfafit. Wir sprechen daher auch von einer &uferen asymptoti-
schen Entwicklung, die nur auflerhalb einer Grenzschicht um x = 0 giiltig ist.

Wir versuchen nun, eine asymptotische Beschreibung des Grenzschichtverhaltens der Losung
von (2.54)—(2.56) um z = 0 herzuleiten. Unter der Annahme, dass die Grenzschichtdicke
von der Ordnung ¢ ist, erscheint es sinnvoll eine Skalierung der Grenzschicht vorzunehmen
und das Problem (2.54)—(2.56) in der skalierten Variablen £ mit

xT
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auszudriicken. Mit dieser Skalierung wird die Grenzschicht auf einen Bereich der Léange
O(1) gestreckt und die Randbedingung (2.56) fiir ¢ — 0 nach £ — oo verschoben.
Wir definieren nun mit Hilfe der Skalierung (2.58) eine neue Funktion y(&;¢) tiber die
Beziehung

y(wse) =yle-§e) = y(&e)
und erhalten unter Verwendung der Kettenregel

W Pyl
¢ dx’ dez 7 da?
Damit transformiert sich die Gleichung (2.54) zu
d?y dy dh
@(5) + d7§(£) =e (€8

In der skalierten Variablen £ = x/¢ ist dies nun eine regulir gestorte Differentialgleichung,
da sich die Ordnung der Gleichung fiir ¢ = 0 nicht reduziert.

Wir betrachten also nun das regulér gestorte Problem innerhalb der Grenzschicht

d?y dy dh

(2:59) PO+ LO=TC 9

wobei wir nur die Randbedingung 7(0) = 0 am linken Rand vorschreiben und suchen nun
nach einer asymptotischen Entwicklung von ¢ der Form

jlie) ~ Y e gn(x)
n=0

Bevor wir diesen Ansatz in die Gleichung (2.59) einsetzen, entwickeln wir die rechte Seite
von (2.59) in einer Taylor—Entwicklung um den Entwicklungspunkt € = 0:

M (n)

n=1

Durch einen Koeffizientenvergleich ergeben sich dann die folgenden Bestimmungsgleichun-
gen der asymptotischen Entwicklung

(2.60) g+9 = 0, 9(0)=0
h(™(0)
(n—1)!
Die Gleichungen (2.60) und (2.61) lassen sich explizit 16sen:

90(&) = Ao (1-e7)

(2.61) gn+ 9n ¢l g(0)=0  (n>1)

und
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und eine asymptotische Entwicklung der Losung innerhalb der Grenzschicht lautet damit

] e S A S a5 (9
n=0 n=1

k=1

Weiter gilt die Beziehung
(@) = (ie)
rie) =9y |—;¢€
Yy Yz

wobei die Integrationskonstanten Ao, ..., A, noch unbekannt sind.
Wir haben jetzt zwei unterschiedliche asymptotische Losungen fiir das Modellproblem
(2.54)—(2.56) berechnet:

e cine duflere Entwicklung (2.57), die aulerhalb der Grenzschicht bei x = 0 giiltig
ist und

e cine innere Entwicklung (2.62), die das Losungsverhalten innerhalb der Grenz-
schicht beschreibt.

In der Abbildung 2.2 sind die exakte Losung sowie jeweils die ersten beiden Terme der in-
neren und dufleren Entwicklung fiir einige typische Werte von Ag und A; und die Funktion
h(z) = e~* dargestellt.

Exact Solution —
Zeroth Order (outer) ----
First Order (outer) --

Zeroth Order (inner)
First Order (inner) —--

0 I
0 0.5 1

Abbildung 2.2: Exakte Losung fiir ¢ = 0.1 und die beiden fithrende Terme der inneren
und dufleren Entwicklung.

Man erkennt, dass bereits die ersten Terme der asymptotischen Entwicklungen (2.57) und
(2.62) in ihren jeweiligen Giiltigkeitsbereichen die tatséichliche Losung gut approximieren.
Es bleibt nun die Frage, wie die Konstanten A4;, i = 1,...,n der inneren Entwicklung (2.62)
betsimmt werden kénnen. Diese Frage ist verkniipft mit einer Kopplungsprozedur zwischen
der inneren und &dufleren Entwicklung zu einer einzigen asymptotischen Entwicklung, die
die tatséichliche Losung auf dem gesamten Intervall [0, 1] hinreichend genau approximiert.
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Hierzu formulieren wir zunéchst die Kopplung beider Entwicklungen mit Hilfe einer Zwi-
schenvariablen 7 (englisch: intermediate variable): sei dazu n gegeben durch

== gt

wobei 0 < a < 1 gelten soll. Wir stellen nun beide Entwicklung (2.57) und (2.62) in der
neuen Variablen 1 dar und verlangen, dass beide Entwicklungen asymptotisch gesehen
identisch sind.

Die Bedeutung der neuen Variablen 1 kann man sich wie in Abbildung 2.3 fir a = 1/2
veranschaulichen:

| |
€ 1 X
|
| |
1 17e §
I1/2 I 12 n
€ (1/€)

Abbildung 2.3: Innere Variable £, duflere Variable x und zugehorige Zwischenvariable 7.

Fiir festes n gelten im Grenzwert € — 0 die Beziehungen x — 0 und £ — oo und
ekl & e« npxe,

Fiir die Darstellung der dufleren Entwicklung in der Zwischenvariablen 7 erhalten wir:

ylz;e) = y(en;e)

= 1+h(z)—h(l)—c (W (z) =1 (1)) +
= 1—-h(1)+eh 1)+ h(e™n) — eh/(e%n) + ...
— 1= h(1) + B (1) + h(0) + i (0) + ~22"(0) +

2
—e (W(0) 4+ e*nh"(0) +...)

1
= 1—h(1)+ h(0) 4+ %h’(0) + 552%72}/’(0) +

e (1) — K(0)) — eMenh’(0) — %51+“n2h”’(0) b
e (W'(0) — h"(1)) +
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Die innere Entwicklung in der Variablen 7 lautet:

Q
e = (1me )3 e
n=0

Q n a—

n=1 k=1

Vernachléssigen wir nun alle exponentiellen Terme, da diese schneller verschwinden als
jede Potenz in € und setzen wir beide Entwicklungen beziiglich der Variablen 7 gleich, so
ergeben sich die Bedingungsgleichungen

Ay = 1—h(1)+ h(0)

A = K1) -1(0)

Ay = K'(1)—-1n"(0)
Eine andere Moglichkeit innere und duflere Entwicklungen aneinander anzupassen ist die
Kopplungsregel von van Dyke, die hdufig einfacher anzuwenden ist als die Kopplung iiber
eine Zwischenvariable. Weiter liefert diese Methode eine einfache M&glichkeit eine einzelne

asymptotische Entwicklung anzugeben, die im gesamten Definitionsbereich giiltig ist.
Wir schreiben zunéchst die ersten p + 1 Terme der dufleren Entwicklung als

p
Epf=> " fu(x)
n=0

beziehungsweise die ersten g + 1 Terme der inneren Entwicklung
q
Hyf = "gn(€)
n=0

Die Regel von van Dyke lautet dann
EyHy f = HoEy f

d.h. die inneren und &ufleren Entwicklungen sollen kommutieren. Der Operator E,H, be-
deutet dabei, dass wir zunéchst die ersten ¢ + 1 Terme der inneren Entwicklung nehmen,
diese anschliessend mittels der Beziehung { = x/¢ umschreiben und dann bei der entste-
henden Entwicklung nur die ersten p + 1 Terme einer dufleren Entwicklung beibehalten.
Wir veranschaulichen dies anhand unseres Modellproblems an zwei Beispielen.

BEISPIEL 2.49. Die jeweils ersten Terme der inneren und &ufleren Entwicklung waren
gegeben durch

fole) = h(x) =h(1) +1
go(6) = Ao (1-c7)
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Wenden wir nun die Regel von van Dyke mit p = ¢ = 0 an, so erhalten wir
EoHof = Ep (Ao (1 - e_g)) = Ep (Ao (1 — e‘x/a)) = A
) —

HoEof = Ho(h(x h() 1) = Ho (h(g8) — h(1) +1)

= h(0) = h(1) +
Aus der Beziehung EoHyf = HoEyf ergibt sich
Ao =h(0) —h(1)+1
also das identische Resultat wie bei der Kopplung mit einer Zwischenvariablen.

BEispieL 2.50. Fiir p = q¢ = 1 ergibt sich
FE1H, f = FEj (Ao (1 — e_5> + e (A1 <1 — e_f) + h,(O)g))

- B (AO <1 - e—x/€> te (A1 (1 - e—x/5> n h’(())g))

= Ay +zh'(0)+eA;
und

HiE\f = Hi(hz)—h(1)+1—e(h(z) - h’( )))

= H; (h(g€) — +1—¢e(W () — h'(1)))
= h(0) — h(l) + 1 —e&h(0) — 5h’(0) + sh (1)
= h(0) = h(1) +1 —xh'(0) +e(h'(1) — K'(0))
Daraus ergeben sie die beiden Bedingungsgleichungen

Ay = h(0)—h(1)+1
A = K1) - K(0)

Mit Hilfe der Regel von van Dyke kann man nun auch direkt eine kombinierte asymptoti-
sche Entwicklung angeben, die auf dem ganzen Definitionsbereich giiltig ist

Coof=E,f+Hyf—EH, f

Wir erhalten etwa fiir unser Modellproblem die kombinierte asymptotische Entwicklung
(siehe auch Abbildung 2.4)

Coof = Eof+Hof— EoHyf
= h(z) — h(1) +1+ 4 (1 - e—x/a) ~ Ay
= h(z) —h(1)+1— (1 —h(1) + h(0)) e~/
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2

0 I
0 0.5 1

Abbildung 2.4: Zusammengesetzte asymptotische Entwicklung Cpof und C1f.

Bei der asymptotischen Behandlung des Randwertproblems (2.54)—(2.56) haben wir einige
Dinge vorausgesetzt, die im allgemeinen Fall nicht a—priori bekannt sind. Dies betriftt
vor allem die Frage nach der Lage und der Gréfle oder Dicke von Grenzschichten. Beide
Fragen konnen hiufig analog zu der asymptotischen Behandlung algebraischer Gleichungen
mit Hilfe einer Reskalierung beantwortet werden und dies wollen wir wiederum fiir unser
Modellproblem exemplarisch vorstellen. Wir setzen dazu

x=0(e)¢
mit einer speziellen Funktion d(¢) und betrachten im Folgenden nur den Spezialfall
x=¢e% (> 0)

Die reskalierte Form der Differentialgleichung zweiter Ordnung (2.54) lautet dann

(2.63) Jee + €71 = e h (7€)

Fiir verschiedene Werte von « erhalt man damit eine Balance unterschiedlicher Terme der
Gleichung (2.63). Die interessanten Reskalierungen ergeben sich stets, wenn mindestens
zwel Terme miteinander balanciert sind:

fiir @« = 0 haben wir eine Balance zwischen den beiden Termen ¢’ und A/,
fiir 0 < o < 1 ist allein der Term ¢’ dominant,

fir « = 1 sind die beiden Terme 3" und 3/ balanciert,

fiir @ > 1 ist der Term 3" dominant
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Anschaulich gesehen erhalten wir also

5q)xx + q)x = hx
a=0 Balance
0<ax<l dominant
a=1 Balance
1<« dominant

Die interessanten Skalierungen der Gleichung sind also
a=0 und a=1

die man im Englischen auch als distinguished limits bezeichnet und die gerade unsere res-
kalierten Gleichungen zur Herleitung einer inneren und dufleren Entwicklung lieferten. Die
Reskalierung mit o = 1 bedeutet, dass die Grenzschicht eine Dicke der Ordnung O(¢) hat.
Mit Hilfe einer Reskalierung kann auch entschieden werden, dass bei x = 1 kein Grenz-
schichtverhalten vorliegt, wobei wir hier nicht auf die ndheren Details eingehen wollen.
Wir schliessen nun den Abschnitt zum Grenzschichtverhalten bei singular gestorten Dif-
ferentialgleichungen mit drei weiteren Modellproblemen ab.

BEISPIEL 2.51. Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] das singulér gestorte Randwertpro-
blem

€2y//_y: 1

mit den beiden Randbedingungen

Die Reskalierungen
r=ce und 1—x=¢

ergeben exponentiell abfallende Losung bei x = 0 und x = 1.

Das bedeutet, dass das singulér gestorte Problem zwei Grenzschichten besitzt, ndmlich bei
z=0und z = 1:

x x—1

ylxr)y ~1l—e"= —e ¢
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0.5 [

0

I
0 0.5 1

Abbildung 2.5: Losung des Modellproblems fiir € = 0.02.
BEISPIEL 2.52. Wir betrachten auf dem Intervall [—1, 1] die Gleichung
62y” + 2y<1 _ y2> =0

zusammen mit den Randbedingungen

y(=)=-1y(1)=1
Im Grenzfall € — 0 ergibt sich die algebraische Gleichung

y(1-y*) =0
mit den drei Losungen
y=0, y=1 und y=-1

Fiir ¢ < 1 besitzt die Losung eine Grenzschicht bei z = 0 und es gilt

x
y ~ tanh —
€

d.h. Grenzschichten befinden sich nicht stets in der Ndhe des Randes.

1F

0.5 -

-0.5 |

-1

I I
1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 2.6: Losung des Modellproblems fiir € = 0.02.
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2.4. Mehrskalenphinomene bei Differentialgleichungen. Bei dem im letzten
Abschnitt 2.3 diskutierten Grenzschichtverhalten von singulér gestorten Differentialglei-
chungen hatten wir Modelle untersucht, die Phanomene auf unterschiedlichen Skalen be-
schreiebn, wobei die Skalen aber stets rdumlich (oder zeitlich) voneinander getrennt sind.
In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit einem Modellproblemen, bei dem unter-
schiedliche Skalen simultan in Raum oder Zeit auftreten.

Gegeben sei der (nichtlineare) van—der—Pol Oszillator Wir beschéftigen uns zunéichst mit
dem folgenden Modellproblem:

(2.64) i+er(z®—1)+z = 0
(2.65) z(0) = 1
(2.66) #(0) = 0

mit dem kleinen Parameter € < 1. Zur Erinnerung sei erwéhnt, dass der Fall ¢ — oo auf ein
singuldr gestortes Problem mit Grenzschichten fiihrt, das mit den Methoden aus Abschnitt
2.3 bearbeitet werden mufl. Mit der Annahme ¢ < 1 ist (2.64)—(2.65) ein nichtlineares,
aber regulir gestortes Problem des harmonischen Oszillators.
Wir wollen uns zun &dchst das ungestorte Problem mit € = 0 anschauen: das ungestorte
Problem

Zo + x9 = 0, l’o(O) =1, io(()) =0
besitzt die Losung xo(t) = cost. Eine naive Vorgehensweise fiir kleine Parameter ¢ wére
damit die Suche nach einer asymptotischen Entwicklung — zum Beispiel erster Ordnung —
der Form:

x(t;e) ~ cost +exy(t)

Wir setzen daher die formale Entwicklung

x(t;e) = Zs”xn(t)
n=0

in die Differentialgleichung
itei(z?—1)4+2=0
ein und erhalten die Gleichung

p

2
P
| e+ iy, (Z 5"xn(t)) 1| +e"an(t) | =0
n=0

n=0

Der niichste Schritt ist wieder ein Koeffizientenvergleich in Potenzen von e: fiir € erhalten
wir die Gleichung
Zo+x9=0
mit den beiden Anfangsbedingungen
z0(0) = 1, £o(0) =0
und die Losung lautet wie erwartet

xo(t) = cost
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Fiir €' ergibt sich fiir die Entwicklungsfunktion erster Ordnung die Gleichung
1+ x1 = —i’o(l‘g — 1)
Unter Verwendung der nullten Ndherung z((t) = cost berechnen wir die rechte Seite der
obigen Gleichung
do(2f — 1) =sin’t
und erhalten demnach die Gleichung erster Ordnung
(2.67) i1+ = —sin®t

Die Gleichung (2.67) beschreibt eine sogenannte erzwungene Schwingung, d.h. der un-
gestorte harmonische Ostzillator auf der linken Seite der Gleichung wird durch eine &uflere
Schwingung — die Inhomogenitét auf der rechten Seite — in Anregung gebracht. Dies fiihrt
im sogenannten Resonanzfall, d.h. eine Anregungsfrequenz der Inhomogenitéit fallt mit
der Kigenfrequenz des ungestorten harmonischen Oszillator zusammen, zu einer in der
Zeit monoton steigenden Amplitude in der angeregten Resonanzschwingung. Es muss also
iiberpriift werden, ob in der Gleichung (2.67) der Resonanzfall eintritt.

Die Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen liefern zun#chst

1 3
—sindt = 1 sin 3t — 1 sint
und wir erhalten aus Gleichung (2.67) die Darstellung

71+ —1'3t 3't
gl :1:1—48111 4sm

Diese Gleichung 148t unter der Vorgabe der Anfangsbedingungen z1(0) = 41(0) = 0 1ésen:

3 1
x1(t) = g(tcost—sint> - 3—2(sin3t —3Sint>

Eine asymptotische Darstellung der Losung von (2.64)—(2.66) lautet also
3 . 1/ :
x(t;e) ~ cost + ¢ 7<tcost - smt) - —(Sln?)t - 3Slnt>
8 32
Im Langzeitverhalten bedeutet dies aber
3/1 1 3
xz(1/e,e) ~ cos(l/e)+e [ g(, cos(1l/e) — sin(l/a)) - §<sin () — 3sin(1/5)) ]
£ €

~ % cos(1/e) + O(e)

d.h. dies ist fiir t = O(1/e) keine asymptotische Entwicklung der exakten Losung fiir kleine
g, denn eine solche Entwicklung miisste die Form x(1/e;¢) ~ cos(1/¢) + O(g) haben.

Die naive Vorgehensweise zur Herleitung einer asymptotischen Losung bricht also zusam-
men und dies liegt daran, dass in der Gleichung (2.64) simultan zwei Phénomene auf
unterschiedlichen Zeitskalen aktiv sind. Ein Ausweg ist die Verwendung einer Mehrskalen-
entwicklung, d.h. wir definieren zwei Zeitskalen:

T=1, T =c¢t
Die Zeitskala
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e definiert durch 7 ist eine schnelle Skala und beschreibt die Schwingungen des
van—der—Pol Oszillators,

e definiert durch T ist eine langsame Skala und beschreibt Anderungen der Ampli-
tude beziehungsweise eine Phasenverschiebung auf der langsamen Skala.

Wir verwenden daher den Mehrskalenansatz
z(t;e) = x(r,Tse)

und berechnen mit Hilfe der Kettenregel

d 0 0
i~ (5, (7).
Fiir die zweite Ableitung gilt dann:
T =Xrr + 2ex:7 + 6233TT
Wir suchen nun nach einer asymptotischen Entwicklung der Form
(2.68) x(t;e) ~ xo(1,T) + ex(1,T)

wobei diese asymptotische Entwicklung auch fir T = ord(1) bzw. t = ord(1/e) giiltig
bleiben soll, d.h. insbesondere, dass z1(1/e,1) = ord(1) gelten soll.

Setzen wir den Mehrskalenansatz (2.68) in die Gleichung (2.64) ein, so erhalten zunéchst
die Beziehung

(x0)rr +20=0
mit den Anfangsbedingungen xo = 1 und (z¢), = 0, also
xo(7,T) = R(T) cos (T + ®(T))
mit R(0) = 1 und ®(0) = 0. Fiir die Ordnung ¢! erhalten wir die Gleichung

821‘1 621‘0 8950
0 IT0 _ ——( 2 1)
o2 T Sorar T " or \0
und unter Verwendung der Losung xzq ergibt sich
0?1, de dR
(2.69) 52 +x1 = 2Rcos(T+ H)ﬁ + 2@ sin(7 + 0)

3

1 s : R®
+<ZR —R) sin(r + 0) + ZSID3(7—+9)

Nun folgt der entscheidende Schritt bei der Verwendung einer Mehrskalenentwicklung fiir
den van—der—Pol Oszillator: um Resonanzen und damit einen Anstieg der Amplitude in der
Funktion z1(7,T) zu vermeiden, miissen alle Terme auf der rechten Seite von (2.69), die
Resonanzen erzeugen kénnen, unterdriickt werden. Das bedeutet aber, dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sein miissen: °

dg dR [ R3
7 =0 2dT+<4—R>_0,

%m Englischen bezeichnet man Bedingungen, die Resonanzen vermeiden, auch als secularity conditions



72 2. MATHEMATISCHE METHODEN DER MODELLBILDUNG

Mit den Randbedingungen R(0) = 1 und #(0) = 0 ergeben sich die beiden Losungen
O(T) =0, R(t)=2(1+3T)"
und damit die asymptotische Entwicklung
z(t;e) ~2 (1 + ?:efd)_l/2 cost
Entsprechend lautet die Gleichung erster Ordnung jetzt

821‘1 R3 g 3
— 1 = — Sl oT
or? ! 4

Die Losung dieser Gleichung berechnet sich zu
1
x1(1,T) = —3—2R3(T) sin37 + S(T) sin(1 + ¢(T"))

wobei S and ¢ wiederum unbekannte Funktionen der langsamen Zeitskala T sind.
Die Anfangsbedingungen fiir S(7") und ¢(T") lassen sich folgendermafien angeben:

z1(0,0) = 0 = ¢(0)=0
833‘1 . dR _7§ _73
o 00 = g0 =5 = SO0="5

In der Gleichung der niichsten Ordnung wird wiederum versucht Resonanzen zu vermei-
den, was wiederum auf Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten Funktionen S(7°)
und ¢(7") in Form von Differentialgleichungen fiihrt.

Es kann passieren, dass bei hoheren Termen einer Mehrskalenentwicklung keine Bedingun-
gen zur Vermeidung von Resonanzen bestimmt werden kénnen. Das deutet darauf hin, dass
weitere Zeitskalen beriicksichtigt werden miissen, d.h. man erweitert die Asymptotik um
eine Skala T' = €2t. Im Allgemeinen kann eine Mehrskalenentwicklung daher von der Form

z(t;e) = X(To, Ty, . .., Ty;€), Tj = <kt
sein.

BEISPIEL 2.53. Die Schwingungsgleichung & + 2e2 4+ x = 0 besitzt die Losung
z=e T cos ( 1-— 52t)

und das Problem besitzt daher die folgenden drei, simultan agierenden Zeitskalen:

1) eine ungestorte Oszillator auf der Zeitskala ¢ = ord(1),
2) einen Anstieg der Amplitude auf der Skala et = ord(1) und
3) eine Phasenverschiebung auf der Skala 2t = ord(1).

Man benétigt demnach eine Mehrskalenentwicklung der Form

z(tie) = X(r, T, Tse)



