SEMINAR: TROPISCHE GEOMETRIE

Zeit/Ort: Mi 14.15-15.45 Uhr, Geom 432.

Vorbereitende Literatur: Bitte lesen Sie alle moglichst bald, auf
jeden Fall vor unserer ersten Sitzung, die einfithrenden Artikel [Ga)
und [Mi6], um einen Eindruck iiber die Zielrichtung des Seminars zu
bekommen.

Programm

(1) Amoeben und die Topologie komplexer Hyperflichen.
[Mi1],[Mi2]
(2) Tropische Varietéten I. [Mid],[EiKaLi|,[Sp1]
(3) Max PumPERLA: Uberblick: Algebraische Geometrie.
(4) Tropische Kurven I: Einfiihrung und Uberblick.
(5) Tropische Kurven II: Enumerative Geometrie.
[GaMal],[Mi3],[NiSi

]
(6) Tropische Kurven III:Abstrakte Kurven. [GaKe],[MiZh]
(7) Tropische Kurven IV: Elliptische Kurven.  [KaMaMa|,[MiZh]
(8) Tropische Varietéten II. [Mi4],[EiKaLi|,[Sp1]
(9) Grobner-Facher und die Berechnung tropischer Varietéten.

[Boetal]

(10) Tropische lineare Réume und die tropischen Grassmannschen.
[Sp1],[SpSt]
(11) Die tropischen Modulraume .2’ [GaKeMal,[Mi5]

(12) Nichtarchimedische Geometrie und tropische Kurven. [Spl]
(13) Tropische Schnitttheorie. [AlRa],[AlRa2],[Mi5]
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Allgemeine Vorbemerkungen

Dieses Seminar ist in zweierlei Hinsicht etwas Besonderes. Zum einen
baut es nicht auf einer weiterfithrenden Vorlesung auf, auch wenn bei
einzelnen Vortragen Hintergrund aus der algebraischen Geometrie, der
Funktionentheorie oder der Topologie verwendet wird. Zum anderen
behandelt es ein derart junges Forschungsthema, dass es noch keinen
durchstrukturierten Text dazu gibt. Dies bedingt eine abschreckend
lange Literaturliste. Zum Gliick braucht jeder einzelne nur einen kleinen
Teil davon selber zu lesen, so dass mir der Umfang nicht unzumutbar
erscheint.

Trotzdem verlangt das Seminar von Thnen ein grofleres Engagement
und vor allem eine grofere Selbstéindigkeit als vielleicht {iblich. Versu-
chen Sie bitte immer erst, alleine zurechtzukommen. Internet und Bi-
bliothek bieten umfangreiche Rechercheméglichkeiten, und ein Seminar
ist der geeignete Zeitpunkt, mit diesen Moglichkeiten umgehen zu ler-
nen. Insbesondere das Preprint-Archiv http://arxiv.org/find/math
und das mathematische Referateorgan der AMS (American Mathe-
matical Society) http://www.ams.org/mathscinet/search.html bie-
ten hervorragende Recherchiermoglichkeiten. Fiir kurze Beschreibun-
gen gingiger mathematischer Begriffe darf man auch einmal bei Wi-
kipedia nachsehen, wobei die englische Version (en.wikipedia.org)
gewoOhnlich die besseren Ergebnisse liefert.

Zur Vorbereitung Ihres Vortrags. Zunéchst miissen Sie sich natiirlich
einen Uberblick iiber das von Thnen bearbeitete Thema verschaffen.
Verzetteln Sie sich an dieser Stelle nicht. Sie miissen nicht alles im De-
tail verstehen, und zu diesem Zeitpunkt schon gar nicht. Wichtig ist,
dass Sie moglichst schnell ein grobes Verstéindnis erlangen. Als zweiten
Schritt sollten Sie versuchen, geeignete Einzelthemen fiir den Vortrag
zu identifizieren. Was sind die wesentlichen Ideen, die auf jeden Fall
vorkommen sollen? Welche Begriffe aus dem mathematischen Umfeld
muss ich erkldren? Fiillen Sie dann langsam das logische Skelett von
auflen nach innen. Beweise lesen Sie, wenn es fiir das weitere Verstand-
nis forderlich ist. Bitte denken Sie daran, ein Seminarvortrag ist keine
Vorlesung. Es geht nicht um die liickenlose Présentation einer Theorie,
sondern um die gnadenlose Konzentration auf das Wesentliche. Losen
Sie sich von den gegebenen Texten! Erst wenn Sie das Gelesene in
eigenen Worten, ja vielleicht sogar in wenigen prégnanten Sétzen wie-
dergeben koénnen, haben Sie es verstanden.

Fiir den eigentlichen Vortrag erwarte ich eine weitgehend freie Pré-
sentation. Wie gesagt, ein Seminarvortrag ist keine Vorlesungsstunde.
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Sie halten ja nur einen Vortrag im Semester, da darf man eine op-
timale Vorbereitung erwarten. Vor allem mochte ich niemanden mit
einem Zettel in der Hand sehen. Die Aufmerksamkeit, den Sie dem
Zettel entgegenbringen, fehlt Threm Vortrag und Thren Zuhorern. Sie
miissen Thren Vortrag also auswendig lernen. Eine Ausnahme lasse ich
nur fiir lingere Formeln gelten, die aber vielleicht besser nur projiziert
oder, wenn wiederholt benutzt, auf vervielfiltigten Zetteln prasentiert
werden sollten. Auch ein gelegentlicher kurzer Blick auf ein irgendwo
abgelegtes Papier ist akzeptabel.

Wenn Sie ein Thema alleine bearbeiten, beneiden Sie vielleicht dieje-
nigen, die sich die Last mit jemand anderem teilen. Bedenken Sie aber,
dass die Abstimmung manchmal mehr Reibung verursacht als Arbeit
abgenommen wird. Es hilft ja auch nicht viel, denn die meiste Arbeit
verursacht das Verstdndnis, und das lasst sich schlecht teilen.

Noch etwas Organisatorisches: Die Aufteilung der Vortrige und die
Betreuung in der Vorbereitungsphase wird von Herrn Pumperla gelei-
stet. Da es keine Seminarvorbesprechung geben wird, machen Sie bitte
frithestmoglich per Email (max.pumperla@math.uni-hamburg.de) oder
telefonisch (040-42838-5190) einen Termin aus oder nehmen Sie die
Sprechstunde wahr. Sie helfen uns damit, unsere Arbeit effizient zu or-
ganisieren, und wir miissen Sie nicht unhoflich mit dem Verweis auf
dringende andere Arbeit abweisen, wenn Sie unangemeldet an die Tiir
klopfen.

Nun wiinsche ich allen viel Spafl und Erfolg bei der Beschéftigung
mit dem Seminarthema. Ich hoffe, dass Sie als wesentlichen Eindruck
ein Bild von der Einheit und Lebendigkeit aktueller mathematischer
Forschung mitnehmen! Und vielleicht ergibt sich aus IThrem Thema auch
ein Ansatzpunkt fiir eine Abschlussarbeit, sei es fiir das Staatsexamen
oder das Diplom.

Bernd Siebert
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(1) Amoben und die Topologie komplexer Hyperflachen

Die grundlegende Referenz fiir diesen Vortrag ist [Mil]. Dies ist ein
Ubersichtsartikel, der nur wenige Beweise enthilt. Suchen Sie die zi-
tierte Literatur und entscheiden Sie, welche Beweise Sie im Seminar
skizzieren oder sogar vollstdandig vorfithren md&chten.

Die wesentlichen Eigenschaften von Amoben werden bis §2.6 vor-
gestellt. Diese sollten im wesentlichen vollstéandig vorgetragen werden,
gerne in anderer Reihenfolge, wenn Sie es fiir verniinftig halten.

Es wére schon, ist aber nicht absolut erforderlich, wenn Sie auch
§4.6-4.8 prasentieren konnten. Diese Abschnitte skizzieren die Arbeit
[Mi2] tiber den Zusammenhang von Amoben mit der Geometrie der
entsprechenden komplexen Varietéit, hier im Hyperflichenfall. Dieser
Teil verlangt wesentlich mehr Hintergrundwissen. Die dabei benutzte
tropische Geometrie sollte nur als Faktenwissen présentiert werden, da
sie Gegenstand der néchsten Vortrige ist.
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(2),(8) Tropische Varietéten

Wir definieren tropische Varietédten zunéchst konkret aus entarten-
den Familien von Varietdten. Wir beginnen also mit einer Anzahl po-
lynomialer Gleichungen fi(t,z) =0, ..., fix(t,2z) = 0, z € (C*)", para-
metriziert durch ¢t € C*. Das Bild der Losungsmenge V; C (C*)™ unter
der Abbildung

z= (21,5 2) ¥ (— logyy [z1], ..., —logy |Zn|)

ist dann fiir jedes ¢ mit |¢| < 1 eine sogenannte Amobe. Die Tropisierung
der Familie komplexer Varietiten {V;}; ist der Limes ¢ — 0 dieser
Amében (im Sinne der Hausdorff-Topologie).*

Der wesentliche Punkt ist, dass man diesen Limes auch rein “tro-
pisch” berechnen kann, also durch Betrachtung stiickweise linearer Glei-
chungen. Dazu gibt es verschiedene Methoden:

(1) Man “tropisiert” die definierenden Gleichungen f; (genauer: das
definierende Ideal).

(2) Man “tropisiert” die Varietét.

(3) Man bettet den umgebenden Raum X := (C*)" x C* in ei-
ne sogenannte torische Varietdt X = X UD so ein, dass der
Abschluss von | J, V; in X die Komponenten von D transversal
schneidet. Die tropische Varietét ist dann der zugehorige duale
Schnittkomplex.

(3) erscheint mir fiir das Seminar weitgehend ungeeignet, da es zuviel
Hintergrundwissen braucht (sieche meine Arbeiten mit Gross und Nis-
hinou sowie [Spl] und [Te]). Schon wire hochstens eine exemplarische
Diskussion am Beispiel einer ebenen Kurve.

Ich stelle mir stattdessen vor, dass Sie viel Zeit mit dem Hyper-
flichenfall verbringen. Dieser Fall ist in [St] behandelt. Insbesondere
sollten Sie die polyedrische Natur erkldren und die Gewichtsbedingung
(“balancing condition”) ausfiihrlich diskutieren.

Die Aquivalenz zwischen (1) und (2) im allgemeinen Fall ist Thm. 2.2.5
in [EiKaLi]. Diese Referenz ist sehr algebraisch und nicht so leicht
verstandlich. Es wiére trotzdem schon, wenn etwas dazu gesagt wer-
den konnte.

Der Zusammenhang zwischen dem Grenzwertstandpunkt und den al-
gebraischen Standpunkten ist meines Wissens nur im Hyperflachenfall

'Das Minuszeichen fiihre ich ein, um den Fall ¢ — 0 statt ¢ — oo zu betrachten
und trotzdem auf die Max-Plus-Algebra zu kommen statt auf die Min-Plus-Algebra.
Dies ist eine Konventionsfrage.
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ausgearbeitet [Mi2] und sollte schon im ersten Vortrag diskutiert wor-
den sein. Falls nicht, konnte hier noch ein geeigneter Platz sein. Bitte
setzen Sie sich diesbeziiglich mit dem ersten Vortragenden in Verbin-
dung.

Teil T sollte sich auf den Hyperflichenfall (k = 1) beschrianken. In
Teil I1, den ich hinter die Tropischen Kurven gelegt habe, konnen wir
dann beliebige Kodimension betrachten und eine Definition abstrak-
ter tropischer Varietdten versuchen. Die Hauptreferenz ist [Mi4], die
Motivation vom eingebetteten Standpunkt her folgt aus [EiKaLi]. Ein
weiterer interessanter Aspekt ist die Kompaktifizierung tropischer Va-
rietdaten, die aber in Mikhalkins Vorschlag fiir die Definition abstrakter
tropischer Varietédten bereits enthalten ist. Die Aufteilung und genaue
Auswahl der Themen ist den beiden Vortragenden iiberlassen, sollte
aber aufeinander abgestimmt sein.
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(4),(5),(6),(7) Tropische Kurven

Der Grofiteil der Untersuchungen in der tropische Geometrie beschéf-
tigt sich bisher mit tropischen Kurven. Vor allem der Fall ebener Kur-
ven ist intensiv untersucht worden. Hier sind tropische Kurven Hy-
perflichen, werden also durch eine Gleichung gegeben. Dies ist auch
historisch ein sehr wichtiger Fall: Mikhalkins Arbeit [Mi3] tiber Z#hl-
probleme fiir ebene algebraische Kurven durch tropische Kurven mar-
kiert den eigentlichen Beginn der tropischen Geometrie. Neben ebenen
tropischen Kurven betrachtet man tropische Kurven im R”™ fiir n > 2
und nichteingebettete, also abstrakte tropische Kurven.

Enumerative Probleme fiir tropische Kurven sind Gegenstand von
Teil IT der Reihe zu tropischen Kurven. Hauptreferenz hierfiir ist [Mi3].
Der darin gegebene Beweis der Korrespondenz zu algebraischen Kurven
liegt jenseits der Moglichkeiten des Seminars. (Zur Korrespondenz zwi-
schen tropischen und algebraischen Kurven siehe auch [Sh],[NiSi],[Sp1].)
Sie sollten also vor allem auf die elementaren Aspekte der Korrespon-
denz eingehen. Die Unabhéngigkeit der tropisch definierten Zahlen ist
in [GaMal] diskutiert. Die Verallgemeinerung auf héhere Kodimension
findet sich in [NiSi], andere enumerative Aspekte fiir ebene Kurven in
[GaMa2|,[GaMa3]. Es gibt auch interessante Anwendungen auf reelle
enumerative Probleme (Stichwort: Welschinger-Invariante), dies scheint
mir aber zu weit vom Seminarthema wegzufiihren.

Eine abstrakte tropische Kurve ist einfach ein positiv reell gewichte-
ter Graph. Die Gewichte der Kanten interpretiert man als Lénge einer
eingebetteten tropischen Kurve. Die Theorie abstrakter tropischer Kur-
ven ist analog zur Theorie Riemannscher Fliachen (oder algebraischer
Kurven). Diese Analogie sollte in Teil III herausgearbeitet werden. Als
Hauptreferenz eignet sich [MiZh|, andere Aspekte finden sich in [GaKe].
Teil I soll einen Uberblick iiber die Teile II und III geben, sicher auch
Verbindungen aufzeigen und sie ansonsten etwas entlasten. Die Vortra-
genden der Teile IT und ITI miissen sich also iiberlegen, welche Aussagen
sich sinnvoll bereits in Teil I erledigen lassen.

Teil IV ist der Spezialfall abstrakter tropischer Kurven, die genau
einen geschlossenen, einfachen Kurvenzug enthalten. Dies sind die tro-
pischen Analoga der elliptischen Kurven. Im Vortrag sollte wieder die
Analogie zur Theorie komplexer elliptischer Kurven herausgearbeitet
werden, insbesondere das Gruppengesetz, die j-Invariante und Theta-
Funktionen. Vorsicht: Die Theorie elliptischer Kurven iiber algebrai-
schen Zahlkorpern ist sehr reich, hier aber vollig irrelevant, wir arbeiten
iiber C. Eine elementare Referenz fiir die uns interessierenden Aspek-
te ist zum Beispiel [Ki]. Als Hauptreferenz zur tropischen Geometrie
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sollte [KaMaMa| dienen, neben der allgemeinen Referenz [MiZh] fiir
abstrakte tropische Kurven. Das Gruppengesetz im eingebetteten Fall
findet sich in [Vi].
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(9) Grobner-Fécher und die Berechnung tropischer
Varietaten

Hier geht es um die Berechenbarkeit tropischer Varietdten zu entar-
tenden Familien von Varietédten in héheren Kodimensionen. Tropische
Hyperflichen zu berechnen sind natiirlich kein Problem. In héheren Ko-
dimensionen muss man aber a priori den Schnitt iiber unendlich viele
tropische Hyperflachen nehmen, namlich fiir die Tropisierung jeder auf
der Varietét verschwindenden Gleichung. Es reichen natiirlich endlich
viele, und das algorithmische Problem besteht darin, solche endlich
vielen Gleichungen effektiv auszuwihlen.

Im Prinzip geht dies mit Grébnerbasen, des wichtigsten Werkzeugs
zur algorithmischen Untersuchung polynomialer Gleichungssysteme. Ge-
nauer betrachtet man den Groébnerfiacher, der Grobnerbasen unter Va-
riation der Gewichtsfunktion klassifiziert. Dies ist der Standpunkt der
Schule von Bernd Sturmfels zur tropischen Geometrie [St].

Hieraus lédsst sich ein brauchbarer Algorithmus zur expliziten Be-
rechnung tropischer Varietéten entwickeln [Boetal]. Anders Jensen hat
diesen im C-Programm Gfan implementiert [Je].

Fiir Grobnerbasen gibt es einige lesbare Texte, zum Beispiel [CoLiSh].
Im Vortrag soll der Buchberger-Algorithmus aber nur angedeutet wer-
den, eine Erklarung im Detail hélt zu sehr auf. Der Fokus sollte statt-
dessen auf der Anwendung auf die tropische Geometrie liegen, und
insbesondere auf dem Programm Gfan. Sie sollten einige Zeit damit
verbracht haben, mit Gfan Beispiele durchzurechnen. Erfolgreiche Bei-
spiele finden sich im Programmpaket. Sie werden aber auch schnell
merken, wie leicht man an die Grenzen der praktischen Berechenbarkeit
stosst. Es bietet sich an, wie in [St] im Vortrag eine Echtzeitvorfithrung
von Gfan zu haben.
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(10) Tropische lineare Rdume und die tropischen
Grassmannschen

Grassmann-Varietdten oder kurz Grassmannsche sind algebraische
Varietéten, welche die linearen Unterrdume in einem Vektorraum pa-
rametrisieren. Die Notation ist G(k,n) fir den Raum k-dimensionaler
Unterrdume in C™. Fiir £ = 1 erhélt man so etwa den komplex-projektiven
Raum CP"~!, eine Kompaktifizierung von C"~!.

Tropisch gibt es Analoga sowohl fiir lineare Rédume als auch fiir
Grassmannsche. In dem Vortrag geht es wieder darum, diese Analo-
gie herauszuarbeiten. Die Hauptreferenz ist [SpSt], wobei §4 von [Spl]
noch sehr viel mehr Details zu tropischen linearen Réumen enthélt.

Die klassische Theorie von Grassmannschen findet sich zum Beispiel in
(GrHa).
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(11) Die tropischen Modulrédume ., trop

Variiert man k > 3 paarweise verschiedene Punkte auf der Riemann-
schen Zahlenkugel S? = C U {oo}, so erhilt man einen komplexen,
(k — 3)-dimensionalen Parameterraum. Dieser Raum ist nicht kom-
pakt, weil das Zusammenlaufen zweier Punkte nicht erlaubt ist. Deli-
gne und Mumford haben jedoch eine sehr natiirliche Kompaktifizierung
M, dieses Raums gefunden, indem sie S 2 durch Baume von Riemann-
Sphéren ersetzten. Man verlangt dann, dass jede Komponente minde-
stens drei spezielle Punkte hat, also Schnitte mit anderen Komponenten
oder variierende Punkte.

Das tropische Analogon ist ein Raum von Béumen (kontrahierbaren
Graphen) mit n Enden und einem positiven Gewicht (Lénge) fiir jede
innere Kante. Diese Rdume haben eine interessante Kombinatorik und
wiederum einige Eigenschaften, die analog zum komplex-geometrischen
Modulraum .#,, sind. Ferner ergibt sich ein enger Zusammenhang zu
der in Vortrag 12 studierten tropischen Grassmannschen [SpSt].

Man sollte kurz etwas zu Modulrdumen markierter Riemannscher
Flachen sagen und wiederum die Analogie mit dem tropischen Fall
herausarbeiten. Referenzen fiir .4 ,, trop sind [GaKeMa] und [Mi5]. Be-
ginnen Sie mit diesen Referenzen. Zum geometrischen .#,, féllt mir
keine gute Referenz ein. Zur allgemeinen Philosophie von Modulraumen
von Kurven ist [HaMo] eine exzellente Referenz.
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(12) Nichtarchimedische Geometrie und tropische Kurven

Die Verbindung zwischen nichtarchimedischer und tropischer Geo-
metrie ist bereits im Vortrag 2 erwéhnt worden. Hier geht es aber um
eine konkretere Rekonstruktion entartender Familien von algebraischen
Kurven in (C*)™ aus tropischen Kurven in R", und zwar mit der nicht-
archimedischen Methode von David Speyer [Spl],[Sp2].

Als Hauptreferenz scheint mir [Sp2] iibersichtlicher zu sein als die
Dissertation [Spl], obwohl jene mehr Hintergrund liefert. Mit Sicher-
heit wird es auch andere Liicken geben, zum Beispiel etwas torische
Geometrie, aber diese werden sich hoffentlich leicht fiillen lassen. Ver-
suchen Sie also einfach, [Sp2] zu lesen.
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(13) Tropische Schnitttheorie

Die Schnitttheorie versucht, den Schnitt zweier Objekte (Unterman-
nigfaltigkeiten, Unterkomplexe, Zykel...) als ein Objekt der gleichen
Art zu definieren. Das Resultat soll dabei in geeigneter Weise invari-
ant unter Deformationen sein. Dies liefert den richtigen allgemeinen
Rahmen fiir Zahlprobleme.

Topologisch leisten dies Homologie und Kohomologie bis auf homolo-
gische Aquivalenz, algebraisch-geometrisch benutzt man rationale oder
algebraische Aquivalenz von algebraischen Zykeln (Chow-Klassen).

In der tropischen Geometrie hat Mikhalkin in §4 von [Mi6] einen
Vorschlag fiir die Definition von Schnittprodukten gemacht. Dieser Vor-
schlag ist in [AlRa] ausgearbeitet, und dies sollte auch die Hauptrefe-
renz fiir den Vortrag sein. Die Standardreferenz fiir Schnitttheorie in
der algebraischen Geometrie ist [Fu]; hieraus sollten natiirlich nur die
wesentlichen Begriffe wie Divisoren, Zykel, rationale Aquivalenz zur
Motivation der entsprechenden tropischen Konstruktionen eingefiihrt
werden.
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