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Eine Submersion ist nach dem Rangsatz offen: Bilder von offenen
Mengen sind offen.

§ 3. Das Morse-Lemma

Manches grundlegende Theorem heifit Lemma, wie manche wiirdi-
ge Person noch mit ihrem Kindernamen gerufen wird; so auch dieses.
Wir haben gelernt, da eine C2-Funktion lokal um einen singuléren
Punkt mit nicht ausgearteter Hesseform ebenso aussieht, wie diese
Hesseform. Das Lemma von Morse sagt, daf in der Tat die Funktion
sich lokal durch eine differenzierbare Koordinatentransformation in
ihre Hesseform tiberfithren 1383t.

(3.1) Theorem (M. Morse). Sei U offen in R"™ und f: U — R
sei eine C*°-Funktion. Sei p € U ein kritischer Punkt von f mit
nicht ausgearteter Hessematrix 2H. Dann gibt es eine Umgebung
V von p in U und einen C*°-Diffeomorphismus ¢ : V — V' mit
¢(p) =0€ R™ und Dy(p) = id, sodaB

fop (@) = f(p) + Hz.

Zunéchst wollen wir die Transformationen der symmetrischen Ma-
trizen selbst, also der quadratischen Formen, betrachten.

(3.2) Lemma. Sei H eine regulire symmetrische reelle (n x n)-
Matrix, dann gibt es eine Umgebung U von H im Raum S al-
ler symmetrischen reellen (n x n)-Matrizen und eine C*-Abbildung
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P:U — End(R"™), mit P(H) =id und
'P(A)-A-P(A) = H

fiiralle AcU.

Mit anderen Worten: Wenn A sich wenig von H unterscheidet,
1483t sich A in H transformieren, und die Transformation hangt C'*°

von A ab.

Beweis: Jedenfalls gibt es ja eine Transformation T, sodal ‘THT
eine Diagonalmatrix ist. Es gentiigt also, das Lemma fiir Diagonalma-
trizen H zu zeigen. In diesem Fall schreiben wir A = H + X, wobei
X eine Umgebung von 0 im Raum S der symmetrischen Matrizen
durchlaufen soll, und wir suchen P(A) = 1+ Y mit einer oberen
Dreiecksmatrix Y. Hier ist 1 = id die Einheitsmatrix. FErreichen

wollen wir:
FX,)Y):="(1+Y)- (H+X)-(1+Y)-H=0.

Dies ruft nach dem Satz iiber das Auflésen von Gleichungen: Sei also
S der Vektorraum der symmetrischen (n x n)-Matrizen, V' der Vek-
torraum der oberen Dreiecksmatrizen (gleicher Dimension %n(n—l—l) ),

und
F:SxV -5 (X,)Y)— F(X,)Y),

wie oben definiert. Wir wollen die Gleichung F(X,Y) = 0 lokal um
(0,0) durch Y = Y(X) 16sen. Fiir den Satz tiber das Auflésen von
Gleichungen miissen wir also Dy F'(0,0) € Homg(V,S) berechnen.
Nun, fiir X =0 ist

F(0,Y)=YH+ HY + YHY,

also

DyF(0,0):Y v YH + HY.

Wir miissen zeigen, daf} diese lineare Abbildung den Kern 0 hat, also
YH+HY =0=Y = 0. Weil aber H regular diagonal, Y eine
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obere und damit ¥ eine untere Dreiecksmatrix ist, stimmt das.
a

Weil hier nur quadratische Gleichungen gelost werden, kann man
die Losung auch durch eine Folge quadratischer Erginzungen hin-

schreiben.

Beweis (3.1). Wir kénnen p =0, f(0) =0 annehmen und

n

f@) = aij(@) zizj,  aij(0) = hyj,

i,j=1

mit C°°-Funktionen a;; und (h;;) = H schreiben. Das zeigt zum
Beispiel die Integraldarstellung des Restglieds zweiter Ordnung der
Taylorentwicklung. Setzen wir A(z) = (a;;(z)) und wihlen P wie
im Lemma, und Q(z) := P(A(z)), so steht da

flz) ="z -Az) 2, Q) A(z) Qz) =
also lokal um Null

f@)="Q)™" 2) H-(Q(z)" - ).

Bleibt also, ¢(z) = Q(z)~! - = zu setzen, was wegen

Q(0) = PA(0) = P(H) =

in der Tat bei Null die Ableitung id hat. Siehe unsere Definition der
Ableitung. O

Auch hier braucht man nicht, da8 f eine C'°°-Funktion ist: Die
Differenzierbarkeitsordnung von ¢ héngt an der von z — A(z), und
diese kann hochstens zwei geringer als die von f sein.

Betrachten wir noch einmal Funktionen einer Variablen, etwa lokal
um den Ursprung. Verschwindet der (k—1)-Jet von f am Ursprung,

so ist, wie gesagt:

1
fle) = p(z)-2*, e ,/ t)e=1 fI¥l (t2) dt,
0
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wie man sieht, wenn man die Integraldarstellung des Restglieds der
Taylorentwicklung (Bd. 1, IV, 2.5) auf die Funktion z — f(z-h) fir
2 = 1 anwendet, und dann wieder x statt h schreibt. Uns interessiert
nur, daf} jedenfalls ¢ eine C°°-Funktion ist, falls dasselbe fiir f gilt,
und a := ¢(0) ist der k-te Taylorkoeffizient von f. Ist a # 0, so

kénnen wir schreiben:
f@)=a-(@@)", $@) =z @]

Weil ¢(0)/a =1, ist ¥ lokal um Null eine C°°-Funktion, und es ist
¢'(0) =1, also haben wir gezeigt:

(3.3) Bemerkung. Ist die reelle C*®°-Funktion f lokal um p € R
definiert und beginnt ihre Taylorentwicklung mit dem Term a - z*,

a#0, k>0, so gibt es Iokal um p eine invertierbare Transformation
¢ mit p(p) =0, ¢'(p) =1, sodaB

fz)=a-p(z)". O

Auch in hoherer Dimension sind fast alle Funktionen lokal durch
ein endliches Taylorpolynom an der betreffenden Stelle bis auf Trans-
formation bestimmt, aber das ist nicht so leicht zu zeigen, ja nicht
einmal leicht zu sagen, was das heiflen soll. Immerhin: Das Morse-
lemma ist ein erster und der wichtigste Schritt.

8§4. Der Satz von Sard

Ist U offen in R™ und f: U — RP stetig differenzierbar, so hat
die Gleichung
fl@)=q
eine p-kodimensionale Untermannigfaltigkeit von U als Losungsmen-
ge, falls ¢ ein reguldrer Wert von f ist. Wie grof aber ist die Aus-
sicht, dal man bei zufélliger Wahl von ¢ einen regularen Wert von f
trifft? Sehr grof3, das sagt eben der
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