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Einleitung

Die Kobayashi-Hitchin-Vermutung behauptet, daf§ ein irreduzibles Vektorraumbiin-
del iiber einer kompakten Kéhler-Mannigfaltigkeit genau dann stabil ist, wenn es
eine Hermite-Einstein-Metrik zuldfit. Donaldson bewies diese Vermutung fiir den Fall
projektiver Flachen [Donaldson 1], spéter fiir projektive Mannigfaltigkeiten beliebi-
ger Dimension [Donaldson 3]. Hermite-Einstein-Metriken lassen sich differentialgeo-
metrisch in vielfacher Weise interpretieren, etwa iiber kompakten Kéhler-Flichen
als Metriken, deren Kriimmung eine harmonische Spur und einen anti-selbstdualen
spurfreien Anteil haben [Itoh/Nakajima, Proposition 1.10]. Diese Beziehung wurde
von Donaldson ausgenutzt, um seine beriithmt gewordenen differentialtopologischen
Invarianten, die aus einem Modulraum anti-selbstdualer Zusammenhénge konstru-
iert werden, fiir die Dolgachev-Fléche zu berechnen — mit Mitteln der algebraischen
Geometrie [Donaldson 2]! Mit d&hnlichen Methoden wurde auch die Differentialtopo-
logie anderer komplexer Flachen untersucht. Unter anderem konnte gezeigt werden,
daf die einer Enriques-Fléache zugrundeliegende reelle 4-Mannigfaltigkeit unendlich
viele verschiedene differenzierbare Strukturen besitzt [Okonek].

Eine weitere Anwendung ergibt sich aus der Beobachtung, dal Vektorraumbiindel
mit verschwindender erster und zweiter Chernklasse genau dann eine Hermite-Ein-
stein-Metrik besitzen, wenn sie flach sind. Flache Vektorraumbiindel dagegen werden
durch unitdare Darstellungen der Fundamentalgruppe gegeben, so dal der Modul-
raum stabiler Vektorraumbiindel mit ¢; = 0, ¢ = 0 mit einem Raum von Aquiva—
lenzklassen irreduzibler Darstellungen identifiziert werden kann. Diese Rdume ste-
hen im Zentrum der Untersuchung gewisser Homologie-Sphéren. Auch hier &8t sich
ein topologisches Problem mit algebro-geometrischen Methoden behandeln, siehe
[Bauer/Okonek].

Im folgenden wird der schwierigere Teil der Kobayashi-Hitchin-Vermutung, ndm-
lich die Existenz einer Hermite-Einstein-Metrik auf einem stabilen Vektorraumbiin-
del, bewiesen, wobei ich mich eng an den Beweis von K. Uhlenbeck und S.-T. Yau
[Uhlenbeck/Yau] halte. Uber diesen Beweis schrieb Donaldson: “Their proof is pro-
bably the most natural and displays clearly the role of stability. However it uses
rather sophisticated analysis.” [Donaldson 3, Introduction]. Ich hoffe, die Anfor-
derungen an die reelle Analysis etwas gemindert, Natiirlichkeit und Klarheit des
Beweises jedoch bewahrt zu haben ...

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Kapitel 1 hat zweifache Funktion. Zum einen
werden die verwendeten Konventionen festgelegt und an sténdig wiederkehrende
Satze und Definitionen erinnert, um den Gang des Beweises nicht durch umstéandli-
che Definitionen und Zitate zu belasten. Zum anderen werden ein paar Beziehungen
hergeleitet, fiir die in der Literatur keine zitierfahigen Quellen gefunden werden
konnten. Dazu gehoren Abschnitt 1.7 iiber die Besonderheiten des Endomorphis-
menbiindels eines holomorphen Vektorraumbiindels, Abschnitt 1.9, die eine einfach



herzuleitende Gleichung mit Folgerungen enthélt, und das Maximumprinzip fiir den
Laplace-Operator aus Abschnitt 1.10. Das zweite Kapitel beschreibt die zu l6sen-
de partielle Differentialgleichung und setzt die Kontinuumsmethode an, mit der die
Gleichung gelost werden soll. In den darauf folgenden beiden Kapiteln wird mit die-
ser Methode eine Folge von Metriken erstellt, die im Fall der Konvergenz gegen eine
Hermite-Einstein-Metrik konvergieren. Falls nicht, wird in Kapitel 5 aus dieser Folge
eine Untergarbe der Garbe holomorpher Schnitte des Vektorraumbiindels konstru-
iert, die Nicht-Stabilitdt implizieren wiirde.

Der Anhang enthélt im ersten Teil zwei ziemlich triviale Sétze aus der nichtlinearen
Analysis, die ich ebenfalls nicht in der Literatur finden konnte. Der zweite Teil be-
faBlt sich mit einem Erweiterungsproblem kohérenter Untergarben, die entscheidend
ist fiir die Konstruktion der Garbe in Kapitel 5. Dies ist lediglich ein Spezialfall von
[Siu, Theorem 4.5], und ich gebe den Beweis nur an, weil sich in diesem Fall die
Argumentation sehr stark vereinfacht und die eingehenden Vorraussetzungen erhellt
werden.

Danken mochte ich vor allem Professor H. Grauert fiir die nette Betreuung der Arbeit
in zahlreichen aufschlufireichen Gespréchen; aulerdem Professor C. Okonek, der die
Arbeit anregte und besonders zu Beginn den Weg durch die Literatur wies, Profes-
sor M. Itoh, den ich in C. Okoneks Arbeitsgruppe iiber 3- und 4-Mannigfaltigkeiten
am Max-Planck-Institut in Bonn traf und der mehr als einmal kldrender Gespréchs-
partner war; schlieSlich Dr. G. Dethloff, der bei Durchsicht der Arbeit zahlreiche
Ungenauigkeiten aufdeckte.

Gottingen, 17. August 1989
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1 Differentialgeometrie komplexer Vektorraumbiin-
del

Nicht umsonst tragt dieses Kapitel den Titel von Kobayashis Monographie; ein
grofler Teil, ndmlich die Abschnitte 1.1 bis 1.3, 1.6, 1.11 und 1.12 sind dort zu fin-
den, vor allem in Kapitel I und Paragraph II1.2. Fiir Abschnitt 1.4 gibt es zahlreiche
Literatur, etwa [Aubin], [Booss/Bleecker]|, [Griffiths/Harris] und [Palais]. Die Dis-
kussion der Hodge-Theorie in 1.5 ist an [Griffiths/Harris| angelehnt, Abschnitt 1.8
an [Donaldson 1, S.4f] und in 1.13 wird die verwendete Literatur jeweils angegeben.
Auf die verbleibenden Abschnitte 1.7, 1.9 und 1.10 wurde schon in der Einleitung
eingegangen.

Sei M eine zusammenhéngende kompakte komplexe Kéhler-Mannigfaltigkeit der
Dimension n, mit Kdhler-Metrik g, die lokal (etwa auf U C M offen) durch

a,f=1

gegeben ist, {2} eine Karte fiir M definiert auf der offenen Menge U, (g,3)a,3 €ine
positive (= positiv definite hermitesche) Matrix komplexwertiger Funktionen auf
U. Wie {iblich sollen Metriken bzw. Skalarprodukte linear im ersten Eintrag und
konjugiert linear im zweiten sein.

Zu g gehort die (reelle) Kéhlerform &, lokal

d=v-1 Zgagdzo‘ A dzP,
a?ﬁ

und Integration von Funktionen auf M geschehe beziiglich der Volumenform " /n!.
Ich verwende die Bezeichnungen d, @ und 0 fiir die &uBere Ableitung und ihre (1, 0)-
bzw. (0, 1)-Komponente.

Sei TM = T'M&T"M die Zerlegung des komplexifizierten Tangentialbiindels in den
holomorphen und antiholomorphen Anteil, A7 := AP(T™ M )@AY(T"* M) und AP :=
®h_pA?P~9. Dann sind AP := C*°(AP?) (C*-Schnitte von .AP?) der Vektorraum der
komplexwertigen glatten Formen vom Typ (p,q) und A? := C*°(AP) die p-Formen
auf M.

Weiter sei I/ ein holomorphes Vektorraumbiindel vom Rang r iiber M, die holo-
morphe Struktur gegeben durch eine antiholomorphe #uBere Ableitung 0. Durch
APYE) = AP? @ E wird das Biindel der (p,q)-Formen mit Werten in E defi-
niert; ferner seien AP(E) := @}_qA?*~9(E), AP1(E) := C*(AP4(E)) und schlieBlich
AP(E) = @} _gA®"~(E) die E-wertigen p-Formen.



1.1 Metriken

Eine hermitesche Metrik H, fiir E schreibt sich lokal (etwa iiber U) als

Hy=Y Hyt' @1, Hi; = Ho(si,55),
ij=1
wenn (1, ...,S,) ein lokales holomorphes 7-Bein, also ein r-Tupel punktweise linear
unabhiingiger holomorpher Schnitte von E|y ist und (¢!,...,¢") das duale r-Bein,

t'(sj) = 0. Allgemein verwende ich a, 3,7 ... fiir Indizes, die sich auf M beziehen
und 4, j, k... fiir Vektorraumbiindelindizes. Weil die Metrik im folgenden festgehal-
ten wird, ist es naheliegend, Hy aus der Schreibweise fernzuhalten. Ich schreibe

(0,7)p := Hy(o,T) fir o, 7 € AO(E),

und |o|g = y/{(o,0)p fiir die zugehorige Norm. Manchmal wird jedoch der Ein-
fluB der Metrik durch die Bezeichnung (E, Hy) fiir das Vektorraumbiindel E mit
hermitescher Metrik Hy betont.

Hy induziert natiirlich Metriken auf den von E abgeleiteten Vektorraumbiindeln:

1. auf dem komplex konjugierten Biindel F,
(6,7 = (0, T)E fiir 7,7 € A°(E),
oder lokal (37,5;)p = Hi; = Hjs.

2. auf dem dualen Biindel £,
es gibt einen kanonischen Isomorphismus ¢ : E ~ E* vermdge Hy, namlich
0+ (T (1,0)p), lokal & — >; Ht!.
Daher setzt man

(o, 0) e = (7M@), (W) g o, € A°(E").

Lokal bedeutet das

k [ Bkl
wobei (H7);; das Inverse der Matrix (H)y; ist, also Y, Hyz H/* = 6.
3. auf Tensorprodukten F ® F,
(0@, 7@V pgp = {0:T)p (&, ¥)p,

wenn 0,7 € A%E), ¢, € AY(F).



Insbesondere bekommt man eine hermitesche Metrik auf dem F zugeordneten En-
domorphismenbiindel End ¥ ~ F ® E*; seien lokal

p=> ¢siothy=> Ys,at € AEndE),

ij=1 k=1

dann

(o, )ear = 3 @\ HgH" Uf.

igi kil
In dieser Schreibweise wird die Multiplikation in End £ zur Kontraktion von Tenso-
ren:

@'wzzsf?; i&'@tk-

i7j7k

Der zu 1 beziiglich Hy punktweise adjungierte Schnitt ist gerade

(1.1) =3 H* L Hygs, @ 17,

i’j’k’l

und eine andere Formulierung fiir die Metrik auf End E wire

(1.2) (0, V)enar = Tr(p-9"),

Tr die Spur eines Endomorphismus.

Mit Verwendung von lokalen unitéren r-Beinen (das heifit H;; = (s;, s;)p = 0;;) ist
folgende Ungleichung, die die Metriken auf £ und End £ vergleicht, eine einfache
Ubung in Linearer Algebra:

(13)  Weo.m)pl <leleap-lole-|rle ¢ € AEndE) 0,7 € A%(E).

Die Metrik g auf dem Tangentialbiindel von M induziert schliefllich Metriken auf
allen von T'M abgeleiteten Tensorbiindeln iiber M, insbesondere auf dem Biindel

AP der antisymmetrischen Tensoren vom Typ (p,q) als direkter Summand des
Tensorbiindels @1 7" (M) @ ®3 T"*(M); und zwar seien lokal

1 1
Y = ﬁ Z QDABdZA N dZB, 2/) = ﬁ Z ”LpFAdZF A dEA € AP
P4 | al=p)Bl=q P4 irj=pjaj=q
(in Multiindexschreibweise, das heiit A = (aq,...,q,) etc.), mit ¢,5, ¥ra total

antisymmetrisch in A bzw. I und B bzw. A (daher der Faktor 1/(plq!)), dann

(o, ¢qu—7 S 992 P ptra,
plq " AB,A

mit gAT = @M ... g™ ete.



Ferner 148t sich Hy zu einer Abbildung AP4(E) @ AP (E) — APt¢P'+4 fortsetzen,
nédmlich

(1.4) (p®0)®@WOT)— (0,T)g- @AY

fiir ¢ € AP9, ¢p € AP9 o 7 € A°(E). Diese Abbildung bezeichne ich ebenfalls mit
(,)r und sie muf sorgfiltig von der Metrik (, ) 4r.a(g) auf dem Biindel der E-wertigen
(p, ¢)-Formen unterschieden werden.

1.2 Zusammenhinge

Ein Zusammenhang auf dem E zugrundeliegenden differenzierbaren Vektorraum-
biindel E sei im folgenden eine C-lineare Abbildung

D: A%E) — AY(E)
mit der Eigenschaft
D(fo)=df ® o+ f - Do fiir f € A%, 0 € A°(E).
D wirkt dann auch auf p-Formen vermoge

D: AP(E) — APTY(E)
D(p®c) — dp®oc+ (—1)Pp A Do, o€ AP o € A'R).

Lokal (etwa iiber der offenen Menge U C M) kann man
Ds; = Z w;-s,»
i=1

schreiben, w! € A'. Die matrixwertige 1-Form w := (w});; heifit Zusammenhangs-
form zu D beziiglich der Trivialisierung (s, ..., s,).
Die Zerlegung AY(F) = AY(F) & A% (FE) induziert eine solche von D:

D=3 +9" mit 8°: A%E) — AY(E), ' : AYF) — A%Y(E).

D heifit integrabel, wenn seine (0, 1)-Komponente eine holomorphe Struktur auf E
induziert, also wenn 9! 0 9' = 0 ist. Jede Metrik H, auf einem holomorphen Vektor-
raumbiindel F induziert genau einen mit der Metrik und der komplexen Struktur auf
E vertréglichen integrablen Zusammenhang D = D(E, Hy), der h-Zusammenhang
heiflen soll (“h” steht fiir “holomorph” und “hermitesch”):

oy = Og,

(1.5) d(o,7)r = (Dgo.T)g+ (0. DeT)E 0,7 € AY(E)



(2 im Sinne von (1.4)!). Eigenschaft 2 zerfillt in die Gleichungen

(16) oo, TV = (%, T)g + (0,0pT)E,
' oo, m)g = (0go,7)g + (0,0%7) k.
Beziiglich eines holomorphen r-Beins (s1, ..., s,) 148t sich die Zusammenhangsform

des h-Zusammenhangs einfach angeben:

(1.7) wl =3 " 8H;, - H* oder Tw = 9H, - Hy ',
k

Spéter werden auch nicht-holomorphe r-Beine verwendet, dann kann w nicht allein
aus Hy berechnet werden (vielmehr wiirde Os; eingehen). Beziiglich eines unitéren
r-Beins (sq,...,s,) ist w eine schiefhermitesche Matrix, denn

0= d<5i75j>E' = <D5i75j>E' + <S’i7D8j>E = w’lj +J}

Ein Zusammenhang auf E induziert wieder in natiirlicher Weise Zusammenhénge
auf den von E abgeleiteten Vektorraumbiindeln. Diese Konstruktionen sind ver-
traglich mit den entsprechenden Konstruktionen der Metriken, das heiffit der h-
Zusammenhang auf F induziert wieder h-Zusammenhénge auf den abgeleiteten Vek-
torraumbiindeln beziiglich der induzierten Metrik.

Im folgenden bendétige ich nur

1. den induzierten Zusammenhang auf dem dualen Biindel E*.
Verlangt man fiir die Kontraktionsabbildung

E*x FE—C, (p,0) — (o) =: (p,0)
Vertréglichkeit mit den Zusammenhéngen Dy und Dg«, ndmlich
d{p,0) = (Dg«p,0) + (v, Dpo),

(vgl. (1.5,2); auf der rechten Seite steht die Erweiterung der Kontraktionsab-
bildung auf p-Formen, analog zu (1.4) ), so ist Dg+ bereits eindeutig durch Dg
bestimmt. Lokal gilt

Dpt' = =Y wit’,

wenn wj- die Zusammenhangsform von Dg beziiglich des zu (t!,...,¢") dualen
r-Beins (s, ..., s,) ist.

2. den induzierten Zusammenhang auf Tensorprodukten £ ® F',

Dpgr(c ® ) = Dpo ® ¢ + 0 @ Dpp fir 0 € A°(E), p € A°(F).



3. den induzierten Zusammenhang auf £ ® F™*, der sich nach 1 und 2 lokal zu

Degp- (Z 90§‘Si ® Uj) = Z [d% + Z (Wi%? - 90255)] S ® v/
k

i,J i,J
ergibt; dabei sei (v',...,v*) dual zu einem s-Bein (uy,...,us) von F, s =
Rang (F') und £} die Zusammenhangsform von Dp beziiglich (u1, ..., us). Man

iiberlegt sich durch lokale Rechnung die Aquivalenz mit folgender koordina-
tenfreien Definition

(1.8) Dggp+p=Dgop—¢oDp,
wobei @ als Schnitt von Hom (F, ) ~ EQ F* aufgefafit wird und komponenten-
weise auf F-wertige p-Formen wirke, das heifit als Id 4» @ auf AP(F) = APQF.

Speziell liefert 3 fiir £ = F' einen Zusammenhang auf dem Endomorphismenbiindel,
der sich lokal mit ¢ = (gpﬁ)w in Matrixschreibweise als

schreibt, wenn [w, ¢| := w - ¢ — ¢ - w der Kommutator der Matrizen w und ¢ ist.

1.3 Kriimmung

Einem Zusammenhang D zugeordnet ist seine Krimmung
R=R(D):=DoD:A%E)— A*(E).

Es stellt sich heraus, dal R (im Gegensatz zu D) A%linear ist. Daher ist R ein Ele-
ment von A?(End £') und wird lokal durch eine matrixwertige 2-Form ) repriisentiert,
die sich zu

(1.10) D=dw+wAw

berechnet, w A w das dulere Produkt von matrixwertigen 1-Formen.
Fiir den h-Zusammenhang Dg von F ist Rg := R(Dg) eine (1, 1)-Form, so daf§

(1.11) Ry = 0 0 0% + 0% 0 O,
und beziiglich eines holomorphen 7-Beins vereinfacht sich (1.10) zu
(1.12) Q = Ow,

denn w ist dann eine (1, 0)-Form (siehe 1.7); beziiglich eines unitéren r-Beins dagegen

ist wegen ‘w = —@

O=dw+do=dw—-"wANTw+wAw+do=T0+Q,

also  schiefhermitesch.
Die Kriimmung Rp,q g des h-Zusammenhangs Dp,q g auf End E hat nach (1.9) und
(1.12) also die folgende Form:

(1.13) Renarg = p — [R, ¢] @0 € A%(EndE).



1.4 Analysis holomorpher Vektorraumbiindel

Durch Integration iiber die Metrik erhélt man das (globale) Skalarprodukt

. o 0
(UJT)E ‘_/M<O-7T>Eﬁ 07T€A (E)7

das A°(E) zu einem Prihilbertraum macht, deren Vervollstindigung der Raum
L*(E) der Aquivalenzklassen quadratintegrabler Schnitte von E ist. Ich werde ein
¢ € L*(E) als fast iiberall definierten Schnitt von E auffassen, das heifit als Re-
priasentanten der durch ¢ bestimmten Aquivalenzklasse.

Will man auch kovariante Ableitungen beriicksichtigen, bieten sich die Sobolev-
skalarprodukte an (k € IN):

@TL

— o,7 € AYE),
n!

k
(o, T)Hz(E) = Z%)/M (D*o, D7) g ()
M:

mit D° := Idg der Identitétsendomorphismus,
D" := Dgu-1(gyo...0 Dgpyo Dg : AYE) — A°(SH(E)) = AY(S*1(E)),

und Dgv(gy der von den Metriken Hy und g induzierte Zusammenhang auf S¥(E) :=
E ® (T*M)®". D" ist so gewihlt, da alle v-fachen kovarianten Ableitungen be-
riicksichtigt werden; seien namlich Xy,..., X, € T,M, p € M, 0 € A°(F), dann
gilt

<DE<DE NN <DEO, X1> e ,X,/_1>,Xl,> = <DVU, X1 X...RQ XV>,

(.,.) die duale Paarung T*M @TM — € bzw. (T*M)®* (T M)®” — C. Man bemer-
ke, daB (.,.)r = (., .)y2(p) in dieser Schreibweise. Die zugehdrige Norm HJ||H£(E) =
(o, 0)}{/22 () kann noch verallgemeinert werden:

k

k

» 1/p
oy = > ([ 1D"0l)  (1<p<co),

pu=0

wodurch A%(E) ein Pribanachraum wird. Die Vervollstéindigungen von A°(F) beziiglich
dieser Normen sind die Sobolevraume Hj(E) der LP-Schnitte von E mit k schwa-
chen kovarianten Ableitungen in LP(E) := H{(FE). Fiir k = 1 bedeutet das etwa:

f € HY(E) <= f € LP(F) und es existiert ein g € LP(A'(F)) mit (9, Q) a1y =
(f, DiC) g fiir alle ¢ € AY(E). g heiBt schwache kovariante Ableitung von f, man
schreibt g = Dgf.

Dy, AH(E) — AY(F) sei dabei der (in L?*(E)) adjungierte Operator zu Dg. A priori
ist D% eine Abbildung von L?*(A'(E)) nach L*(E), kann jedoch aus Dy punktweise
durch rein algebraische Operationen gewonnen werden, so dal D3, tatsdchlich die
Erweiterung einer glatten Abbildung A'(E) — A°(E) ist.
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Wenn {U,} eine endliche Uberdeckung der kompakten Mannigfaltigkeit M mit Ko-
ordinatenumgebungen ist, E|y, trivial, {p,} eine untergeordnete Teilung der Eins, so
kann p, -0, 0 € AY(E) mit einer Funktion aus C§°(V,,, €") (Funktionen mit kompak-
tem Triager in V), U, ~ V,, C C" offen, identifiziert werden. Mit dieser Auffassung
wird durch

1/p
HUH;{;’(E) = Z o - UHIf’I,f(VU,@T) - Z Z (/v 10" (py, - U)|<11;r>

Vo pl<k

eine weitere Norm auf A°(E) definiert, die mit der oben definierten Norm |.|| HP(E)

dquivalent ist (hierbei sei HP(V,,,@") der Sobolevraum von Funktionen V, — @7
mit schwachen Randwerten 0 [Alt, 1.22], u = (u1, ..., p2,) ein Multiindex, O* =
O o .. o0k, 9 die pj-te Ableitung nach der j-ten Komponente des IR*" und
|.|q~ die euklidische Norm des €" ~ IR*"). Viele Resultate lassen sich daher sofort
von HP(U,R), U C IR* offen, auf H?(E) iibertragen, so auch die Sobolevsitze
(2n = dimpg M):

Satz von Rellich:

ldg : HY(E) — H}(FE) kompakt, fiir k > I,k —2n/p > 1 —2n/q,
Sobolev-Einbettungssatz:

Idg : HY(E) — C'(F) kompakt, falls k — 2n/p > I,

[Palais, Theorem 9.2], wobei C'(E) den Banachraum der [-mal stetig (kovariant)
differenzierbaren Funktionen auf M mit Werten in E bezeichnet, versehen mit der
entsprechenden Supremumsnorm

!
HUHcl(E) = Z Sup ’DMU‘SH(E) :
p=0 M

Insbesondere hat jede Aquivalenzklasse von Funktionen in HY(E), k > 2n/p, einen
ausgezeichneten stetigen Reprasentanten. Man darf daher von dem Wert f(x) eines
Elementes f € H} (FE) in einem Punkt z € M sprechen.

Ferner 148t sich die Multiplikation in End E fiir kq, ko > k und (k1 — 2n/p;) + (k2 —
2n/ps) > k — 2n/p zu einer stetigen bilinearen Abbildung

H.!' (EndE) x Hy? (EndE) — Hp (End E)

erweitern [Palais, Theorem 9.5]. Speziell wird daher im stetigen Fall (k > 2n/p)
H? (End E) zu einer Algebra.

Im Fall von Funktionen M — @ schreibe ich L?, HY und C".
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1.5 Hodge-Theorem

Aus den Komponenten des Zusammenhangs und deren Adjungierten bildet man die
Laplace-Beltrami-Operatoren

Op = (9080*—1—30*30 . AP(FE) — AP(E),

Kern des Hodge-Theorems ist die Invertierbarkeit der Operatoren
Idg + Op : Hi ,(A"(E)) — Hy(AP(E)) k>0,5>1,

die stetige Erweiterungen von Idg + Op : APY(E) — AP4(E) sind. Dies folgt bei-
spielsweise aus der Diskussion in [Griffiths/Harris, Chapter 0.6]:

Zun € L*(AP(E)) beweist man zuniichst die Existenz einer schwachen Losung
Y € L*(AP4(E)) der Gleichung (Idg + Og)y = 7 im distributiven Sinne (das heifit
mit (1, ©)aramy = (¥, (Idp + Op)@) aram) fiir alle Testfunktionen ¢ € AP4(E)).
Anschlieend wird Regularitdt von 1 gezeigt, und zwar gilt ¢ € Hj, ,(FE), falls
n € HY(FE) (fur s # 2 siche [Aubin, Theorem 3.54]). Der Regularitatsbeweis lie-
fert auch eine Abschitzung der Hj ,-Norm von v durch die Hj-Norm von 7, was
schliellich die Stetigkeit der konstruierten Umkehrabbildung n +— v impliziert.
Nach dem Satz von Rellich ist die Komposition

vo(ldg +0p) ™"« Hy(AP(E)) — Hi(AM(E))

kompakt (¢ : H o(AP(E)) — Hj(AP9(FE)) ) und fiir s = 2 liefert der Spektralsatz
fiir kompakte, normale Operatoren eine Hilbertraumzerlegung

H2(AP(E @qu

EP9()y,) C AP4(E) der endlichdimensionale Eigenraum von Op zum Eigenwert A,
0=MX < M < ... < A\ =3 0. Insbesondere ist das Spektrum von Og rein
diskret und ohne Hiufungspunkt, die Eigenfunktionen von O miissen wegen oben
erwiahnter Regularitéit glatt sein: EP9()\,,) C APY(E).

Og ist nun genau auf (KernOg)t = (EP9(0))* invertierbar. Fiir gegebenes n €
AP4(E) hat daher die Gleichung Ot = 7 genau dann eine Losung @) € AP4(E),
wenn (77, ) ara() = 0 ist fiir alle Op-harmonischen ¢ (Ogp = 0).

1.6 Hodge-Identitaten

Auf M gibt es den natiirlichen Multiplikationsoperator

. s +1,q+1
L:APG —s Aptla+l

Yo QAY,
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(® die Kdhlerform). Der (in L?) adjungierte Operator

A Ap+1,q+1 AP4

ist punktweise ein algebraischer Operator und heiffit Spuroperator. So gilt etwa fiir
eine (1,1)-Form ¢ = 3, 5¢,53dz* A dz°

VoIAp =" g%, 5 =: Tryyp € A,
a,f

oder dquivalent

v—1 1
(1.14) V=TI AP = —Atp- ®" = —Tr,1p - " € A™".
n n
(Das sind einfache Folgerungen aus der Darstellung der Metrik auf 479 mit Hilfe
des Dualitatsoperators * : AP7 — AP~ und zwar gilt (¢, V) apa - D" = @ A *1)).
Es ist klar, wie sich L und A auf vektorraumbiindelwertige Formen verallgemeinern
lassen.

Auf einer Kéhlermannigfaltigkeit geben die Hodge-Identititen Beziehungen zwi-
schen 9% und Jg mit ihren Adjungierten vermoge L und A:

(AL—LAN)p = (n—p—q)p falls ¢ € API(E)
OLL — LY = 0, OpL — L0 = 0,
(1.15) %A — A" = 0, Oph — Ay = 0,
LY — %' L = /=10, Loy — 05l = —+/—10Y,
Ay — N = /—103, AOp — 0N = —/—10%".

Ferner gilt, weil Dg = 0% + O ein integrabler Zusammenhang ist:

%% = 0 = 0pog,

1.16 = =
(1.16) 0%0p + 0pd% = Rp (Multiplikation mit R, siehe (1.11) ).

Die Hodge-Identitdten ermoglichen eine explizitere Darstellung der adjungierten
Operatoren, aus der letzten Gleichung in (1.15) folgt zum Beispiel

(1.17) " = Tr, 0 fiir E-wertige (1,0)-Formen.

Insbesondere erhédlt man einfache Ausdriicke fiir die Laplace-Operatoren auf 0-
Formen

Op = 0%*8% = vV —1A5E89E = Trg 5E8%,
(1.18) S 5. — — JTTAA.  —  _Tr 805
DE — 8E@E — 1A8E3E, — TrgaEaE,
und eine Beziehung zwischen den beiden Laplace-Operatoren (fiir allgemeine For-
men) B
(1.19) Op =0r+V—1(AR— RA).

13



Das triviale Geradenbiindel ist kriimmungsfrei, daher gilt auf A°
(1.20) O0=0=0=09'0=Tr,00 = —Tr,00.
Man beachte, daf3 lokal

_ 2
= = Z ga,@ 0 ;
" 0240zP

also in ¢ € M gerade das Negative des gewohnlichen Laplace-Operators im €C", wenn
man ein Koordinatensystem wahlt, das die Metrik in 2 in Standardform g¢;; = d;;
bringt.

1.7 Das Endomorphismenbiindel

Weil der groite Teil der Rechnungen auf End E' stattfindet, benutze ich die kiirzere
Bezeichnung D = 9° 4+ 0 an Stelle von Dpyqp = Roar + Oppa g fiir den Zusammen-
hang auf dem Endomorphismenbiindel von FE.

End F hat eine multiplikative Struktur, die durch die Komposition von Endomorphis-
men gegeben ist. Mit der Darstellung (1.8) des Zusammenhangs auf End F ~ F® E*
priift man die folgenden Produktregeln nach:

(121)  D(py) = (D) +eDY ¢ € A(EndE);
(1.22) Dg(p(0)) = @(Dgo)+ (Dy)(o) ¢ € A°(EndE), 0 € A°(E).

Es wurde schon der adjungierte Schnitt ¢* zu ¢ € A°(End E) erwiihnt. Man kann
diese Zuordnung sofort auf End E-wertige Formen erweitern

* 1 AP(End E) — A% (EndE),

indem man

(plo),)p = (o,0"(T))p  firo, 7€ AYE)
verlangt ((,)g im Sinne von (1.4) ). Beziiglich eines lokalen unitéren r-Beins von F
(so daBl H;; = 0;;) wird ¢* einfach durch die konjugiert transponierte Matrix von ¢
beschrieben.
* ist dann eine Isometrie

(1.23) ||90*||Ap(EndE) = ||90||Ap(EndE) ¢ € AP(End E),
und es gilt B
(1.24) (0%0)" = 0(¢"),

wie man durch Vergleich der beiden folgenden Gleichungen sieht (¢ € AP(End E),
o,7 € A(E)):

(o), 7)e = ((0°¢)(0),T)E + (=1)"{0(00), 7)E + (—1)"{p(0), 0pT)E,
0o, o™ (T)e = (0,(00)(7))e + (0o, ¢"(T))p + (1) (0,9 (0pT))
(0,(00) (7)) + (=1)P{e(0p0), T) & + (=1)"(¢(0), 0T,
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geméiB (1.6/1.22); die Vorzeichen kommen von der Vertauschung von 1-Formen und
p-Formen.

Aus der lokalen Darstellung (1.1) des adjungierten Schnitts ¢* zu ¢ € A°(End ),
die wortlich auch fiir ¢ € AP(End E) gilt, und dem in Abschnitt 1.4 Gesagten ist
klar, daf * stetig in der H;-Topologie ist fiir alle k£ > 0, s > 1, weshalb eine stetige
Erweiterung der Adjunktion zu einer Involution

*: H; (EndF) — H; (EndF)

existiert. Sei Herm(FE) der reelle Vektorraum hermitescher Schnitte von End E,
Hermj (E) der Abschlul in H} (End ). Dann ist Hermj (E) gerade der Eigenraum
von * zum Eigenwert +1, /=1 - Herm}(E) (“antihermitesche Endomorphismen”)
der Eigenraum zum Eigenwert —1 und H} (End E) spaltet als reeller Banachraum
in die direkte Summe

H; (EndE) = Herm; (E) & v/ —1 - Hermj,(F)

abgeschlossener Unterrdume, und zwar vermoge ¢ = (¢ + ¢*)/2 + (¢ — ¢*)/2 fir
v € Hi (EndE).

Die Laplaceoperatoren Oppqp und Opyg g respektieren diese Zerlegung nicht, viel-
mehr gilt (o, 7 € A°(E), h € Herm(F))

<(5EndEh)a, T>E (1.18) —Tr, <(805h)0, T>E (129 —Tr, <0, (580h)7'>E
T\ (%) —
( = | —Tr, <(880h)7, 0>E = <(Tr9680h)7, 0>E
118
= <J7 (DEndEh)T>E :
Fiir x sei n € AM, lokal n =32, 57,5d2% A dz’:
Tr,n = —Try Yo sTagdz® Ndz* = =3, 5905

(1.25) o _
= =2 059N,z = —Trgn.

Mit (1.19/1.14) und (1.13) folgt daher, aus Stetigkeitsgriinden sogar fiir alle h €
Hermy (E), k > 2:

(1.26) (EEndEh>* = Opnagh = Opaeh + [TryRe, b,

und der antihermitesche Anteil von Opyq gh betrigt gerade —%[Trg Rg, h).

1.8 Eichtransformationen
Jeder positive (hermitesche) Endomorphismus h € A%(End F) induziert eine Metrik

H auf E durch
(o, 7)g,m) = (ho,T)E.
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Wegen

Olho,T)p = <a%(h0),T>E—|-<hU, 5ET>E
= a<0a7>(E,H) = <8?E,H)Ua7_>(E,H)+<075E7_>(E,H)

hat der h-Zusammenhang von (E, H) die Form

(1.27) Dg,gry =g +0p=h"" 00 oh+dp=Dp+h'h
und mit der lokalen Darstellung (1.12) folgt fiir die Kriimmung

(1.28) R = Rp + 0(h™'9°h).

Man kann auch den folgenden Standpunkt einnehmen:

h 148t sich stets als f* f schreiben, f € A°(End E) eine Eichtransformation, das heifit
invertierbar. So ist etwa f = h'/? (siche Definition 2.1) der eindeutige hermitesche
Endomorphismus mit h = f*f; alle anderen Losungen entstehen durch Linksmul-
tiplikation von f mit unitdren Endomorpismen. f induziert eine (isomorphe) kom-
plexe Struktur auf dem E zugrundeliegenden differenzierbaren Vektorraumbiindel
E vermoge

(1.29) Oyyi=fodgo f
und EY bezeichne E mit dieser holomorphen Struktur. Die (1,0)-Komponente G?Ef
des h-Zusammenhangs D,y = ?Ef + 5Ef von (E7, Hy) ergibt sich aus
do,m)e = Ofo, f'1)p
O (fro), fim) e +{f0,08(f7'7)E
= o, T)gr = (Oys0. ) s + {0, fOR(FTT))

(o, 7€ AY(E)) zu
(1.30) Oy =f"rodgo f".

D,y geht jetzt aus D,y durch den Isomorphismus holomorpher Vektorraumbiindel
f: E ~ EJ hervor:
Dz = f~" o Dgso f,

und die Kriimmung von Dy 1d8t sich aus (1.28) wie folgt berechnen
(1.31) f_1 oRyrof=Rgpm=Re+ é(h‘lﬁoh).

Die Gleichungen (1.29/1.30) verallgemeinern sich zu einer Operation der Gruppe
der Eichtransformationen auf dem Raum der Zusammenhénge von E:

(1.32) f(D):=f"10d0 f*+ fod of !

D = 0° + 9" ein Zusammenhang. Insbesondere ist D,y = f(Dg) in dieser Schreib-
weise.
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1.9 Abschitzungen

Fragen iiber das Verhalten der Laplace-Operatoren Og und Op auf einem Vek-
torraumbiindel E konnen haufig durch Betrachtung der Norm in Fragen iiber den
Laplace-Operator O auf gewthnlichen Funktionen {ibersetzt werden. Der grundle-
gende Zusammenhang ergibt sich aus folgender Rechnung;:

D, ¥)p "2 Tr,00(0, )5 = Tr,d (0%, )5 + (0, 0p1) 5]
(1.33) = T [<5Ea%90>w>E — (O Op) & + (05, Op) s + (o, 31055E¢>E]
UL (Opo, s — (0%, 050) arom) — (O50, Opt) a0 () + (0, D).

Man beachte die Vorzeichenwechsel durch Vertauschung von 1-Formen und die Glei-
chung (siehe * vor (1.25) )

Tr, (p, 0%06Y) e = (¢, —Tr,0%0p) r = (¢, OpY)&.

Fiir ¢ = 1) spezialisiert sich (1.33) zu

und fiir holomorphe Schnitte ¢ € I'(E) (das heiit Oz = 0) bekommt man zusam-
men mit (1.19) die Bochner-Formel

(1.35) Olpl% = (Try Rew, ©) 5 — 1050l 4r0m),

denn Ogp = —Tr,0%0pp = 0.

Wenn statt £ das Endomorphismenbiindel End £ betrachtet wird und ¢ = ¢* ein
hermitescher Schnitt ist, so gilt

1.13
(Trg Rena ¥, V) poa i (29 (WTry [RE, V], 1dE ) g g

Ty (¢Tr, Rev — T, Rp)
= Tr (¢YTr,Rey) — Tr (YTryRey) =0,

und mit (1.19): B
(1.36) (Opnd 5Y, ¥)End B = (OBnd BV, V) End E-

Fiir hermitesche ¢ € A°(End E) vereinfacht sich (1.34) daher zu

(1-37) Dlw’]?indE < 2%e<DEndE¢,¢>EndE = 2§Re<waaEndEw>EndEa

Re(z) der Realteil von z € C.
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1.10 Maximumprinzip, Mittelwertungleichung

Nutzbar werden obige Ungleichungen in Verbindung mit dem folgenden
Lemma 1.1 Sei f € C*(M,R), f > 0.

1. Wenn ¢ € C(M,IR) und Of < ¢, ferner & € M ein Punkt, in dem f ein
lokales Maximum hat, dann gilt

e(z) > 0.

2. Wenn Of < A f+pu, M € Ry, p € IR, dann existiert eine Konstante
C=C(M,g,\) mit
[fllco < € (1fllp + 1ml)-

Beweis:

1. (Nach einem Hinweis in [Freed/Uhlenbeck, S.115]) Um den Punkt & € M gibt
es ein lokales holomorphes Koordinatensystem (z',...,2"), beziiglich dessen
die Metrik in # Standardform hat, das heiit g;;(z) = d;;.

Dann ist —Of () = (Tr,00f)(2) = ¥, 0*f/02'07*(2) gerade die Spur der Hes-
se-Matrix von f im Punkt 2. Die aber ist negativ semidefinit, weil f in & ein
Maximum hat. Daher folgt

—p(&) < -D0f(z) <0.

2. Einen Beweis fiir allgemeinere elliptische Operatoren (hier betrachtet man
—0 + )) in Gebieten Q C RY findet man in [Gilbarg/Triidinger, Theorem
9.20]. Es ist klar, wie das lokale Ergebnis global auf M auszudehnen ist. <

Der erste Teil wird manchmal als “Maximumprinzip” zitiert. Darunter versteht
man die Eigenschaft von gewissen elliptischen Differentialoperatoren L (hier fiir
L = —0) fiir nichtkonstante Sublosungen (das sind Funktionen f mit Lf > 0) kei-
ne Maxima im Inneren ihres Definitionsbereiches zuzulassen, siehe zum Beispiel
[Gilbarg/Triidinger, Chapter 3, 8, 9 etc.].

Teil 2 ist eine Verallgemeinerung der bekannten Mittelwertungleichung des Laplace-
Operators im IR, nach der subharmonische Funktionen durch das Integralmittel
iiber Kugelumgebungen nach oben beschrankt sind.
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1.11 Hermite-Einstein-Metrik

Die mittlere Kriimmung K = K (D) eines Zusammenhangs D berechnet sich durch
Kontraktion des Kriimmungstensors R mit der Kéhler-Form:

K :=Tr,R € A°(EndE).

Wenn D = Dg py ein h-Zusammenhang ist, so ist K hermitesch beziiglich H, weil
R beziiglich eines unitédren r-Beins durch eine schiefhermitesche Matrix von (1,1)-
Formen dargestellt wird (siche 1.25).

Definition 1.2 FEine Metrik H eines holomorphen Vektorraumbiindels E heifst Her-
mite-Einstein-Metrik, falls die mittlere Kriimmung Kg gy des h-Zusammenhangs
von (E, H) eine Homothetie ist:

Ko =p-1dg p e IR,

Idg der Identititsendomorphismus von E.

Bemerkung 1.3 1. Diese Definition héngt von der holomorphen Struktur auf
E und der Kéhler-Form & ab.

2. Wenn H eine Hermite-Einstein-Metrik ist, dann auch c¢- Hy, ¢ € IR+. Dies folgt
sofort aus der entsprechenden Invarianz der Kriimmung (1.28). Bis auf diese
Konstante ist eine Hermite-Einstein-Metrik jedoch eindeutig, falls E einfach
ist, das heiit End £ nur die trivialen holomorphen Schnitte ¢ - Idg besitzt
[Kobayashi, Proposition VI.3.37,d und Proposition VI.3.28].

3. Die Konstante p ist notwendig reell, weil Tr, R hermitesch ist.

4. Statt einer Konstanten kénnte man auch reellwertige Funktionen zulassen,
durch eine bis auf eine multiplikative reelle Konstante eindeutige konforme
Anderung der Metrik Hy — e - Hy, ¢ € C*(M,IR) erhilt man immer eine
Hermite-Einstein-Metrik im obigen Sinne [Kobayashi, Proposition 1V.2.4].

5. = p(F) ist eine topologische Invariante von E, im wesentlichen die erste
Chern-Zahl:

(I)nfl \/__1 (I)nfl
E _ T
fe NG P T A

1 o
(L1 —/ Try Tr RE -
2 Jm

n.

1
= 5 Rang(F) - Vol(M),
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und mit

(1.38) Deg (E) = — " [ ) A o

' el Vol(M) Jum “ (n—1)!
(Grad von E beziiglich der Kéahler-Form @) folgt

(1.39) u(E) = Degy (E)/Rang (E).

1.12 Stabilitdt von Vektorraumbiindeln

In der algebraischen Geometrie kennt man verschiedene Definitionen der Stabilitét
von Vektorraumbiindeln, die unter anderem eingefithrt wurden, um “gute” Mo-
dulrdume gewisser generischer Vektorraumbiindel zu bekommen.

Der Stabilitétsbegriff von Takemoto/Mumford 148t sich sofort auf kompakte Kéhler-
Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Zur Definition benttigt man eine Verallgemeinerung
des ®-Grades (Bemerkung 1.3,5) auf torsionsfreie kohérente analytische Garben F:
Sei k der Rang von F. Dann ist (A" F)** lokal-frei vom Rang 1 [Kobayashi, Pro-
position V.6.10], das entsprechende Geradenbiindel werde mit det F (Determinan-
tenbiindel von F) bezeichnet. Es sei

(I)nfl
(n—1)!

(1.40)  Degg (F) := Degy (det F) = % /M c1(det F) A

der &-Grad von F und
(1.41) p(F) := Degg (F)/Rang (F)

heifle normierter Grad von F. Man bemerke, daf§ fiir holomorphe Vektorraumbiin-
del Degg (E) = Degg (O(F)) gilt, so dafl diese Definitionen vertréglich sind mit der
Identifikation von lokal-freien Garben und Vektorraumbiindeln.

Definition 1.4 FEin holomorphes Vektorraumbiindel E iber M heiffe (®-) stabil,
falls fir alle kohdrenten Untergarben F von O(FE), 0 < Rang(F) < Rang(FE)

W(F) < p(E)
gilt.

Bemerkung 1.5 Weil der Grad einer Torsionsgarbe stets positiv ist [Kobayashi,
Lemma V.7.5], und sich Degg additiv bei exakten Sequenzen verhilt, wird durch den
Kern der kanonischen Abbildung O(E) — Q/7, Q := O(E)/F die Quotientengarbe
von F und 7 die Torsionsuntergarbe von Q, eine kohirente Untergarbe F’ von
O(F) mit pu(F') > pu(F) gegeben. Man darf sich zum Test der Stabilitdt daher auf
kohédrente Untergarben mit torsionsfreier Quotientengarbe beschréinken [Kobayashi,
Proposition V.7.6]. In der Konstruktion der Untergarbe in Kapitel 5 wird diese
Eigenschaft implizit genutzt werden (siehe Satz 5.6). &
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1.13 Kobayashi-Hitchin-Vermutung

Hermite-Einstein-Metriken wurden eingefiihrt, um eine differentialgeometrische In-
terpretation von Stabilitdt zu geben. Tatséchlich gilt folgendes

Theorem 1.6 (Kobayashi-Hitchin-Vermutung)
Ein holomorphes Vektorraumbiindel E iiber einer kompakten Kdihler-Mannigfaltig-

keit M ist genau dann ®-stabil, wenn es irreduzibel ist und eine Hermite-Einstein-
Metrik (beziiglich der Kdhler-Form ®) zulajst.

Irreduzibel bedeutet hier, dal E nicht direkte Summe echter holomorpher Un-
terbiindel ist. Wenn dim M = 1 ist, geht dies auf einen Satz von Narasimhan und
Seshadri iiber projektiv flache Biindel {iber Riemannschen Flichen zuriick, siehe
[Kobayashi, Theorem V.2.7]. Die Implikation “irreduzibel Hermite-Einstein = sta-
bil” wurde zuerst von Kobayashi bewiesen, ein einfacher Beweis stammt von Liibke
[Kobayashi, Theorem V.8.3].

Donaldson bewies die Existenz einer Hermite-Einstein-Metrik auf stabilen Vektor-
raumbiindeln fiir den Fall einer algebraischen Fliache (spéter fiir beliebige algebrai-
sche Mannigfaltigkeiten) mit der “Methode des steilsten Abfalls” [Donaldson 1].
Fiir die Konvergenz seiner Methode benotigt man Beschréanktheit des entsprechen-
den Funktionals. Dazu benutzt er ein Resultat von Mehta-Ramanathan iiber die
Stabilitdt von Einschriankungen stabiler Vektorraumbiindel auf generische Hyper-
flichenschnitte hinreichend hohen Grades und Induktion nach der Dimension der

Mannigfaltigkeit. Den Induktionsanfang liefert der Satz von Narasimhan und Ses-
hadri.

Den allgemeinen Fall behandelten schliefSlich Uhlenbeck und Yau, deren Beweis im
folgenden ausgefiihrt wird. Auf einige Anderungen gegeniiber dem urspriinglichen
Beweis sei hingewiesen:

Fiir die lokalen Rechnungen (Lemmata 3.6, 4.1 und 4.2) beno6tigt man lokale Diago-
nalisierbarkeit eines hermiteschen Schnitts des Endomorphismenbiindels. Daf} dies
entgegen verbreiteter Auffassung [Uhlenbeck/Yau], [Itoh/Nakajima] im allgemeinen
nicht moglich ist, zeigt das Beispiel in Bemerkung 2.2. Immerhin 148t sich lokale Dia-
gonalisierbarkeit auf einer offenen dichten Menge W C M beweisen (Lemma 3.5,1),
und ein Stetigkeitsargument iibertragt samtliche iiber W giiltigen Abschitzungen
auf M.

Standard in der Theorie partieller Differentialgleichungen hingegen sind der Beweis
der Differenzierbarkeit der Abbildung L (Lemma 3.2, Anhang 1) und die Regu-
laritédtsaussage Lemma 3.8, die im Originalartikel ebenfalls nicht enthalten sind.
Es stellt sich heraus, daf§ der geeignete Definitionsbereich von L gerade der Raum
Herm}™(E) ist (siehe zu Beginn von Kapitel 3). Dessen glatte Element sind genau
die positiv definiten Endomorphismen (Lemma 3.1), so dal Losungen einer defor-
mierten Gleichung stets positiv definit sind (Lemma 3.8).
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Neu ist auch der Beweis der Surjektivitdat der linearisierten Abbildung mit Hilfe von
Fredholm-Theorie (Satz 3.7) (vgl. aber [Kobayashi, Lemma VI.6.5]). Ein Hindernis
dabei ist, dal L die Zerlegung von A°(End E) in hermiteschen und antihermiteschen
Anteil nicht respektiert, was jedoch durch Linksmultiplikation mit h behoben wer-
den kann (Abschnitt 1.7, Lemma 3.2, Satz 3.7). Eine dhnliche Korrektur taucht auch
in [Itoh/Nakajima] auf.

Geédndert wurden auch die Beweise von Lemma 4.1,1 und Lemma 4.2, obgleich
die Idee beibehalten wurde. Unter anderem bemiihte ich mich um eine weitgehend
koordinatenfreie Formulierung, die hoffentlich das Verstdndnis erleichtert. Dafl die
Einfiihrung des zweiten Storparameters (o in [Uhlenbeck/Yau]) vermieden werden
konnte, verdanke ich dem Artikel von Itoh und Nakajima [Itoh/Nakajima, S.51] (sie-
he Lemma 2.3,2).

Der erste Teil des fiinften Abschnitts wurde [Itoh/Nakajima| entnommen (vgl. aber
auch [Uhlenbeck/Yau, §5] und [Donaldson 1, S.22f]). Hier wurden vor allem ein paar
Konvergenzargumente eingefiigt (Bemerkung 5.3,4 und 5.3,5, die Lemmata 5.4,2 und
5.5 sowie Satz 5.9).

Nicht eingegangen wird auf den Beweis des Kompaktheitssatzes von Uhlenbeck
(Satz 5.2), dies wiirde den Rahmen der Arbeit auch iiberschreiten. Der grofite Teil
des Beweises, im wesentlichen reelle Analysis, findet man in [Itoh/Nakajima], wo
auch Literaturstellen fiir das dann noch fehlende Standardargument angegeben sind.
Zur Erweiterung der Garbe (Satz 5.6 und Anhang 2) verwende ich etablierte Tech-
niken der komplexen Analysis [Siu]. Dennoch gebe ich an dieser Stelle vollstandige
Beweise, weil sie ganz elementare Methoden verwenden und die Bedeutung der ein-
gehenden Voraussetzungen erldutern.

Satz 5.9 schliefllich geht wieder auf [Itoh/Nakajima] zuriick. Neu ist jedoch die Ver-
wendung einer singuldren Metrik, um die Chernzahl der konstruierten Garbe hand-
haben zu koénnen.
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2 Die Kontinuumsmethode

Eine Metrik H auf dem holomorphen Vektorraumbiindel F ist genau dann Hermite-

Einstein, wenn

i € IR eine topologische Konstante von E und K gy = Try R ) die mittlere
Kriimmung des h-Zusammenhangs von (F, H). Das ist eine nichtlineare partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung auf dem Raum der Metriken von E. Die fi-
xierte Metrik Hy auf E = (E, Hy) ermoglicht die Identifikation der Metriken mit dem
Raum Herm™ (E) der (beziiglich Hy) punktweise positiv definiten hermiteschen C'*°-
Schnitte von End F'; und zwar gehort zu jeder Metrik H genau das h € Herm™ (E)
mit
(o, 7)e,m) = (ho,T)E fiir 0,7 € A°(E).

Lokal bedeutet das in Matrixschreibweise

(2.2) H = "h- H,

und fiir die mittleren Kriimmungen gilt gemaf (1.28)

(2.3) Kem = TryRipm = Kg + Tr,0(h~'0°h).

Wenn
K= Ky —p-1dp € A°(EndE)

den (im Integralmittel) spurfreien Anteil der mittleren Kritmmung von Hj bezeich-
net, so schreibt sich die Hermite-Einstein-Gleichung (2.1) auf Herm™ (E) als

(2.4) K° 4+ Tr,0(h~'0°h) = 0.

Um die Existenz einer Losung fiir diese Gleichung zu zeigen, wird eine Kontinuums-
methode angewendet. Allgemein betrachtet man dabei differenzierbare Deformatio-
nen {L. = 0}.cpp,] einer zu lésenden Gleichung Ly = 0, so dal L; = 0 sicher eine
Losung besitzt. Man versucht eine Losung hy dieser Gleichung durch eine einpara-
metrige Familie {h.}, L.(h.) = 0 zu einer Losung fiir ¢ = 0 zu verformen.

Genauer ist fiir

J={e€0,1]| 3nh € C*([e, 1], Herm™ (E)) : h(1) = hy, Lo (h(")) = 0 V&' € [e, 1]}

folgendes Programm durchzufiihren:

1. J C [0,1] ist offen, wozu die Invertierbarkeit des linearisierten Operators auf
einem geeigneten Banachraum gezeigt werden mufl (dann den Satz iiber im-
plizite Funktionen anwenden).
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2. J ist abgeschlossen, das heifit Konvergenz einer differenzierbaren Familie von
Losungen (hier braucht man a priori-Abschétzungen fiir die Norm einer Lo-
sung).

Im vorliegenden Fall betrachte ich (vgl.2.4)

Le(h)

= K%+ Tr,0(h~*0°h) +clnh,
(2.5) (2.2/2.3)

K(E,Th,HO)—,u'IdE —|—5lnh, € € [0,1]

Der Logarithmus ist wie folgt zu verstehen:

Definition 2.1 Auf der offenen Menge der Endomorphismen des C" mit Eigenwer-
ten in € \ R<g kann der Logarithmus durch

1
ng = (p = le) - [ [te — 1der) + o] dt,

fiir o € End@", Spec pNR<¢ = 0 erklirt werden. Die Bedingung an das Spektrum von
@ sorgt fiir Stetigkeit des Integranden. Man tiberzeugt sich, dafs dies eine holomorphe
Fortsetzung der diblichen Potenzreihenentwicklung um die Identitit

© (_1 v—1
Inp = 27( ) (¢ — Idgr)”
v=1

v

ist. Daher ist die Einschrinkung des Logarithmus auf Herm™ (QC") reell analytisch
und fir h € Herm'(E) definiert man Inh € Herm™(E) lokal auf U C M mit
Ely ~ U x C" durch die punktweise Komposition

U - Herm*(€") - Herm(Q"),

Herm(C") die hermiteschen Endomorphismen.
In Abschnitt 1.8 wurde schon die Wurzel von h € Herm™ (E) betrachtet, die man

jetzt einfach als
o ()£ ()

vl
v

schreiben kann.

Aus der Definition folgt sofort die Aquivarianz des Logarithmus beziiglich der Ope-
ration der Eichtransformationsgruppe auf A°(End E) bzw. Herm™* (FE):

(2.6) folnho f'=In(fohof™1),

f € A°(End E) invertierbar.
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Bemerkung 2.2
Allgemein kénnte man jeder glatten Funktion ¢ : IR~g — IR eine Abbildung

¢ : Herm™ (E) — C°(End E)

zuordnen mit @(A - Idg) = ¢(A) - Idg, indem man ¢ punktweise auf die Eigenwerte
wirken 148t. Mit anderen Worten: Zu h € Herm*(F) und x € M wéhlt man ein
r-Bein (eq,...,e.) um z, das h in x diagonalisiert

hz) =) eMe(z) @ f'(x),
i=1
N € R, (fY,..., f") das duale r-Bein. Man setzt

p(h)(x) = éSO(ffAi)ei(ﬂf) ® f'(z).

Zum Beweis der Differenzierbarkeit von ¢ mochte man diese punktweise Definition
auf eine Umgebung von = ausgedehnt sehen. Dafl dies nicht immer moglich ist, es
vielmehr (topologische) Hindernisse gegen die lokale Diagonalisierbarkeit von endo-
morphismenwertigen Funktionen gibt, zeigt das folgende Beispiel.

Man betrachte den Endomorphismus des trivialen 2-Biindels iiber C:

h(z)zR-(CQS(p Sm >,z:RewE(D.
sing —cosy

cos /2 —sing/2
. nd

sin /2 cos p/2

Eigenwerten R bzw. —R. Ein Umlauf um den Nullpunkt transformiert v und w

gerade in ihr Negatives, so dafl keine Umgebung des Nullpunkts existiert, in der sich

die Eigenvektoren auch nur stetig definieren lieflen.

Analog konnen sogar Endomorphismen konstruiert werden, deren Eigenwerte bei

Umlaufen des Nullpunkts permutiert werden.

h hat in z = Re® # 0 die Eigenvektoren ) zu den

Immerhin gibt es zu jedem Punkt z € M mit der Eigenschaft, dafl die Vielfachhei-
ten der Eigenwerte von h in einer ganzen Umgebung konstant bleiben, eine offene
Umgebung V', so daf h|y unitir diagonalisiert werden kann. In Lemma 3.5,1 wird
dies ausgenutzt werden, um lokale Diagonalisierbarkeit zumindest auf einer offenen
dichten Teilmenge W C M zu zeigen, wodurch die lokalen Rechnungen in Kapitel 3
und 4 erst moglich werden. &

Das folgende Lemma stellt ein paar Eigenschaften von L. zusammen, unter anderem
die Losbarkeit von L; = 0.
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Lemma 2.3 1. TrL.(h) = TrK° + OTrInh + ¢TrInh, (Tr : EndE — C die
Spurabbildung).

2. Die Hintergrundsmetrik Hy kann so gewdhlt werden, dafs
TrK°=0
ist, und ein hy € Herm™ (E) existiert mit

Ll(hl) = 0.

3. Wenn TrK° = 0 und h € Herm™(E) eine Losung von L.(h) = 0 ist mite > 0,
so gilt
deth = 1.

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus der Definition von L.(h) (2.5) durch
Tr [K°+Tr,0(h~'°h)| = TrK°+ Tr,0(Trh '0"h)
© TrK© + Tr,00Tr In h
=’ TrK°+4+OTrInh.

Zu zeigen bleibt *: Wegen des lokalen Charakters der Aussage darf h als ma-
trixwertige Funktion angenommen werden. Allgemein gilt

CTrnh et
und fiir matrixwertige Funktionen
(2.7) d(det h) = (det h) - Tr(h~'0R),
daher

O(TrInh) = d1n(det h) = (det h)~*d(det h) = Tr(h~'0h);
das ist *, denn

Te(h~'0%h) 2 Tr(h10n + h'[w, h))

Tr(h~'0h) + Tr(h~'wh — w) = Tr(h~10R).
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2. [Uhlenbeck/Yau, Proposition 2.1] und [Itoh/Nakajima, S.51]. Bei einer kon-
formen Anderung der Metrik H)) := ¢¥ - Hy, ¢ € C®°(M,R), zeigt 1 mit
h =e¥-1dg
TrK” = TrLy(h) = Tr K + Rang(E) - Og.
Nach dem Hodge-Theorem gibt es nun genau dann eine Funktion ¢ € A° mit
Oy = —Tr K°/Rang(E), wenn —Tr K°/Rang (E) senkrecht in L?(M) auf allen

harmonischen (also konstanten) Funktionen der kompakten Mannigfaltigkeit
M steht; man rechnet

o" " "
0 _ . R
J TR = T Re) T = [ T T
(I)nfl
(.19 / VITr(Rp) A ———— — Rang(E) - 11 - Vol (M)
M (n—1)!

(1.38) 1.39)

Vol(M) - Degs (E) — Rang(E) - pu - Vol(M) "2V 0,

Sei 1) € A° eine so erhaltene Losung. Weil die mittlere Kriimmung K’ von
H{, hermitesch ist (beziiglich H{, siehe zu Beginn von Abschnitt 1.11), ist
TrK% = TrK’ — i - Rang(E) reell und wegen ReOrp = ORey induziert
¢ := Ret) eine Hintergrundsmetrik mit spurfreiem K9

Man setzt als Hintergrundsmetrik schlieBlich Hy := T(exp K°') - H}, und veri-
fiziert Ly(h) = 0 fiir h = exp(—K°') € Herm" (E), wenn L. das Funktional
(2.5) mit der Metrik H, bezeichnet:

Lih) 2 Ky — i g + In(exp(~K))

= Kpmy—p-ldg — K" = K" — K" =0.

Ferner ist auch K9 = Kg, -1y — p-1dg spurfrei (Lg ist (2.5) mit der Metrik
H)):
TrK° = TrLj(exp(K*)) £ Tr K% + OTr In(exp(K®)) = 0.

3. Fiir spurfreies K° erfiillt Tr In A nach 1 die Gleichung OTr Inh = —¢Tr In A,
—e < 0. Der Laplaceoperator hat aber nur positive Eigenwerte, Tr In h mufl
identisch verschwinden, deshalb

deth = vl — 1,

&

Im folgenden seien die Hintergrundsmetrik Hy und die Funktion h; € Herm™(E) in
der Definition von J wie in Lemma 2.3,2 gewahlt.

Bemerkung 2.4 Mit h ist auch jedes positive Vielfache von h Losung der Hermite-
Einstein-Gleichung (2.4). Die Normierung det h. = 1 fiir Losungen der deformierten
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Gleichungen behebt daher Konvergenzprobleme, die durch Anwachsen der Determi-
nante in einer Folge von Losungen {h.}._o verursacht wiirden. Implizit wird das in
die a priori-Abschéitzungen des vierten Abschnitts eingehen.

Ferner garantiert die Normierung, dafl der Limes der induzierten Folge von Metriken
H. = Th, - Hy wieder eine Metrik ist. &
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3 J ist offen

Es soll der Satz iiber implizite Funktionen angewendet werden. Dazu muf§ L. zu einer
Abbildung zwischen Banachriumen erweitert werden. Ich schreibe Herm?™ (E) fiir
das Innere des AbschluB von Herm™(F) im reellen Banachraum Herm?(FE) (siche

Abschnitt 1.7).

Lemma 3.1 Sei k > 2n/p. Dann gilt

Herm}™ (E) N A°(End E) = Herm™ (E).

Beweis: Sei h € Herm™(F) und § > 0 das Minimum der Eigenwerte von h auf M,
ferner sei ¢, die Abbildungsnorm der Sobolev-Inklusion HY (End E) — C°(End E).
Fiir ¢ € Herm(FE) nahe h, etwa ||h — || HY(End B) < 8 /¢p ., gilt mit den Bezeichnungen

p(x) und n(z) fiir den kleinsten Eigenwert von ¢ bzw. h im Punkt x € M:
Jnf n(@) = inf pz) < sup (n(x) = (@) < l1h = @llooman
< Grllh =@l pp@Eas <9

somit inf e p(x) > infrep n(z) — 6 = 0 und ¢ € Herm™*(E). Also ist & ein innerer
Punkt des Abschlul von Herm*(F) in Herm} (E), das heifit h € Herm}™ (E).

Wenn umgekehrt A € Herm? ™ (E) N A°(End E) ist, dann ist A = h* hermitesch nach
Definition von Herm/ (E) (Abschnitt 1.7). Sei ¢ wieder das Minimum der Eigenwerte
von h. Natiirlich ist 6 > 0, weil h C°-Limes von positiven Endomorphismen ist
(HY (EndE) C C°(EndFE)). Der Fall § = 0 ist aber ausgeschlossen, weil h dann
keine Umgebung besiBe, die Herm™ (E) dicht enthélt. <&

Als néchstes wird L auf die eben eingefiihrten Réume Herm} ™ (E) erweitert:

Lemma 3.2 Fir k —2n/p > 1 (so daf§ HY | (EndE) C C°(EndE)) und k > 2
existiert eine stetig differenzierbare Erweiterung

L:[0,1] x Herm}™ (E) — HE , (EndE)
der Abbildung

[0,1] x Herm™(E) — A°(EndE),
(e,h) — K"+ Tr,0(h'0°h) +clnh.

Ferner definiert f}(e, h):=h- L(e, h) eine stetig differenzierbare Abbildung

0,1] x Herm} " (E) — Herm}_,(E).
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Beweis: Daf§ Inversion h +— h~! und Logarithmus stetig differenzierbare Abbildun-
gen von Herm} ™ (E) nach H? (End E) induzieren, folgt lokal aus Definition 2.1 und
Korollar A.2 im Anhang (sei U C M so, da} E|y ~ U x C" ist beziiglich eines
unitdren r-Beins; setze dann V := Im(U — Herm(C"),xz — h(zx)), global durch
Zusammenheften der Differentiale mit einer Teilung der Eins (siehe Abschnitt 1.4).

h+— Tr,d(h~'0°h) 148t sich dann als Komposition von
Herm} ™ (E) — H (EndE) x H} (EndE), h+—— (h™', h)
und der Abbildung
HY (EndE) x HY (EndE) — H}_,(EndE), (hi, ha) — Tryd(h10°hs)

schreiben. Letztere ist stetig (Multiplikationssatz: k — 1 > 2n/p) und reell bilinear,
also sogar von der Klasse C* [Lang, Proposition 1.14|. Das zeigt die Behauptung L
betreffend.

Fiir h € Herm™ (E) hat man

K+ Tr,0(h ') & Koy — - 1dg "2V fV 0 Ky o f — - Tdg,

mit f := hY/2. Kpy ist als mittlere Kriimmung des h-Zusammenhangs von (E¥, Hy)
hermitesch beziiglich der Hintergrundsmetrik Hy (siehe in Abschnitt 1.11), also ist

auch h - (K% + Tr,0(h='0°h)) = f o Kgr o f — pu - h hermitesch. Ferner gilt
(h-Wnh)* =Inh*-h*=1lnh-h=h-lnh.

weil h mit Inh vertauscht. Demnach ist L(e,h) = h - L(e,h) € Herm(E) fiir alle
h € Herm™ (E). Die Abbildungen

[0,1] x Herm{ ™ (E) — HY (EndE) x H} ,(EndE), (e, h) — (h, L(c, h))
und
HY (Bud ) x HY_y (End B) — Herif_y(B), (9,0) — 5 (¢ ¥+ (4]

sind als Abbildungen reeller Banachrédume nach dem oben Gesagten und dem Mul-
tiplikationssatz stetig differenzierbar; ihre Komposition ist aber gerade L, weil sie
mit L auf der dichten Menge Herm*(FE) C Herm? ™ (E) iibereinstimmt. &

Bemerkung 3.3 L.(h) wird im allgemeinen nicht hermitesch sein. Weil aber h €
Herm'(E) invertierbar ist, sind L(g,h) = 0 und L(e,h) = 0 #quivalent, so daf
man ebenso gut L betrachten kann, um die lokale Fortsetzbarkeit einer Familie von
Losungen zu zeigen. Warum die Hermitizitdt von L eine wichtige Eigenschaft ist,
wird in Satz 3.7 beim Beweis der Invertierbarkeit der linearisierten Abbildung klar
werden. <&
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Sei
D,L(e, h) : TyHerm? ™ (E) ~ Herm?(E) — T (. pyHerm_,(E) ~ Hermj_,(E)

das Differential der Abbildung h — L(e, h) im Punkt € Herm? ™ (E). Wenn gezeigt
werden kann, daB8 DyL(e, h) ein Isomorphismus von Banachrédumen ist fiir alle i €
Herm}™ (E) mit L(e, h) = 0, dann ist J offen nach der folgenden Version des Satzes

iiber implizite Funktionen:

Satz 3.4 [Lang, S.17f] Seien £,F und G Banachriume, U C E, V C F offene
Mengen, F € C"(U x V,G), r > 1. Wenn (x9,y0) € U X V und

Dy F (o, yO) 1Ty YV — TF(on:QO)g

das Differential der Abbildung y — F(zo,y) tm Punkt yo ein Banachraumisomor-
pismus ist, dann gibt es offene Mengen U CU, V CV mit (xo,y0) € U XV und ein
eindeutiges G € C"(U, V') mit G(xg) = yo, so daff

F (F (20, 30)) N (U x V) = Graph(G) = {(2,G(@)) |« € U}.
Fiir die Berechnung des Differentials von L braucht man das folgende

Lemma 3.5 Sei h € Herm™ (E) und n € Herm(E) C T,Herm}™ (E) ein Tangenti-
alvektor an h.

1. FEs existiert eine offene dichte Menge W C M mit der Eigenschaft:
Zu jedem x € W existiert eine offene Umgebung U C M x IR wvon (z,0)
und ein lokales unitires r-Bein (ey,...,e.), ¢; € A°(E|y), sowie Funktionen

A € C=(U,IR) mit

hy) +ton(y) = S Ay 0 ® fig ) Yyt el

i=1
(fY,..., f") das duale r-Bein zu (eq,. .., e,).
2. Sei p € C°(IR~,IR) und es existiere eine glatte Erweiterung zu einer Abbil-

dung ¢ : Herm™ (FE) — Herm(E) (siehe Bemerkung 2.2). Fiir x € W seien
ei, £, N und U wie oben, ferner sei

d U
—l e, 1) =) dley, i=1,...,7
dt],_ j=1 ’
Dann gilt in U
. d| .
(D@)(n) = —| ¢(h+tn)
t=0

r d
_ SRRV el
- T (dt

t=0

)\i> &R+ {g@(e’\i) - go(e’\j)} ale; @ f7.
_ 7
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Beweis:

1. Sei x(Z) =det((h+t-n)—Z-1dg) € C°(M x IR, IR[Z]) das charakteristische
Polynom von h + tn. x hat reelle Wurzeln, weil h + ¢t hermitesch ist fiir alle
t € R. Es gibt eine Zerlegung

MxR= U 4

l VG]I\IZ,|V|:’I‘
(in Multiindexschreibweise, v = (vy,..., 1), [v| = S\, ;) von M x IR in die
endlich vielen abgeschlossenen Mengen
dpy < pe < ..o <, i €R }
A, =1 (z,t) e M xR X o :
(e e T e

Man setzt
W= [ M\o(A n(Mx{0})cCM,
I velN! |v|=r

wobei A, N (M x {0}) € M x {0} als Teilmenge von M aufgefaBit wird, 0 der
Rand in M. Weil das Komplement des Randes einer abgeschlossenen Menge
nach Definition eine offene dichte Menge formt, ist W als endlicher Durch-
schnitt solcher Mengen ebenfalls offen und dicht. W ist gerade so definiert,
daB jedes z € W C M x {0} eine Umgebung V' C M X IR besitzt, die von allen
Réndern der Mengen A, disjunkt liegt; in V' &dndern sich daher die Multipli-
zitdten v; der Eigenwerte p; von h + tn nicht und es existieren wohldefinierte

Funktionen
WiV — 1R, 1=1,...,1

mit p1(y) < ... < (y) die geordneten Eigenwerte von h im Punkt y € V' (u;
habe Vielfachheit v; in x, also in ganz V).
Um zu sehen, dal die p; C*°-Funktionen sind, betrachte man die Polynome

der Form
!

(2) =11(Z - ai)" € R[Z]

i=1
mit paarweise verschiedenen «;. Diese bilden eine [-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit P, C IR[Z] mit globaler Parametrisierung (o, ..., q;), denn die
injektive Abbildung

/{:Q::{(al,...al)61R1|oz,~7éozjﬁ'1ri7éj} — P,
!
(o1,...0q) — J[(Z —au)”

i=1
ist eine Immersion: Sei y(t) = (71(t),...,7(t)) eine Kurve in @ durch den
Punkt v(0) = (71, ...,7), dann gilt

AP L

t=0 i=1

dt

) [CERN e | CEEAE

J7#i
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und die Injektivitéit des Differentials D im Punkt (0) folgt aus der linearen
Unabhéngigkeit der Polynome {(Z — ;)" [1;4(Z —~;)" }s (hier geht ; # ;
ein). Die Funktionen u; : V' — IR sind deshalb als Komposition der poly-
nomwertigen Funktion x mit den (global erkldrten) Koordinatenfunktionen
mok ' P, — R glatt, m; : Q — IR die Projektion auf die i-te Koordinate.

Nach Konstruktion der p; haben die Endomorphismen (h + tn) — p;Idg kon-
stanten Rang auf V, so da8 E* := Kern ((h + tn) — p;Idg )|y (differenzierbare)
Unterbiindel von E|y sind, auf denen h + ¢t durch Multiplikation mit u; ope-
riert. Beliebige lokale Trivialisierungen der E° setzen sich schliellich zu dem
verlangten unitéren r-Bein (eq, ..., e,) zusammen. Ferner existiert aus Stetig-
keitsgriinden ein € > 0, so da in U := VN (M x (—¢,¢)) die Eigenwerte p; von
h + tn positiv sind, und mit A; := In i,(;) ist die Behauptung bewiesen, wobei
o:{1,...,r} = {1,...,1} die Vielfachheiten der Eigenwerte beriicksichtigt.

2. [Uhlenbeck/Yau, S.25f]
Man rechnet

jt (Zw ez®fl>—i<jt w(e*i))ei@@f"
+i¢(exi)<i )@f’+2¢ (% _)

Den ersten Term der Behauptung bekommt man durch Anwendung der Ket-
tenregel auf p(e) (¢’ die gewb’hnliche Ableitung von @), den zweiten durch

Einsetzen der Voraussetzung %ei =Y. aje;.

Zur Berechnung von %fi leitet man die Beziehung f(e;) = d;; nach t ab:

(f%ej)):(%t;)( )+ 1" (is )

f" = f* die Ableitung der linearen Abbildung v — fi(v), v € E (der Faser
von E iiber dem betrachteten Punkt = € M). Mit %ej = a ey, folgt

(lg) = (,é o) =

Yo

d

0 =
dt 0

das heif3t

dt
<&

Um die Offenheit von J zu beweisen, fixiere ich ein & > n + 2 und verwende die
Hilbertrdume H{ (End E). Die zum Beweis der Invertierbarkeit des Differentials Dy L
benotigte Abschétzung leistet das

33



Lemma 3.6 [Uhlenbeck/Yau, Proposition 2.3] Sei h € Herm* (E), L(e, h) = 0 und
n € Herm(E) € T,Herm; " (E). Dann gilt

R > (h'- DaL(e, h)(n),nhY) > C(m,e) - |nh~ H

EndE — EndE’

mit
2m

e2m — 1

m = max I hlgg g = Al coga gy und C(m,e) = &.

Beweis: Fiir die lokalen Rechnungen seien e;, %, \;, ag und W C M wie in Lem-
ma 3.5, h =Y, etie; ® fi.
Man bildet das Skalarprodukt von

h='-DyL(e,h)(n) = DsL(e,h)(n) +h~'n- L(e,h) = DyL(e, h)(n)

(3.1) = D (Tr,0(h~'8°h)) () + eD(ln h)(n)

(L(e,h) = h™*L(e,h) = 0) mit nh~! in End E und schiitzt die Summanden einzeln
ab.

1. [Uhlenbeck/Yau, Lemma 2.3]
A(1,—120 -1
/M (D (Tx,d(h~20°h)) (). yh™), >0
Durch Rechnung;:

D (Trgd(h~10°h)) (n) = Tryd(—h~'nh~'0°h + h~1d")

(1.21)

(3.2) _
=7 Tr,d(h13°(nh~1)h).

Daher gilt

/M (D(Tr,d(h™'0°h)) (1 ),nh’1>EndE
/M Tryd (K70 (ph™)h) ™)
(3.3) (.17 / W10 (s hao(nh h)

(%)
2 e 2m/ ‘80 77h

ALO(End E)

A1 O(End E) —

* folgt dabei lokal aus der expliziten Form der Metrik auf (1,0)-Formen (siche
Abschnitt 1.1) mit

/ 2
m:mﬁx\lnh\EndE:mﬁx Zi:)\i an}ﬁ’(‘)‘i’a

\; die Eigenwerte von Inh = 3, \ie; ® f%. Das zeigt 1.
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2. [Uhlenbeck/Yau, Lemma 2.1]

(D(h)(n), nh") .

2m

!

EndE — e2m — ] End E
Lokal gilt (siehe Lemma 3.5,2):
d)‘i i i j
D(nh)(n) = > gl @ f 4+ ) (N — Aj)aje; @ f7,
i i
(3.4) nh™' = (Dh)(n)-h~!
= Z Eei X fz -+ Z(@Al_)\] — 1)@}61‘ & f].
i irj

Weil (ey,...,e,) ein unitéres r-Bein ist, folgt mit (1.2)

<€z’ @ fer ® fl>EndE = 0idj1,

demnach

d>\i2 Y A Ai—Aj 1 7|2
ai| XA (A =)l

2

3 (MY 1)

i,J

(Dnh)(m),ph™") = 3

End E -
%

d;

<nh_1’nh_1>EndE - Ei:’dt

Man betrachte die Funktion

7:IR —[0,1], 7(A\) = )\)\ . (stetig nach 0 fortsetzen).
6 p—

Folgende Eigenschaften von 7 sind leicht zu verifizieren:

e 7(0) =1,

e 7 ist monoton fallend fiir A > 0,
und monoton wachsend fiir A < 0;

o fiir A > 0ist p(\) = e (=) < p(=N).

Insbesondere gilt

1> )\i_)\j > ’)\z_)‘J’ > 2m
— e)\,’*)\j _ 1 - e‘)‘if)‘]" — 1 - €2m — 1,
so daf3 9
1 m —1)?
(35) <D(III h)(n>a T/h >EndE' — e2m —1 ’ ‘T]h ‘EndE’

auf der dichten Menge W C M, also auf ganz M und 2 ist bewiesen.
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Integration der letzten Ungleichung iiber M zeigt zusammen mit 1 die Behauptung.

&

Das Hauptresultat dieses Abschnitts enthéalt der

Satz 3.7 Sei {h:}ecieo), €0 > 0 eine stetig differenzierbare Familie in Herm™ (E)
mit L(e, h.) = 0 fiir alle € € [gg, 1].

Dann gibt es ein €1 < gy und eine eindeutige Familie {he}ocle, ) in Herm; " (E) mit
L(e, h.) =0 fiir alle € € [e1,e0), so daf$ auch {he}.ce, 1) stetig differenzierbar von e
abhdngt.

Beweis: Setze h = h.,. Weil L(gg, h) = h- L., (k) = 0 ist, besagt Lemma 3.6 fiir die
dichte Menge der glatten 7 € Tj,Herm, ™ (E):

(h_l . DQIAJ(SO, h)n, nh_l) > C(m, €O)H77h_l ?

EndE —

EndE’

also fiir alle n € T, Herm} " (E). Das zeigt bereits die Injektivitit von DyL(eg, ).

A

Ferner beobachtet man, daf§ sich DyL(gg, h) als Summe des Operators
— 1
S :=Idgware + Opar + §KEndE : Hermz(E) - Hermz—Z(E)

(Ogmarh + [Kg, h]/2 ist hermitesch, wenn A hermitesch ist, siehe (1.26/1.13)) und

~

eines Operators T := Dy L(gg, h) — S schreiben 148t, der hochstens erste Ableitungen
von 7 enthalt:
A 3.1
DyL(eo, h)(n) " h - DaL(eo, h)(n)

3.2) - _

= —h - Tryd (K tnh=*3°h) + h - Tr,d(h=10°n) + eoh - D(Inh)(n)

1.18/1.19 =
(-184-19) (IdEndE + Ugnde + %KEndE> n+Tn=(S+T)n.

—

T : Herm}(E) — Herm; ,(F) faktorisiert dann iiber Herm; ,(E) und ist kom-
pakt als Komposition einer stetigen Abbildung und der kompakten Einbettung
Herm? ,(E) — Herm; ,(E).
Die natiirliche Erweiterung von S zu S : HZ (EndF) — H?_,(End E) ist als Summe
des invertierbaren Operators

IdEndE' —+ EEndE . le (EndE) — HI?—Q (EndE)
und der kompakten Komposition
Kignag/2 : HE (EndE) — H? (EndE) — H} ,(EndE)

ein Fredholm-Operator vom Index 0, [Alt, Satz 8.15] oder [Booss/Bleecker, Exercise
1.5,7]. S respektiert aber die Zerlegung von H2 (EndE) bzw. H? , (EndE) in her-
miteschen und antihermiteschen Anteil (siehe Abschnitt 1.7), und wegen der Linea-
ritéit von S liefert Multiplikation mit v/—1 Isomorphismen von KernS = (Kerng) N
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Herm?(F) nach (KemnS) N /=1 - Herm?(E) bzw. zwischen den entsprechenden
Kokernen. Daher ist S ebenfalls ein Fredholm-Operator vom Index 0, also auch
DyL(gg,h) = S + T, weil T kompakt ist [Booss/Bleecker, Exercise 1.5 7] Es folgt
dim KokernDQL(go,h) — dim Kern Dy L(go, k) = 0, somit DQL(Eo,h) surjektiv und
Stetigkeit des inversen Operators folgt aus dem Satz von Banach [Alt, Satz 6.6].

Im Punkt h € Herm; " (E) kann man jetzt den Satz iiber implizite Funktionen (Satz
3.4) anwenden. Die so erhaltene Funktion G € C'(U, V), U C [0,1],V C Herm; " (E)
liefert eine Familie k. € Herm}'" (E), mit L(e, h.) = h. - L(e, h.) = 0 fiir £ nahe &,
etwa fiir € € [g1,69] (61 < €9 < €2). Aus der lokalen Eindeutigkeit (siehe Satz 3.4)
folgt schlieflich, dafl he mit h. fiir £ € [€0,€2] tibereinstimmt, und h. := h. fiir
€ € [e1,0) ist die gewiinschte Erweiterung. <&

Zum Beweis der Offenheit von J (siehe Abschnitt 2) mufl noch die Regularitit der
Fortsetzung {Re }ec[-, o) gezeigt werden. Ich formuliere das Resultat gleich allgemein
fiir h € Herm{'"(E), k > 2n/p + 1, was im nichsten Abschnitt niitzlich sein wird.
Der Beweis benutzt wieder die Invertierbarkeit der Operatoren Id gz + Opnd &

Lemma 3.8 Sei L(e,h) =0, h € Herm{y ™ (E), k—2n/p > 1, k > 2.
Dann ist (der stetige Reprisentant von) h glatt, und h € Herm™ (E).

Beweis: Man 16st L(e,h) = K° 4+ Tr,0(h"'9°h) + eInh = 0 nach dem Term mit
der hoéchsten Ableitung von A auf:

Tr,00°h = h [~ K° + Tryh~'0hh~'0°h — elnh] .

Die linke Seite ist nach (1.18/1.19) gerade Oppggh = (Opnaz + Kgnaz)h, deshalb gilt

(1.13)

(IdEndE + EEndE) h = — [Kg, h] + Ognagh

h
= h—[Kghl+h- (=K +Tr,h~'0hh~'0°h — elnh) .

In der letzten Zeile tauchen nur erste Ableitungen von h auf, ferner sind Logarith-
mus und Inversion stetige Abbildungen in Herm?™(E) c C°(EndE), deshalb ist
(Idgna s + Opnag)h € HY  (EndE) und die Invertierbarkeit von Idgug + Opuar :
H ,(EndE) — H|_, (EndE) zeigt h € H} | (EndE).

Induktiv sieht man, daB h € H} (End F) fiir alle [ ist, und der Sobolev-Einbettungs-
satz impliziert h € A°(End E) N Herm} " (E) = Herm™ (E) (Lemma 3.1). &

37



4 J ist abgeschlossen

Sei {h:}ec(eo1)s he € Herm™ (E) eine stetig differenzierbare Familie von Losungen:
Lc(h:) = 0. Gesucht ist eine stetig differenzierbare Fortsetzung nach ¢y. Dazu wird
Beschrianktheit der Folge {||h.|| HE (End p) fe—eo gezeigt, die Existenz einer schwach

konvergenten Teilfolge h. — h., in HY (End E') impliziert. h., ist dann eine Losung
von L., = 0, ferner reguldr nach Lemma 3.8, wenn p grol genug gewahlt war.

Die Gleichung L.(h.) = 0 kann nach e abgeleitet werden
(4.1) 0= DyL(g,h)(n) +Inh =D (Trgé(h—laoh)) (n) +eD(Inh)(n) +Inh,

mit h = h, und 7 := dié‘e he € TpHerm{ ™ (E) der Tangentialvektor an die Kurve
€ + hg im Punkt h. (im Gegensatz zu n im vorigen Abschnitt). Die Idee ist nun,
die HY-Norm von 7 hinreichend gut abzuschétzen, um durch Integration iiber (g, 1]
eine Schranke fiir ||A.|| HE(Ena p) 21 erhalten.

Schon in Lemma 3.6 hat sich die Supremumsnorm von Inh als praktische Grofe
fiir die Abschétzungen erwiesen. Im folgenden wird m := [|InA|qo(g,qp) zentrale
Bedeutung erlangen, deren Beschrénktheit fiir den Erfolg der Methode entscheidend
ist. Bis jetzt ging ja noch nicht die Stabilitdt von E ein, so daf§ Hindernisse gegen
die Konvergenz zu erwarten sind.

Das néchste Lemma enthélt zwei a priori-Abschétzungen fiir m.

Lemma 4.1 Sei h € Herm™(E), L.(h) =0, ¢ > 0. Dann gilt

1 2 2
1. im‘lnmEndE +elnhlggp < ‘KO’EndE Al

Ly o
2. m= bl cogug < EHK ‘CO(EndE);

3. m<C- (HlnhHEndE + x|

, C eine Konstante.
CO(End E)

Beweis:

1. Aus B
0=L.(h) = K°+Tr,0(h *0°h) + eln h.

folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

(42) K| Mblpy > (KO ),
= |(Tr,0(h7'"h) + el h,Inh)

ndE"
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Seien e;, f*, A; und W C M wie in Lemma 3.5 (mit n = 0), h = 3, edie; ® f.
Ferner sei 0%¢; = > ;jwie; die (1,0)-Komponente des Zusammenhangs auf E,
dann gilt

9°h YiedoNe @ fl+ Y etwle; @ fF — jeiwie; @ fI

zieAiaAiei@@f“rZ#j( i — e )w €%®f

=
1
&

wobei d° jetzt die (1,0)-Komponente des Zusammenhangs auf End E bedeutet.
Es folgt

I(h13°h) Zam e[ +0> (et —wle; @ f7,
i#]

und (\; reell, In h hermitesch!)
(Try0(h'0°h),lnh) = " Try (99X)A; = Tr(Tr, 09 lnh - lnh)

= Tr (Trgé(ﬁlnh+ [w, In hl) - lnh)
(1.9/1.2/1.18)

a3 | )
(OpapInh,Inh)p,p > 500hJg,p,

(die Skalarprodukte sind reell). Aus Stetigkeitsgriinden iibertriagt sich diese
Ungleichung von der dichten Menge W auf ganz M und Einsetzen in (4.2)
zeigt Teil 1.

2. |Inh|gy p nimmt in einem Punkt & € M einen Maximalwert an. Auf die Un-
gleichung aus 1 wendet man das Maximumprinzip Lemma 1.1,1 an, und zwar

) 2 2
mit f = ‘lnh’EndE ©/2 = ’KO’EndE‘lnh‘EndE - Sylnh’EndE:

K ()

e = 0,

das ist die Behauptung.
3. Teil 1 bedeutet insbesondere

2 2 2
Olln Algy,p < Q‘KO‘EndE“nh’EndE < ‘KO) + (I Al s

End E

und die a priori-Abschétzung Lemma 1.1,2 zeigt

2
||1nh||CO(EndE) < (HlnhHEndE - H ’00 EndE)>

2
C9(End E)) ’

< (I hlgp+ K

&

Das néchste Resultat ist eine obere Schranke fiir die Supremumsnorm von 7 als
Funktion von m.
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Lemma 4.2 Sei E ein einfaches Vektorraumbiindel, n € Tp,Herm} ™ (E) wie in Glei-
chung (4.1). Dann ist ||| comam durch eine Funktion von m = |Inhl|copmapy be-
schrdnkt:

H77HCO(EndE) < C(m).

Beweis: Man faBt Adh'/? : A%(EndE) — A°(End E), ¢ +— h'/? 04) o h~'/2 als Eich-
transformation des Endomorphismenbiindels auf (siehe Abschnitt 1.8) und schreibt

O = a(EndE)Adhl/2 U2 Adh2 090 Adn'2,

(1.30

P = o 30 AdRV2 0 8° 0 AdRV/2.

(End E)AdR!/2
Folgende Rechnung begriindet die Wahl von Adh'/? als Eichtransformation:
_— 3.2 =/ _
D (Tr,d(h~'0°h)) () ‘= T, (h~'6°(ph~")h)
= Tr,Adh™Y2 0 0,00 (h~Y2nh=1/2)
(1é8) h71/2 o th o h1/2’
mit ¢ := h=/2ph=1/2 und O" der Laplace-Operator auf (End E)*"""* Demnach gilt
(1.37)
O g < 2§Re<5h¢,¢>

(4.1

= —2e(hM2(Inh + =D (In b)) (n)h ™2, )

= 2Re(h'2D (Tr,0(h™"0"h)) (h ™2, v)

End E End E

End E’
ferner
(WD h) 2 ¢) = Tr (V2D(In h)(m)h~ nh =)

= Tr (D(h)(m)h~"n) = (D(nh)(n),nh™")
(3.5) 2m 112 .
Z e2m _ 1 ‘nh End E = 0;

also ist 26

Ol < —2Re(h' 2 olnho k™2 4) < 2m|i g,

Lemma 1.1,2 zeigt daher (vgl. den Beweis von Lemma 4.1,3)

(4.3) ||77Z)||CO(EndE) <C-([llgar +m)-

Es muB noch die L?-Norm von 1) = h~'/?ph~1/2 eliminiert werden, wozu man Lemma
3.6 benutzt:

[ e < G (PeLER @),
. 1 _
= Gy IRk

-1

1
MHIH Mgnae - th

End E’
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und nach Division durch |[nh™!|gq 5 (7 0, sonst ist nichts zu beweisen) folgt

[Vl gnarp < emHUhﬂHEndE < %VOl(M>-

Leider wird C(m,e) = 2me/(e*™ — 1) mit € beliebig klein. Fiir = dh./de kann
aber die Abschétzung 1 im Beweis von Lemma 3.6 verbessert werden:
Weil E ein einfaches Vektorraumbiindel ist, besitzt End E' (per definitionem) keine

nichttrivialen holomorphen Schnitte. Deshalb ist auch der Kern des Laplaceoperators
auf End E trivial, denn Ogyqpp = 0 <= dp = 0 fiir ¢ € A°(End E):

KernEEndE = {C . IdE ’ c E @} .

Weiter folgt aus det h. = 1 (Lemma 2.3,3) durch Ableiten (siche den Beweis von
Lemma 2.3,1)

_ 27 1 dhe
0 = R det h. =" (det h) - Tr (h da)

= Tr(mh ) Z (ph 7 1dp)

End E’

so daf8 die Projektion (nh™1,1dg)gqz von nh™t auf KenOpap C L*(End E) ver-
schwindet. Das Hodge-Theorem zeigt daher

2
Al(End E)

|0°(mn )

= (DEndE(ﬂh_l)v Uh_l)

U2 (Tgaas(nh )b > Al

EndE —

End E
2

EndE’

(man zerlege nh~! in L?(End E) in Eigenfunktionen von Og,qp); hier ist \; der
kleinste Eigenwert # 0 von Opyg . Durch Einsetzen in die Ungleichung (3.3) sieht
man schlieBlich, dal C'(m,e) > e 2™)\; > 0 gewihlt werden kann, und insgesamt
ergibt sich die behauptete Schranke fiir die Supremumsnorm von 7:

m m [ me™
Il coenary < €Wl ooy < € - " (g - Vol (M) +1m)

Bemerkung 4.3 1. Jedes stabile Vektorraumbiindel ist einfach
[Kobayashi, V.7.14].

2. In den Beweis geht wesentlich die Konstanz der Determinante ein (vgl. Be-
merkung 2.4). &

Jetzt kann die Abschétzung fir ||n)| HE(Ena ) DEWiesen werden:
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Satz 4.4 Sei {h:}ec(eo), Le(he) = 0 fiir alle € € (o, 1], eine stetig differenzierbare
Familie in Herm™ (E). Ferner sei ||Inhe || go(ga ) < m uniform beschrdnkt.
Dann gilt fiir e € (o, 1], p > 1:

L H775"1‘15’(1“31(“‘3) < C(m) (1 - HhEHHg(EndE)) ; (775 B

2. Hhs“Hg(EndE) < Ctma) <||h1”H§(EndE) T 1)’

C(m) > 0 eine von m abhdngende Konstante.

Beweis:

1. [Uhlenbeck/Yau, Proposition 3.2]
Ich schreibe h,n statt h,n. und HY, LP, C' fiir H} (EndE), LP(End E) und
CYEndE). h und 7 sind durch Gleichung (4.1) verkniipft:

D (Trg0(h™'0°h)) () + eD(In h)(n) + Inh = 0.
Die Differentiation im ersten Term kann ausgefiihrt werden
D (Tr,0(h™'0°h)) (n) = D [h™"Try (~0hh ™0 h + 00°h)| ()
= —h'nTr,0(h~'0°h) + h~'Tr,00°
+h'Tr, [~Onh~'0"h + Ohh~'nh~'0"h — Ohh =" .
Wie im Beweis von Lemma 3.8 16st man nach Ognqgn = Tr, 5807] auf
Opaapn = —chD(Inh)(n) —hInh +n(K°+clnh)
+Tr, [Oph~'0°h — Ohh~'nh~'0"h + Ohh~'0"n] ,

wobei noch 0 = L.(h) = K° 4 Tr,0(h™'0°h) + ¢ In h verwendet wurde. Indem
man wieder die Invertierbarkeit von Id g, g+ Opna e : HY (EndE) — LP(End E)
ausniitzt (vgl. Lemma 3.8), schlieBt man auflerdem

HWHHg < C- H(IdEndE+EEndE)77 L

= C-|n—[Kg,n| + Owaen|l
< Ol + 2l Kellcolnll Lo + 1Praenll )

und weil 1 durch m beschréankt ist nach Lemma 4.2, brauchen nur noch die
einzelnen Terme in obiger Gleichung fiir Og,q g1 behandelt zu werden. Folgende
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Abschétzungen benutzen lediglich die Holder-Ungleichung, die Definition der
Sobolevnormen und die Beschrénktheit von |n|g 45

Ihmhll, < mlh]L,
[n(k® +emm)| < (|K] . +em) Inll
| Trgonh =10 < C - eminll e 1Rl 2
HTrgéhh_lnh_lﬁoh o S O'€2m‘|77||00||h||12qf”7
|Trg0nh=10%|| < C-emh] ol g2

mit einer Konstanten C' = C(g), die von der Metrig g auf M abhéngt. Ferner
zeigt ein Vergleich der lokalen Darstellungen (3.4) von D(Inh)(n) und nh™?,
daB [D(Inh)(n)| g s durch |n|g,q z und m abgeschétzt werden kann. Insgesamt
erhalt man

Inllr < COm) - (14 Il 2o 1Bl 2o + [1BI1720 )

C(m) eine nur von m abhidngende Konstante. Auf der rechten Seite mochte
man die H*-Normen durch H2-Normen ersetzen. Ein Resultat aus der Inter-
polationstheorie liefert genau die gewiinschte Abschétzung:
1 1/2
Inll 20 < C - lInllZ= g + 19l p2ps
(siche [Aubin, Theorem 3.69], dort ist sogar die Konstante C' explizit angege-

ben), ebenso fiir h. Wenn man noch die Beschrénktheit von ||, ausniitzt,
schreibt sich obige Gleichung als

17l < Cm) - (1+ |2 Rl + 1Bl e ) »
2 2 2 2

mit einer gednderten Konstanten C'(m). Die Youngsche Ungleichung

$2

2;1:y§—2+02y2, x,y,c € IR
c

mit r = ||17||114§, y = ||h||g§ und ¢ = /C(m) zeigt schliefllich

1 C(m)
stV + S5 Ml + Dol )

Il < Ol (14

und Subtraktion von ||n|| H /2 beendet den Beweis.

2. Die Ungleichung aus 1 ist eine Differentialungleichung fiir f(e) := ||h.|| e

(< Cm) - (f(€) +1) fiir £ € (e0,1].
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Nach Division durch (f(é) + 1) wird tiber das Intervall (e, 1] integriert:
LofE)
w0 = [T
a@ -+l = [ L
@,
< —————de < C 1—-
und das ist die behauptete Ungleichung

£() < XM (£(1) 1) = 1 < S0 (£(1) 1),

&

Theorem 4.5 Sei E ein einfaches Vektorraumbiindel iber M. Dann ezistiert eine
stetig differenzierbare Familie {h:}cc0), he € Herm*(E) mit L.(h.) = 0 fir alle
e e (0,1].

Wenn ferner ||In h.|| g uniform beschrinkt ist, so existiert zu p > 2n eine Teilfolge

e—0
he — hg € Herm™(E) (schwache Konvergenz in H5 (EndE)) mit Lo(ho) = 0,
weshalb Thy - Hy eine Hermite-Finstein-Metrik auf E ist.

Beweis: J C [0,1] war als maximaler Definitionsbereich einer Familie {h.}.c[1]
von Losungen definiert. Es wurde schon bewiesen, daf§ J offen ist (Satz 3.7 und
Lemma 3.8). Angenommen, es gibe ein ¢y > 0 mit (eo, 1] C J, aber ¢g ¢ J. Sei
{ei}: eine Folge in J, die gegen gy strebt, {h}.cr, 1) die zu g; € J gehdrende
Familie von Losungen. Die Mengen {e € [max(e;,¢;),1] | hY) = hU)} sind nicht
leer (hy = hﬁ“ = hﬁj )), nach Definition abgeschlossen, und offen wegen der lokalen
Eindeutigkeit (Satz 3.7). Daher stimmen je zwei Familien {h{)}, {h"} auf ihrem
gemeinsamen Definitionsbereich iiberein, und die Folgen {h{)} setzen sich zu einer
stetig differenzierbaren Familie {h. := h{"), falls &€ > &;}.¢(, 1) Zusammen.

1 2oc || comnamy < 551||K0||CO(EndE) =: m ist dann uniform beschrinkt nach Lem-
ma 4.1,2. Daher kann Satz 4.4 angewendet werden, so daf die HY-Normen von h,,
£ € (g0,1] ebenfalls uniform beschréinkt sind. Nach Ubergang zu einer Teilfolge
darf man schwache Konvergenz h. — h., € HY(EndE) annehmen, denn die Ba-
nachrdume HY (End E), 1 < p < oo sind reflexiv [Alt, Beispiel 5.9,4], daher jede ab-
geschlossene beschrinkte Menge schwach folgenkompakt [Alt, Satz 5.7]. Wegen der
Beschrénktheit von |In h.|g, 4 liegen die Eigenwerte von h., im Intervall [e=™, ™.
Weil auBlerdem p > 2n vorausgesetzt war, beweist das Argument im Beweis von Lem-
ma 3.1 die Existenz einer offenen Kugelumgebung B/, , (he,) von h., in Hy (End E),
so daf8 alle ¢ € Herm(E) N Bsyec, ,(he,) positiv definit sind. Demnach liegt h., im
Innern des Abschlu von Herm* (E) in HY (End E), das heifit h., € Hermj ™ (E). Um
zu zeigen, daBl L(eg, he,) = 0 ist, berechnet man (¢ € A°(End E) eine Testfunktion):

(L(507 h‘Eo)? ()O)EndE = (L(‘€07 héo) - L(€7 hf—:)v SO)EndE
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= (Try0(hs'0"hey) — Try0(h'0he), o)

(1.18)

e B — (60 In hso —¢ln h67 @)EndE

e—ep 0
)

(h}@°hey — ho'%he, %) — (colnhe, —elnhe, @) —

Al(End )
weil die schwache HY-Konvergenz starke HY-Konvergenz h. — h., impliziert (Satz
von Rellich und [Alt, Bemerkung 8.1,4]) und die Abbildungen

[0,1] x Herm} " (E) — L*(EndE), (g,h) — ¢ -Inh,

bzw.
Herm?" (E) — L*(EndE), h — h™'0°h

stetig sind (1—2n/p > 0!). Deshalb ist h., eine H5-Losung der Gleichung L(eg,.) =0
und regulir nach Lemma 3.8: h., € Herm™ (E). Wie im Beweis von Satz 3.7 kann in
go der Satz iiber implizite Funktionen angewendet werden. Die so erhaltene Familie
{he}eeleren) (51 < €0 < &2) stimmt wegen der lokalen Eindeutigkeit mit {h.}.c(y
auf dem Intervall (g9, £5] iiberein, und h,, ist eine stetig differenzierbare Fortsetzung
von {h.} nach ey, also gy € J im Widerspruch zur Wahl von gj. Das zeigt den ersten
Teil der Behauptung.

Wenn auflerdem ||In .|| gqp fir € — 0 beschrénkt bleibt, dann auch |Inh.|g 4p
nach Lemma 4.1,3, so dafl der erste Teil obiger Argumentation mit €y = 0 greift und
ebenfalls den zweiten Teil des Theorems beweist. &

Bemerkung 4.6 Wenn E ein Geradenbiindel ist, dann ist Inh. = In(det h.) = 0
(Lemma 2.3,3) stets beschrankt und der Erfolg der Methode sicher. Freilich sind Ge-
radenbiindel trivialerweise sowohl stabil (nach Definition) als auch Hermite-Einstein
(siche Bemerkung 1.3,4), so daf der Fall » = 1 von vorneherein ausgeschlossen wer-
den konnte. Fiir das folgende Kapitel wird r > 2 angenommen. &
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5 Konstruktion einer Untergarbe

Fiir den Fall, daf§ die Konstruktion einer Hermite-Einstein-Metrik scheitert, existiert
nach Theorem 4.5 eine differenzierbare Familie {h. }.c (0,1 von Endomorphismen von
FE mit folgenden Eigenschaften:

sy b g = o
' 2, Lo(h.) = K+ Tr,0(h-'8"h.) +elnh. = 0.

Aus diesen Daten 148t sich jedoch eine Garbe konstruieren, die die Stabilitdt von
verletzen wiirde, und die Existenz einer Hermite-Einstein-Metrik fiir stabile Vektor-
raumbiindel folgt durch Widerspruch.

Zur Konstruktion der Garbe soll eine Folge ¢; — 0 gewé&hlt werden, so daf§ Im#h,,
auflerhalb einer hinreichend kleinen Menge S C M gegen ein holomorphes Un-
terbiindel F' von E|yng konvergiert. Die Garbe der holomorphen Schnitte von F
148t sich dann zu einer Untergarbe von O(FE) auf ganz M erweitern, deren Grad
durch das Verhalten auf M \ S nach unten abgeschitzt werden kann. Zur Auswahl
der Teilfolge wird eine Verallgemeinerung des Kompaktheitssatzes von Uhlenbeck
angewendet: Fiir Folgen integrabler Zusammenhénge mit gewissen Schranken an die
Kriimmung existieren Teilfolgen, die bis auf Eichtransformationen auflerhalb einer
Menge S endlichen (2n — 4)-dimensionalen Hausdorffmafles konvergieren.

Zunéchst die bendtigten Schranken an die Kriimmung;:

Lemma 5.1

{he}ecoy erfille (5.1). Sei f.:= hY/?, D, := Dy = f-(D.) der h-Zusammenhang
des induzierten Vektorraumbiindels E'¢ (siche Abschnitt 1.8), R. := R(D.), K. =
K(D.) die zugehirige (mittlere) Kriimmung.

Dann existieren Konstanten Cy, Cy, so daf fir alle € € (0,1]:

1. sup | Ke|gup < Co < 00,
M
2. || Rell a2pna gy < Cr < 0.

Beweis: (5.1,2) heifit (siehe 1.31)
(5.2) ffloK o f.+elnh, =0,

und mit Lemma 4.1,2 folgt

’KO 5

£

feolnh, o fs_l‘E B (QiG) €‘ln(f€ oh,o fs_l)

= ellnhelgyp < HKO‘

End E End E

CO(End E)
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Mit K? = K. — p - Idg zeigt das die Behauptung 1 und auch Teil 2, weil
(I)n—Q

/M (’R€|A2(EndE) a ’Kg EndE) = 4n” /M (202<E) a Cl(E)Q) . (n—2)!

[Kobayashi, IV.3.29] eine topologische Invariante von E ist, ¢;(F) die i-te Chern-
Weil-Form von (E'e, Hy). &

Der folgende Satz verallgemeinert den Kompaktheitssatz von Uhlenbeck fiir Zusam-
menhénge iiber 4-Mannigfaltigkeiten [Uhlenbeckl, Theorem 3.6] auf hohere Dimen-
sion.

Satz 5.2 [Uhlenbeck2, S.2]
Sei D; eine Folge integrabler hermitescher Zusammenhdnge auf einem hermiteschen

Vektorraumbiindel (E, Hy) auf einer Kdhlerschen Mannigfaltigkeit M der Dimension
n > 2, mit uniformen Schranken an die Krimmungen R;, K;:

1. sup |K;lggp < Co < 00,
M
2. || Bill g2 gma ) < C1 < 00

Dann ezistiert eine Teilfolge {D;, },ew, eine Folge von unitiren Fichtransformatio-
nen {u,}yew und eine kompakte Menge S C M endlichen (2n — 4)-dimensionalen
Hausdorffmafes, so dafs

2) V—00

u, (D) (2 u, o Dy ou,t — Dy

schwach in HY,, (A" (End E)|ans) konvergiert fiir alle 1 < p < oo, Do ein integra-

bler Zusammenhang auf E|yns.

Fiir einen Beweis verweise ich auf [Itoh/Nakajima, Theorem 4.9].

Bemerkung 5.3 1. Obige Konvergenz u,(D) — D, kann einfach durch

V—00

U, (D) — Doy — 0 schwach in HY (A" (End E)|an\s)

(das heifit schwache Konvergenz in H} auf jeder relativ kompakten offenen
Menge U C M\ S) erklért werden, denn die Differenz zweier Zusammenhénge
ist A%linear, also eine endomorphismenwertige 1-Form.

2. Schwache HY),.-Konvergenz impliziert starke Lf, -Konvergenz: Sei {a, }, eine
schwach konvergente Folge in HY),, mit schwachem Limes a. Zu U CC M \ S
sei p € A° eine Hutfunktion, das heifit p|y = 1 und Suppp C M \ S, ferner
sei V.CC M\ S eine offene Menge mit Suppp C V. {p- a, }, konvergiert jetzt
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schwach in HP(V), also stark in L?(V), weil die Einbettung H?(V) < LP(V)
kompakt ist [Alt, Satz 8.7,2], und Bilder schwach konvergenter Folgen unter
kompakten Abbildungen stark konvergieren [Alt, Bemerkung 8.1]. Aus

vy — 0

lay — allz w) = lp- (@, —a)llz o) = lpa, —

folgt schliellich die Behauptung.

.S C M ist eine Lebesgue-Nullmenge: Weil die Hausdorff-Dimension von S
kleiner gleich 2n — 4 ist, verschwindet das 2n-dimensionale Hausdorffmafl von
S, welches aber proportional zum Lebesguemaf ist [Falconer, Theorem 1.12].

. Weil die Zusammenhinge D; als vertréglich mit der Metrik H, vorausgesetzt
waren (also auch u,(D;,)), ist Dy, als starker L} -Limes ebenfalls ein hermi-
tescher Zusammenhang (U CC M\ S, o, 7 € A°(E|as)):

@?’L
| D07 + (0 Do) = d (0,7 s —

n!
(P’n
/ (Dot — u,(Ds,)0,7) p + (0, DooT — u(D;,)T) | )
< 2/| Doo =t (Di, )| s s o 19l oy 7 ooy = 0,
daher
d <J’ T>E|M\S - <D°°U’ T>E|M\S - <07 DOOT>E|M\S

fast iiberall in U und wegen der Stetigkeit in ganz U.

. Fiir die Kriimmungen gilt zumindest

V—00

R (u,(D;,)) — R(Ds) schwach in L}, (A*(End E)|ans)-

Zum Beweis setze D, := u,(D;,) und Ey sei das E|yng zugrundeliegende dif-
ferenzierbare Vektorraumbiindel mit der durch D, induzierten holomorphen
Struktur. Es gilt

R(D,) — R(D) =D, oD, — Dy o Dy
- Dooo(Du_Doo)+(Du_Doo)oDoo+<DV_Doo)o(Du_Doo)
- -DEndEOO(DIJ_DOO)+(DI/_DOO)O(DZI_DOO)7

denn nach (1.8) ist Dguap,. ¢ = Do 0+ po Dy fiir ¢ € AY(End E), wobei das
gednderte Vorzeichen auf die Vertauschung von 1-Formen zuriickzufiihren ist.
Der erste Term strebt schwach gegen 0 in Lf ., weil iiber kompakten Mengen
Dende — Denag., eine beschriinkte A'(End E)-Norm hat, der zweite sogar in
HY\,. wegen der Beschrénktheit der schwach konvergenten Folge {D, — Dy},
[Alt Bemerkung 5.3,4]. &
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1—00

Sei nun {e;}ienv eine Nullfolge, ¢; > 0 mit ||Inhl|gyp — 00, hi = he,. Fir die
Folge {Di}tiew, Di := fi(Dg) = Dyy,, fi == ht'?, darf man gem#B Lemma 5.1 und
Satz 5.2 nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge

ui(D;) = (uifi)(Dg) = Dgu, 5, — Doo schwach in H?

1,loc

(A" (End E)|ap\5)

annehmen fiir alle p > 1 (im folgenden wird nur p = 2 verwendet), {u;};en eine
Folge (beziiglich der Hintergrundsmetrik) unitérer Eichtransformationen, D, ein
integrabler Zusammenhang auf E|yng und S C M eine kompakte Menge endlichen
(2n — 4)-dimensionalen Hausdorffmafles. M \ S ist dann i.a. eine nichtkompakte (!)
Kahler-Mannigfaltigkeit.

Die differenzierbaren Biindelendomorphismen (u; f;)~! konnen jetzt als holomorphe
Biindelisomorphismen aufgefaft werden:

(wifi)™': By — B,
mit E; := E%i/i. Sei niimlich o € '(E;) ein holomorpher Schnitt, so gilt nach Defi-
nition der komplexen Struktur auf E; (1.29)
(uifi) 0 Op o ((uifi)~'o) = dg,0 =0,
und (u;f;)lo € T(E). Mit End'E := E ® E} 1i8t sich die Holomorphie von (u;f;) ™!
auch durch

(5:3) Oppaip(uifi) ™! = Op o (uifi) ™" — (uifi) ™ 0 O, 02

ausdriicken. End*F ist isomorph zu End E als differenzierbares Biindel und kann mit
der gleichen Metrik wie End E versehen werden. Man setzt

-1

a; = “(ulf’L)ilH € Reo, gi = a; - (uifi)™ ",

End E

und betrachtet die Folge {g;}iew normierter Endomorphismen. Sei ferner {U, },en
eine Folge relativ kompakter offener Mengen, die gegen M \ S streben, genauer

o U, CCM\S,

L4 7l/ - Ul/+17

° UU,,:M\S,

velN

etwa U, := M \ By,,(S), Bs(S) == {x € M | dy(x,S) < 6} die offene 6-Umgebung
um S beziiglich der geodétischen Metrik dy;(.,.). Weil jeder Punkt im Komplement
von S strikt positiven Abstand zur abgeschlossenen Menge S hat, schopfen diese
Mengen tatsédchlich ganz M \ S aus.

49



Lemma 5.4 Fiir g; und U, wie oben gilt

1. 9ilgu e < C auf ganz M fir alle i;

2. HngHf(EndE\UV) < C]/ f'[l:T’ alle i, Ve ]N,
C, € R.o Konstanten, die nur von v abhdngen.

Beweis:

1. Aus den Abschnitten 1.2/1.3 ist klar, da8 die Krimmung Ry, 4i 5 des h-Zusam-
menhangs gerade die Gestalt
i ¢ +— Bpop—po Ry "= Rpop—pouo R, ou;!
hat, ¢ € A°(End E). Die Bochner-Formel (1.35) zeigt jetzt fiir den holomor-
phen Schnitt g; € I'(End"E):
2
ALO(End E)

2
Olgilgnar = <TrgREndiE(gi)>9i>EndE_’8&1&1391'

IA

’<TrgRE © 9is 9i)pmap — <gi o Tryu;Reu; gi>EndE‘

(‘KE|EndE+ uiKeu; !

g ‘EndE)
C' eine von i unabhéngige Konstante nach Lemma 5.1,1. Wegen der Mittel-
wertungleichung Lemma 1.1,2 ist daher die Supremumsnorm von g; durch die
L?-Norm beschrinkt, die konstant 1 ist:

IN

2 2
|gi‘EndE <C- |gi‘EndE’

||9i||CO(EndE) < Cgillgar = C-

2. Aus der schwachen H7) .-Konvergenz der durch u,f; induzierten Folge von
Zusammenhéngen

1.32
DEuifi (: ) l)Ei4 D

kann man zu jedem U, CC M eine uniforme Schranke fiir die H?-Norm der
Eichtransformationen g; auf U, gewinnen, was in der angelséchsischen Litera-
tur als “bootstrapping” bezeichnet wird [Freed /Uhlenbeck, Proposition A5]:
Sei ¢, eine Hutfunktion fiir U, C U,4, das heifit (, € A" hat kompakten
Tréger in U,41 und (|y, = 1, dann gilt

0|2 orr |2 _ , .
Ha gi .Al(EndE)|UV S Ha (gugz) .Al(EndE) — |(DEndE(<ng)7Cng)EndE|
(1.19) | /—
= ‘ (DEndE(Cugi)a Cu%)EndE + (Kmnae(¢9:), Cugi)EndE‘
_ 2 2
< ot Ay, T 2 16y,
< ¢, (|agll 2
> v H Gi .Al(EndE)|UV+1 + ||g’i||EndE|Uy_"_1 )

50



wobei C,, nur von ¢, und d¢, abhingt. Mit
g, 122022 5 4 (uif)O(uifs) ™" = Or + g; ' Dg;

und der Schranke an die Supremumsnorm von g; folgt

Wliousy < 0+ (1o, + [P0y, )

IA

14600 (14 3 )

sicher beschrankt ist
ALEdE)|y, , |

(dafiir geniigt schon schwache L?*-Konvergenz [Alt, Bemerkung 5.3,4]). %

und das ist die Behauptung, weil HéEZ — 5}5’

Nach Auswahl einer Teilfolge darf man deshalb
g— f schwach in HZ(End E|y,)

annehmen, sogar simultan fiir alle ¥ nach induktiver Wahl weiterer Teilfolgen und
Ubergang zur Diagonalfolge.

D ist nach Satz 5.2 ein integrabler Zusammenhang. Ich schreibe E fir Elyng
mit der von Dy, induzierten holomorphen Struktur und End*E := E|yns ® EX.

Lemma 5.5 [ : B, — E|an\g ist eine holomorphe faserlineare Abbildung von ge-
nerischem Rang k, 0 < k < r = Rang(F)

Beweis: Sei ¢ € C5°(End E|yng) (kompakter Trager in M \ S) eine Testfunktion,
dann existiert ein ¥ € IN mit Suppy C U,. Mit Verwendung von Formeln des Typs

5End°°Ef = O o f—1fo 5Eoo
berechnet man
‘(5End°°Ef (‘O)E dE’ = ’(aEndooEf N éEndiEgi’gp)E dE’
= ‘(an(f gi) — Oano'i“ganE —foéEi‘f'fogE“QO)EndE’
(O = 00+8) gy, |+ (= 90 @ = 050
+ ‘(fo (O, — 5, 2)

IN

End E|y,,

Der erste Term wird mit wachsendem i beliebig klein wegen der schwachen H?-
Konvergenz g; — f in U, der letzte Term wegen der Beschrianktheit von f (nach
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Lemma 5.4,1) und der schwachen KonvergenzféEi — Op.. iiber U, sogar in H2. Der
mittlere Term strebt gegen 0 fiir ¢ — oo, weil Jg — Op, beschrankt bleibt und g; — f
schwach in H7 ., also stark in L* iiber U, konvergiert. Insgesamt sieht man, daf f

schwache (H?Z-) Losung der iiber M \ S formulierten Gleichung
5End°°Ef =0

ist und die Elliptizitdt von Opnq~p impliziert Glattheit von f im Inneren von M \ S
[Aubin, Theorem 3.54], woraus f € I'(End ™ E) folgt.
WEeil echte analytische Untermengen Lebesgue-Nullmengen sind und wegen

(Bem.5.3

. 3) 4.
||f||EndE\M\S = }E?O ||gi||EndE|M\S }Ego 19ill g = 1,

muB der generische Rang k von f echt gréfler als 0 sein.

Auf der anderen Seite kann f generisch auch kein Isomorphismus sein, denn mit
det(u;f;)~! = det(f;)~! = (det h;)"*/2 = 1 (Lemma 2.3,3) folgt

lim det g;

71— 00

[det fllyns =
= lim(a;)" - Vol(M) =0

(%)
< lim ||det9i||M
M\S =

als differenzierbarer Endomorphismus von E|jng; * ist die Unterhalbstetigkeit des

Lebesgueschen Integrals, und a; = [|(uifi) Momp = I(fi) gy s strebt gegen 0,
weil einerseits |[In(f;) gz = 5110 A gyq p unbeschrénkt wéichst, andererseits aber
det(f;)~" konstant 1 ist. &

Eine Folgerung aus dem eben bewiesenen Lemma ist, dafl
T:={xe M\S|Rangf(z) <k}

eine echte analytische Teilmenge von M \ S ist (lokal gegeben als Nullstellengebilde
der k x k-Minoren einer lokalen Matrixdarstellung von f beziiglich holomorpher
r-Beine von Ey und E|png). AuBlerhalb von Z := SUT ist f eine holomorphe
Abbildung von Vektorraumbiindeln und Im f|,n 7 ein holomorphes Unterbiindel von
E|M\Z Sei £ := O(E|M\S) und

f:O(By) — &

der durch f induzierte Morphismus von Oyp s-Garben. Die Untergarbe Im f von £
ist dann kohérent, denn von endlichem Typ als Bild einer Garbe von endlichem Typ
und relationenendlich als Untergarbe einer relationenendlichen Garbe. Ferner gilt
Imf|M\Z = O(Im f|an z) nach Definition von Z.

Satz 5.6 Es ezistiert eine eindeutige torsionsfreie kohdrente analytische Garbe F
auf M mit den Figenschaften
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1. F ist eine kohirente Untergarbe von O(E).

2. ﬁlM\Z = Imf|M\Z.

3. 0 < Rang(F) = k <r = Rang(FE).
4. O(E)/F ist torsionsfrei.

Beweis: Sei 7 die Torsionsgarbe der Quotientengarbe Q := £/Im f (kohérent nach
|Grauert/Remmert, Proposition 3.3.3]), und F der Kern der kanonischen Abbildung
E — Q/T. F ist kohédrent, weil £, Q und 7 kohérent sind und stimmt iiber M\ Z mit
Im f iiberein, denn Q kann auflerhalb von Z mit der Garbe holomorpher Schnitte
des Quotientenbiindels (E|ynz)/(Im f|anz) identifiziert werden, ist dort also sogar
lokal-frei und 7|5z = 0. Durch diese Konstruktion erreicht man Torsionsfreiheit
der Quotientengarbe £/F ~ Q/T, die entscheidend ist fiir die Konstruktion der
Erweiterung F.

Man setzt F| m\s = Fluns. Fiir ¢ € S sei V eine Koordinatenumgebung von x mit
Ely trivial, z = (2',...,2") : V. — W Koordinaten, z(z) = 0 und W C C" offen
und beschriankt. Weil V' kompakt ist und W beschriinkt, sind die geodétische Metrik
dys auf V und die euklidische Metrik auf W C @™ ~ IR*" dquivalent:

¢ [z(z1) = 2(@2)|Ren < dy(@1,22) < O+ |2(21) — 2(22) | g2n

fir alle z1,29 € V, ¢,C positive reelle Konstanten. Sei |[A|gzn € IRso U {oo} der
Durchmesser einer Menge A C €™ in der euklidischen Metrik. Mit

HE(A) == inf {Z | Ail gz

ACUA“|A1| <5}

(das Infimum erstreckt sich iiber alle Uberdeckungen {A;} von A mit beliebigen
Mengen A4; C IR*") ist durch

Hipon (A) := sup Hj

6>0

das t-dimensionale Hausdorffmaf erklért, ¢ € IR~o. Analog definiert man 4, mit der
geoditischen Metrik fiir Teilmengen von M. Aus obiger Aquivalenz von euklidischer
und geodatischer Metrik folgt

¢ Hpan(A) < Hjy (27 (A)) < C" - Hpen (4)
fur alle A C W. Sei speziell A := z(SNV), dann gilt

HAL(A) < S HEH (SN V) =0,

denn S hat Hausdorff-Dimension < 2n — 4. Nach Lemma A.7 existiert ein von der
Menge A disjunktes Ring-Gebiet U C W mit Zentrum z(z) = 0. Weil E auf V tri-
vial ist, kann F|.-1(yy als kohdrente Untergarbe Fy; der freien Garbe Of; angesehen
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werden, deren QQuotientengarbe torsionsfrei ist. F; besitzt daher eine Fortsetzung
Fy auf den einhiillenden Polyzylinder U von U (Satz A.3), deren Quotientengarbe
ebenfalls torsionsfrei ist.

Die Eindeutigkeit der Fortsetzung (Satz A.6) stellt schlielich sicher, daf} sich die

lokalen Fortsetzungen global zu einer Garbe F zusammensetzen, die nach Konstruk-
tion alle behaupteten Eigenschaften hat. <&

Bemerkung 5.7 Sei F eine kohérente Untergarbe einer lokal-freien Garbe £. Man
definiert die i-te (relative) Liickengarbe F;) von F in £ durch die Priagarbe (U C M
offen)

Ur— {U e I'(U,¢) A C U eine Untervarietéit, dim A < ¢

O”U\AGF(U\A,}-), }

[Siu, S.132]. Es ist dann leicht einzusehen, dafl Torsionsfreiheit der Quotientengarbe
E/F genau dquivalent ist zur (n—1)-ten “Liickengarbenbedingung” F,—1; = F (fiir
dhnliche Argumentationen sieche Anhang 2). Fj; = F ist aber gerade die Bedingung,
um F von “einem Ring-Gebiet der Ordnung ¢, mit gegebener Erweiterung auf einer
dicken Menge von Fasern” (die genaue Definition findet man in [Siu, S.4f]) auf den
einhiillenden Polyzylinder fortzusetzen [Siu, S.10f und Chapter 4]. Fiir ¢ = n—1 sind
solche Mengen in den oben betrachteten Ring-Gebieten U enthalten. Weil der Beweis
aus Sius Lecture Note in diesem Spezialfall jedoch besonders einfach ist und die Rolle
der Quotientengarbe klar macht, habe ich ihn in Anhang 2 zusammengestellt. <

Zu zeigen bleibt noch, daB F die Stabilititseigenschaft von E verletzt. Wir werden
¢1(F) nur auBerhalb von Z kontrollieren kénnen. DaB dies ausreicht, werden wir
durch das folgende Lemma sicherstellen. ¢ : det F — O(A*E) sei die von F < O(E)
kommende Abbildung [Kobayashi, V.6] und W := {x € M | p(z) = 0} der Entar-
tungsort von . Als torsionsfreie Garbe ist Q lokal frei aulerhalb einer mindestens
2-kodimensionalen Menge. Dort kommt F < O(E) von einer Biindeleinbettung, so
dafl wir auch KodimW > 2 schlielen kénnen, was sich als entscheidend herausstel-
len wird. Fiir det F |a\w werden wir die Metrik Hg := ¢*H, verwenden (“s” steht
fiir “singulér”, weil Hg ldngs W trivial ist).

Lemma 5.8 c¢;(det F|ynw, Hs) ist integrierbar mit

(I)n—l
(n—1)!"

~ 2T
u(F) = - Vol (M)

/ cl(det]:"|M\W,H5)/\
M\Z

Beweis: Sei ¢ : M — M die Aufblasung von M im Entartungsideal von ¢ (lo-
kal erzeugt von den Komponenten von ¢ beziiglich lokalen Trivialisierungen von
det F und A¥E) mit anschlieBender Desingularisierung. Die hochgehobene Abbil-
dung ¢ : o* det F — A¥o*E entartet dann genau lings des exzeptionellen Divisors
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D von ¢. Damit faktorisiert ¢ iiber die kanonische, lings W entartende Abbildung
Y : o*det F — o* det F(D) und eine Biindeleinbettung ¢ : o* det F(D) — AFo*E.
Zur Berechnung der ersten Chern-Weil-Form sei s ein lokaler (etwa iiber U C M
definierter) holomorpher Schnitt von det F ohne Nullstellen. Im folgenden bezeichne
c1(Biindel,Metrik) die erste Chern-Weil-Form eines Biindels beziiglich der angege-
benen hermiteschen Metrik.

2 -~ - _
\/ir_lo*cl(det}"\M\W,Hg) = 0"00In|s|g, = 00ln|o*s

o*Hg=v¢*¢*(0*Ho)

= 90In|p(c*s)

G (o Hy) = %cl (0* detf(D),gE*(a*H@).
Wichtig ist, dafl )(c*s) in U N (M \ W) nullstellenfrei ist und @*(0*Hy) dort nicht
entartet. Die Gleichung zeigt, daff Integration mit ¢ (det F| mw, Hg) iiber M\ W
(oder M\ Z ¢ M\ W) als Strom mit o,¢;(0* det F(D), $*(c* Hp)) iibereinstimmt.
In der de Rham-Kohomologie mit Stromen [Griffiths/Harris, p.382ff] représentiert
dies die Kohomologieklasse von

ocy (a* det .7:"(D)> = ¢q(det .7:") + o1y (OM(D)>

(Projektionsformel; oy der Push-forward in der Kohomologie). o1¢1(O,; (D)) ist aber
Poincaré-dual zu o,[D], und D wird durch o kontrahiert (KodimW > 2!), also
0.[D] = 0. Folglich gehort der Strom ¢, (det F|up z, Hs) zur Kohomologieklasse von
¢1(det F), was durch Paarung mit der Volumenform insbesondere die behauptete
Gleichung liefert. &

Satz 5.9 u(F) > u(E).

Beweis: Sei ) := (E/Kern f)|yn z das Quotientenbiindel von Kern f|yp 7. Als dif-
ferenzierbares Vektorraumbiindel ist @ kanonisch isomorph zu (Kern f|yn z)* vermé-
ge der Metrik Ho|ar\z, so daBl durch Ho|(kem |, )+ €ine Metrik Hg auf @ induziert
wird. Ferner gibt es einen kanonischen Isomorphismus von Geradenbiindeln

det .73|M\Z o~ /\k(Imf>|M\Z o~ /\kQa

und AF Hg ist auch durch Zuriickholen der hermiteschen Metrik Hg auf det F | M\Z
definiert. Auf M \ Z gilt daher

(I)n—l

i (I)n—l
Cl(detF|M\Za Hs) N (n — 1)' = Cl(/\kQa /\kHQ) A m

(I)n_l \/__1 (I)n—l
(54) = Cl(Q7HQ) A (n B 1)| = om TIRQ A (n _ 1)]

(114) 1 "
=" —TrKoAN—.
21 the n!
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Zwischen den mittleren Kriimmungen Ky und K(Dy) = Kpg,_ (Ds ist der h-
Zusammenhang von (E., Ho|g, ), Bemerkung 5.3,4) besteht folgende Beziehung
[Kobayashi, 1.6.12]:

(55) KQ:WQO(KEOO+TIQA/\A*)OiQ,

7q : |z — @ die kanonische Projektion, ig : @ = (Kelrnf|M\Z)L — Ex|mnz
die entsprechende Inklusion und A € A" ((Kern f|un z)* ® (Kern flyn 2) ') die zweite
Fundamentalform von Kern f|yn 7 < FEx, die durch die Gleichung

D = D 6446 fir € € (Ko fluns)

festgelegt ist und durch triviale Fortsetzung auf (Kern f)! als ein Element von
A'(EndE) aufgefaBit werden kann. Nun ist Tr(TryA A A*) = |A[%gup Positiv
und Kp = K},_+ p-Idg, kann als Limes von Termen der Differentialgleichung
(2.5) gehandhabt werden; im einzelnen gilt

K%Z (122) 'LLZKO(DZ)U;1 (5:2) —€1'U,Zfl oln hz e} f;lu;l
(5.6) (29 ginuh; 'u;t =& (In(grg;) — 2Ina; - 1dg),

denn

9:9i = (ai(wi f;) ™) (ai(wi fi) ™) = afuihi My
Weil ”gi“CO(End p) unabhéngig von ¢ beschrénkt ist (Lemma 5.4,1) und g; gegen f in
L}, (End E|yp z) konvergiert, folgt

9i9i — [°f in L7, (End E|np z).

Nach Ubergang zu einer Teilfolge darf man punktweise Konvergenz fast iiberall
annehmen [Alt, Lemma A 1.11]. f*f verschwindet jedoch auf (Kern f)* nicht, so
daB In(g’g;) fast iiberall punktweise beschrinkt ist und e;1n(gfg;) gegen 0 strebt
fast iiberall. Mit der uniformen Schranke an K = Kpg, — i - Idg (Lemma 5.1,1)
folgt daraus Beschrianktheit der Folge reeller Zahlen {—2¢;1na;};. Nach erneuter
Auswahl einer Teilfolge kann man daher Konvergenz —2¢;1Ina; — ¢ € IR erreichen.
Der Grenzwert ¢ mufl aulerdem nichtnegativ sein, weil a; eine Nullfolge ist (siehe
den Beweis von Lemma 5.5). Demnach strebt die rechte Seite in Gleichung 5.6 nach
Ubergang zu einer Teilfolge fast iiberall punktweise gegen c - Idg, was

Ky, =% 1dg stark in L?*(End E|ap ),

impliziert (Lebesguescher Konvergenzsatz), denn | Ky, [gna g ist beschriinkt. Die schwa-
che L} -Konvergenz Kp, — K (Bemerkung 5.3,5) zeigt schliefSlich

(5.7) K} =c-ldg fast iiberall in M \ Z, ¢ € R,
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denn

0 A — 1i 0o _ .. =

fiir alle p € C5°(End E|j ). Man setzt die Resultate zusammen:

2T ~ o1
— det F Hg) A
k M\ch( et Flanz, Hs) (n—1)!
5.4y 1 o (55 1 / o
= = TrKoN — > — T K —
k Ja\z R =k M\Z r(mq © Kp.. 0iq) n!
1 . N
= k/M\ZTr(WQO(KEOQ+,LL-IdE)on)n!
67 1 on
> = T -Idp) — = Vol (M) - .
2T e o) T = Vel ()
SchlieBlich folgt mit Lemma 5.8 und p = pu(E)
~ 2 ~ ot
]—“-:7/ det Flanz, Hs) A > u(E).
M( ) /{ZVOl(M) M\ZCl( € ‘M\Z S) (n_1>‘ = :u( )
&

Der Beweis des Hauptsatzes Theorem 1.6 ist jetzt klar:

Beweis von Theorem 1.6: Sei E ®-stabil. Der Fall lim._o||In h.||p,qp = o0 aus
Theorem 4.5 kann nicht auftreten, weil sonst gemafl Satz 5.6 eine kohérente Un-
tergarbe F von O(E) existieren wiirde, die nach Satz 5.9 der Stabilitit von E
widerspréche. Demnach ist ||In h.||g 4 uniform beschrénkt und Theorem 4.5 garan-
tiert die Existenz einer Hermite-Einstein-Metrik fiir E.

Die Umkehrung folgt daraus, dafl jedes Hermite-Einstein-Biindel in eine direkte
Summe stabiler Unterbiindel spaltet [Kobayashi, Theorem V.8.3], die aus nur einem
Summanden bestehen kann, wenn F irreduzibel ist. &
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A Anhang

A.1 Linkskomposition in Sobolevraumen

Satz A.1 Sei f € HL(U, V), U C R" offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand,
V CRR™, k>n/p, ferner W C R™ offen, V.C W, ¢ € C*(W,IR).

Nach dem Sobolev-Einbettungssatz fiir Gebiete mit Lipschitz-Rand [Alt, Satz 8.8,3]
ist f stetig und stetig auf den Rand von U fortsetzbar (also f € C°(U,R™)). Die
daher punktweise erklirte Komposition p o f € CO(U,R) ist dann ein Element des
Sobolevraumes H} (U, TR).

Beweis: Sei {f,},en, f, € C°(U,R™) eine f in Hi(U,IR™) approximierende Folge.
Der Sobolev-Einbettungssatz fiir Gebiete mit Lipschitz-Rand [Alt, Satz 8.8,3] liefert
die Abschétzung ||g[|coggrm) < Cp,ngHH,f(U,Rm) fur beliebige g € HL(U,IR™), ¢,
eine Konstante. Man darf || f, — fHHg(u]Rm) < §/cpy fiir alle v annehmen, 0 :=

drm(f(U),R™\ W)/2 > 0 der halbe euklidische Abstand der kompakten Menge
f(U) c V C W von der abgeschlossenen Menge IR™\ W. Dann gilt f,(U) C K C W
fiir alle v, K := B;(f(U)) die abgeschlossene §-Umgebung von f(U), denn

|1o(@) = F@)lwm < fo = Flloo@mmy < corllfo = Fllapwmm <9

fiir alle x € U. ¢ ist mit allen Ableitungen 0* = 91" o...0 " p, 1= (i1, .-, in),
auf dem Kompaktum K beschriankt, also ist auch (0*¢) o f,(U) unabhéngig von v
beschriankt. Nach der gewohnlichen Kettenregel ist 0#(po f,,) eine Linearkombination
von Termen der Form (0 o ) - 9*" f,, i’ + p = p. Daher gilt

||8u(90 © f'/)HH,f(U,lR) < Cu“fu”Hg(U,IR)v
C), eine Konstante, die von i, ¢ und K abhéngt, nicht jedoch von v. Weil die Ein-
bettung Hi (U, IR) — LP(U,IR) kompakt ist [Alt, Satz 8.8,3], 148t sich eine Teilfolge
{f,;}: auswéhlen, so dal 9*(¢p o f,,) eine Cauchy-Folge in LP(U,IR) bildet. Durch
induktive Wahl weiterer Teilfolgen kann das simultan fiir alle 4 mit |u| < k erreicht
werden, was das gewiinschte Resultat g o f =lim; ., ¢ o f,, € Hi(U,R) ergibt. <
Korollar A.2 In der Situation von Satz A.1 ist die induzierte Abbildung
o« HY(U, V) — HY(UR), f—pof
glatt, das heifst C* im Sinne von Frechét-Ableitungen.

Beweis: Sei f € H,(U,V), n € HY(U,R™) ~ T;H,(U,V) ein Tangentialvektor an
f. Dann gibt es ein ¢ > 0, so da8 (f +t-n)(U) C K fur alle t mit [t| < € ist,
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K C W kompakt (siehe die Konstruktion von K im obigen Beweis). Offensichtlich
ist o(f(x) +t-n(x)) fir alle z € U, |t| < € definiert (k > n/p!) und differenzierbar
nach ¢; es gilt

m

p(f(x) +t-n(x) =D (Bipo fx) - n(x),

t=0 =1

a
dt

7 die i-te Komponente von 7. Nach Satz A.1 ist d;p o f € HE(U,IR), ferner die
Multiplikation in HY (U, R) stetig (klar wegen der Inklusion HE (U, R) C C°(U,R));
es folgt

(Den (1)) = 5| #lf +10) € HEUR)

das ist stetige Differenzierbarkeit von ¢,. Hohere Ableitungen bestehen aus Linear-
kombinationen der Form

(0, 0...00; go)-n%il)-...-nﬁm,

n; € TyH, (U, V), und sind daher ebenfalls Elemente von Hy} (U, R). &

A.2 Erweiterung kohirenter Untergarben lokal-freier Gar-
ben

Gebiete der Form

— n
(o= om) € @ max o] < Fo, Ri < _max Jal < o,

0 < Ry < Ry, 0 <i < n, werden als Ring-Gebiete der Ordnung i bezeichnet [Siu,
S.2]. Thre Holomorphiehiille ist der Polyzylinder

{z=1(z1,...,2,) € C" | max{|z1], ..., |2a|} < Ra}.

Der folgende Satz untersucht die Fortsetzbarkeit gewisser analytischer Garben von
einem Ring-Gebiet auf den einhiillenden Polyzylinder.

Satz A.3 Seit U C C" ein Ring-Gebiet der Ordnung n — 2, F eine kohdrente Un-
tergarbe von Of, v € IN. Wenn die Quotientengarbe Q := Oy /F torsionsfrei ist,
dann gibt es eine Fortsetzung von F zu einer kohdrenten Untergarbe F von (’)Tﬁ mat

O%/]} torsionsfrei, wobei U der U einhiillende Polyzylinder se.

Beweis: Weil Q kohérent ist, ist ihre Singularitdtenmenge S(Q) := {z € U | Q.
ist kein freier O,-Modul} eine analytische Menge der Kodimension > 1 [Kobayashi,
Theorem V.5.8], Q, der Halm von Q iiber z. Seiu € U\ S(Q), ey, ..., e, € (U, OF)
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die kanonischen Erzeuger von Oj; (e; = (0,...,0,1,0,...,0), 1 an der i-ten Stelle),
é1,...,6 die Bilder von ey,..., e, unter der Restklassenabbildung ¢ : O, — Q =
O}, /F. Aus der Surjektivitéit von ¢ folgt die Existenz von Indizes 1 < i; < ... <
ir, <r, k=Rang(Q), so daB ¢é;(u),...,é,(u) den Halm 9, erzeugen (Nakayama).
Man definiert einen Garbenmorphismus ¢ : Of — Q durch folgende Abbildung der
assoziierten Priagarben (W C U offen)

k
F<W> 05> > (fla-“?fk) = qu ' éiV‘W € F(VV, Q)

Sei p, : OF — Q, der zugehorige Homomorphismus der Halme iiber u. Nach Kon-
struktion ist ¢, surjektiv, also ein Isomorphismus wegen k& = Rang(Q). Insbesondere
ist Supp (Kerng) eine echte Untervarietét von U; aber Kerny ist torsionsfrei als Un-
tergarbe der Garbe OF. Demnach Supp (Kernp) = () und ¢ ist injektiv.

Bevor der Beweis beendet werden kann, beweist man folgendes

Lemma A.4 Es gibt genau einen injektiven Garbenmorphismus 1 : Q — M¥,
so dafS rechtsstehendes Diagramm kommu-

tiert, wobei My die Garbe der Keime me- Ok « 7 Q
romorpher Funktionen auf U bezeichnet und
Kk OF — MF die kanonische Injektion. w 0

My

Beweis: Zuniichst die Eindeutigkeit: Seien vy, 15 : Q@ — MY¥ zwei solche Mor-
phismen. AuBerhalb der echten Untervarietdt A := Supp(Kokernyp) ist ¢ ein Iso-
morphismus. Aus der Kommutativitiat des Diagramms folgt 11|\ a = 2|14, also
{z €U |Y1(2) #1s(2)} C A, das heifit Tm (1)1 —1),) ist eine Torsionsuntergarbe der
torsionsfreien Garbe MYF,, daher gleich 0 und 1, = v,.
Analog folgt die Injektivitdt von : 1 ist aulerhalb von A injektiv, deshalb Kern)
eine Torsionsuntergarbe von Q. Q war aber torsionsfrei, also Kerny) = 0.
Wegen der Eindeutigkeit braucht ¢ nur noch lokal definiert zu werden. Fiir z € U\ A
gibt es eine Umgebung W mit W C U \ A. ¢|w ist dann ein Isomorphismus und
man kann einfach

Ylw = klw o w

setzen. Wenn z € A ist, dann existiert eine Umgebung W von 2z und eine holomorphe
Funktion f # 0 auf W, sodaB ANW C {z € W | f(z) = 0}. Weil Supp(Q/Im¢p) =
A gilt, existiert eine offene Umgebung W/ C W von z und ein ¢ € IN mit f* -
(Q/Imy)|w+ = 0 (Riickert-Nullstellensatz [Grauert/Remmert, Theorem 3.2.2]), das
heiBt f*- Qly+ C Imp. Fiir 0 € Q,,, w € W' definiert man

U(0) = ¢ (fu 0)/ fur
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fw € O, der durch f in w induzierte Keim. Offensichtlich ist diese Definition mit
der Definition auf U \ A vertrdglich und macht das Diagramm kommutativ. &

Fortfahrend im Beweis von Satz A.3 setzt man t; := v o q(e;) € T'(U, M¥) fiir
1 <¢ < r. Als Tupel meromorpher Funktionen auf U lassen sich die ¢; nach einem
Satz von Levi [Siu, Theorem 1.1 und S.5f] zu einem 7-Tupel meromorpher Funktionen
t; auf U fortsetzen (sogar emdeutlg nach dem Identitétssatz fiir meromorphe Funk-
tionen). Sei Q die von £y, . ..., &, erzeugte Oy-Garbe. Q ist dann von endlichem Typ
und eine Untergarbe von /\/l'i also koharent [Grauert/Remmert, Proposition 6.3.1].
SchlieBlich definiert man

F := Kern (ogﬁé, (fi,..., HMZL zeU>

F ist dann kohérent, weil (’)”ﬁ und Q kohirent sind. Ferner gilt wegen der Injektivitéit
von 1 (siehe Lemma)

ﬁ‘U = Kern (OZ—>Q\U, (fla---vfr)z'—>zr:(fi'fi)z:i:(fi'ti)z>

v=1 v=1

_ Kem (o;; O (e e S q<ei>>z) _F

v=1

denn Y fit; = fi - v oq(e;) = U(X figler)). Oflj/]:" ~ Q ist dann auch torsionsfrei,
wie behauptet. O

Bemerkung A.5 Die verwendete Erweiterbarkeit meromorpher Funktionen auf
Ring-Gebiete der Ordnung n — 2 erhilt man ziemlich elementar durch die Verwen-

dung von Laurent-Reihen. Der sehr elegante Beweis findet sich in dem angegebenen
Buch von Siu. O

Der folgende Satz zeigt, dafl kohdrente Untergarben lokal-freier Garben durch einen
Halm bereits vollstédndig charakterisiert werden, sofern ihre Quotientengarbe torsi-
onsfrei ist.

Satz A.6 Seien Fi, F, zwei kohdrente Untergarben der freien Garben O, bzw.
OTUz, Uy, Uy C C" offen, mit torsionsfreien Quotientengarben Qp = O’"Ul/]-"l bzw.
Qy == O,/ Fz. Wenn (F1)z = (Fa)z, fir ein zg € Uy N Uy, dann ist Fi = Fy auf
der Zusammenhangskomponente U von zg in Uy N Us.

Beweis: Sei A :={z e U | (F1), # (F2).}. A laBt sich als Vereinigung der Tréger
der kohérenten Garben Fi|y/(Filuv N Faly) und Faly/(Filv N Faly) schreiben, ist
also eine analytische Menge, und zwar der Kodimension > 1, denn zy, € U\ A schlieit
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A ="U aus.

Sei z € U, o € (F1),. Es gibt eine offene Umgebung W C U und ein & € I'(W, F;)
mit 7, = . Dann ist &|lwne\ay € TWN(U\ A), F1) =T(W N (U \ A),F,) nach
Definition von A. Weil WN A eine echte analytische Teilmenge von W ist und ¢,(5) €
['(W, Qy) auf W N (U \ A) verschwindet (g : O, — Qs die Restklassenabbildung),
folgt aus dem Riickertschen Nullstellensatz, daf ¢2(d) ein Schnitt der Torsionsgarbe
von Qs ist. Qy ist aber als torsionsfrei angenommen, also folgt ¢2(&) = 0, das heifit
g€ I'(W,F,) und o € (F,),. Das zeigt Fi|y C Fa|y. Die andere Inklusion beweist
man genauso. &

Fiir die Anwendung der oben stehenden Sétze in Kapitel 5 braucht man auch das
folgende

Lemma A.7 [Siu, S.6f], [Shiffman, S.113ff]. Sei W C Q" offen, 0 € W, und
A C W eine abgeschlossene Teilmenge mit (2n — 3)-dimensionalem Hausdorffmaf
H23(A) = 0.

Dann gibt es Koordinaten (z1,...,z,) des C" und ein Ring-Gebiet

U. = {z:(zl,...,zn)emn max |z,,|<6,1—6<max{]zn_1],\zn|}<1—|—£},
1<v<n—2

so dafs fiir hinreichend kleines ¢ > 0, U.N A =0 gilt.

Beweis: Nach [Shiffman, Lemma 2] (mit £ =n — 2, o = 1) gibt es eine komplexe
2-Ebene P, 0 € P mit H'(A N P) = 0. Seien Koordinaten (z1,...,z2,) im C" so
gewihlt, dafl

P={zn=...=2,2=0}

Weil das eindimensionale Hausdorffmafl von A N P verschwindet, zeigt [Shiffman,

Corollary 2], daB der Rand des Polyzylinders vom Radius r (in der 2-Ebene P)
fiir H!-fast alle r € IR>¢ von A N P disjunkt liegt. Nach eventueller Anderung der
Koordinaten z,_; und z, darf man annehmen, dafl dies fiir » = 1 der Fall ist:

UNA={z€ AN P | max{|z,_1],|z.|} =1} = 0.
Weil Uy kompakt und A abgeschlossen ist, haben Uy und A positiven Abstand

d(Uy, A) ;== _inf max |z — wl,

z€Up,weA 1<i<n
und fiir alle e < d(Uy, A) gilt U.NA =10, denn U, = {z € C" | d(z,Uy) < €}. <&

Die verwendeten mafitheoretischen Lemmata beruhen auf einer ganz elementar be-
weisbaren integralgeometrischen Ungleichung, siehe [Shiffman, Lemma 1].
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