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NOTE

Aufgabe 1 (24 Punkte). Sagen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Falls die
Aussage wahr ist, reicht es “wahr” zu schreiben. Fiir eine falsche Aussage geben Sie bitte ein
Gegenbeispiel an (ohne weitere Begriindung).

1. Jeder Term ist ein Ausdruck.

2. Jeder Ausdruck ist ein Term.

3. Jeder Hauptfilter ist ein Ultrafilter.

4. Jede partielle Ordnung hat ein maximales Element.

5. Ist ¢ ein universeller S-Satz und 21, B S-Strukturen mit A € B, so folgt aus B = ¢ auch
A= .

6. Fiir jede Menge von S-Sétzen @ gilt: Falls jede endliche Teilmenge von S-Satzen &y von
® erfiillbar ist, so ist auch ® erfiillbar.

7. Jede abzéhlbare lineare Ordnung ist isomorph zu (Q, <).



8. Fiir jede unendliche Gruppe & gibt es eine abzédhlbare Gruppe §, die elementar dquivalent

zu & ist.

Aufgabe 2 (20 Punkte). Betrachten Sie die folgenden Formelmengen und bestimmen Sie, ob
diese Formelmengen abzihlbar kategorisch sind. Wenn ja, reicht die Antwort “Ja”. Wenn nein,
geben Sie bitte zwei abzéhlbare Strukturen 2,8 = ® an, die nicht isomorph sind (ohne Beweis).

1.

Es sei Sy = {<} mit einem zweistelligen Relationssymbol. Betrachten Sie die Sp-Formelmenge,
die aus den Axiomen der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte besteht, also

Vo (—z <x),

VaVyVz (z<yny<z) -z <2z),
VaVy (=yve<y)vy<z),
VaVy (z<y— 3z (x<2zArz<y)).

Es sei S1 = {o, e} mit einem zweistelligen Funktionssymbol o und einem Konstantensymbol
e. Betrachten Sie die S;-Formelmenge, die aus den Gruppenaxiomen besteht, also

VaVyVz (zoy)oz=mxzo0(yoz),
Ve (roe=xAeox=uza),
Vedy (xoy=enyox=ce).

Es sei So = {+,,0, 1} mit zweistelligen Funktionssymbolen + und - und Konstantensym-
bolen 0 und 1. Betrachten Sie die Ss-Formelmenge, die aus den Korperaxiomen besteht,
also

VaVyVz (x+y)+z=a+ (y + 2),

VaVyVz (z-y)-z=2-(y-2),

Vedy z +y =0,

VaVy x +y =y + x,

=0 =1,

VaVyVz - (y+2) = (z-y) + (z- 2),

Verx+0=u=x,

Vex-1=rz,

Ve (rz=0->3yz-y=1),

VeVy -y =y .

4. Betrachten Sie die Sp-Formelmenge, die aus den Axiomen der Theorie der diskreten linea-

ren Ordnungen ohne Endpunkte besteht, also

Vo (—z <x),

VaVyVz (z<yny<z) > y<z),

VaVy ((k=yve<y)vy<az),

Ve Qye<y—- Ty (x<yaVz (z<z-o (y<zvy=2)),
Ve Qyy<z—-oIy (y<zaVz z<z-o(z<yvy=2)),
Ve dy z <y,

Ve dy y < x.

5. Sei S3 := @ und betrachten Sie die leere Formelmenge.



Aufgabe 3 (12 Punkte). Sie erhalten jeweils eine Symbolmenge S und eine S-Zeichenkette.
Bestimmen Sie, ob die Zeichenkette ein S-Term ist (keine Begriindung nétig; Antworten “ja”
oder “nein” geniigen).

1. Betrachten Sie S = {o7 e, ! } Dabei seien o, Funktionssymbole, ar (o) = 2, ar (’1) =1,
e ein Konstantensymbol. Zeichenkette:

o (v, v1) -

2. Betrachten Sie S = {o7 e, ! } Dabei seien o, Funktionssymbole, ar (o) = 2, ar (’1) =1,
e ein Konstantensymbol. Zeichenkette:

o (o (vo,v1),v2) .

3. Betrachten Sie S = {O, e, ! } Dabei seien o, Funktionssymbole, ar (o) = 2, ar (’1) =1,
e ein Konstantensymbol. Zeichenkette:

-1 (Ul o UQ) .

4. Betrachten Sie S = {+, x, <,0,1}. Dabei seien +, x Funktionssymbole, ar (+) = ar (x) =
2, < ein Relationssymbol mit ar (<) = 2 und 0, 1 seien Konstantensymbole. Zeichenkette:

<(0,1)Al=1.

5. Betrachten Sie S = {+, x, <,0, 1}. Dabei seien +, x Funktionssymbole, ar (+) = ar (x) =
2, < ein Relationssymbol mit ar (<) = 2 und 0, 1 seien Konstantensymbole. Zeichenkette:

x (+(1,1),1).
6. Betrachten Sie S = {<}. Dabei sei < ein Relationssymbol mit ar (<) = 2. Zeichenkette:

Vo < V7.

Aufgabe 4 (24 Punkte). Betrachten Sie die folgenden Aussagen:

ZLy “Ist (P, <) eine nicht-leere partielle Ordnung und hat jede endliche Kette in (P, <) ein
grofites Element, so existiert in (P, <) ein maximales Element.”

ZL, “Ist (P,<) eine nicht-leere partielle Ordnung und hat jede Kette in (P, <) eine obere
Schranke, so existiert in (P, <) ein maximales Element.”

ZL3 “Ist (P,<) eine nicht-leere partielle Ordnung und hat jede Kette in (P, <) eine obere
Schranke, so existiert in (P, <) ein grofites Element.”

ZL, “Ist (P, <) eine nicht-leere partielle Ordnung und hat jede endliche Kette in (P, <) ein
grofites Element, so existiert in (P, <) ein grofites Element.”

Genau eine dieser vier Aussagen ist die korrekte Formulierung des Zornschen Lemmas, die
anderen sind widerlegbar. Geben Sie an welche (ohne Begriindung) und geben Sie fiir die anderen
jeweils ein Beispiel, um diese zu widerlegen.



Aufgabe 5 (24 Punkte). Sei A = {a, b, ¢, d} das Alphabet mit paarweise verschiedenen Symbolen
a,b,c und d. Wir betrachen die folgenden Ableitungsregeln fiir nicht-leere Wérter z, 2':

z

Ry —— Rs :

L "ab ’ 2 abz ’

z zbcz!

Rs : Ry :

3 ed ) 4 ZZI )
R - zadz'

ST

1. Geben Sie eine Ableitung fiir das Wort ad an (6 Punkte).

2. Eine Zeichenkette heifle ab-Kette, falls sie entweder leer oder eine endliche Wiederholung
der Zeichenkette ab ist. Ebenso heisse eine Zeichenkette eine cd-Kette, falls sie entweder
leer oder eine endliche Wiederholung der Zeichenkette cd ist

Zeigen Sie die folgende Aussage: Angenommen, z sei ein ableitbares Wort. Dann ist z =
212223, wobel z; eine ab-Kette ist, z3 eine cd-Kette ist und zq € {ab,ad} (18 Punkte).

Aufgabe 6 (23 Punkte). Beweisen Sie:
1. Es gibt lineare Ordnungen, deren direktes Produkt keine lineare Ordnung ist (8 Punkte).

2. Die Klasse der nicht-linearen partiellen Ordnungen besitzt keine universelle Axiomatisie-
rung (15 Punkte).



