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Die Aufgaben auf diesem Übungsblatt sind freiwillig und werden als Bonuspunkte gezählt.
Nichtdestotrotz ist es empfehlenswert sich mit allen Aufgaben auseinanderzusetzen.

Aufgabe 1 (Ultraprodukt bzgl. Hauptfilters; 4 Punkte)

Seien S eine Symbolmenge, I eine nicht-leere Menge, U ein Hauptfilter auf I und Ai eine
S-Struktur für i P I. Zeigen Sie, dass es ein j P I gibt, so dass

¹

iPI

Ai{U � Aj .

Aufgabe 2 (Produkte von Körpern; 6 Punkte)

Sei I eine nicht-leere Indexmenge und für i P I sei Fi ein Körper. Bilden wir das direkte
Produkt R �

¹

iPI

Fi, so wissen wir, dass R ein Ring ist. Ist U ein Ultrafilter auf I, so sei

MU :� tr P R | ti P I | r piq � 0u P Uu ,

wobei R die Grundmenge der Struktur R ist.
Wir nennen eine nicht-leere Teilmenge M � R ein Ideal, falls für alle a, b P M gilt a� b P M

und für alle a P M, r P R gilt r � a P M . Ein Ideal M � R heißt maximal, falls kein Ideal N � R
existiert mit M � N � R.

Zeigen Sie:

1. Für jeden Ultrafilter U , ist MU ein maximales Ideal im Ring R.

2. Für jedes maximale Ideal M im Ring R existiert ein Ultrafilter U auf I mit M � MU .

3. Das Ultraprodukt
¹

iPI

Fi{U ist isomorph zum Quotientenring R{MU . Da MU ein maximales

Ideal in R ist, so folgern wir, dass R{MU und damit auch
¹

iPI

Fi{U ein Körper ist.

Aufgabe 3 (Ultraprodukt der Körper mit Char Ki � pi; 4 Punkte)

Sei S � t�, �, 0, 1u die Symbolmenge der Körper. Angenommen für i P N ist Fi ein Körper
der Primzahlcharakteristik pi, wobei pi die i-te Primzahl sei, und U ein Ultrafilter auf N, welcher
kein Hauptfilter ist. Bestimmen Sie die Charakteristik des Körpers

¹

iPN
Fi{U .
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Aufgabe 4 (Ultrapotenz von R; 4 Punkte)

Sei R � pR,�, �, , 0, 1q der angeordnete Körper der reellen Zahlen, U ein Ultrafilter auf N,

welcher kein Hauptfilter ist. Wir betrachten die Ultrapotenz A �
¹

iPN
R{U von R

1. Zeigen Sie, dass der Körper A nicht-archimedisch ist, indem Sie eine Funktion u : N Ñ R
angeben, so dass u P

¹

iPN
R und 1 � 1 � . . .� 1loooooooomoooooooon

n-mal

 A rusU für alle n P N.

2. Geben Sie explizit die Funktionen u� : N Ñ R und u� : N Ñ R, so dass ru�sU �
rusU �A rusU und ru�sU � rusU �A rusU .
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