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Aufgabe 1 (Deduktiver Abschluss; 4 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge und ® eine Menge von S-Sétzen. Mit DA (®) := {¢p € L§ | ® + ¢}

bezeichnen wir den deduktiven Abschluss von ®. Es sei & = Mod® (®), die durch ® definierte
A-elementare Klasse von Strukturen. Zeigen Sie:

DA (@) = [ {Th(A) | A€ &}.

Losung:
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Sei ¢ € L§ mit ® - ¢. Um zu zeigen, dass ¢ € [ |{Th(A) | A€ &}, sei Ae & = Mod® (@),
d.h. AP, Jetzt gilt wegen der Korrektheit des Ableitungskalkiils ® = ¢, also A =¢ was
¢ € Th(A) bedeutet.

7 D”

Sei ¢ ein S-Satz mit ¢ € ﬂ {Th(A) | A€ R}. Also gilt: Fiir jede S-Struktur A mit A &
ist auch A = ¢. Dies bedeutet ® = ¢ und nach dem Vollstandigkeitssatz ist ® - ¢.

Aufgabe 2 (Nicht-archimedische Erweiterung von R; 4 Punkte)

Falls (K, <) eine lineare Ordnung ist und @ # X € K, so nennen wir s € K obere Schranke
von X, falls fiir alle z € X gilt, dass x < s. Falls eine obere Schranke existiert, so sagen wir, dass
X beschrankt sei. Wir nennen s das Supremum von X, falls fiir alle oberen Schranken s’ von X
gilt, dass s < ¢’. Im Allgemeinen hat nicht jede beschrinkte Teilmenge einer linearen Ordnung
ein Supremum. Fine lineare Ordnung heiflt vollstandig, falls fiir jede nicht-leere beschréankte
Teilmenge X ein Supremum von X existiert.

In der Vorlesung hatten wir einen beliebigen angeordneten Korper mit Hilfe von zusétzlichen
Konstanten zu einem nicht-archimedischen Kérper erweitert. Sei R = (R, +,-,<,0,1) der an-
geordnete Korper der reellen Zahlen und sei 2 = (A, +,-, <,0, 1) eine nicht-archimedische Er-
weiterung davon, d.h. R € A und es gibt ein u € A, so dass fiir alle n € N € R gilt, dass
n < u.

1. Zeigen Sie:

(a) Fir alle z € R gilt: u+ 2z < u + u,
(b) FirallezeR, z > 0gilt 0 < + <z,
(c) Esgilt u+u<u-u.

2. Zeigen Sie, dass (A, <) nicht vollstindig ist.

Loésung:



1. (a) Sei z € R. Da R archimedisch ist, so gibt es ein n € N mit < n. Wegen n < u fir
alle n € N und der Transitivitdt von < folgt x < u. Aus den Axiomen fiir geordnete
Korper folgt

r<u = u+xr<u-+u.

(b) Sei # € R mit « > 0. Da R archimedisch ist, so gibt es ein n € N mit 2 < n. Es ist
n < u fiir alle n € N, also folgt

1 1
—<u = l<zu = —<ux.
X u

Wir brauchen einige Tatsachen iiber angeordnete Korper, die man leicht aus der
Theorie der angordneten Korpern folgert:
e In jedem angeordneten Korper gilt: Ist x < 0, so ist 0 < —z.

e In jedem angeordneten Korper ist 0 < 1. Sonst 1 < 0 und wegen dem Axiom
—0 =1 muss 1 < 0 gelten. Nun liefert aber folgendes einen Widerspruch

1<0 =0<-1 = 0-(-1)<(-1)-(-1) = 0<1.
e SchlieBlich zeigen wir, dass in jedem angeordneten Korper gilt
Vo (0<z—>0<z ).
Denn angenommen 0 < x aber ! < 0. Dann
<0 =zt r<02 = 1<0

widerspruch der Tatsache, dass 0 < 1.

Nun gilt 0 < w und damit auch 0 < (u) ™" = i

(c) Es gilt
vtu=u-l4+u-l=u-(1+1)=u-2<u-u.

2. Wir betrachten die lineare Ordnung (A, <) und sei X := R € A. So ist X beschrankt,
denn u ist eine obere Schranke fiir . Es gibt aber kein Supremum von X: Wére s ein
Supremum von X = R so sei s’ := s — % Dann ist s — % < s, denn 0 < % Es gilt auch
x < &' fiir alle z € R. Sei dazu 0 < ¢ € R beliebig, dann gilt % <ebzw. 0<e— % und es
folgt

1 1 1
rT+e<s = x+e——<s5—— = x+e——-—<5 = r<¢g.
u u u

Also folgt, dass s’ eine kleinere obere Schranke von R ist als das Supremum s. Widerspruch.
Somit ist (A, <) nicht vollstédndig.

Aufgabe 3 (Lokal abzahlbare lineare Ordnungen; 4 Punkte)

Falls (L, <) eine lineare Ordnung ist und « € L, so schreiben wir L, :={ye L | y < z}. Wir
nennen (L, <) lokal abzéihlbar, falls fir alle € L die Menge L, hochstens abzihlbar ist.

1. Zeigen Sie unter Verwendung des Zorn’schen Lemmas, dass es eine iiberabz&hlbare, aber
lokal abzéhlbare lineare Ordnung gibt.

(Hinweis: Sei X eine iiberabzéhlbare Menge. Betrachten Sie die partielle Ordnung P beste-
hend aus lokal abzahlbaren linearen Ordnungen, die auf einer Teilmenge von X definiert
sind, mit einer geeignet gewéhlten Ordnungsrelation <p.)



2. Verwenden Sie die partielle Ordnung aus (1), um zu zeigen, dass es zwei nicht-isomorphe
Modelle von ®py,o derselben (iiberabzéhlbaren) Kardinalitéat gibt.

Folgern Sie daraus, dass ®pr,o nicht kardinalkategorisch ist.

Losung;:

1. Wir fixieren eine iiberabzédhlbare Menge X. Sei P = (P,<p) die partielle Ordnung
definiert durch

P:={(L,<1) | L€ X, (L,<y) ist eine lokal abzahlbare lineare Ordnung},
(L1, <1,) <p (L2, <p,): <= L1 S Lo, <1,E<y, und fiir alle x € L1,y € Lo\ L1 gilt <1, y.

Wir wollen das Zorn’sche Lemma auf P anwenden. Esist ¢§ € P, also P # . Wir priifen,
dass jede Kette in P eine obere Schranke besitzt. Sei also K € P eine Kette in (P, <p).
Sei L* := U L und <¥:= U <r. Dann ist (L*, <p) eine lineare Ordnung
(L,<p)eK (L,<r)eK

und L © L*, < C<p« fir alle (L, <) € K. Sei (L,<z) € K und « € L*\L,y € L. Es
ist dann « € L' mit (L', <y ) € K und somit € L'\L,y € L. Nach Definition von <p
folgt * <p y und wegen <y, S<px ist auch z <p% y. Somit haben wir tiberprift, dass
(L, <) <p (L*,<p=) fir alle (L, <y) € P. Esist (L*, <px) lokal abz&hlbar und somit
eine obere Schranke von K.

Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es ein maximales Element von P, etwa (Lmax, <L, )-
Falls L.« iiberabzahlbar, so sind wir fertig. Falls L. abzéhlbar, so Ly # X. Sei
2 € X\Lpax. Erweitere Loy z2u

Lo = Liax U {2}
und betrachte diese Menge mit der Ordnung

< ':<Lmax Y {(yvx) | Yy E Lmax} .

max

Da Lyax maximal in P ist, muss L] .. ¢ P gelten. Dies bedeutet, dass L7 ,, nicht lokal
abzahlbar ist und es muss wegen der Hinzunahme von x zu L. scheitern. D.h. aber

(Lipax) s = Lmax ist iiberabzéhlbar. Also L,y tiberabzéhlbar, aber lokal abzéhlbar.

max

2. Wir benutzen die Notation der Losung der Aufgabe 4, Ubungsblatt 11. Sei (L, <) eine
iiberabzhélbare, aber lokal labzéhlbare lineare Ordnung nach Aufgabenteil (1). Dann ist
L = Q eine dichte lineare Ordnung, die auch lokal abzahlbar ist. Sei L', die Ordnung die
aus L ensteht, indem man ein zusétzliches Element rechts von L anfiigt, d.h. L' := Lu{z}
und <p:=<y U{(y,x) | y € L}. Dann ist auch L' » Q eine dichte lineare Ordnung, die
aber nicht lokal abzahlbar ist. Die Ordnungen L+Q und L' *Q haben dieselbe Kardinalitat
und sind nicht isomorph. Somit ist ®p,o nicht kardinalkategorisch.

Aufgabe 4 (Quantorenelimination; 4 Punkte)

Sei S = {<} die Symbolmenge der Ordnungen. Sei % ein S-Ausdruck, welcher Konjunktion
von atomaren Ausdriicken ist. Zeigen Sie: Es gibt eine quantorenfreie Formel yx, so dass

Ppro E (Jzy) < x) .

Loésung:
Die atomare S-Ausdriicke sind genau die Ausdriicke von der Form



o i1 =1
o 1) <tg

mit S-Termen ¢1,t5. Da S = {<}, so sind die Variablen die einzigen Terme in dieser Sprache.
Dies bedeutet, dass die atomare Ausdriicke sind genau die Ausdriicke von der Form

e r=2x
o r <X

wenn wir die Variablenmenge mit V' = {; | i € N} u{z} bezeichnen. Nun sind die Ausdriicke
r = x; und x; = x adquivalent, nehme also OBdA, dass nur Ausdriicke von der Form = = x;
vorkommen. Falls z < z in v vorkommt, so ist Ppro = (2 & x < x). Der S-Ausdruck v
kann also geschrieben werden als

1/)=Oz/\/\$=xi/\/\$<xj/\ /\xk<x/\/\x=x,

el jedJ kseK leL

wobei « ein S-Ausdruck mit = ¢ var(a) und {z; |ie I uJu K} € var(a) und I, J, K sind
endliche Indexmengen. Wir machen folgende Fallunterscheidung.
Falls I # J, so sei i* € I und es ist

Opro = (3961/1 1

denn die Teilformel = = x;x gibt vor, dass die Belegung von z;x und x dieselbe sein muss um 1
zu erfiillen.
Falls I = @ und J = (&, so ist

Ti*
x

Ppro F (2 < a),

Denn jedes Modell A = ®pro mit (A, ) | Jz¢ erfillt auch «, da a Teilformel von v ist.
Andersrum, falls A = ®pro mit (A, 5) = o, so sei a € A mit a > 5 (x;), x; € var (o). Dann ist

(A B2) v
Falls I = @ und J # & und K = {J, so ist

Opro FE (29 < a),

analog zum vorigen Fall.
Falls I = @ und J # @& # K, so ist

Ppro = (Elmp R (a A /\ T < 337)) ,

jeJ keK

denn ist A = ®pro mit (A, 5) = Iz, so folgt (A,B) Ex <z Az <z firalle je J ke K.
Es folgt (A, 8) = xp < z; fiir alle j € J, k € K. Andersrum, falls A = ®pro mit

(A,B) E (a/\ /\ xk<:vj>,

ieJ, ke K

dann sei @ := max {B(x;) | k€ K} und b := min {8 (x;) | j€ J}. Da A eine dichte lineare
Ordnung ist, gibt es ein ¢ € A mit a < ¢ <b. So ist (A, ) = 1.



