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Aufgabe 1 (Deduktiver Abschluss; 4 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge und Φ eine Menge von S-Sätzen. Mit DA pΦq :�
 
φ P LS

0 | Φ $ φ
(

bezeichnen wir den deduktiven Abschluss von Φ. Es sei K � ModS pΦq, die durch Φ definierte
∆-elementare Klasse von Strukturen. Zeigen Sie:

DA pΦq �
£
tTh pAq | A P Ku .

Aufgabe 2 (Nicht-archimedische Erweiterung von R; 4 Punkte)

Falls pK, q eine lineare Ordnung ist und H � X � K, so nennen wir s P K obere Schranke
von X, falls für alle x P X gilt, dass x ¤ s. Falls eine obere Schranke existiert, so sagen wir, dass
X beschränkt sei. Wir nennen s das Supremum von X, falls für alle oberen Schranken s1 von X
gilt, dass s ¤ s1. Im Allgemeinen hat nicht jede beschränkte Teilmenge einer linearen Ordnung
ein Supremum. Eine lineare Ordnung heißt vollständig, falls für jede nicht-leere beschränkte
Teilmenge X ein Supremum von X existiert.

In der Vorlesung hatten wir einen beliebigen angeordneten Körper mit Hilfe von zusätzlichen
Konstanten zu einem nicht-archimedischen Körper erweitert. Sei R � pR,�, �, , 0, 1q der an-
geordnete Körper der reellen Zahlen und sei A � pA,�, �, , 0, 1q eine nicht-archimedische Er-
weiterung davon, d.h. R � A und es gibt ein u P A, so dass für alle n P N � R gilt, dass
n   u.

1. Zeigen Sie:

(a) Für alle x P R gilt: u� x   u� u,

(b) Für alle x P R, x ¡ 0 gilt 0   1
u   x,

(c) Es gilt u� u   u � u.

2. Zeigen Sie, dass pA, q nicht vollständig ist.

Aufgabe 3 (Lokal abzählbare lineare Ordnungen; 4 Punkte)

Falls pL, q eine lineare Ordnung ist und x P L, so schreiben wir Lx :� ty P L | y   xu. Wir
nennen pL, q lokal abzählbar, falls für alle x P L die Menge Lx höchstens abzählbar ist.

1. Zeigen Sie unter Verwendung des Zorn’schen Lemmas, dass es eine überabzählbare, aber
lokal abzählbare lineare Ordnung gibt.

(Hinweis: SeiX eine überabzählbare Menge. Betrachten Sie die partielle Ordnung P beste-
hend aus lokal abzählbaren linearen Ordnungen, die auf einer Teilmenge von X definiert
sind, mit einer geeignet gewählten Ordnungsrelation ¤P .)

2. Verwenden Sie die partielle Ordnung aus (1), um zu zeigen, dass es zwei nicht-isomorphe
Modelle von ΦDLO derselben (überabzählbaren) Kardinalität gibt.

Folgern Sie daraus, dass ΦDLO nicht kardinalkategorisch ist.
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Aufgabe 4 (Quantorenelimination; 4 Punkte)

Sei S � t u die Symbolmenge der Ordnungen. Sei ψ ein S-Ausdruck, welcher Konjunktion
von atomaren Ausdrücken ist. Zeigen Sie: Es gibt eine quantorenfreie Formel χ, so dass

ΦDLO |ù pDxψ Ø χq .
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