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Aufgabe 1 (Deduktiver Abschluss; 4 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge und ® eine Menge von S-Sitzen. Mit DA (®) := {¢ € L§ | ® - ¢}

bezeichnen wir den deduktiven Abschluss von ®. Es sei & = Mod” (@), die durch ® definierte
A-elementare Klasse von Strukturen. Zeigen Sie:

DA (@) = [ {Th(A) | A€ &}.

Aufgabe 2 (Nicht-archimedische Erweiterung von R; 4 Punkte)

Falls (K, <) eine lineare Ordnung ist und @& # X < K, so nennen wir s € K obere Schranke
von X, falls fiir alle z € X gilt, dass x < s. Falls eine obere Schranke existiert, so sagen wir, dass
X beschrankt sei. Wir nennen s das Supremum von X, falls fiir alle oberen Schranken s’ von X
gilt, dass s < ¢’. Im Allgemeinen hat nicht jede beschrankte Teilmenge einer linearen Ordnung
ein Supremum. FEine lineare Ordnung heifit vollstindig, falls fiir jede nicht-leere beschrankte
Teilmenge X ein Supremum von X existiert.

In der Vorlesung hatten wir einen beliebigen angeordneten Korper mit Hilfe von zusétzlichen
Konstanten zu einem nicht-archimedischen Korper erweitert. Sei B = (R, +,-,<,0,1) der an-
geordnete Korper der reellen Zahlen und sei 2 = (A4, +,-, <,0, 1) eine nicht-archimedische Er-
weiterung davon, d.h. R € A und es gibt ein u € A, so dass fiir alle n € N € R gilt, dass
n < u.

1. Zeigen Sie:

(a) Fir alle z € R gilt: u+ 2z < u + u,
(b) FirallezeR, z > 0gilt 0 < 2 <,
(c) Esgilt u+u<u-u.

2. Zeigen Sie, dass (A, <) nicht vollstandig ist.

Aufgabe 3 (Lokal abzihlbare lineare Ordnungen; 4 Punkte)

Falls (L, <) eine lineare Ordnung ist und « € L, so schreiben wir L, :={y e L | y < z}. Wir
nennen (L, <) lokal abzéihlbar, falls fir alle € L die Menge L, hochstens abzéhlbar ist.

1. Zeigen Sie unter Verwendung des Zorn’schen Lemmas, dass es eine iiberabzéhlbare, aber
lokal abzéhlbare lineare Ordnung gibt.

(Hinweis: Sei X eine iiberabzéhlbare Menge. Betrachten Sie die partielle Ordnung P beste-
hend aus lokal abzdhlbaren linearen Ordnungen, die auf einer Teilmenge von X definiert
sind, mit einer geeignet gewihlten Ordnungsrelation <p.)

2. Verwenden Sie die partielle Ordnung aus (1), um zu zeigen, dass es zwei nicht-isomorphe
Modelle von ®py,o derselben (iiberabzéhlbaren) Kardinalitéat gibt.

Folgern Sie daraus, dass ®pr,o nicht kardinalkategorisch ist.



Aufgabe 4 (Quantorenelimination; 4 Punkte)

Sei S = {<} die Symbolmenge der Ordnungen. Sei % ein S-Ausdruck, welcher Konjunktion
von atomaren Ausdriicken ist. Zeigen Sie: Es gibt eine quantorenfreie Formel y, so dass

Ppro F (A & x).



