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Aufgabe 1 (Archimedische Kérper; 4 Punkte)

Wir betrachten S5, = {+,-,<,0,1} die Sprache der angeordneten Kérper. Fiir n € N sei
t, der variablenfreie Term 1 +1 4+ ...+ 1. Wir erinnern uns: ein angeordneter Korper £ heifit
[ ——

n-mal
archimedisch, falls fiir alle a € K ein n € N existiert mit a <% ¢t&.
Zeigen Sie: Gilt ein S5 -Satz ¢ in allen nicht-archimedisch angeordneten Kérpern, so gilt ¢
in allen angeordneten Korpern.

Losung:

Sei ¢ ein Satz in der Sprache S¥,, welcher in allen nicht-archimedisch angeordneten Kérpern
gilt. Sei ®gk, die Theorie der angeordneten Korper und sei ¢qkp die Konjuktion von diesen
endlich vielen Axiomen. Sei S* die Sprache S, zusammen mit einem neuen Konstantensymbol
c. Dann gilt

{dgkpt U {tn <c|neN}=o.
Mit dem Endlichkeitssatz folgt

{¢ept U {tn <c|n<no} ¢
fiir ein ng € N. Ist nun £ ein geordneter Kérper, d.h. & =gy, so gilt
RE{t,<c|n<no},

wenn man c® als tﬁo interpretiert. Also folgt 8 = ¢.

Aufgabe 2 (Aquivalenzrelationen; 4 Punkte)

Sei S = {~} mit einem zweistelligen Relationssymbol ~. Fiir eine Struktur 2 = (A7 ~Q‘)

definiert ~%eine Aquivalenzrelation auf 4, falls A = o Aqr Wobel @3 aus den folgenden Satzen
besteht

Yvg vg ~ Vo (Reflexivitét),

YooVuy (vg ~ v1 — v ~ vg) (Symmetrie),

YooVuiYug ((vo ~ v1 A vy ~v9) = vg ~vg) (Transitivitét).

Seien ¢1 und ¢- die Sitze:

o1 FvgIviFvg ((—vo ~ v1 A —wg ~ v2) A~V ~ V),
@2 = YooV VooVus (((((vo ~ v1 v vg ~ 1) Vg ~ 13) VU1 ~U3) VU] ~U3) VU ~ U3).

Wir betrachten ® := &3, U {¢1, Ppa}.

1. Zeigen Sie, dass ® nicht abzahlbar kategorisch ist.

2. Finden Sie eine Erweiterung von @, die abzéhlbar kategorisch ist.



Loésung:
Die Modelle von ® = <I>Aq U {¢1, ¢2} sind genau die Strukturen 2 = (A, ~Ql) bestehend aus
eine Grundmenge und einer Aquivalenzrelation ~% auf A, die genau drei Aquivalenzklassen hat.

1. Betrachte zwei folgende Strukturen: 2, = (Al7 ~Q[1), Ay = (Ag, ~Q‘2) mit
A =N, ~*={{0},{1},{neN|n>2}}
und
Ay =N, ~M2={{0,1},{2},{neN|n>3}}.
Offensichtlich sind beide ~*1 und ~%2 Aquivalenzrelationen mit genau drei Aquivalenzklassen,
also sind 2(; und 25 beide Modelle von ®.

Die Strukturen 2(; und 25 sind nicht-isomorph: Wir kénnen folgende Aussage formalisieren
es gibt eine Aquivalenzklasse mit genau 2 Elementen

durch die Formel 1

JvpTvr ((—vo =v1 Avg ~ 1) AVuy ((—v2 =v9 A =02 = v1) = (—Vg ~ Vg A =1 ~ 12))).

D.h. fiir alle Modelle 2 von ® gilt: 2l =1 gdw. ~* hat eine Aquivalenzklasse mit genau
2 Elementen. Nun, es ist ; ¥ ¥ aber %5 = 1. Nach dem Isomorphiesatz kénnen 2(; und
2l nicht isomorph sein.

Da wir zwei abzadhlbar unendliche nicht-isomorphe Modelle von ¢ gefunden haben, ist ®
nicht abzahlbar kategorisch.

2. Betrachte die drei folgenden Formeln 1,19, Y, mit

= Fvg Yur (—v1 = vg = —vg ~ v1),

wg = 3’0031}1 ((_'Uo = V1 ANy ~ 111)
AYvg ((—vg = vg A =09 = v1) = (—vg ~ Vg A =1 ~ vg)) (wie oben),

Xn = E|’U1§|U1...E|1}n /\ U, = Uy /\< /\ UiNUj>.

1<i,j<n 1<i,j<n
i#]

A

Es gilt: 2 = x,, gdw. es gibt eine Aquivalenzklasse von ~%* mit mindestens n Elementen.

Betrachte nun die Theorie

O =P U {11,192} U {xn | n€N}.

Ist 2 @', so ist ~ eine Aquivalenzrelation mit genau 3 Aquivalenzklassen, wobei eine
Aquivalenzklasse aus genau einem Element besteht, eine Aquivalenzklasse aus genau 2 Ele-
menten besteht, und eine Aquivalenzklasse unendlich viele Elemente hat. Sind 2,2 =o'
beide abzéhlbar, so gibt es eine Bijektion zwischen A; und As, die

e die Aquivalenzklasse von ~%1 der Kardinalitit 1 bijektiv auf die Aquivalenzklasse
von ~*2 der Kardinalitit 1 abbildet,

e die Aquivalenzklasse von ~% der Kardinalitat 2 bijektiv auf die Aquivalenzklasse
von ~*2 der Kardinalitit 2 abbildet,

e die Aquivalenzklasse von ~%1 der abzihlbar unendlichen Kardinalitit auf die Aquivalenzklasse
von ~*2_ die auch abzahlbar unendlich ist, bijektiv abbildet.

Die oben beschriebene Abbildung ist somit ein Isomorphismus zwischen 2(; und 2[;. Somit
ist ® eine abzahlbar kategorische Erweiterung von ®.



Aufgabe 3 (Erweiterung um eine Konstante; 2 Punkte)

Sei Sx. = {+,-,<,0,1} die Sprache der geordneten Kérper. Wir betrachten den archimedis-
chen Korper Q = (Q, +Q,.2 <Q (@, lQ) der rationalen Zahlen und die Theorie

®:=Th(Q)u {t, <c|neN},

wobei t,, sei der Term 1+ 1+ ...+ 1 und c ein neues Konstantensymbol.
ﬁ_}

n-mal
Ist es moglich ein Modell 2 = (A, +%,-%, <*,0%,1%) von ® zu finden, so dass die Redukte
(A, <) = (Q, <) isomorph als lineare Ordnungen sind?

Losung:

Endlichkeitssatz impliziert, dass die Theorie ® konsistent ist. Sei B ein beliebiges Modell von
®. Nach dem absteigenden Satz von Lowenheim-Skolem gibt es ein Modell 2 von ®, welches
abzahlbar unendlich ist. Nun wissen wir, dass die Struktur (Q, <Q) eine abzédhlbare dichte
lineare Ordnung ist, d.h. (Q7 <Q) E ®qi0. Da die Theorie der dichten linearen Ordnungen
in ® enthalten ist, d.h. ®40 € Th(Q) € P, insbesondere A =Pg10. Damit ist (A, <Q‘) eine
abzéhlbare dichte lineare Ordnung. Nach dem Satz von Cantor sind je zwei abzdhlbare dichte
lineare Ordnungen isomorph, (A, <Ql) ~ (Q, <Q).

Aufgabe 4 (Diskrete lineare Ordnungen; 4 Punkte)

Wir betrachten die Sprache So.q := {<} der Ordnungstheorie. Die folgende Theorie nennen
wir die Theorie der diskreten linearen Ordnungen und bezeichnen sie mit ®qi510:

Vo (—z <x),
VaVyVz (z<yny<z) -y <z,
VaVy (z=yvae<yvy<ax),

Ve Qye<y—- Fyae<yaVz (z<z-o(y<zvy=2z))),
Ve Qyy<z—-o Fyy<zaVz <z-o(z<yvy=2))).

Fiigt man zu ®gi50 die zwei folgende Axiome, so nennen wir die entstehende Menge von Séatzen
die Theorie der diskreten linearen Ordnungen ohne Endpunkte und bezeichnen sie mit ®gis100E:

Ve (Jy z <vy),
Ve (Jyy<z).

Finden Sie unendlich viele paarweise nicht-isomorphe abzéhlbare Modelle der Theorie ®4i5100E-
Konnen Sie iiberabzéhlbar viele paarweise nicht-isomorphe abzdhlbare Modelle der Theorie
D4is100E Viele finden?

(Wenn Sie nur endlich viele verschiedene Modelle (mindestens zwei) finden, gibt es die Hélfte
der Punkte. Es gibt sogar iiberabzahlbar viele paarweise nicht-isomorpher Modelle: zwei Ex-
trapunkte fiir einen Beweis dieser Tatsache.)

Loésung:

Sei Z = (Z, <Z), die Struktur der ganzen Zahlen als lineare Ordnungen. Man vergewis-
sert sich leicht, dass (Z7 <Z) eine diskrete lineare Ordnung ohne Endpunkte bildet, d.h. Z k=
PdisLOoE -

Sei n € N eine natiirliche Zahl. Definiere die Struktur Z, = (Zn, <Z") wiefolgt

Zn i ={(t,z) |1 <i<nzel},



(i,x) <" (j,y): = i=j Anx <L yoderi<j.

Grob gesagt, die Struktur Z,, entsteht, indem man n Kopien von (Z7 <Z) hintereinander anfiigt.

Man tiberlegt sich, dass Z,, eine diskrete lineare Ordnung ohne Endpunkte ist. Aus der
Definition von <Z ist es recht klar, dass es eine lineare Ordnung ist. Jedes Element (i, ) von Z,,
hat einen unmittelbaren Vorgénger, ndmlich (i,2 — 1). Genauso ist (¢, z + 1) der unmittelbarer
Nachfolger von (¢, z). Die Struktur Z, hat kein grofistes Element, denn fiir (4,z) ist (¢,z + 1)
stets echt grofler. Ebenso hat sie kein kleinstes Element, denn fiir (¢,z) ist (0,2 — 1) stets echt
kleiner. Somit ist Z = PgisLooE-

Behauptung: Fir n # m ist 2, & Z,,.

Angenommen n < m sind natiirliche Zahlen. Betrachte die Formelmenge ® mit freien
Variablen zg, ...,z

@z{ﬂvoﬂvl...ﬂvk_l </\vi;évj/\/\(xj<vi/\vi<xj+1) |k6N,j<m>}.

i,jik i<k

Eine Struktur 2 = (A, <Ql) erfiillt: (91, ﬂ;—g e x“—m) = @ gdw. fiir alle j < m liegen zwischen

m—1

aj und a; 41 liegen unendlich viele Elemente bzgl. <% Es gilt

<Zm,6(0’0) Lo (m’0)> =D,

i) I Tm

aber fur alle aqg,...,a,, € Z, ist

(zn,ﬁzz...“"') .

Tm

Dies ist der Fall, denn n < m und damit gibt es ¢,j < m mit a; = (k,z) und a; = (k,y) und
damit liegen zwischen a; und a; nur endlich viele Elemente. Somit kénnen Z,, und Z,, nicht
isomorph sein.

Man hat somit abzéhlbar viele nicht-isomorphe diskrete lineare Ordnungen ohne Endpunkte
gefunden.

Wir koénnen sogar iiberabzahlbare viele nicht-isomorphe diskrete lineare Ordnungen ohne
Endpunkte finden. Das geschieht auf etwas andere Weise und braucht ein wenig Voriiberlegung;:

1. Wir definieren eine Operation Lj * Lo auf zwei linearen Ordnungen (Ly, <r,) und (Lz, <g,).

2. Wir stellen fest: Sind L; und Ls nicht-isomorphe lineare Ordnungen, so sind auch L # Z
und Lo * Z nicht-isomorph.

3. Fiir jede lineare Ordnung L ist L # Z eine diskrete lineare Ordnung.

4. Wir finden iiberabzihlbar viele paarweise nicht-isomorphe lineare Ordnungen. (Genauer,
finden wir genauso viele paarweise nicht-isomorphe lineare Orndungen wie die Gréfie von
P (N), der Potenzmenge der natiirlichen Zahlen.)

Wir fihren diese Einzelschritte aus.

1. Sind (L1,<pr,) und (Lo, <r2) lineare Ordnungen, so definieren Wir das Produkt von Ly
und Lo, bezeichnet durch (Lq # Lo, <, s1,), wiefolgt

Ly #Ly:= {(a,b) |a€L1,bEL2},

(a,b) <p,%L, (¢,d) : <= a=cAb<y,doder a <y, c.



Es ist nicht schwer sich klarzumachen, dass (L; * Lo, <y, x,) auch eine lineare Ordnung
ist. Anschaulich entsteht (L * Lo, <r,,41,) dadurch, dass man jeden Punkt von L; durch
eine Kopie der Ordnung (Lo, <r,) ersetzt. Man beachte, dass Ly # Ly und Lo * Ly im
Allgemeinen verschieden sind.

Die oben definierte Struktur Z,, kann man jetzt auch wiefolgt bennen:
Z,=1{1,...,n} =2,
wobei {1,...,n} und Z die tiblichen Ordnungen mit sich tragen.

. Als néchstets iiberlegen wir uns folgendes: Sind (L1, <p,) und (Lg, <p,) nicht-isomorphe
lineare Ordnungen, so sind auch Ly * Z und Ly * Z nicht-isomorph. Wir beweisen das
indirekt. Angenommen h : Ly *Z — Ly +Z ist ein Isomorphismus zwischen diesen linearen
Ordnungen. Es gilt: falls (by,m1) = h((a,0)) und (b2, m2) = h((a,n)), so ist by = bs.
Dies gilt, denn es ist ausdriickbar, dass (a,n) der n-te Nachfolger von (a,0) ist. Also muss
auch in L; = Z der Wert von h((a,n)) der n-te Nachfolger von h ((a,0)) sein, dieser hat
aber dieselbe erste Komponente. Wir konnen nun definieren h' : L1 — Ly, wobei I/ (a)
soll die erste Koordinate von h ((a,0)) sein, und das ist ein Isomorphismus von linearen
Ordnungen.

. Esgilt: Ist (L, <) eine beliebige lineare Ordnung, so ist L*Z eine diskrete lineare Ordnung
ohne Endpunkte. Der direkte Nachfolger von (a,n) ist (a,n + 1) und er direkte Vorgénger
ist (a,n —1). Daran sieht man auch, dass L * Z kein minimales und kein maximales
Element besitzt.

. Mit den zwei obigen Uberlegungen reicht uns iiberabzihlbar viele paarweise nicht-isomorphe
lineare Ordnungen L;, i € I zu finden. Denn dann sind L; * Z paarweise nicht-isomorphe
diskrete lineare Ordnungen ohne Punkte.

Wir geben fiir jede Teilmenge A € N eine lineare Ordnung L4 an, so dass fir A # BS N
die Ordnungen L4 und Lp nicht-isomorph sind. Dann haben wir so viele paarweise nicht-
isomorphe lineare Ordnungen wie es Teilmengen von N gibt, und das sind tiberabzahlbar
viele. Sei A € N, die lineare Ordnung (L 4, <4) sei gegeben durch

Ly=NAuU{(n,z) |[ne A z€eZ},

u{((n,2),(n,2") | ne A, z<g2'}

u{((n,2),(m,2") | n,me A, n<zm}
u{(n,(m,?)) |n¢ A, me A, n<gzm}
O{((m,2),m) [ ne A mg A n <z m).

<p.i= {(n,m) |n,m¢A n<zm}

Diese Ordnung entsteht dadruch, dass man die Ordnung der natiirlichen Zahlen modi-
fiziert, indem man Punkte aus A durch Kopien von Z ersetzt.

Behauptung: Fiir A # B ist L % Lp.

Angenommen h : Ly — Lp ist ein Isomorphismus zwischen (La, < ,) und (Lp, <pj).
Wie oben iiberlegt man sich, dass fiir n € A falls (by,m1) = h((n,0)) und (be,ms) =
h((n,z)), so by = ba. Sei ng die kleinste natiirliche Zahl n mit n € (A\B) u (B\A). OBdA
sei ng € A\B. Es gilt fiir alle n < ng mit n ¢ A, dass n ¢ B und h(n) = n. Falls n < ng
und n € A, so auch n € B und h bildet {(n, z) | z € Z} bijekiv auf {(n,z) | z € Z} ab.

Ist ng = 0, so hat die Ordnung (L4, <r,) kein kleinstes Element (wegen ng = 0€ A). In
(LB, <L) ist aber ng = 0 das kleinste Element (ng = 0 ¢ B). Da h ein Isomorphismus
ist, muss also ng > 0 gelten.

Betrachte zwei Félle:

Falls ng—1 € A, so auch ng—1 € B nach der Wahl von ngy. Da h ein Isomorphismus ist, so
existiert ein x € L4 mit h(z) = ng. Da ng in (Lp, <p) keinen unmittelbaren Vorgénger
hat, so hat auch z in (L4, <4) keinen unmittelbaren Vorgénger. Da jedes Element von
der Form (ng, z) € L4 einen unmittelbaren Vorgénger hat, ist © # (ng, z) fir alle z € Z.



Damit kann h z.B. das Element (ng,0) nicht ordnungerhaltend abbilden und ist kein Iso-
morphismus.

Falls no — 1 ¢ A, so auch ng — 1 ¢ B nach der Wahl von ng. Da ng ¢ B, so ist ng
der unmittelbarer Nachfolger von ng — 1 und damit muss 2=! (ng) auch der unmittelbarer
Nachfolger von h™! (ng — 1) = ng—1 sein. Aber ng—1 hat keinen unmitelbaren Nachfolger
in (La,<4). Widerspruch zu h Isomorphismus.



