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Aufgabe 1 (∆-Elementarität der unendlichen Strukturen; 3 Punkte)

Sei K eine ∆-elementare Klasse von Strukturen. Man zeige, dass die Klasse K8 der Struk-
turen in K mit unendlichem Träger auch ∆-elementar ist.

Lösung:
Eine Klasse K heißt ∆-elementar, falls es eine Menge von S-Sätzen gibt mit ModSΦ � K.
Sei K eine ∆-elementare Klasse von Strukturen. Nach Definition nehmen wir also eine Menge

von S-Sätzen Φ mit ModSΦ � K. Betrachte jetzt die folgenden Formeln für n P Nz t0u:

φn sei die Formel Dv0Dv1 . . . Dvn
©

i,j n�1
i�j

 vi � vj .

Definiere Φ8 :� Φ Y tφn | n P Nz t0uu. Dann sind die Modelle von Φ8 genau die Modelle von
Φ, die unendlichen Träger haben. Also ModS pΦ8q � K8 und damit ist K8 auch ∆-elementar.

Aufgabe 2 (Komplementklasse; 6 Punkte)

Es seien K und K1 Klassen von S-Strukturen mit K1 � K. Weiter sei K2 die Klasse der
S-Strukturen, die zu K, aber nicht zu K1 gehören: K2 � KzK1. Weiterhin seien K elementar und
K1 sei ∆-elementar. Man zeige, daß die folgenden drei Aussagen äquivalent sind:

1. K1 ist elementar.

2. K2 ist ∆-elementar.

3. K2 ist elementar.

Lösung:
”(1) ùñ (2)”
Angenommen K1 ist elementar. Nach Definition sei also φ1 ein S-Satz mit K1 � ModSφ1.

Da K auch elementar ist so sei φ ein S-Satz mit K � ModSφ. Dann gilt K2 � ModS tφ, φ1u,
denn für eine S-Struktur A gilt:

A |ù tφ, φ1u gdw. A |ùφ und A |ù φ1

gdw. A |ùφ und A *φ1

gdw. A PModSφ und A RModSφ1

gdw. A PK und A RK1

gdw. A PKzK1 � K2

Dies zeigt, dass K2 somit ∆-elementar ist.

”(2) ùñ (3)”
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Angenommen K2 ist ∆-elementar. Sei also Φ2 eine Menge von S-Sätzen mit K2 � ModSΦ2.
Nach Voraussetzung ist K1 ∆-elementar, sei also Φ1 eine Menge von S-Sätzen mit K1 � ModSΦ1.
Genauso nach Voraussetzung sei φ0 ein S-Satz mit K � ModSφ0 da K elementar ist. Nun gilt
K1XK2 � H, d.h. es gibt keine S-Struktur, die Φ1YΦ2 erfüllt, d.h. Φ1YΦ2 ist nicht erfüllbar.
Nach dem Endlichkeitssatz gibt es eine endliche Teilmenge Φ1 � Φ1YΦ2, die nicht erfüllbar ist.
Da Φ1,Φ2 beide erfüllbar sind und Φ1 nicht, so ist Φ1 X Φ1 � H � Φ1 X Φ2. Sei ψ die Formel� ª

φPΦ1XΦ1

 φ

�
^ φ0.

Behauptung: K2 � ModSψ und damit K2 elementar.
”K2 � ModSψ”

Sei A P K2. Dann wegen K2 � K ist A P K und somit A |ù φ0. Weiter muss es ein φ P Φ1XΦ1

geben mit A |ù φ. Sonst wäreA |ùφ für alle φ P Φ1 X Φ1 und da A |ùφ für alle φ P Φ1 X Φ2

sowieso (wegen A P K2) würde folgen A |ùΦ1 aber Φ1 nicht erfüllbar. Also A |ù ψ.
”K2 � ModSψ”

Sei A eine S-Struktur mit A |ù ψ. Dann A |ù φ0, d.h. A PModSφ � K. Weiter gibt es ein
φ P Φ1 X Φ1 � H mit A (  φ bzw. A *φ, insbesondere A *Φ1, also A RK1. Insgesamt also
A RKzK1 � K2.

”(3) ùñ (1)”
Angenommen K2 ist elementar. So sei φ2 ein S-Satz mit K2�ModSφ2. Da nach Vorausset-

zung K elementar ist, so sei φ ein S-Satz mit K �ModSφ. Dann ist K1 � KzK2�ModS pφ^ φ2q
und damit elementar. Hier benutzen wir, dass K1 � K.

Aufgabe 3 (Unabhängigkeit von Axiomensystemen; 2 Punkte)

Eine Menge Φ von S-Sätzen heißt unabhängig, wenn kein φ P Φ aus Φz tφu (semantisch)
folgt. Man zeige, daß jede endliche Menge Φ von S-Sätzen eine unabhängige Teilmenge Φ0 hat,
so daß ModSΦ � ModSΦ0.

Lösung:
Sei Φ eine endliche Menge von S-Sätzen. Wir definieren induktiv die Mengen Γn, n P N

wiefolgt

Γ0 :� Φ,

Γn�1 :�

"
Γn falls Γn unabhängig ist,
Γnz tφu falls ein φ P Γn existiert mit Γnz tφu |ù φ.

Es gilt |Γn�1| ¤ |Γn| für alle n und da Γ0 � Φ endlich ist, so existiert ein n0 mit Γn0�1 � Γn0
.

Sei n0 minimal mit der Eigenschaft. Definiere Φ0 :� Γn0
, dann ist Φ0 unabhängig nach dem

Verfahren. Außerdem gilt Φ0 � Φ und damit ModSΦ � ModSΦ0.
Wir begründen die umgekehrte Inklusion. Es gilt: für jedes φ P Φ ist Γn |ù φ für alle n.

Wir zeigen dies durch Induktion über n. Ist n � 0 und φ P Φ, so ist Γ0 � Φ |ù φ trivialerweise.
Angenommen für alle m ¤ n und alle φ P Φ gilt Γm |ù φ. Sei φ P Φ. Dann gibt es zwei
Fälle. Falls Γn�1 � Γn so Γn�1 |ù φ. Im zweiten Fall ist Γn�1 � Γnz tφnu für ein φn P Γn mit
Γnz tφnu |ù φn. Dann ist Γn�1 � Γnz tφnu |ù φ, denn jedes Modell A von Γnz tφnu ist auch
Modell von φn, damit auch von ganz Γn, nach Induktionsvoraussetzung ist Γn |ù φ, also A |ù φ.
Dies zeigt Γn�1 |ù φ.

Somit ist Φ0 � Γn0
eine unabhängige Teilmenge von Φ und für alle φ P Φ folgt Φ0 |ù φ. Ist

also A ein Modell von Φ0, so ist A Modell von ganz Φ.
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Aufgabe 4 (Universelle Axiomatisierung; 3 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge. Falls K � ModSΦ, so nennen wir Φ ein Axiomensystem für
K. Wir sagen, K sei universell axiomatisierbar, falls ein Axiomensystem existiert, welches aus
universellen Sätzen besteht. Wir nennen eine Klasse K abgeschlossen unter Unterstrukturen,
falls gilt:

wenn A P K und wenn B eine Unterstruktur von A ist, dann ist B P K.

Zeigen Sie: Jede universell axiomatisierbare Klasse ist abgeschlossen unter Unterstrukturen.

Lösung:
Sei K eine universell axiomatisierbare Klasse. Sei also Φ eine Menge von universellen S-

Sätzen mit K � ModSΦ. Um zu zeigen, dass K unter Unterstrukturen abgeschlossen ist, sei
A P K und B eine Unterstruktur von A. Wegen A P K ist A |ù φ für alle φ P Φ. Da jedes
φ P Φ universell und B eine Substruktur von A ist, so folgt mit dem Substrukturlemma: B |ù φ
für alle φ P Φ, d.h. B |ù Φ, d.h. B P ModSΦ � K. Somit ist die Klasse K abgeschlossen unter
Substrukturen.

Aufgabe 5 (Körper mit Primzahlcharakteristik; 2 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Klasse der Körper mit Primzahlcharakteristik nicht ∆-elementar ist.

Lösung:
Wir betrachten K die Klasse aller Körper und K1 � K die Klasse der Körper der Charakteris-

tik 0. Da jeder Körper die Charakteristik gleich 0 oder gleich einer Primzahl hat, ist K2 � KzK1

die Klasse aller Körper mit Primzahlcharakteristik. Es ist die Klasse der Körper K elementar,
denn man hat nur endlich viele Körperaxiome und deren Konjunktion φK zeigt K � ModS φK .
Die Klasse K1 der Körper der Charakterstik 0 ist ∆ elementar, denn es gilt

K1 � ModS tφKu Y t χn | n P Nu

mitχn der Formel
1� 1� . . .� 1loooooooomoooooooon

n-mal

� 0.

Nach Aufgabe 2 gilt
K2 ist ∆-elementar gdw. K1 ist elementar.

Wäre also K2 ∆-elementar, so wäre die Klasse K1 der Körper der Charakterstik 0 elementar,
etwa K1 � ModSφ0 für ein S-Satz φ0. Dann wäre insbesondere tφKuYt χn | n P Nu |ù φ0 und
nach dem Endlichkeitssatz gibt es ein n0 mit tφKu Y t χn | n   n0u |ù φ0. Dann würde aber
jeder Körper der Charakteristik p ¡ n0 den Satz φ0 erfüllen. Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass φ0 genau die Körper der Charakteristik 0 modelliert.
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