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Aufgabe 1 (Kompaktheit im Raum der Modelle; 4 Punkte)

Wir erinnern uns an die Begriffe aus Topologie.
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7), bestehend aus einer Menge X und 7 € P (X)
mit folgenden Eigenschaften:

g, XerT
Uecr = UU ET
Ucrendlich = [Uer
Eine Basis einer Topologie ist eine Familie B € 7, so dass jedes U € 7, sich darstellen lasst als

UB’ fiir ein B’ € B. Eine Mengenfamilie B € P (X) definiert Basis einer Topologie, wenn sie
die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt:

Vre X iBeBzr e B,

VBl,BleBVxeBlmBg dBeBxre BC By n Bs.
Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie U € 7 mit X = UU.

Sei S eine Symbolmenge. Zu jeder erfiillbaren Menge ® von S-Sétzen sei g eine S-Struktur
mit Ae = . Ferner sei ¥ := {A¢ | ® S L, Erf ®}. Fiir jeden S-Satz ¢ setze man X, :=

{ex | 2k o).
1. Man zeige, dass das System {X¢ | ¢ € L(*? } die Basis einer Topologie auf ¥ bildet. Wir
bezeichnen diese Topologie mit 7.

2. Man zeige, dass jede Menge X abgeschlossen bzgl. 7 ist.

3. Man zeige mit dem Endlichkeitssatz, dass jede offene Uberdeckung von ¥ eine endliche
Teiliiberdeckung enthélt. Diese Eigenschaft des topologischen Raumes 3 wird auch als
Kompaktheit bezeichnet.

Loésung:

1. Ein Mengensystem B ist bildet eine Basis einer Topologie des Raumes 3, wenn die folgen-
den zwei Eigenschaften erfillt sind:

VAe Y dBe B A€ B,

VBhBleBVmEBlmBQ HBEB.’EEBQBlﬁBQ.
Wir priifen also die Eigenschaften fiir das System B := {X¢ | pe L3 }

Sei 2Agp € X, also ® < L3, Exf ®. Sei ¢ die Formel Yvy vy = vp. Dann ist Ae = ¢, d.h.
Ao € Xy. Die erste Eigenschaft ist somit erfiillt.

Seien jetzt ¢1, ¢ S-Sitze und sei ® < Ly, Erf ® mit Ag € Xy, n Xy,. Sei ¢ der Satz
@1 A @2, dann ist offensichtlich X, = Xg, n Xy, und Ap € X. Die zweite Eigenschaft ist
also auch erfiillt.

Somit ist gezeigt, dass das System {X¢ | pe L5 } die Basis einer Topologie auf 3 bildet.



2. Sei ¢ € Lj. Dann gilt Xp = X\X_4, denn nach Definition von X ist fiir alle e €
Ao e Xy «—= Yok ¢ <= Yo it ¢ == Up ¢ X—y.
Somit ist X4 als Komplement einer offenen Menge X- 4 abgeschlossen.

3. Angenommen [ ist eine Menge und die Mengen U;, i € I sind offen mit
2=Um
iel

Da {X¢ | ¢ € Lg} die Basis der Topologie 7 bilden, so kann man jedes U; darstellen als

Ui = | X,

Jj€J;

mit Mengen J; und ¢; ; € L§. Somit ist

X = U U Xos,s

iEIjEJi

eine Uberdeckung von ¥ duch offene Basismengen. Angenommen es gibt keine endliche
Teiliiberdeckung von X, d.h. es gibt keine endlich viele Paare (ig, jo), - - - (¢m, jm) mit

Z 75 X¢i0’j0 U...U X¢imvjm'

Also fiir alle endlich viele von solchen Paaren finden wir g € ¥ mit g ¢ X¢i0’j0 U...u
Xy, .. Jetzt betrachte die Menge ® := {—¢; ; | i€ I,j € J;}.

Behauptung: @ ist erfiillbar.

Nach dem Endlichkeitssatz reicht es aus zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge von ®
erfiillbar ist. Seien also (ig,J0) ;- - -, (im,jm) endliche viele Paare von Indizes, wir zeigen,
dass {=¢i, jo» Pis jrs- - > " Pinnjm  eftillbar ist. Nach der obigen Uberlegung konnen wir
ein Ap € L mit Ap ¢ Xy, , U...0 Xy, finden. Dies bedeutet aber gerade, dass
Ap H ¢i07j0,...,9[¢ B ¢)7;7n7j7n7 d.h. Ae E _‘qbi(hjo,...,m@ = _'¢im,jm- Also ist @ ist
erfiillbar.

Da & ist erfiillbar ist, kénnen wir den Punkt 2z € ¥ betrachten. Es ist Az = @, d.h.
AUz F —¢iy fiiralleie I,je J;, dh Az e X—y, ,, dh. Az ¢ Xy, firalleiel,je J.
Nun das ist aber ein Widerspruch dazu, dass Xy, ; eine Uberdeckung von 3 bilden.

Somit muss es eine endliche Uberdeckung von ¥ von der Form ¥ = D, CIRFRCRRI VD, ¢

geben und dann ist ¥ = U;; u... U U, eine Uberdeckung von ¥ duch offene Mengen U;
(wegen Xy, ;. < Uj,).

Aufgabe 2 (Eine Anwendung des Zorn’schen Lemmas; 4 Punkte)

Sei X eine Menge und <y und <; bindre Relationen auf X. Wir sagen, dass <; eine
Erweiterung von < ist, falls gilt: fir alle z,y € X, falls z <¢ y, so auch = <; y. (Wenn man
die bindren Relationen mengentheoretisch auffasst, ist dies dquivalent zu <pC<;.)

Verwenden Sie das Zorn’sche Lemma um die folgende Aussage zu zeigen: Jede partielle
Ordnung auf X hat eine Erweiterung, die eine lineare Ordnung ist.

Losung:
Sei X eine Menge und < eine partielle Ordnung auf X. Wir betrachten die partielle Ordnung

P:={R < X x X | R ist eine partielle Ordnung auf X und eine Erweiterung von <}



mit € als Ordnung. Es ist <€ P, also P # . Wir zeigen, dass jede Kette in (P, S) eine obere
Schranke besitzt. Sei also K © P eine Kette, dann ist UK eine partielle Ordnung auf X.
Auflerdem, wegen K € P ist jedes R € K eine Erweiterung von <, d.h. <& R. Daraus folgt,
dass <& UK , also ist UK auch eine Erweiterung von <. Somit ist UK eine obere Schranke
von K. Nach dem Zorn’schen Lemma folgt, dass (P, S) ein maximales Element besitzt, nennen
wir es <€ P.

Wir zeigen, dass <r, eine lineare Ordnung ist. Angenommen nicht, dann gibt es z,y € X
mit €7 y und y €1 x. Wir erweitern <y, zu <y wie folgt.

/N

vi=<p u{@ )} o {(@,2) |2 <0 yhul(sy) |2 <o oo {w2) |w<p v und y <p 2}

Es ist leicht einzusehen, dass <y eine partielle Ordnung ist und <, echt erweitert. Widerspruch
zu <y, maximal.

Aufgabe 3 ((Kardinal-)kategorizitat; 4 Punkte)

Wir erinnern uns daran, dass eine Menge T' von Satzen kategorisch heifit, falls je zwei Modelle
von T isomorph sind. Wir nennen eine Menge T von Satzen kardinalkategorisch, falls je zwei
Modelle von T' der gleichen Kardinalitdt isomorph sind.

1. Zeigen Sie: Falls T' ein unendliches Modell hat, dann ist T" nicht kategorisch.

2. Zeigen Sie, dass es eine widerspruchsfreie kardinalkategorische Menge von Sétzen gibt, die
unendliche Modelle hat. Diese Menge ist somit nach (1) nicht kategorisch.

Losung:

1. Sei A = T ein unendliches Modell von T. Nach dem Satz von Léwenheim-Skolem gibt
es ein Modell B von T' mit der Kardinalitdt mindestens P (A4). Aus Kardinalitdtsgriinden
kann es keine Bijektion zwischen A und B geben, also sind die Modelle A und B nicht
isomorph. Somit ist 7" nicht kategorisch.

2. Betrachte die Symbolmenge S = ¢F. Sei T' die Menge von Sétzen, die in allen S-Strukturen
wahr sind, die Menge der sogenannten Tautologien. Also sei

T :={pe Ly | fiir jede S-Struktur A gilt A = ¢}.

Offensichtlich ist die Menge T" widerspruchsfrei und hat unendliche Modelle. Zwei Modelle
davon sind isomorph gdw. sie die gleiche Kardinalitdt haben, denn S = . Somit ist T'
kardinalkategorisch aber nicht kategorisch.



