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Aufgabe 1 (Die Bedeutung von “Unterfall 1”; 2 Punkte)

In der Vorlesung hatten wir im Beweis des Vollsténdigkeitssatzes zunachst Unterfall 1 be-
trachtet: Formelmengen ® in denen nur endliche viele Variablen frei vorkommen. Wir hatten
bewiesen, dass fiir widerspruchsfreie solche Formelmengen & eine widerspruchsfreie Obermenge
@’ existiert, die Beispiele enthélt.

Sei S beliebig und @ = {Uo =t; te TS} U {JvpTvy —vy = v1}. Zeigen Sie, dass Wi & und
dass es in L° keine widerspruchsfreie Obermenge von ® gibt, die Beispiele enthilt. Folgern
Sie daraus, dass das o.g. Lemma aus der Vorlesung nicht ohne die Voraussetzung iiber die
Endlichkeit der Menge der frei vorkommenden Variablen bewiesen werden kann.

Aufgabe 2 (Termmodelle in der Gruppentheorie; 9 Punkte)

Im folgenden sei Sgymr = {o,_1 ,e} die Symbolmenge der Sprache der Gruppen mit der
Inversenoperation. Es sei Z eine beliebige Menge, die keine Elemente von Ag,, ., enthélt. Fiir
jedes z € Z nehmen wir ein neues Konstantensymbol ¢, und setzen Sz := Sgm1 U {c. | z € Z}.
Mit ®¢, bezeichnen wir die drei Axiome der Gruppentheorie:

Yvg (vpoe=wvy Aeovg=1p),
V’UQVU1VU2 (UO o ’Ul) OvVg =79 O (1}1 @) 1]2) y

Yvg vg © (vo)f1 =e.

Wir bezeichnen die abzdhlbare Menge von Variablen mit V := {v; | i € N}.
Wir betrachten das Termmodell ‘I?Gr in der Sprache mit Symbolmenge S. Fir einen Syz-
Term t bezeichnen wir seine Aquivalenzklasse im Termmodell mit ¢.

1. Zeigen Sie, dass fiir jede Wahl von Z die Struktur Tgcr eine Gruppe ist (3 Punkte)

2. Zeigen Sie, dass fiir jede Gruppe & = (G, x, 71, 1) und jede Abbildung g: V u Z — G ein
eindeutiger Gruppenhomomorphismus f : S?Gr — G existiert, so dass g (v;) = f (v;) fur
alle i e Nund g (z) = f (¢;) fiir alle z € Z (2 Punkte).

3. Angenommen Z ist héchstens abzdhlbar. Zeigen Sie,d ass i%c“ ~ T3 (2 Punkte).

4. Beweisen Sie oder widerlegen Sie: Es gibt Z und Z/, so dass T3¢ £ T3¢ (2 Punkte).

Aufgabe 3 (Kategorizitiat; 2 Punkte)

Sei S eine Symbolmenge. Wir nennen eine Menge ® von S-Satzen kategorisch, falls fir je
zwel S-Strukturen 2 und B gilt: falls A = ® und B = P, so gilt A = B. Zeigen Sie: jede
kategorische Menge von Sétzen ist negationstreu bzgl. der Satze, d.h. fir alle S-Satze ¢ gilt
® ¢ oder &  —o.



Aufgabe 4 (Erzeugen negationstreuer Ausdrucksmengen; 3 Punkte)

Sei eine hochstens abzdhlbare Symbolmenge S gegeben und sei {1, | n € N} eine Aufzéhlung
aller S-Formeln. Sei ® eine widerspruchsfreie Menge von S-Formeln. In der Vorlesung haben
wir definiert:

\I/O = CI),

UL U, u{v,} falls ¥, U {¢,} widerspruchsfrei ist,
T W, U {—ep,) sonst,

P = U v,

neN

Wir hatten bewiesen, dass fiir alle n die Menge V¥,, widerspruchsfrei ist und dass &' wider-
spruchsfrei und negationstreu ist. Wir hatten ausserdem betont, dass die Definition der ¥,, von
der Auflistung {¢,, | n € N} abhéngt.

Wir setzen nun S := Sg, = {0,e} und ® := ®g,. Wir definieren

¢o := Vvg vo = Vo,
¢1 = VU1V’U1 Vo © V1 = V1 O,
¢2 = V’L}lV’UlVUQ (UO = V1 V (’Uo = V2 VU1 = UQ)),

¢3 1= —1.

1. Nehmen Sie an, dass ¥ = ¢g, Y1 = ¢1, Y2 = ¢ und 13 = ¢3. Bestimmen Sie die Modelle
von Wy.

2. Nehmen sie an, dass ¥y = ¢ und 12 = ¢o. Finden Sie geeignete Formeln fiir 17 und 4,
so dass ¥, unendliche Modelle hat.

3. Nehmen Sie an, dass ¥y = ¢, ¥1 = ¢1, und ¥y = ¢o. Finden Sie eine geeignete Formel
fiir 43, so dass ¥4 kategorisch ist (s. Aufgabe 3).



