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Aufgabe 1 (Substrukturen; 3 Punkte) Seien A, A" S-Strukturen, 4 € A’ und ¢ ein Term
mit var (¢) € {vg,...,v,} und by, ..., b, € A’. Wir erinnern uns, wir in der Vorlesung gezeigt

hatten, dass
b by, ;b bn,
(A,BO...> (t) = (A,BO...) (t).
Vo Un Vo Un

Eine Formel ¢ heifit quantorenfrei, falls in ¢ keine Quantoren vorkommen.
1. Ist ¢ (vo,...,v,) eine quantorenfreie S-Formel, so gilt
AE¢[bo,...,by] <= A Eoélbo,...,bn]
2. Geben Sie ein Beispiel von Strukturen A € A’ und einem universellen Satz ¢ € L° mit

AE ¢ aber A’ # ¢.

3. Wir sagen dass eine Formel ¢ € L° unter Substrukturen erhalten bleibt, falls fiir alle
Strukturen A, A’ und alle A’-Belegungen £ gilt

falls Ac A" so (A,B) Eo = (A,B) E ¢

Geben Sie ein Beispiel einer Formel an, die die Zeichen — und V enthélt, aber nicht 3, und
die unter Substrukturen erhalten bleibt.

Aufgabe 2 (Hornsitze; 4 Punkte) Wir definieren eine Teilmenge der Formeln, die Menge
der so genannten Hornformeln durch Induktion:

e Sind @1, ..., ¢n, ¢ atomar, so sind ((...(=¢1 v =d2) v ... Vv =d,) v ¢) und
(... (—¢1 v =¢2) v ... v =¢y) Hornformeln;

e Sind ¢, Hornformeln, so sind auch (¢ A ¥) und Y¢ und 3¢ Hornformeln.

Ein Satz, der eine Hornformel ist, nennt man auch einen Hornsatz.
Man zeige:

L. Ist ¢ ein Hornsatz und sind A, A" ein Modelle von ¢ so auch Ax A" = ¢. Fiir die Definition
von direkten Produkten aus Ubungsblatt 3, Aufgabe 4.

2. Fir die Theorie der Korper gibt es kein Axiomensystem, welches nur aus Hornsétzen
besteht.



Aufgabe 3 (Elementare Definierbarkeit; 4 Punkte) Man zeige:

1. In (R, +, -, 0) ist die Kleiner-Beziehung < elementar definierbar, d.h. es gibt ein ¢ (vg, v1) €
Li+9 mit freien Variablen vy, v, so dass fiir alle a,b € R gilt (R, +,-,0) &= ¢ [a,b] gdw.
a <b.

2. In (R, +,0) ist die Kleiner-Beziehung < nicht elementar definierbar.

(Hinweis. Finden Sie einen geeigneten Automorphismus von (R, +,0), d.h. einen geeigneten Isomorphis-

mus von (R, +,0) auf sich selbst, mit dem Sie die Behauptung beweisen konnen.)

Aufgabe 4 (Substitution; 4 Punkte) Seien P ein Relationssymbol und f ein Funktionssymbol
mit ar (P) = ar (f) = 2. Berechnen Sie schrittweise geméafi der Definition der Substitution:

1. Jvsduy (P (U37UO) A P(’U4,U1)) %%%

[\

. 3’()331}4 (P (’Ug,’Uo) A P(’U4,Ul)) %M

v1

3. 3330y (P (v3,00) A P (vg,07)) Lo ta Lon)

v3 Vo V1

4. [VYvz3vg (P (v3,v4) A P (v3,v0)) v Jvg f (vo,v0) = v3] va f(zaiva)

v3 Vo



