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Analysis 1I: Losungsvorschlage Blatt 9

Die vorliegenden Notizen sind nicht korrekturgelesen. Bei Unklarheiten fragen Sie bitte in den
Ubungen bzw. Tutorium/Sprechstunde

Aufgabe 1. (3 Punkte) Berechnen Sie folgende Integrale.

(a) 73 ej;g; dz (Hinweis: Substitution und Partialbruchzerlegung)

f 1 (w2+x+1)2 dz (substituieren Sie geeignet und nutzen Sie Bsp. 2.38)

Lésung: Fiir das erste Integrale substituiere man e* = y und damit A/(z) = e, weshalb
.. . . -1 _ y=2 3 — 1 _ 2 3 i
es genligt eine Stammfunktion von ( +2) =5 T = 1 v T 2 bestimmen.

3 3

Partialbruchzerlegung liefert (y T % T 3w

3 und damit

7 eQx_l
| Sgdr = =i + 27

Fiir das zweite Integral schreibt man z> + z +1 = (z 4+ 1)2+3 = 3 [(%x + 7) + 1} und
substituiert %IL‘ + % = y. Dies liefert

/1 x+1 dx:4/4/\/§‘é§y+§\/§dy:1/4/f 2y ay 1/4/\/g Ly
L2tz 3/ v+l 2 2), 2 A 1
und damit fl tl_dy = IIn(y? +1) + t ()4/\/3

—1 $2+$+1 - y \/gal“c an y 0 .

Aufgabe 2. (3 Punkte +1 Bonuspunkt) Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen f : I — R
uneigentlich oder absolut uneigentlich integrierbar sind (begriinden Sie). Geben Sie fiir (a) und
(b) und (d) gegebenenfalls das (uneigentliche) Integral [; f(z)dz an.

(a) f(z) =1In(z), I = (0,1] () f(z) =L 121, 00)

(b) f(z) = ﬁ, I = (—00,00) (d) (Bonus) f(x) = x;_l, I=[-1,1]
Losung:

(a) Da lim,_,¢+ In(z) = —oo berechnet man (b) Wir iberpriifen auf uneigentliche Inte-

grierbarkeit an —oo und +oo indem wir

1
/ In(z)dz = z(In(z) — 1)|;

= —1—cln(e) +e. /_C:f(x)d:rz/_iof(w)d$+/ooof(x)dx

Daraus folgt lim._,o f; In(z)dz = —1 und
somit ist In auf (0,1] uneigentlich inte-
grierbar (sogar absolut weil In(z) < 0). betrachten. Da [ ﬁ = arctan(x) + C



folgt

(d) (Bonus) f(z) = ——, I = [-1,1]

Vi1’
In dieser urspriinglichen Form ist das

/I f(z)dz = lim (—arctan(b)) + blim (aTCtan(b)I)ntegral auf keinem Teilintervall von [

b——o0 —00
=T

Da f > 0 ist f absolut uneigentlich inte-
grierbar und damit auch uneigentlich in-
tegrierbar.

() fla) = E 1= [1,00)

Da |f(z)| = 2! folgt aus flbx_ld:c =
In(b), dass f nicht absolut uneigentlich
integrierbar ist. Andererseits gilt

n+1
/ f(@)de = (~1)" In(z) [+

(=1)" [In(n+ 1) — In(n)]
= (=1)"a,

Man sieht leicht, dass (ay,), monoton fal-
lend ist, woraus mit Hilfe des Leibniz Kri-
teriums folgt, dass > -~ ;(—1)"a, konver-
giert. Da

/L:J f(z)dx

erhalten wir insgesamt

b [b]
/1 f(x)dz = Z

n

b
< / 7 ldx < [b) 7! bogo 0,
(o]

b
(-1)"a, + f(x)dz
— (]
b—00 e

1
(—1)"ap.
1

_)

n

— (=1)"
arctanx = Z 1

n=0

2n+1

wohldefiniert (da f nicht als reellwerti-
ge Funktion wohldefiniert ist) und so-
mit auch nicht uneigentlich integrierbar.
Wenn wir stattdessen das Intervall [1, 00)
betrachten, so erhélt man mit Hilfe der
Substitution z = cosh(y) das unbestimm-
te Integral

/f = arcosh + C,

fiir das Intervall [1, 00), wobei man weiter
zeigen kann (einsetzen!), dass

arcosh(z) = In(x + V22 — 1)

Das heifit, wir miissen auf uneigentliche
Integrierbarkeit an 1 bzw. oo untersu-
chen: Betrachte hierzu

lim In(z + Va2 —1)=0
z—1
bzw.

h_}m In(z + Va2 —1) = 0.

Also ist auch in diesem Fall f nicht unei-
gentlich integrierbar (analog verlduft die
Betrachtung fiir I = (—o0, —1]).

Aufgabe 3. (2 Punkte) Zeigen Sie die Taylorentwicklung der arctan Funktion

, lz| <1,

indem Sie 1/(1 + z?) als geometrische Reihe schreiben und integrieren. Warum ist gliedweise
Integration erlaubt? (Hinweis: Konvergenz von Potenzreihen, Analysis I)

Lésung: Wir wissen, dass arctan’(z) = ﬁ (in Ubung bitte noch einmal vorrechnen, falls

gewiinscht). Letztere Funktion ldsst sich fiir |x| < 1 darstellen als

1 o
— _1\,.2n
1+a2 Z( e
n=0
Betrachten wir nun die (gliedweise integrierte) Potenzreihe g(z) = Y o2, %x%“, so sieht

man, dass wegen

—1
lim sup |an|% = limsup(2n + 1)2n+1 =1,
n—oo n—oo



dass der Konvergenzradius von g gleich 1 ist. Somit folgt mit Korollar 2.45 aus der Vorlesung,
dass ¢'(x) = arctan’(z) fiir alle |z| < 1. Da aber auch g(0) = 0 = arctan(0), miissen die beiden
Stammfunktionen g und arctan an x mit |z| < 1 {ibereinstimmen.

Bemerkung: Mit der Version des Hauptsatzes fiir komplex-wertige Funktionen ldsst sich Satz
2.44 und somit Kor. 2.45 auch auf komplex-wertige Funktionen f erweitern. Mit derselben Ar-
gumentation wie oben (mit (—1,1) ersetzt durch B1(0) C C), erhdlt man die Aussage fiir x € C
mit |z| < 1.

Aufgabe 4. (2 Punkte + 1 Bonuspunkt) Sei f : [0,2] x [0,1] — R gegeben durch
zy(z2—y?
0 (z,y) = (0

Zeigen Sie, dass f02 fol f(z,y)dydz # fo fo z,y)dzdy L.
(Bonus) Zeigen Sie, dass f nicht stetig ist.

Lésung: Fir festes x bzw. y sind die Funktionen y — f(z,y) bzw. x — f(z,y) beschrankt und
jeweils auf (0, 1] bzw. (0, 2] stetig (sogar beliebig oft differenzierbar). Somit sind diese Funktionen
auch auf [0, 1] bzw. [0,2] integrierbar. Wir berechnen nun die beiden inneren Integrale. Dazu
geben wir erst die beiden unbestimmten Integrale an. Sei z € (0, 2] fest und y € (0, 2).

wy(@® ) | u=hly) =2+
Y du

(2 +y?)? = h'(y)dy = 2ydy
/a:(2:1;2—u)du_a:3 r 3 x
B 2u3 o2 2u 222+ 9?2 2(22 4 9?)
zy(z? — yz)d | u=hz) =2+ 2
(22 +92)3 7 | du=h(2)dr = 2zdx
— 92 3 3
— /y(uy)du — _i + Y [ Y + Y
2u3 2u  2u? 222 +y?)  2(2? 4 y?)?

Sei b € [0,1) und a € [0,2) und definiere (die Parameter a, b fithren wir hier nur ein, weil dies
fiir Aufgabe 5 hilfreich ist — fiir Aufg 4 gentigt a = b = 0)

x v=1
d —
/ a0 = g3 3
B x xb?
B 2(x2+y )2 2(z24+ 12 2(22+b?)
woraus f, = f0 = W folgt. Offensichtlich ist auflerdem fo = fb f£(0,y)dy = 0. Genauso,
y y o[
= d = —_
/a fay)dz 2@+ | 2@ 1)
%y v=2 2y ya?

-_ — _|_ ,
20? +y?)? ey (A+9?)? 0 20 +97)

!Gehen Sie dazu folgendermafien vor: Berechnen Sie f, = f02 f(z,y)dz fir jedes y € [0,1] und fr = fol fz,y)dy
fir jedes = € [0, 2] und zeigen Sie, dass y — fy : [0,1] = R und z — f, : [0,2] — R integrierbar sind mit

/O Cfdy # /0 " fde.



woraus fy = f;; = (4+ 72 folgt. Auferdem gilt f;} = fal f(z,0)dx = 0. Die Funktionen

T fO oy fy sind integrierbar fiir alle a,b (weil stetig). Wir berechnen nun (mit Hilfe der
bereits bekannten Stammfunktionen aus Beispiel 2.38 bzw. durch “Erraten der Stammfunktion),

2

//fxydydx—/fbdx—— +x2)+4(x2bib2)a

a 1 a? !
R e |

Fiir a = b = 0 ergibt dies

2 1 4
/O/Oﬂm,y)dydx:—;ﬁi:m#—:; - //fxydxdy

Man rechnet aber leicht nach, dass fur a,b > 0: faz fbl f(z,y)dydz = fbl faQ f(z,y)dzdy. Der Satz
von Fubini (bzw. das Korollar fiir stetige Funktionen) besagt, dass die iterierten Integrale mit
dem Integral f[o 2% [0,1] f(x)dx iibereinstimmen, wenn f auf [0,2] x [0, 1] stetig wére. Deshalb

folgt, dass f nicht stetig sein kann. Alternativ kann man mit der Folge x = %, y = %

dass f an (0,0) nicht stetig ist.

1l b2 + 1 _ b2
20 ' 4(4+02) 4(14a?) 4(a?+b?)

a? 1 a?

3 — +
5 4(a2+1) (4+b2) " 4(a2+0?)

einsehen,

Aufgabe 5. Ist die Funktion in Aufgabe 4 tiber [0,2] x [0, 1] integrierbar? Zusatz: Berechnen
Sie das Integral der Funktion f iiber den Mengen M, = [a,2] X [b, 1] fiir a € (0,2) und b € (0,1)
und bestimmen Sie

lim xz,y)d(z,y).
w500 Jus, f(z,y)d(z,y)

Lésung: Nein, da die Funktion unbeschrankt ist. Um dies zu sehen setze man x = % und y = %
Man konnte nun daran denken, ahnlich wie im Fall von Funktionen mit einer Verdnderlichen, den
Begriff des uneigentlichen Integrals einzufithren — dies ist die Idee der Zusatzaufgabe. Mit Hilfe
von Fubini (bzw. das Korollar fiir stetige Funktionen angewandt auf f|y, , : Myp — R) und der
bereits gemachten Rechnung in Aufgabe 4 bestimmt man die Integrale (f auf den betrachteten
Mengen stetig ist, ist Fubini anwendbar).

b2
/ f dX = / / f T,y dydl' == _20 + (4+b2) + (1+a2) 4(a2+b2)
a b

Der Grenzwert (a,b) — (0,0) existiert aber nicht, weil zwar die ersten drei Terme auf der rechten
Seite gegen 0 konvergieren, aber lim, ) (0,0) 4(a§72+b2) nicht existiert — man wahle einerseits
a=0und b= % und andererseits a = b = %

Aufgabe 6. Ziel der Aufgabe ist es fiir ¢ > 0 folgendes Integral zu berechnen

1 $t -1
G(t) ::/0 () dz.

Sei dazu 0 < a < b < 1 und bestimmen Sie das Integral F(t) := fb ’fn(;% dz indem Sie erst F’

a
bestimmen und dann eine Stammfunktion berechnen. Bestimmen Sie nun F'(¢). Warum ist die

Vorgehensweise mittels a, b notwendig?

Lésung: Wir stellen zuerst fest, dass fiir festes ¢, das Integral G(¢) nur als uneigentliches Integral

existieren kann, da der Integrand f(z,t) = “ﬁj(—x % =¢ 111((2)_1 unbeschrinkt ist fiir x — 1 und In

nicht definiert an x = 0. Allerdings lasst sich die Funktion an x = 0 durch 0 stetig fortsetzen.
Wegen 1+ y < e fiir alle y € R gilt 1 —e™¥ < y fiir alle y € R und somit % < 1 fiir alle




x € (0,1) und ¢t > 0. Nach Lemma 2.43 bzw. Aufgabe 3, Blatt 8, folgt, dass G(t) fiir jedes ¢t > 0
als absolut uneigentliches Integral existiert. Insbesondere gilt also fiir beliebiges ¢ € (0,1), dass

= lim / f(z,t)dz + hm / f(z,t)de = lim Fu.(t) + lm Fp(t) (1)

aa0+ a—0t b—1—

mit der Funktion F' = F,; aus dem Hinweis. Wir berechnen nun den Wert des Integrals. Sei
R > 0 beliebig. Dann ist f stetig auf [a,b] x [0, R] und f(z,-) differenzierbar fiir jedes feste

€ [a,b]. Weiters ist (z,t) — $f(z,t) = '@ eine stetige Funktion auf [a,b] x [0, R] (als
Verkniipfung stetiger Funktionen). Deshalb folgt mit Satz 2.46, die Integration und die Diffe-
rentiation vertauscht werden darf:

b b
() / fxtdx—/ —f(a: t)dx—/ et @)y

u=h(r)=In(zr) | _ /h( ) iuq — L )i (t41)In()
du = h/(IL‘)dJJ = dxﬁ B h(a) ¢ du o t + 1 (e ¢ )

Insbesondere gilt, dass F, , stetig auf [0, R] ist und somit nach dem Hauptsatz (bzw. Kor.2.33)

t ) L o(s+1)In(b) _ o(s+1)In(a)
Fop(t) = / up(8)ds + Fup(0) = / ds+0
0 0 s+ 1

::ha,b(s)

fir alle ¢t € [0, R]. Wir berechnen nun lim, .o+ Fy o(t) + lim;,_, ;- F.3(t) fiir festes ¢ € (0,1).
Angenommen, wir diirften Integration und Grenzwertbildung vertauschen, dann erhalten wir:

t t t
1
lim Fp.(t) + Hm Fpp(t) :/ lim hgc(s )ds—i—/ lim hep(s )dS:/ ds =1In(t +1)
b—1— ’ 0 0 0 1

a—0t a—07t b—1— S

Um die Vertauschbarkeit von Grenzertbildung und Integration zu begriinden betrachten wir
Folgen (by)nen und (an)nen in (0,1) mit b, — 1 und a,, — 0 fiir n — co. Wegen (Mittelwertsatz
der Differentialrechnung)

e(s+1)ln(bn) -1
< |In(bn)| Vs € [0, R],

s+1
folgt, dass die Funktionenfolge (hcp,)nen auf [0, R] gleichméBig gegen h.1(s) = l_ei:w
konvergiert. Genauso sieht man, dass h,,, . gleichméBig gegen ho.(s) = %7)?(6) konvergiert.

Somit haben wir wegen (1) gezeigt, dass fur jedes t > 0, G(t) = In(t + 1).

Aufgabe 7. Vertauschen Sie die Reihenfolge der Integration mit Hilfe der Folgerung aus dem
Satz von Fubini.

/ 3 ( |t dy) i, | 2( ;yﬂx,y) dw) o 11 ( / e dy) da

Lésung: Nach der Folgerung des Satzes von Fubini gilt folgendes: Fiir stetige Funktionen ¢1, ¢3 :
I — R, wobei I ein kompaktes Intervall ist und ¢ < ¢o, ist die Menge

M={(z,y) eR*:w € [,61(z) <y < do()}
eine messbare Menge und falls

o f: M — R sowie



o f(x,:):[p1(x), p2(x)] — R fiir alle z € I,

integrierbar sind, dass [,, f(x)dx = [; f by 2( (x,y)dydz. Analog gilt die Aussage, wenn wir die
Rollen von x und y Vertauschen

Beim ersten Integral setze ¢o(z) = x und ¢1(x) = 0 fiir alle z € [0,3]. Wir kénnen aber die
Menge aller Paare (z,y) mit

€0,3] AN 0<y<z=d¢sx)

auch auffassen als die Paare, fiir die y < x < 3 und y € [0, 3] gilt. Wenn f, f(z,-) und f(y, ")
integrierbar sind fiir alle z,y € [0, 3] so gilt demnach

/03 /0“": fz,y)dydz = /03 /: f(x,y)dzdy.

Beim zweiten Integral betrachte die Menge der Punkte (z,y) mit 1 (y) = y? < x < 2y = o (y)
und y € [0, 2]. Dies ist dquivalent zu

5 <y<vr Az €[(0),12(2)] =[0,4]

und damit, falls f, f(x,-) und f(-,y) integrierbar sind,

/:(;yf(my)dx)dy—// f(z,y)dydz.

Genaus sieht man fiir das dritte Integral, dass

{(way)ZOSyil—iﬁz ANzel[-11}={(z,y):y€[0,1]A—y/1—y <z <1-y}

1—22
/ / a:ydyd:c—// f(z,y)dzdy.

Aufgabe 8. Seien a,b € R, a < b. Sei C([a,b]) der Vektorraum der Funktionen f : [a,b] — R
Zeigen Sie die Ungleichung

[ (f o) ()

Hinweis: Nehmen Sie an, dass die beiden Integrale auf der rechten Seite jeweils gleich 1 sind
und nutzen Sie die Ungleichung ab < %(a2 + b%). Argumentieren Sie, warum es geniigt diesen
Fall zu zeigen.

Lésung: Dies ist die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir Integrale. Aus der Monotonie des Integrals
folgt mit der Annahme und der erwahnten Ungleichung, dass

1 1

1
Falls (f; |f(x)\2da:> * und (f; ]g(a:)|2dx> * nicht gleich 1 sind, aber beide verschieden von 0, so

kénnen wir die zu zeigende Ungleichung durch diese Zahlen dividieren. Aufgrund der Linearitat
des Integrals erhalten wir
b
/

f(z) 9@) |
[P1f@)2da [0 (g(a))2da

6



|dz = 1 und analog fiir g (nochmal Linearitit) folgt die Behauptung aus dem

f |f \f( |2d

ersten Schritt. Wenn eines der Integrale auf der rechten Seite gleich 0 ist, so muss aufgrund der
Stetigkeit und Aufgabe 1)d), Blatt 8, die Funktion f bzw. g selbst gleich 0 sein, womit auch die
linke Seite gleich 0 sein muss.

Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass die Abbildung

111+ C(la,b]) > [0,00), £ ( / b \f(w)\Qdm’)é

eine Norm auf C([a,b]) definiert (Hinweis, Aufgabe 1)d), Blatt 8 und Aufgabe 7 von Blatt 9).
Zeigen Sie, dass der C(]a, b]) versehen mit dieser Norm nicht vollstdndig ist (betrachten sie hierzu

die Folge fy,(z) = 2").

Lésung: Die Definitheit der Norm folgt aus Aufgabe 1)d) von Blatt 8: Falls ndmlich || f|| = 0,

so folgt auch dass fab |f(z)|dx = 0 und aus der Stetigkeit von f somit f = 0 (dies ist i.A. nicht
wahr, wenn f nicht stetig ist!). Die Homogenitéat der Norm folgt direkt aus der Linearitdt des
Integrals. Um die Dreiecksungleichung zu sehen, seien f, g € C([a, b]) und betrachte (der Beweis
ist ahnlich wie der Beweis der Minkowski’schen Ungleichung fur || - ||2 auf RP).

b b b
I+l < / (@) + g(a)Pde < / (@) + (@)1 f@)]dz + / (@) + g(@)lg(@)]dz

< (o)’ (ot
([ v ssts) [inor)

wobei im letzten Schritt die Ungleichung aus der vorherigen Aufgabe verwendet haben. Daraus
folgt direkt die Aussage.

Sei || - [|2,q,) die Norm auf [a,b]. Um zu sehen, dass C([a,b]) mit dieser Norm nicht vollsténdig
ist nehmen wir ohne Einschrénkung an, dass a = 0 und b = 2. Sei f,,(z) = 2™ fir € [0,1) und
fn(x) = 1fiir z € [1,2] und alle n € N. Es ist leicht zu sehen, dass f, 0,1 beziiglich [|-[|2 0,1 gegen
die Nullfunktion auf [0, 1] konvergiert und — noch leichter — dass fy[[1 2) gegen die konstante 1-
Funktion auf [1, 2]. Da || fjo,1] H2 o, 11,2 [ J11,2] =113 0,27 1t auch (fn)nen eine Cauchyfolge
beziiglich [| - [|2,[0,2) und aufgrund der Eindeutigkeit von Grenzwerten ist f(z) =0 fiir z € [0,1)
und f(z) =1 fir x € [1,2] der einzig mogliche Grenzwert. Da f nicht stetig ist auf [0, 2] folgt,
dass der Raum nicht vollstandig sein kann.



