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Analysis II: I"Jbungsblatt 6

Aufgabe 1. (5 Punkte) Untersuchen Sie folgende Abbildung auf Stetigkeit
G U0 xR SR, (fy) >4 (

wobei C1([0,1]) x R mit der Summen-Norm

1) ()= .
H(yl Yo =lf 9"01([0,1])+|y1 Yol

versehen ist (hier ist C1([0, 1]) der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1], siehe
Blatt 4, Aufgabe 4), versehen mit der Norm || flc1 0.1y = [ flloo + [1f]lo0

Hinweis: Schreiben Sie G als Komposition G(f,y) = R(T(f),y) mit T(f) = f'(3).
Aufgabe 2. (5 Punkte) Sei (X, | -||) ein normierter Raum.

(a) Sei (2 )nen eine Cauchyfolge in X mit einer konvergenten Teilfolge. Zeigen Sie, dass auch
(zn)nen gegen denselben Grenzwert konvergiert,
d.h. Sie zeigen damit insbesondere die Konvergenz von (z,),en

(b) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind.
(1) X ist ein Banachraum
(2) Fir jede Folge (zn)nen mit Y o0 [lzn|| < oo gilt, dass ein # € X existiert mit
SNz, = a fiir N — oo.

Fiir die Richtung (2) == (1) betrachten Sie eine geeignete Teilfolge (zn, )ren einer
gegebenen Cauchyfolge (xy,)nen mit der Eigenschaft, dass fir alle k € N

Hx”k - x”k+1” < 2_k

(begriinden Sie warum es so ein Teilfolge gibt. Schlieffen Sie dann mit (2), dass die Folge
(Zivﬂ yk>k N mit Yy = Tn,,, — Tn, konvergiert. Benutzen Sie dies zusammen mit (a),
€

um die Konvergenz von (xn)neN 2u z€igen.

Wichtige Hinweise:
e Abgabe von Aufgaben 1 und 2 des Blattes bis Freitag, 16.11.2018, 14:00 Uhr, Brief-
kasten 110. Wichtig: Bitte Tackern Sie Ihre Blatter und schreiben Namen und

Matrikelnummer auf die erste Seite. Dieses Ubungsblatt soweit mogliche Korrekturen
finden Sie vorlaufig unter

https://www.math.uni-hamburg.de/home/schwenninger/ana2.html.




Achtung: Falls Sie eine der folgenden Préisenzaufg.:_iben in den Ubungen korrekt vorrechnen,
bekommen Sie pro Aufgabe 5 Bonuspunkte auf Thre Ubungsblattpunkte gutgeschrieben. Fiir die
Zusatzaufgaben konnen Sie bis zu 10 Punkte gutgeschrieben bekommen.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass folgende Mengen B C RP nicht zerlegbar sind.
(a) p=1,B=Q

(b) p:1,B:Qﬂ[O,1]

(c) p=2, B={(z,y) eR?2:0<2<1,0<y<1—2z} bzw. B ein beliebiges abgeschlossenes
Dreieck in R2.

(d) p=2, B=K.(0) = {(z,y) € R?: 22 + y? < r?}.
Hinweis: (c¢) und (d) betrachten Sie einen Punkt auf dem Rand.

Aufgabe 4. In der Vorlesung haben wir bisher nur Integrale iiber zerleghare Mengen betrachtet.
Um auch beispielsweise das Integral {iber einen Kreis zu berechnen, fithren wir folgenden Begriff
ein: Eine Menge M C RP heifit messbar, falls es einen abgeschlossenen Quader @ gibt, mit

MCQ und f(z)= { é - z Z%M ist integrierbar iiber Q.

Zeigen Sie, dass das Dreieck aus Aufgabe 3) messbar ist und argumentieren Sie, warum die
Mengen aus Aufgabe 3) (a) und (b) nicht messbar sind.

Hinweis: Um die Integrierbarkeit der Funktion f zu zeigen konstruieren Sie eine Folge von Treppenfunk-
tionen h, und g, mit g, < f < h, auf Q. Hierfir eignet sich im Beispiel des Dreiecks fiir h,, folgende
Zerlegung von @ = [0,1] x [0, 1]

Zn={[E, 5 x 0,1 - £]: k=0,...,n -1} U{[E, B x 1 - £ 1]: k=0,..,n—1}

n’> n n’ n’

und hn\[ﬁ k£l g k)= 1, hyl t..=0,k=0,.,n— 1. Definieren Sie entsprechend g, und

k
n 071_5] [;,7]X(1—E,1]
zeigen Sie, dass lim,,_, o fQ hy(2)dz = limy, o0 fQ gn(z)dz .

Aufgabe 5. Sei B zerlegbar und f, g : B — R integrierbar und A € R. Zeigen Sie (man beachte
die Analogie zu den Aussagen fiir Treppenfunktionen):

(1) f+ Ag ist integrierbar

(2) f<g = [pfl@)de < [pg(x)dx

(3) |f| ist integrierbar
Aufgabe 6. Untersuchen Sie mit Hilfe der bereits bekannten Theorie aus der Vorlesung, ob

folgende Funktionen f : B — R integrierbar sind und geben Sie gegebenenfalls das Integral an.
(1) B =[4,5), f(z) = 102,

1 yeQn(0,1] A xz € {0,1}
(2) B=[0,1] x [0,1] und f(z,y) =< -1 2€Qn0,1] A ye{0,1}
0 sonst



Aufgabe 7 (Zusatz). Wahlen Sie nach Ihrer Préferenz eine der Funktionen
f:00,1 = R,z — 22 oder ¢:[0,1] x [0,1] = R, (z,y) — x + 1%,

aus und zeigen Sie mittels oberen und unteren Integral, dass diese integrierbar auf [0, 1] bzw.
[0,1] x [0,1] ist. Geben Sie, die Flache bzw. das Volumen an, das f mit der x-Achse bzw. mit
der z — y-Ebene einschlief3t.

Hinweis: Gehen Sie fir f dazu folgendermafen vor (und adaptieren Sie entsprechend fir g).

e Flir festes n € N betrachten Zerlequng Z,, von [0,1] gegeben durch

Zpy={[E=L k) k=1,..,n}

n ’'n

und zwei Treppenfunktionen hy, gp : [0,1] = R auf Z,, mit

fiir alle y € (%, %)

e Berechnen Sie [, ) Hu(z)dz und [, hn(x)dz, wobei an die Formel

k= %n(n +1)(2n+1)
k=1

erinnert set.

e Zeigen Sie, dass die Integrale von H, und h, fir n — oo gegen den selben Wert konvergieren und
schlieflen Sie die Integrierbarkeit von f, sowie das Integral von f dber [0, 1].

Aufgabe 8 (Zusatz). Zeigen Sie mittels oberem und unterem Integral, dass alle Monome f(x) =
™, m € N, tiber [0, 1] integrierbar sind.

Hinweis: Wdahlen Sie wieder Zerlequngen Z, von [0,1] durch Intervalle mit Linge % und bestimmen Sie
geeignete Treppenfunktionen h,, g, mit g, < f < hy, mit lim,,_, s fB hn(z)dz = limy, o0 gn(z)dx.

Aufgabe 9 (Zusatz). Zeigen Sie, dass der Kreis aus Aufgabe 3) messbar ist (im Sinne der
Definition aus Aufgabe 4).

Hinweis: Verfahren Sie dhnlich wie in Aufgabe 4. Denken Sie daran, dass Sie “nur” eine (Teil-)Folge von
Treppenfunktionen h,,, g, finden missen so dass

lim [ hyp(x)de = lim [ g,(z)dz

n—oo n—oo
Q Q

und beachten Sie auch, dass Sie diese Grenzwerte dazu nicht explizit bestimmen miissen. Es sei auch an
den Satz von Bolzano—Weierstraf§ erinnert.



