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Analysis 1I: I"Jbungsblatt 15

Beim vorliegenden Blatt handelt es sich um ein Bonusblatt. Es sind moglichst viele verschiedene
Aufgaben angegeben. Sie haben die Auswahl.

Aufgabe 1. Gegeben seien die Funktionen

fRP=R: f(z,y) =y,
g:RZSR: g(z,y) =22 +49° — 2.

(1) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Extrema von f unter der Nebenbedingung g(x,y) =0
(Nutzen Sie die notwendige Bedingung der Lagrange-Multiplikatoren und argumentieren warum
bzw. welche der Kandidaten-Punkte tatsichlich Extremwerte sind)

(2) (2 Punkte) Bestimmen Sie die alle Extremstellen von f in der abgeschlossenen Menge
D, die durch die Punkte (z,y) mit g(x,y) = 0 umrandet ist.
(zur Veranschaulichung iiberlege man sich welche geometrische Form {(z,y) € R?: g(x,y) = 0}
hat.

(3) (2 Punkte) Berechnen Sie das Mafl der Menge D aus (2) und das Volumen der Funktion
iber D.

Aufgabe 2. (3 Punkte) In dieser Aufgabe betrachten wir Vektoren in R*, die wir folgender-
maflen scheiben

(X7Y) = (531,332,191792) S R4~

Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes {iber implizite Funktionen, dass man das folgende Gleichungs-
system lokal um

(X0> YO) = (07 1,4, 9)
nach y auflésen kann und bestimmen Sie die Gradienten von y; und ys (aufgefasst als Funktionen
von x) an xo = (0,1):
T4+ 20—y —ys +96=0
—af —xa+5y1 —y2 — 10 =0

Aufgabe 3 (Der Umkehrsatz und Folgerungen). Man betrachte eine stetig differenzierbare
Funktion f : D C RP — RP, wobei D offen ist, und a € D so dass df(a) invertierbar ist!.

(1) (2 Punkte) Nach dem Umkehrsatz (Vorlesung 25.11.) gibt es offene Mengen O und V' um
a bzw. um f(a) so dass f|p : O — V bijektiv ist. Zeigen Sie, dass fiir die Umkehrfunktion
g:V — O gilt, dass

-1
Aol = @6 b (@) = | Gw)]

(Rekapitulieren Sie den Beweis des Satzes und nutzen Sie die Figenschaft iber die Ableitung der
impliziten Funktion).

Yozw. dquivalent dazu, dass %(a) eine invertierbare Matrix ist.



(2) (2 Punkte) Sei zusitzlich df(a) invertierbar fiir alle a € D. Zeigen Sie, dass f(D) eine
offene Menge ist. Geben Sie auch ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 4. (3 Punkte) Betrachten Sie die Polarkoordinaten-Abbildung

T:D = (0,00) x (0,27) — B2 : (;) . (TCOS¢>.

r sin ¢

(1) Bestimmen Sie das Bild T'(D).
(2) Geben Sie an, an welchen Punkten in D die Funktion lokal eindeutig umkehrbar ist.

(3) Zeigen Sie, dass T': D — T'(D) ein Diffeomorphimus ist, d.h. dass D und T'(D) offen sind,
T : D — T(D) bijektiv sowie T und T~ stetig differenzierbar.
(Hinweis: Umkehrsatz und Aufgabe 3)

Aufgabe 5. (3 Punkte) Betrachten Sie den Banachraum V' = C([0,1]) aller stetigen Funk-
tionen f : [0,1] — R versehen mit der Supremumsnorm || f|ec = sup{|f(z)| : = € [0,1]}. Zeigen
Sie, dass die Abbildung

V=V, (®f)(zx)= 1+/xt2f(t)dt,
0

genau einen Fixpunkt in V' hat.
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