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Analysis II: Ubungsblatt 12 (Bonus)

Das vorliegende Blatt wird als Bonus gewertet, d.h., jeder erreichte Punkt wird als Bonuspunkt
gewertet, und soll auch zur Wiederholung des Stoffes dienen. Es wird in weiterer Folge noch
Bldtter 13 und 14 geben sowie ein weiteres Bonusblatt 15.

Anpassung: Man beachte die Anderung bzgl. der Extremwerte in der Aufgabe.

Aufgabe 1. (10 Bonuspunkte)

flz,y) = ¢ 22+ 92

Untersuchen Sie die Funktion auf

(1) Stetigkeit (2P.)

(2) Integrierbarkeit auf der Menge [—m, 1] x [0, 2] (1P.),

(3) partielle Differenzierbarkeit; geben Sie gegebenenfalls die partiellen Ableitungen an (1P.),
(4) totale Differenzierbarkeit; geben Sie gegebenenfalls die Jacobi-Matrix an (1P.),

(5) zweimalige stetige partielle Differenzierbarkeit (1P.).

Bestimmen Sie alle lokalen Minimastellen von f !. Verwenden hierzu, dass diese Punkte
fiir eine partiell differenzierbare Funktion nur dort auftreten konnen, an denen der Gradient
grad f von f verschwindet (1P.). Berechnen Sie auerdem

(7) das Integral f[073}x[0,3] f(z,y)d(z,y) (1P.).

Hinweis: Sie kénnen die Stetigkeit in (1) auch mittels der anderen Punkte argumentieren.

Wiederholen Sie die Untersuchungen von (3)-(5) fiir folgende Funktion (2P.)

22 2
fla,y) = sm(:n;_—ggﬂ) (z,y) # (0,0),
O’ (I7y) = (0,0)

Wichtige Hinweise: Abgabe des Blattes bis

Freitag, 11.1.2019, 14:00 Uhr, Briefkasten 110.

Bitte Tackern Sie Ihre Blatter und schreiben Namen und Matrikelnummer auf die erste Seite.
Das Blatt sowie mogliche Korrekturen finden Sie unter
https://www.math.uni-hamburg.de/home/schwenninger/ana2.html.

'Fiir eine Funktion g : D C X — R heifit x € D lokale Minimalstelle mit lokalem Minimum f(x) falls ein
€ > 0 existiert so dass f(x) < f(y) fir alle y € B:(y).



Lisung: Die Funktion ist stetig an (0,0) da wegen [2zy| < 22 4 32,

[f(z,y)] <

fiir alle (z,y) € R? (es wiirde geniigen, wenn dies nur auf einer Kugel um (0, 0) richtig wiire) und
somit lim, )0 f(7,y) = 0, und stetig an allen anderen Punkte aus Verkniipfung von stetigen
Funktionen. Damit ist die Funktion auch integrierbar auf jedem kompakten Quader 2.

Die partiellen Ableitungen an (x,y) # (0,0) sind

of 2zy% (22 + y?) — 22392 22y of 22y
7(‘T7y): D) 2\2 = B o\2 7($,y): 2 2)2°
Ox (z2 +y?) (2 +9y?)*" Oy (z2 +y?)

Weiters erhélt man %(0, 0)=0= 3—5(0, 0) wegen limy_,o +(f(2,0)—0) = 0 = lim;_,o 2(£(0,¢)—0).
Als Verkniipfung stetiger Funktionen sind die partiellen Ableitungen

(@) GHn) (5) = ()

stetig and (z,y) # (0,0). Am Punkt (0,0) sind diese auch stetig, da mit einer dhnlichen Argu-
mentation wie oben,

o o 4 2 2\2
aif@’y)—ai@’o)" 2yt _ fal@? +y?)

(azﬂ?o
2+ y2)2 = (22 +42)2

0

< ||

und

N |

|ty ly| (2 + y?)?
p— <

(2 +92)? = (2*+y?)?
Daraus folgt, Satz 3.11, dass die Funktions stetig (total) differenzierbar ist (an jedem Punkt).

Um die zweimalige stetige partielle Differenzierbarkeit zu untersuchen berechnen wir fiir (x,y) #
(0,0)

<yl "0,

o0 f

B 2y4(x2 + y2)2 . 8x2y4(x2 + yz) B 2y4(x2 + yz) . 8x2y4 B 2y6 . 6x2y4
%(ﬁfay) =

(22 4 y2)* B (22 + )3 (@24 y?)?

sowie %(0,0) = limy_, %(%(t,O) — %(0, 0)) =0. Da %(0, y) = 2 fir y # 0 fogt, dass
o0 f
(x,y) = %(LU, y)
nicht stetig an (0,0) ist. Somit ist f an (0,0) nicht zweimal stetig differenzierbar.
Die anderen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind

ﬁ(m )= 224 (2 + y2)? — 8ty (22 + ¢?) _ 224 (a2 + y?) — 8arty? _ 225 — Gty

2y (22 + y2)4 (22 + y2)3 (22 + 2)3
OF (4 = B+ 0 —8ay?(@® +97) _ 8o (@® +y7) —8ay® _ 8a%y)
ayax ? (.73‘2 + y2)4 (CC2 + y2)3 (.73‘2 + y2)3
0% f (z.4) = 823y (22 + y?)? — 825y (2% + ?) _ 823y (22 + y?) — 80y _ 8z3y3
dzdy (22 4 y2)* (24 92)3 (x2 4 92)3

An allen Punkten verschieden von 0 existieren die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung und
diese sind stetig. Die Punkte (z,y) an denen der Gradient von f verschwindet sind genau jene
fiir die gilt, dass entweder x oder y gleich 0 sind. Dies sind alle m&glichen lokalen Extremstellen.

2Man beachte, dass falls die Funktion nicht stetig wire, so folgt daraus noch nicht, dass f nicht integrierbar
ist



Da an diesen Stellen f(x,y) = 0 und f > 0 folgt direkt, dass es sich um lokale (und sogar
globale) Minima handelt. Man beachte, dass hier eine Argumentation iiber die Hesse-Matrix
nicht moglich ist — weder im Fall (x,y) = (0,0) noch an allen anderen Punkten an denen der
Gradient gleich 0 ist, siehe Aufgabe 2. Man beachte auch, dass es sich um keine strikten Minima
handelt.

Um das Integral zu berechnen nutzen wir den Satz von Fubini, der aufgrund der Stetigkeit der
Funktion f anwendbar ist. Somit gilt

3 3 3 ) 3 2
flx,y)d(x,y :/ / flx,y da:dy:/ Y / ——dzdy.
/[0,3}x[0,3} (. g)d(z.9) 0o Jo (=.9) 0 0 T+ y?

Das innere Integral ldsst sich folgendermaflen berechnen, y > 0:

3 2 3 9 3
v Yy T =yu y 1 (3)

——dx = l—-—=—"—=dz = =3 - du=3-— t 3)
/0 902-1-?/2 v /0 1‘2+y2 t ‘dm:ydu /0 u2+1y U y arctan v

Es bleibt also noch das duflere Integral zu bestimmen,

3 13 3 3 3
/ / f(z,y)dzdy = / y*(3 — y arctan (3))dy = / 3y?dy — / y? arctan(2)dy.
o Jo 0 Y 0 0 Y

Man beachte, dass lim,_0y> arctan(%) = 0, weshalb zweite Integral existiert, und mit Hilfe von

partieller Integration erhalten wir wegen % arctan(;) =10z +1y2, dass
3 4 3,4
3 1 ) 1v/3 Yy 1
/0 ) arctan(g)dy = Z arctan(i) 0— ; Z T y2
B 34 arctan(%) 1 /3 5 y? 1
- 4 4 Jo Y1 +y? Y

3tarctan(y) 1 (% , 3 1
e VA d 1 d
1 4/0 Y y+/0 T+ 2

34 t 1 1
- arzan(?’) — 15 13 —arctan(3).

Insgesamt ergibt sich

3 r3 3 3 34 arctan(L 1
/ / flz,y)dzdy = / 3y?dy — / y? arctan(2)dy = 27 — M + — — 3 +arctan(3).
0 Jo 0 0 Y 4 12

Bei der zweiten Funktion sieht man leicht, dass lim,_,o f(z,0) = 1, womit die Funktion an (0, 0)
nicht stetig ist. Genauso sieht man, dass lim, g i(f(ac,O) —0) = lim, 4 .7 nicht existiert,
womit f an (0,0) nicht partiell differenzierbar ist und somit weder total differenzierbar noch zwei-
mal stetig partiell differenzierbar. An allen anderen Punkten ist die Funktion als Verkniipfung

von beliebig oft differenzierbaren Funktionen zweimal stetig partiell differenzierbar.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die Hesse-Matrix von f aus Aufgabe 1 an allen Stellen (x,y) € R
Uberpriifen Sie diese auf Definitheit (positiv/negativ (semi-)definit bzw. indefinit) und diskutie-
ren Sie den Zusammenhang Threr Ergebnisse mit den in Aufgabe 1) berechneten Extremwerten.

Lésung: Mit Hilfe der berechneten zweiten partiellen Ableitungen ergibt sich fiir x, y ungleich 0

Hess f(0,y) = (3 8)

Hess f(z,0) = <8 (2)>



woraus folgt, dass beide Matrizen positive semidefinit sind. Dies gibt keinen Aufschluss auf
Extrema. Fiir den Punkt 0 erhalten wir die Nullmatrix und somit auch keinerlei Aufschluss tiber
die Extremstellen. Dies zeigt, dass die hinreichende Bedingung fiir Extremstellen (Vorlesung am
16.11., siehe auch die Informationen auf Blatt 13) oft nicht anwendbar sind. Dagegen lasst
sich durch Untersuchung der Funktion selbst — wie in Aufgabe 1 beschrieben — oftmals einfach
herausfinden, ob kritische Punkte (d.h. an denen der Gradient verschwindet) Extremstellen sind.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie das 2-te Taylorpolynom 75 x f der Funktion
f:R? R, (z,y) — e®y% + cos(y) arctan(x)
an der Anschlussstelle x = 0 an.

Lésung: Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion existieren (an allen Punkten),
da die Funktion die Verkniipfung (belieg oft) differenzierbaren Funktionen in x und y ist. Die
partiellen Ableitungen sind auch stetig und die Funktion damit zweimal stetig differenzierbar.
Es ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen

DO f(x) = e®y? + ioi(y; DOV f(x) = 62y — sin(y) arctan(z).
x

sowie

2x cos(y)

m) D(l,l)f(x) — e;p2y bln(y) D(O,Q)f(x) — 2€x—COS(y) arctan(x).
x

2,0 .z, 2
D( )f(x)—ey— 1+ T 2

Damit erhalten wir D10 £(0) = 1, DO £(0) = 0, D0 f(0) = 0, DLV £(0) = 0, DO f(0) =
2 und somit

1 1
Tyof(r,y)= D, —D"f(0,002"y* =z + 2" =z +y?
jaf<2

Aufgabe 4 (Anwendung der Kettenregel). Zeigen Sie Korollar 3.19 aus der Vorlesung, welches
Folgendes besagt:

Seien f: Dy CRP — R und ¢ : Dy € R™ — RP total differenzierbare Funktionen
und ¢(Dy) C Dy. Dann gilt, dass f o ¢ total differenzierbar ist und

Aie0) i—f D) = (grad f(6(0)" A0, te Dyi€ {1.pk
ox ot;

Lésung: Die Kettenregel besagt, dass f o ¢ total differenzierbar ist und dass

d(f o @)(t) = df(4(t)) o do(t),

wobei wir daran erinnern, dass d¢(t) € L(R™,RP) und df(¢(t)) € L(RP,R). Aus den Eigen-
schaften des total Differentials (Satz 3.10) wissen wir, dass fiir die partiellen Ableitungen

a(fod) 0¢ of B |
ot; oz, () = (do(t))(e;) und %W(t))—dfw(t))(e])

(t) = (d(f o ¢)(t))(es),



gilt?. AuBerdem kénnen wir ¢(t) = Z?:l ¢;(t)e; schreiben. Daraus folgt, dass

O(f )
ot

(6) = (A(f 0 9)(&))(ei) = (AF((8)) o do(t)) (<)
— dF(6(1)) (d6(8)(e:)) = dF((t)) (%t))

ot;
) <Zf:1 §Z<t>ej>

=3 (df(éf)(t)(ei))gf:(t)

=Y g

1=

wobei die vorletzte Gleichung aus der Linearitét des totalen Differentials folgt.

3man beachte, dass in dieser Zeile e;, der i-te kanonische Basisvektor, in R™ wohingegen e; € R”.
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