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Analysis 1I: ["Jbungsblatt 1

Bemerkung: Das vorliegende Blatt beschaftigt sich mit Beispielen fir metrische Raume
und den dazugehorigen Konvergenzbegriff fir Folgen. Die mit (*) markierten Aufgaben
sind als Zusatzaufgaben zu verstehen.

Aufgabe 1. A) Sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass eine Abbildung d : X x X — R
mit folgenden Eigenschaften eine Metrik auf X definiert. Fiir alle x, y, z € X gilt:

(M1’) d(z,y) = 0 genau dann wenn x = y.
(M2) d(z,y) = d(y, =),
(M3) d(x, 2) < d(z,y) + d(y, 2)

B) Seien (X;,d;) metrische Ridume fiir i = 1,2. Zeigen Sie, dass fiir folgende Mengen
Y und Abbildungen d auch (Y, d) ein metrischer Raum ist.
e Y C Xy, d= d1|y xy definiert durch dlyxy : Y XY = R, (z,y) — di(x,y)
- da,
oY = le d(.ﬁC,y) = 1+(dx(mz‘<)y)
o YV =X x Xy, d(x,y) = d(z1,y1) + do(x2,y2) wobei x = (z1,22) und y =

(y1,2)-

C) Bestimmen Sie, ob in den folgenden Fillen d eine Metrik auf X ist .
(a) X beliebige Menge, d(x,y) = |f(z) — f(y)| mit f: X — R injektiv

(b) X =R d(z,y) = o1 — | fiir alle (z1,2), (y1,92) € R?

(c) X ={z€C: |z| =1}, d(z1, 22) = |arg(z1) — arg(z2)| ‘
wobei arg(z) der eindeutig bestimmte Winkel ¢ in [0, 27) ist so dass z = e/?
ist (siehe Polarkoordinaten in Ana I).

Aufgabe 2. Betrachten Sie X = R und d(z,y) = |f(z) — f(y)| wobei f(z) = e ".
Zeigen Sie, dass (X, d) kein vollstandiger metrischer Raum ist.

Hinweis: Ein metrischer Raum (X, d) ist nach Definition vollstindig, falls jede Cauchy-
folge in (X, d) konvergent ist, d.h. ein Grenzwert existiert.

Aufgabe 3. Sei X eine Menge versehen mit der diskreten Metrik dg, d.h.

|0 fallsx=y
dO(m’y)_{ 1 falls z #y

Zeigen Sie, dass (X, dy) ein metrischer Raum ist und geben Sie alle konvergenten Folgen
in (X,do) an. Weiters charakterisieren Sie die offenen und abgeschlossenen e-Kugeln
B (x) fiir alle z € X und € > 0.



Aufgabe 4. Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir metrische Raume (X, d):

(a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge
(b) Jede Cauchyfolge ist beschrdinkt, d.h.,

(zn)nen Cauchyfolge in (X,d) = (JyeX,r>0neN: d(z,,y)<r)

Aufgabe 5. Sei X = C[0,1] = {f : [0, 1] — R| f stetig} und d(f, g) = supyejo,1) | f(2)—
g(x)|. Zeigen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist. Ist die Folge (fy)nen definiert
durch

folz) = "y, ze [0, 1]
eine Cauchyfolge in (X,d)? Ist (X, d) vollstindig!?

Aufgabe 6 (*). Sei d eine Metrik auf X = R2. Sei dp : X x X — R folgendermaflen
definiert:

dp(z,y) = d(z,y) es existiert A € R so, dass Az = y oder z = \y
PREYIZ d(x,0) +d(0,y) sonst

(a) Zeigen Sie, dass (R?,dp) ein metrischer Raum ist.

(b) Skizzieren Sie die abgeschlossenen e-Kugeln K (z¢) = {z € X : d(z,x9) < e} fiir
zo = (0,0) und € =1 bzw. o = (1,1) und € = 2.

Aufgabe 7 (*). Sei Z die Menge aller Folgen a = (ay)nen von reellen Zahlen, sodass
die Reihe 27, |a,|? konvergiert. Zeigen Sie, dass Z zusammen mit der Abbildung

1
00 2
d:ZxZ =R, ((an)nen, (bn)nen) — (Z \a, — bﬂ)
n=1

einen metrischen Raum (Z, d) definiert.

Hinweis: Sie kénnen Satz 1.8 aus der Vorlesung verwenden und eine entsprechende
Version fiir den vorliegenden Fall beweisen.

Bemerkung: Der Raum Z wird oft auch mit £2(N) oder £2(N;R) bezeichnet.

Wichtige Hinweise:

o Fir das erste Ubungsblatt gibt es keine Abgaben. Die Aufgaben werden in der Woche
15.10. bis 19.10. in den Tutorien besprochen. Dieses Ubungsblatt soweit mogliche Kor-
rekturen finden Sie vorldufig unter

https://www.math.uni-hamburg.de/home/schwenninger/ana2.html.

(die Webadresse wird sich fir zukiinftige Blatter noch dndern)

!definiert im Hinweis zu Aufgabe 2



