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Einleitende Bemerkungen

Die vorliegenden Aufzeichnungen zur Vorlesung Analysis IT im Wintersemester 2018/19 an
der Bergischen Universitidt Wuppertal sind als Ergédnzung zum Besuch der Vorlesung vorge-
sehen. Diese beinhalten neben dem in der Vorlesung behandelten Stoff auch weiterfithrende
Kommentare, die meist nur miindlich erwéhnt wurden.

Es sei betont, dass diese Notizen geringfiigig von dem in der Vorlesung prisentierten (und ins-
besondere angeschriebenen) Inhalt abweichen kénnen, bzw. auch ein wenig dariiber hinaus
gehen. Unter anderem sind mehrere im Ubungsbetrieb erarbeiteten Aufgaben in den Bei-
spielen miteingebunden und einige der in der Vorlesung nur angeschnittenen Beweise werden
hier detailliert behandelt. Andererseits sind ein paar wenige Beweise, die in der Vorlesung
besprochen wurden, hier (noch) nicht aufgefithrt. Wie schon wihrend der Vorlesung, habe ich
mir es auch in diesen Notizen nicht nehmen lassen, den einen oder anderen weiterfithrenden
Kommentar einzufiigen, der gerade den interessierten LeserInnen als Ausblick fiir den hier
nicht behandelten Stoff dienen soll — Sie moégen mir diese Gedankenstriche nachsehen.

Daneben gibt es mehrere Randnotizen an jenen Stellen, an denen diverse Unklarheiten im
Anschluss an die Vorlesung entstanden waren und ich Thre Fragen damit auch detaillierter
beantworten mdochte. Ich habe mir Miihe gegeben, die Argumentation hier ausfiihrlicher zu
gestalten. Was die Nummerierungen betrifft, so weicht — trotz meiner Bemiihungen dies so
gering wie nur moglich zu halten — dieses Skriptum geringfiigig von der Vorlesung ab.

An dieser Stelle méchte ich mich sehr herzlich bei Charlotte und Klaus-Michael Béatzel bedan-
ken, die nicht nur einen Grofiteil des Skriptums sorgfiltig korrekturgelesen haben, sondern
auch einige Teil ihrer Mitschrift selbst getippt und mir dankenswerterweise zur Verfiigung
gestellt haben. Dariiberhinaus gehen auch sédmtliche der hier abgebildeten Bilder und Vi-
sualisierungenE] auf Herrn Bétzel zuriick. Diese stellen eine schéne Erweiterungen zu den in
der Vorlesung besprochenen Skizzen dar. Ein weitere Vorteil ist, dass Herr Bétzel diese Bil-
der auch iiber die 6ffentlich zugénglichen Materialien der GeoGebra Community online zur
Verfiigung stellt: Sie finden diese unter

https://www.geogebra.org/search/kbaetzel

und konnen hier auch selbst mit den Parametern “herumspielen”. Ich kann dies warmstens
empfehlen. Bei Fragen und Anregungen zu diesen Materialien kénnen Sie Klaus-Michael
Biétzel mit Hilfe der Nummer 1247307 und der entsprechenden Email-Endung der Uni kon-
taktieren.

Nichtsdestotrotz wird auch in dieser Version noch der ein oder andere (Tipp-)Fehler enthalten
sein. Sehr gerne kénnen Sie mich per Email auf solche aufmerksam machen. Ich werde mich
bemiihen den Text laufend zu ergidnzen. Eine aktuelle Version des Skriptums ist hier zu
finden

https://www.math.uni-hamburg.de/home/schwenninger/ana2.html

Felix Schwenninger Wuppertal/Hamburg, 18. Mérz 2019

!Diese wurden mit GeoGebra erstellt.


https://www.geogebra.org/search/kbaetzel
https://www.math.uni-hamburg.de/home/schwenninger/ana2.html
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Kapitel 1

Metrische Raume

1.1 Grundlagen

Inhaltlich beschéftigt sich die Vorlesung Analysis II mit Funktionen in mehreren Verdnderlichen.
Obwohl diese Veréanderlichen in der Mehrzahl der praktischen Anwendungen reelle oder kom-
plexe Zahlen sind, werden moglichst viele Erkenntnisse hier so formuliert, dass sie auch in
allgemeineren Rédumen als dem RP oder C? gelten. Die erste Verallgemeinerung besteht dar-
in, Rdume zu betrachten, in denen man Abstinde und Ldngen messen kann — sogenannte
metrische Raume. Es geht aber in diesem Zusammenhang nicht nur um ein Messen, sondern
auch um die Verallgemeinerung von Begriffen wie beispielsweise der Konvergenz einer Folge:
So definiert man in der Analysis I fiir reelle (bzw. komplexe) Zahlen a,ay, as, ...,

FEine Folge (ap)nen konvergiert gegen a genau dann, wenn

Ve >03dN eNYn >N |a, —a| <e.

Da die Folgenglieder und der Grenzwert a reelle Zahlen sind, ist klar, was damit gemeint
ist, dass der Abstand “kleiner als €” wird. Sind dagegen die Folgenglieder aus “beliebigen”
Mengen, so ist ein Abstandsbegriff wie in R nicht mehr zwangsléufig gegeben. Dies fithrt zu

Definition 1.1 (Metrik; metrischer Raum). Sei X eine Menge und d : X x X — R eine
Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(M1) Va,y € X d(z,y) > 0 und d(z,y) =0z =y

(M2) Vx,y € X d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(M3) Vx,y,z € X d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
Dann heifit d Metrik auf X und (X, d) metrischer Raum.
Beispiel 1.2.

(a) X =R mit d(z,y) = |x — y| ist ein metrischer Raum.

(b) X =C mit d(z,y) = |z — y| ist ein metrischer Raum.

Die Dreiecksungleichung der Metriken in (a) und (b) stimmt mit der bereits bekannten Drei-
ecksungleichung in R bzw. C dberein. Diese Metriken bezeichnen wir auch als die Standard-
Metrik auf R bzw. C. Ab nun gilt die Konvention, dass immer die Standard-Metrik gemeint
ist, falls wir keine konkrete Metrik auf (einer Teilmenge) R bzw. C angeben.
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Fiir den Beweis der Dreiecksungleichung in den folgenden Beispielen (c) und (d) sei auf die
nachfolgende Proposition [1.3 verwiesen.

(¢c) X=RP, peN,p>1,
P 3
(S )
=1

ist auch ein metrischer Raum. Die Metrik wird euklidische Metrik genannt.

(d) X = CP = R?. Wihlt man dy formal wie in Beispiel (c¢), so kann man diese Metrik
auch als da(z,y) = d(f(x), f(y)) mit f : CP — R* und

Re Z1
Z1 :
Rez
. '_> P
Im z;
Zp
Im z,

definieren. Dies stimmt aber offensichtlich mit der wértlich selben Definition wie in (c)
iberein, wenn man den Absolutbetrag in R durch den Absolutbetrag in C ersetzt.

Bevor die Beispiele 1.2. (¢) und (d) genauer behandelt werden konnen, gilt es, zwei Unglei-
chungen zu formulieren und zu beweisen.

Proposition 1.3 (Cauchy—Schwarzsche und Minkowskische Ungleichung).

Seien a1, ...,ap,b1,...,b, € R. Dann gelten:
1 1
p p 2 p 2
(1) Zaibi < (Z ai2> . (Z bi2> (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)
i=1 i=1 i=1

1 1 1
p 2 p 2 p 3
(2) (Z a; + b;) > < (Z ai2> + (Z bﬂ) (Minkowskische Ungleichung)
i=1 i=1 i=1

Beweis. Seien a = (a;)t_; , b = (bj)t_; und (a,b) = >°F_; a;b; das Standardskalarprodukt.

Mit dieser Produktschreibweise nimmt die erste Ungleichung die Gestalt (a,b) < (a, a}é
1

(b,b)2 an.

(1) Zunéchst sei erwéhnt, dass das Standardskalarprodukt in beiden Komponenten linear
und auch symmetrisch ({(a,b) = (b, a)) ist. Deshalb gilt

0 <{a+ Ab,a+ Ab) = (a,a+ \b) + X (b, a + \b) = (a,a) + X {a,b) + \* (b,b) + \ (b, a)
= (a,a) + A? (b,b) + 2\ (a, b)

Fiir (b,b) # 0 wéhle man jetzt A = <<b ; Dann lisst sich der Term zu

(a,0)* (0, b) {a,b)”
S T S Y MR Y
2
= 0< (@a) - GO = @0 < @ 00) = (@) < (0000}
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weiter umformen. Fiir den Fall (b, b) = 0 ist b = 0 und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
ebenfalls erfiillt.

(2) Es gilt
p p
(Z a; + b;) > > (ai+b;) az—l—z a; + b;)
i=1 i=1
1 1 1
auc chwarz p p 2 P 2 P 2
o <Z (a; + b;) ) (Zaz>2+<Z(ai+bi)2)2<zbi2>27

1=1

1
P 3
woraus nach Division durch (Z (a; + b,-)2> folgt, dass
i=1

(Srecror) =(Ee) + (5]

KOMMENTAR: Die Cauchy—Schwarz-Ungleichung fiir komplexe Zahlen a,b € CP lautet

[{a,b)| < (a,a)(b,b)%,

wobei hier analog zum Beweis von Proposition u 1.3| die Skalarproduktschreibweise (a,b) = >"%_, a;b;
verwendet erdﬂ Offensichtlich verallgemeinert diese Ungleichung den reellen Fall aus Proposition
und ldsst sich vollig analog beweisen. Ein alternativer Beweis kann mit Hilfe von Determinanten
gegeben werden: Betrachtet man fiir a,b € CP die symmetrische 2 x 2-Matrix
4o (@d) @b _ (wa) (b

(a,b)  (b,b) (b,a) (b;0))”
so sieht man durch Ausmultiplizieren, dass v Av > 0 fiir alle v € C? ist, wobei v hier den konjugiert
transponierten Vektor bezeichnet. Die Matrix A is demnach nicht negativ semidefinit, woraus mit

dem Hauptminorenkriterium aus der Linearen Algebra folgt, dass die Determinante von A grofer
oder gleich 0 ist:

det(A) = (a,a) - (b,b) — |{a,b)|* > 0.

Fiir die in Beispiel 1.2 (¢) und (d) eingefiihrte do-Norm gilt nun mit der Minkowskischen
Ungleichung, dass

N

p % p
(Z “TZ - Zi|2> = Z:: —Yit+Yi — 2

i=1 =iag :bl

P 3 P 3
(Z\% —yz'|2> + (Z\yi —Zi\2>
i=1 =1

Also ist fiir do auch die Dreiecksungleichung erfiillt. Diese Metrik heifit die euklidische Metrik

IA

!Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt allgemein fiir Vektorrdume iiber R bzw. C mit einem Skalarprodukt.
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Beispiel 1.4 (Fortsetzung von Beispiel 1.2.).

(e) Zu jeder Menge X gibt es eine Metrik, die sogenannte diskrete Metrik. Sie ist durch

0 =
do(ﬁ,y) ::{ 1 Y

sonst

festgelegt.

(f) Fir X = RP oder X = CP heif§t doo(z,y) := max{|z1 —y1],....,|zp — yp|} die Mazi-
mumsmetrik.

(9) Auf X = RP oder X = CP kann man neben den bisher aufgefiihrten Metriken auch die

1-Metrik durch
P

di(w,y) =Y |wi — il

i=1

definieren. Die folgende Abbildung[1.1] zeigt warum sie auch New-York- oder Manhattan-
Metrik genannt wird.

° 1 I I I I 1 1 1 1
1 I I I I I 1 g !

S A T T (Y BN IRDI P D U
1 I I I I 1 ] I
1 I I I I 1 1 I

e I R e i s il R st
1 I I I I 1 1 I
| I I I I | | I

ks Ml il Bl fentin T T -TroT
1 o I I 1 1 I

S AP T " TR IUUE AU DU N B
1 ] I I I 1 1 ) I
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 1.1: Weg von A nach B der Lénge 9 in der Manhattan-Metrik.

(9) * Allgemeiner kann man fir q € [1,00) auf RP oder CP die Metrik

P g
R S
i=1

definieren. Fiir den Beweis der Dreiecksungleichung ist allerdings eine Verallgemeinerung der
Cauchy-Schwarz Ungleichung von Néten, die Hﬁlder-Ungleichundﬂ

(h) Weitere Beispiele sind auf dem Ubungsblatt 1 zu finden. Insbesondere sei betont, dass
fiir einen metrischen Raum (X,d) auch jede Teilmenge Y C X zusammen mit der
Einschrinkung d|y xy von d auf Y XY einen metrischen Teilraum definiert.

Wie man anhand der diskreten Metrik bzw. der Metrik auf Teilrdumen, Beispiel (h) sieht,
benétigt man fiir die Definition eines metrischen Raumes keinerlei algebraische Struktur,
wie beispielsweise eine Vektorraumstruktur. In Abschnitt werden wir allerdings spezielle
metrische Rdume kennenlernen — sogenannte normierte Rdume — bei denen dies sehr wohl
eine solche Struktur gegeben ist.

1
7

(S )

Q=

2Fiir aq,...ap,b1,..,b, € C und % + % =1gilt 3P Jabi| < (38, |ai]?)

8
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Mit Hilfe der Metrik kann der Begriff der Konvergenz einer Folge analog zu Folgen von reellen
Zahlen definiert werden. Es sei daran erinnert, dass eine Folge (2, )nen in X nichts anderes
als eine Funktion von N nach X ist, also

N—= X n— xz,.

Alternativ kann man eine Folge auch als Familie verstehen. Manchmal schreiben wir auch
“(2n)nen € X7, wenn wir sagen wollen, dass es sich um eine Folge in X handeltﬂ

Definition 1.5 (Konvergenz einer Folge in einem metrischen Raum). Sei (X,d) ein metri-
scher Raum und x € X. Eine Folge (), cy in X konvergiert gegen (den Grenzwert)

x genau dann, wenn
Ve > 03N e NVn > N : d(zp,x) < e. (1.1)

Man schreibt hierfiir

(zn) N oder Tn = (N — 00),
bzw. lim,_, o T, wenn klar ist, welche Metrik d gemeint isﬁ.

Bemerkung 1.6. Die Konvergenz einer Folge im metrischen Raum ldsst sich einfach durch
die Konvergenz in R mit der Standard-Metrik charakterisieren.

(@0) S 2 < (d(@n,)),cy = 0.

Beweis: Es sei ap, := d(xp,x). “ = -Richtung”: Dann folgt aus (xy) 4 x, dass Ve >
03N e NVn > N a, <e. Dies bedeutet, dass (ay) eine Nullfolge ist.

“<= -Richtung”: Weil (ay,) eine Nullfolge ist, gilt (1.1)), also (zy) 94 g
Bemerkung 1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)nen eine Folge in X. Dann gilt

(1) (2n),en hat hochstens einen Grenzwert.
(i) (xn) 4o (Tntk) 4y fiir beliebiges k € N.

(iii) Wenn (xy,) 4 x, dann konvergieren auch alle Teilfolgen (zn, ) oy gegen .

(1v) (Tn)nen konvergiert genau dann wenn jedeTeilfolge (xy, )ken eine konvergente Teilfolge
hat.

Diese Behauptungen folgen sofort aus Bemerkung und den Resultaten fiir Folgen von
reellen Zahlen aus der Analysis I.

Definition 1.8 (Cauchy-Folge). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge in X heifit
Cauchy-Folge (CF) genau dann, wenn

Ve >03IN € NgVn,m >N  d(zp,zm) < €.

Beispiel 1.9.

3Es sei hier betont, dass dies eine Notation ist und nicht bedeutet, dass eine Folge eine Menge ist! Vielmehr
ist die Menge der Folgenglieder eine Teilmenge von X — also das Bild der Funktion eine Teilmenge von X.

4Im Folgenden werden wir deshalb meist auf diese Notation verzichten, um zu betonen, dass die Konvergenz
i.A. von der betrachteten Metrik abhéngt
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(¢)

(b)
(c)

(d)

(¢)

Fir X =R und d(z,y) = |x — y| sind die Cauchy-Folgen und die konvergenten Folgen
diejenigen aus Analysis 1.

Entsprechendes wie in (a) gilt fiir X = C und d(x,y) = |x — y| (Absolutbetrag).

Betrachte X = R3 mit der euklidischen Metrik. Es sei (#n),en die Folge mit

1
1

Tp= |1+ 3"
o—

33|

Sie hat den Grenzwert

wie man daran erkennen kann, dass

dy(zp, 7)? —i(xi — 1)’ = (711 —0>2+ <(1+i>n —e>2—|— (e —0)?

=1

eine Nullfolge bildet. Damit ist (xy,), oy auch eine Cauchy-Folge (CF).

Sei X eine beliebige Menge mit der diskreten Metrik (siehe Beispiel 1.4 (e)). Dann
konvergieren genau die konstanten Folgen, d.h. die Folgen (ry),cy mit &, = T mit
T € X, siehe Blatt 1, Aufgabe 3.

Sei X = {f:]0,1] = R : f stetig auf [0,1]} und doo(f,g9) = sup |f(z)—g(x)|. Mit
z€[0,1]

dieser Norm ist (X,d) ein metrischer Raum. Es stellt sich nun die Frage, ob die

Folge (fn)nen mit fn(z) := 2™ in X konvergiert. Um sie zu beantworten, iberlegt man

sich zundchst, dass in R beziiglich der Metrik d(z,y) = |x — y| fir x = 1 die Folge

(fa)nen gegen 1 und fir 0 < x < 1 gegen 0 konvergiert. Deshalb liegt es nahe, eine

Grenzfunktion g durch
() = 1 r=1
=0 ze0,1)

zu definieren. Obwohl g so konstruiert wurde, dass (f,) punktweise gegen g konvergiert,
gilt dies keineswegs beziiglich do,. Hierfiir wire es notwendig, dass (fn),cn gleichmdfig
gegen g konvergiert. Dies meint (siehe Analysis I): Die Folge (fn),cn konvergiert
gleichmdfig gegen eine Funktion g genau dann, wenn sup |f,(x) — g(z)| — 0. Dies
xz€[0,1]

bedeutet in der Schreibweise von 1.5: (fn),cn LN g. Nun sieht man aber sofort, dass
die oben konstruierte Funktion g an der Stelle x = 1 nicht stetig ist, also nicht in X liegt.
Also konvergiert die Folge (fpn),cy 2war punktweise gegen g, nicht aber gleichmdipig.
Dieses Ergebnis passt zu dem bekannten Sachverhalt, dass bei gleichmdfSiger Konver-
genz der Grenzwert stetiger Funktionen wieder stetig ist. Auch folgt nach dem Cauchy-
Kriterium, dass die (fy),cn keine Cauchy-Folge bilden.

Zur Erinnerung: In der Analysis I wurde folgende Aquivalenz gezeigt.

(1) (fn)nen konvergiert gleichmdfig gegen g.
(2) Y& > 03N € NVn > N :sup,epo,q) | fn(®) = fm(2)] <&

10
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(3) lim,, s o0 ||g - fn”oo =0
und dass g in diesem Fall g stetig ist sowie (f,) auch punktweise gegen g konvergiert.

Proposition 1.10. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,),cy eine Folge in X, sowie
x,y € X. Dann gilt

(i) Wenn (xn),cn konvergiert, dann ist (xy,), oy auch eine Cauchy-Folge.

(i) Wenn (xy,), cneine Cauchyfolge ist, dann ist (), cy auch beschrénkt,
d.h. es ezistieren xg € X und r > 0 so dass d(xy,x0) <r fir alle n € N ist.

(1ii) Wenn (xy,),cn gegen x konvergiert und (Yn)nen gegen y, dann konvergiert (d(Tn, yn))pen
gegen d(z,y).

Beweis. Wir beweisen hier nur (iii). Die anderen Punkte sind Ubung. Zuerst zeigen wir die
umgekehrte Dreiecksungleichung. Aus der Dreiecksungleichung und der Symmetrie von d
folgt fiir alle z,y, 2z € X:

d(z,y) —d(y,z) <d(z,z) und d(y,z)—d(z,y) < d(z,z).

Somit gilt |d(z,y) —d(z,y)| < d(z, z). Sei nun (x,)nen konvergent mit Grenzwert = und setze
z = &y, in der umgekehrten Dreiecksungleichung. Dann folgt, dass fiir jede konstante Folge y
die Aussage in (iii) gilt. Die allgemeinere Aussage fiir Folgen (yy,)neny mit Grenzwert y folgt
nun aus der umgekehrten Dreiecksungleichung auf R (beziiglich der euklischen Metrik)

’d(xm yn) - d(x7 y)‘ < ’d(xm yn) - d(xm y)| + |d(l’n, y) - d(l‘, y)|7
und dem bereits Bewiesenen. O

Die Umkehrung von (ii) in Proposition gilt nicht, denn die alternierende Folge ((—1)"), oy
ist zwar beschrankt, aber keine Cauchy-Folge. Ferner ist aus Analysis I bekannt, dass jede
konvergente Folge (in R, C oder Q) zwar eine Cauchy-Folge ist, aber auch die Umkehrung
im Allgemeinen nicht gilt. So ldsst sich beispielsweise v/2 durch eine Folge rationaler Zahlen
annihern, ihr Grenzwert selbst ist aber irrational. Diese Uberlegungen fiihren zu

Definition 1.11. Ein metrischer Raum (X,d) heifit vollsténdig, falls jede Cauchy-Folge in
X konvergiert, d.h. wenn folgende Aussage gilt:

(Ve >03IN eNVn,m e N d(zp,xm) <€)
— Gz € XVe>03INeNVn>N d(z,,z)<e).

Beispiel 1.12.

(a) (R,dg) ist vollstindig. (Anmerkung: Fir p =1 stimmen in RP die Metriken d;, dy und
do tiberein.).

(b) Weder (Q,ds) noch (QP,dy) sind vollstindig.

(c) X = C|0,1], d.h. der Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [0,1] ist mit d
vollstandig, siehe Cauchy-Kriterium aus der Analysis I bzw. Beispiel 1.9(e).

(d) X = R ist weder beziglich der Metriken d'(z,y) = |e™® — e7Y| noch d*(z,y) =
larctan(z) — arctan(y)| vollstindig.

11
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(e) Die Menge von Folgen von reellen Zahlen

el(N) = {(an)nen : anl |an| < oo}
versehen mit

d((an)nel\h n nEN Z ‘an - n

ist ein vollstindiger, metrischer Raum. Es sei bemerkt, dass es sich bei £1(N) um einen
unendlich-dimensionalen Vektorraum handelt. Siehe Ubungsblatt 1.
Ahnlich lisst sich zeigen, dass auch

2(N) = {(an)nen : Z lan)? < 00} mit da((an), ( (Z |an — by > ,

(>*(N) = {(ayn) : sup|a,| < oo} mit deo((an), (by)) = sup |a, — by,

neN neN

vollstindige metrische Riume sind. Um die Dreiecksungleichung fiir 2(N) zu zeigen,
verwendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Lemma 1.13. Sei a = (ay, ...,ap)T € RP bzw. CP. Dann gilt

1
P 2 p
s {lal - o} < (ZW) 52 il < o)
=1 =1

Beweis. Ungleichungen (1) und (3) sind offensichtlich. Ungleichung (2) erhélt man leicht
durch Quadrieren und “Ausmultiplizieren”. O

Satz 1.14 (Konvergenz von Folgen in RP beziiglich d;, de und dw). Fiir jede Folge (xy,)
aus RP sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) (z3) % 2

neN

(2) (22) B 2
(3) (xn) L 2

d .
(4) Ym e {1,...,p} : xpm — Ty (n — 00), wobei , = (Tpn,1,Tn2, ... ,xn,p)T € RP.

Beweis. Die Beweise ergeben sich im Wesentlichen unmittelbar aus Lemma 1.13.
(1) <= (2):

(@) L5 & & dy(2n,y) = 0 "BEY dy(2y,2) = 0 & (2,) B
(3) = (4): Laut Voraussetzung gilt de(zp,x) — 0. Weil damit

max{|zn1 — x1|, |[Tn2 — 22|, .., |Tnp — xp|} = 0 (n — 00),

muss auch jedes einzelne Element der Mengenklammer gegen Null gehen, was Aussage (4)
entspricht.
(4) = (3): Bedingung (4) heif}t:

Vm e {1,...,p} Ye > 03N, e NVn > Ny, |Zpm — | <€

12
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Zum Nachweis von (3) ist hingegen zu zeigen, dass

Ve >03IN eNvVn> N max {|x, — [} <e

30y

Setzt man N = max {Np, :m =1,...,p}, so ist die geforderte Bedingung erfiillt. O

Bemerkung 1.15. Satz 1.14 erlaubt es, die Konvergenz in RP beziiglich der Metriken d;
(i =1,2,00) mit Hilfe der aus Analysis I bekannten Resultate fiir die Konvergenz von Folgen
reeller Zahlen zu untersuchen. Man spricht in diesem Zusammenhang von der “Betrachtung
der einzelnen Komponenten”. Es ist jedoch zu beachten, dass dies nicht fiir beliebige metrische
Riume zutrifft, wie die Beispiele 1.9 (e) und[1.19(e) zeigen: So gilt fiir die Folge (von Folgen)
(Tn)nen in L1(N), definiert durch

xn, = (0,0,..., 1 ,0,...), n €N,
n-tes Folgenglied

dass die Folge der einzelnen Komponenten (& n)nen fir jedes feste m € N gegen 0 konver-
giert. Die Folge (xy)nen selbst konvergiert aber nicht, da fiir in Frage kommenden Grenzwert
x = 0, die Nullfolge, (Man iiberlege sich, warum das der einzig mdgliche Grenzwert ist.),
gilt, dass

dy(z,,0) =1 Vn € N.

Dies widerspricht aber nach Bemerkung der Konvergenz von (x,)nen gegen 0.

Korollar 1.16. Sei X = RP. Dann ist X beziiglich der Metriken d; (i = 1,2, 00) vollstindig.

Beweis. Sei (), eine Cauchy-Folge in (X,d;). Dann folgt wegen Lemma 1.13., dass
(n) ey auch beziiglich dy, eine Cauchy-Folge ist. Aufgrund der Definition von d., sind
dann Vm € {1,...,p} die (7y,n), oy Cauchy-Folgen in R. Weil die Menge der reellen Zahlen
versehen mit der Standard-Metrik vollsténdig ist, konvergieren diese Cauchy-Folgen gegen
die Grenzwerte x,, (n — 0o) Vm € {1,...,p}. Damit konvergiert nach Satz 1.14 auch (z,,),,cy
beziiglich d; gegen * = (z1,...,2,)T. O

KOMMENTAR: Wir haben uns in Lemma Satz und Korollar auf die Metriken di, ds
und do, beschrinkt. Wie in Beispiel (f) aufgefiihrt, lassen sich auch Metriken d, fir ¢ € [1,00)
entsprechend definieren. Auch fiir die daraus resultierenden metrischen Raume gilt die entsprechende
Aussage von Satz und Korollar Die Lemma [1.13] entsprechenden Ungleichungen kénnen,
mit etwas mehr Aufwand, auch gezeigt werden.

1.2 Topologie metrischer Ridume

In metrischen Raumen ist der Begriff der Kugel zentral, weil sich z.B. der Begriff der Kon-
vergenz einer Folge mit Hilfe von Kugeln beschreiben lédsst. Vergleichbares gilt auch fiir den
Begriff der Stetigkeit. Nun hat die Mathematik einen weiteren Abstraktionsprozess vollzogen,
den von den metrischen zu den topologischen Rdumen (griech. topos: Ort, Platz). Zentrale
Begriffe in diesen neuen Réumen sind Offenheit, Abgeschlossenheit, Haufungspunkte und
Rénder von Mengen. Ziel dieses Abschnittes ist es aber nicht, topologische Rdume in ihrer
Allgemeinheit einzufithren, sondern zu einem vertieften Verstédndnis metrischer Rdume zu
gelangen.

13
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Definition 1.17. Sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X, r > 0. Dann heifst B:(x) :=
{y € X :d(x,y) < r} die offene Kugel mit Radius r um den Mittelpunkt x (bzw. “die offene
r-Kugel um x”). Entsprechend nennt man K (z) :={y € X : d(x,y) <r} die abgeschlos-
sene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x.

Falls nicht aus dem Kontext klar ist, beztiglich welcher Metrik die Kugel zu verstehen ist, so
schreiben wir auch BX (z) bzw. Bd(x).

Beispiel 1.18. (a) Sei X = R und d = dy. Sei a < b. Dann ist das offene Intervall

I = (a,b) eine offene Kugel mit dem Radius bfTa und dem Mittelpunkt GTH’ und das
Intervall I = [a,b] die entsprechende abgeschlossene Kugel.

(b) Fiir X = R3 und d = dy ist B1(0), d.h. die Menge
Bi1(0) = {(z,y,2)T e R®: 22 492 + 22 < 1},

genau die Kugel, die unserer Anschauung entspricht, siche Abbildung[1.3

Abbildung 1.2: Die do-Einheitskugel im R? (links) und B{>(sin) C C[0, 1] (rechts)

(c) Sei X = C[0,1], d = dos und f(x) = sin (7z). Dann sieht Bi(f) wie in Abbildung 1.9
aus.

(d) Sei X =R, d =ds und M = (a,b) mit a <b. Dann ist M offen. Wihit man nimlich
fir x € (a,b) als Radius r = min{z — a,b—xz}, soist By(x) ={yeR:|jz —y| <r} C
(a,b)

(e) M = (a,b] ist nicht offen, weil fir alle € > 0 zwar b+ § € B.(b) gilt, nicht jedoch
b+ 5 € (a,b].

(f) Sei X = R2. Die Kugeln zu & = 1 haben beziiglich der drei Metriken dy, do und ds, die
Gestalt wie in Abbildung skizziert. Sowohl die Anschauung als auch Lemma 1.13
ergeben sofort

B{(0) € B{*(0) € B{=(0).

(9) Die Frage, ob offene Kugeln tatsichlich offen sind, ist zu bejahen. Dies wird in den
Ubungen gezeigt.

14
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N4
L TN
U/

—2 —9

Abbildung 1.4: Die Teilmengenrelation zwischen den Einheitskugeln aus Abbildung

(h) Dass Kugeln in einem metrischen Raum im Allgemeinen sehr unterschiedliche Gestalt
annehmen kénnen, zeigt insbesondere das Beispiel der Paris-Metrik (auch “SNCF-
Metri oder “Eisenbahn-Metrik” genannt). Wir verweisen auf das Ubungsblatt 1.

KOMMENTAR: Man iiberlege sich das Aussehen der Kugeln in der d; Metrik, die in Beispiel g),
erwihnt wird (alternativ zeichne man die 1-Kugeln um 0 mit Hilfe von GeoGebra.
Weiterhin iiberlege man sich Folgendes: Sei

()

d2 (.’E, y) = d2 (A‘ra Ay)

flir positive Zahlen a,b. Dann definiert

eine Metrik auf R2. Welche geometrische Form nehmen die Kugeln beziiglich dieser Metrik an? Was
kann man in diesem Zusammenhang {iber allgemeinere Matrizen A € R? aussagen?

Bemerkung 1.19. Sei (X,d) metrischer Raum und (z,),cn € X. Dann kann man die
Konvergenz der Folge gegen x jetzt so formulieren:

on b 14 VYe>0INEN: {2, :n> N} C B(a).

Definition 1.20 (Offene Mengen). Sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X. Dann heifit
M offen, falls
Vee M3 >0: B.(x)CM.

Sbezugnehmend auf die franzésische Eisenbahngesellschaft SNCF.

15
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Um hervorzuheben, beziiglich welches (metrischen) Raumes eine Menge offen ist, sprechen
wir gegebenenfalls auch davon, dass eine Menge M offen in X ist.

Satz 1.21 (Hausdorffsches Trennungsaxiom). In jedem metrischen Raum lassen sich zwei
verschiedene Punkte durch offene Menge voneinander trennen, d.h. x,y € X,z # y =
30,V C X offen, so dass x € O,y € V und ONV = (.

Beweis. Weil geméf Beispiel 1.20 (c) die offenen Kugeln offene Mengen sind, geniigt es, ein
r > 0 zu finden, so dass B,.(z) N B,(y) = 0. Wihle r = @ > (0. Dann ist

B, (x)N B.(y) = 0.
Angenommen, es gébe ein z mit z € B,(z) und z € B,(y). Dann gilt
3r=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <r+r=2r,

was wegen 1 > 0 einen Widerspruch darstellt. O

Bemerkung 1.22. In allgemeinen topologischen Rdumen, die nicht mehr notwendigerweise
auf dem Begriff der “offenen Kugel” basieren (siehe die nachfolgende Bemerkung zu Satz
, gibt es noch weitere “Mdglichkeiten” zwei Elemente (oder auch zwei Mengen) trennen.
Die in Satz[1.21] gesehene Eigenschaft ist nur eine spezielle — aber mitunter die wichtigste
— Variante davon. Bei einer solchen Verallgemeinerung von metrischen Rdaumen ldsst sich
dann aber die obige Trennungseigenschaft nicht mehr beweisen; sie muss vielmehr gefordert
werden. Dies erklirt, warum es in Satz [1.21] “Aziom” heifst, obwohl die Aussage hier im
Kontext metrischer Riume bewiesen wurde.

Die im folgenden Satz bewiesenen Eigenschaften sind fundamental fiir viele Argumente, die
wir im weiteren Verlauf des Kapitels verwenden werden.

Satz 1.23 (Grundlegende Eigenschaften offener Mengen). Es sei (X,d) ein metrischer
Raum. Dann gilt

(T1) O und X sind offen.

(T2) Falls Oy, ...,0, C X offen sind, dann ist auch () O; offen.

i=1

(T3) Sei I eine Indexmenge und (O;);c; offen fir alle i € I. Dann ist auch |J O; offen.
i€l

Beweis. (T1): Die leere Menge ist trivialerweise offen und X selbst ist auch offen, weil alle

Kugeln um x mit dem Radius 1 selbstverstéindlich auch in X enthalten sind.

(T2): Seien Oy, ..., O, offen und = € ﬂ O;. Laut Voraussetzung existieren fiirallei = 1,...,n

Radien r; mit By, (z) C O;. Da d1e Anzahl dieser Radien endlich ist, existiert unter ihnen
das Minimum 7 := min {ry, ...,7,} > 0. Da diese Kugel in allen O; enthalten ist, ist sie auch
Teilmenge des endlichen Schnitts.

(T3): Fiir jedes = aus der Vereinigung der O; gibt es ein ¢ > 0 mit B:(z) C |J O;. Sei

i€l
z € |J O;. Dann folgt
el
Jjo € I 3z € 0, = 3 > 03B.(z) € 0, = Be(zx) €| O
el
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O

KOMMENTAR: Nach den bisherigen Betrachtungen kann die Frage aufgeworfen werden, weshalb der
Begriff der offenen Menge so stark betont wurde. Schliefllich beruht dieser “lediglich” auf dem “Bau-
stein” der (offenen) Kugeln beziiglich der Metrik (siche Definition und man koénnte meinen,
dass die Kenntnis der Kugeln bereits vollig ausreicht, um die Topologie eines Raumes zu beschreiben
(Man denke an das Aussehen der Kreise beziiglich der verschiedenen Metriken, Beispiel [[.1§(c)).
Weshalb also der Begriff der offenen Menge? Dies kann man in mehrerlei Hinsicht begriinden. Einer-
seits kann ein mathematischer Begriff “niitzlich” und somit sinnvoll sein, wenn dieser Zusammenhénge
zu Tage bringt und somit Strukturen erkennen lésst. In den nachfolgenden Resultaten und Begriffs-
bildungen werden offenen Mengen eine solche Rolle einnehmen. Trotzdem ist klar, dass man in all
dem, was hier zu metrischen Rdumen behandelt wird, auch vollig auf den Begriff der offenen Menge
verzichten kénnte — zum Preis, dass vieles ldnger und umsténdlicher zu formulieren wére. Ande-
rerseits ist das Konzept von metrischen Rdumen auch in gewisser Weise begrenzt und kann nicht
alle Phéinomene, die wir bereits in der Analysis kennengelernt haben, beschreiben: So ist die Frage,
ob man die punktweise Konvergenz einer Folge von Funktionen f, : D C R — R |E| mit Hilfe einer
passenden Metrik beschreiben kann, zu verneinen (und es wird auf die Funktionalanalysis bzw. To-
pologie Vorlesungen verwiesen). Obwohl wir also gesehen haben, dass metrische Rdume ein elegante
Sprache liefern, um verschiedene Sachverhalte (wie Konvergenz von Folgen in R, Konvergenz von
Vektoren, usw.) allgemein zu betrachten, so gibt es offenbar Konzepte (wie eben genannte punkt-
weise Konvergenz), die nicht kompatibel mit dem Begriff des metrischen Raumes sind. Es gibt also
“Landschaften”, die nicht in unsere “standardisierten Landkarten” passen oder “Gebdude”, die nicht
mit den “Kugeln” als Bausteine zu verstehen sind. Auch deshalb kann ein Begriff, der auf den ersten
Blick als iiberfliissig erscheint, sehr hilfreich sein. So stellt sich heraus, dass offene Mengen selbst als
ein “Grundbaustein” eingesetzt werden kénnen: Satz [I.23] gibt Aufschluss dariiber, wie dies funktio-
niert: Dieser Beweis geht davon aus, dass man bereits “weif3”, was offene Mengen in einem metrischen
Raum sind und zeigt, dass dann die Eigenschaften (T1) bis (T3) erfiillt sind. In der Topologie geht
man hingegen den umgekehrten Weg: So betrachtet man zu einer gegebenen Menge X eine Teilmenge
T der Potenzmenge von X, so dass die Elemente von 7 den drei Bedingungen (T1) bis (T3) geniigen
[l Ein solches Paar (X,7) nennt man einen topologischen Raum und die Elemente von 7 heifien
offene Mengen. Nach Satz [1.23] ist jeder metrische Raum X auch ein topologischer Raum, wobei in
diesem Fall 7 dann genau die Menge der offenen Mengen ist, wie wir sie eingefiithrt haben, also

T={0OCX:Vze€03e>0: B(zx) CO}.

Auch wenn diese allgemeine Situation von topologischen Rdumen hier nicht beschritten wird, werden
viele der nachstehenden Begriffe und Beweise so formuliert werden, dass sie moglichst auf den Offen-
heitsbegriff mittels e-Kugeln verzichten und allein Bezug auf offene Mengen — als Mengensystem,
das den drei grundlegenden Eigenschaften geniigt — nehmen. Dies gibt auch Aufschluss dariiber, in-
wiefern die hier behandelten Begriffe und Eigenschaften nicht nur in metrischen, sondern allgemeiner
bereits in topologischen Raumen gelten.

Man stelle sich also einen gedeckten Tisch vor, auf dem wir unser Geschirr (also unsere Resultate)
arrangieren. Die Rolle des Tischtuch — und das ist der wesentliche Punkt — spielen die Kugeln,
die durch die Metrik definiert werden. Zum SchlufS werden wir aber sehen, da wir den Tisch mit
Sorgfalt “gedeckt” haben — das heifst die Art und Weise wie Beweise formuliert wurden — dass wir
das Tischtuch (mit Schwung) wegziehen kénnen und das meiste Geschirr heil bleiben wird. Um die
leider dann doch nicht ganz vermeidbaren Scherben — unter anderem geht die Charakterisierung von
Kompaktheit, Satz[1.53 zu Bruch — kiimmern wir uns dann in spéteren Vorlesungen.

Wir werden nun ausgesonderte Punkte im Zusammenhang mit Mengen in einem metrischen
Raum (X,d) mit Hilfe der offenen Mengen in X erkldren. Man kénnte hier diese Begriffe
aber auch dquivalent mit Hilfe der Kugeln erkldren.

Definition 1.24. Sei (X, d) ein metrischer Raum, M C X und x € M. Dann heifit x

5Das heifit, dass fiir jedes € D der Grenzwert lim,— oo fn(z) existiert.
"Da es sich bei 7 um keine beliebige Teilmenge handelt, spricht man auch von einem Mengensystem T

17



ngen

Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

e Hiufungspunkt von M, wenn YO C X offen, z € O: (M \ {z})NO # 0, bzw.

e isolierter Punkt von M, falls x € M und x kein Hdufungspunkt von M ist.

Die Menge aller Hiufungspunkte von M bezeichnen wir mit HP(M).

Bemerkung 1.25. Es gilt folgende Aquivalenz fiir eine Menge M in einem metrischen
Raum X.

x ist Hiufungspunkt der Menge M (HP) <= Ve >0: (M \{z}) N B:(z) #0

Fiir den Beweis siche Ubung, Blatt 2. Des Weiteren beachte man den Unterschied zwischen
dem “Hiufungspunkt einer Folge” (wie bereits in der Analysis I kennengelernt) und dem
hier definierten “Hiufungspunkt einer Menge” (auch dieser Begriff wurde fiir Mengen in R
und der Standard-Metrik bereits in der Analysis I behandelt). So ist fir X = R mit der
Standardmetrik zwar der Punkt x = 1 Hdaufungspunkt der konstanten Folge 1,1,1,... in R,
aber kein Haufungspunkt der Menge der Folgenglieder.

Beispiel 1.26. Sei X = R mit der da-Metrik und M = (0,1). Dann ist HP(M) = [0, 1].
Beweis. Sei x € [0,1] und € > 0. Dann ist Bs(z) = (z — e,z + €) und man erhdlt fir die
Menge aus Bemerkung 1.24: (M \ {z})NB:(z) = (]0,1[\ {z})N]x — e,z + €[ Falls z € ]0, 1]
ist, ist die Menge (M \ {x}) N Be(z) = (]0,x[U]x, 1[) N]|x — €,z + ¢[ nicht leer, weil sie zum
Beispiel das Element x — 5 enthdlt Wenn hingegen x € {0, 1} ist, ist ]0,1[\ {z} = ]0, 1[. Also
lisst sich z.B. das Element 1 — §in [0,1[N]z — ¢,z + €[ finden.

Definition 1.27. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann heifit die Menge A
abgeschlossen, falls A alle seine Hiufungspunkte enthdlt, also falls gilt, dass

A={zeX:xe€ AVa HP von A}.

Satz 1.28. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen.
(ii) A®:= X\ A ist oﬁenlﬂ

(73i) ¥ (xn)neny C A: tnbreX = e A
Augferdem gilt

() O und X sind abgeschlossen.

n
(v) Seien Ay, ..., A, abgeschlossen. Dann ist auch |J A; abgeschlossen.
i=1

(vi) Ist I eine Indexmenge und sind alle A; C X fir i € X abgeschlossen, dann ist [\ A;

el
abgeschlossen.

Beweis. Die Eigenschaften (iv) bis (vi) folgen durch Komplementenbildung aus Satz [1.23]

8 A° heifit das Komplement von A in X.
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(i) = (ii): Sei A abgeschlossen. Um nachzuweisen, dass A€ offen ist, miissen wir fiir alle
x € A€ ein ¢ finden, so dass B:(z) C A°. Sei x € A¢, d.h. x ¢ A. Da A abgeschlossen ist, ist
x kein Haufungspunkt von A, also gilt

S (Ve>0: (A\{z})NB(x)#£0
0

— Je>0: (A\{z})NB(r) =
24 3.50: ANB.(x)=0
— Je>0: Be(x)C A

wobei die letzte Aquivalenz aus der Definition des Komplements folgt.
(ii) = (iii): Sei A¢ offen. Wir zeigen, dass dann (iii) erfiillt ist. Sei hierzu (zy)nen C A
mit x, 4 € X. Um zu zeigen, dass x ein Element von A ist, filhren wir einen Wider-

spruchsbeweis, d.h. wir nehmen an, dass x € A¢ ist. Weil A€ offen ist, existiert ein € > 0 mit
B.(z) C A°. Weil die Folge der x,, gegen x konvergiert, gilt

Ve>03INeN: {z,:n> N} C B.(x).

Da aber somit ein £ > 0 und ein Nz € N existiert, so dass {x,, : n > Nz} C A°, ist damit der
Widerspruch nachgewiesen.

(iii) = (i): Sei x HP von A. Da nach Definition fiir jedes ¢ > 0 die Schnittmenge (A \

{z}) N B.(x) nicht-leer ist, lisst sich zu jedem ¢ = 1 (n € N) ein x,, auswihlen, das in

A\{z}NBi(x) liegt. Dies impliziert, dass die Folge (xy,),cy fiir n — 0o gegen x konvergiert.
Damit muss nach Voraussetzung auch x selbst in A liegen. O

Beispiel 1.29. Sei X = R? und d = do. Die Kugel
M =K.(0) = {(}) € R* : max {|y], |vo|} < e}
um den Ursprung ist abgeschlossen. Auch die reelle Achse
M= {() € R? 3, = 0)

ist abgeschlossen. Um letztere Aussage zu begriinden, zeigen wir, dass M€ offen ist. Dies
sieht man sofort, wenn man sich vor Augen hilt, dass M aus den beiden Halbebenen (oben
und unten) ohne die x-Achse besteht.

Definition 1.30. Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Die Menge
M={zreX:xe€ MV uzist HP von M}
heifit der Abschluss von M. Ein Punkt v € X heifit Randpunkt von M, falls
VYO offen mitx € O: (MNO#DPAMNO #0D)

bzw. dquivalent dazu Ye > 0: (B:(z) "M # O A Bo(x) N M€ # 0). Die Menge aller Rand-
punkte von M wird auch OM geschrieben und als Rand von M bezeichnet. Die Menge
M° = {xz € X : 30 offen mit x € O C M} heifst Inneres von M.

Satz 1.31. Sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) M =({AC X : A abgeschlossen und M C A} und M ist abgeschlossen.
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(ii) M = OMUM® (wobei hier U fiir “disjunkte Vereinigung’ﬁ steht)
(iii) M° = M \ OMund OM = M \ M°
(iv) M°® ist offen und OM abgeschlossen.

Beweis. (i): Aufgrund der Definitionen gelten folgende Aquivalenzen

reMereMVzeHP(M) s xe MV (VO offen: € O0O=0NM\{z}#0) (1.2)
& (VO offen: z€O=0NM #0)
& - (VOoffen: 2€0=0NM#0)
& - (F0offen: z€ ONONM =0). (1.3)

Wegen O = (O°)° substituieren wir jetzt A = O° und kénnen folgendermafien fortfahren:

- (F0 offen: 2€ ONONM =) < — | 3A abgeschlossen: z € A°NA°NM =)
d.h.ADM

S e ﬂ {A abgeschlossen, A D M}

Ferner ist nach 1.27 (6) auch (., A; abgeschlossen, wenn die A; fiir alle i € I abgeschlossen
sind. Also ist M abgeschlossen.

(ii): Aus der Definition des Randes gilt, dass z € OM falls
(VO offen: € O =0NM #0) A (VO offen: =€ O =0nNM"#0).

Andererseits ist x € M° falls 3O offen: = € O A O C M, was aber durch Betrachtung der
Negation dquivalent ist zu

- (VO offen: z€ O =0NM"#0).

Man beachte, dass die Aussagen sich ausschlieflen, d.h. OM N M° = (). Jetzt “vereinigen”
wir die beiden Aussagen mittels des logischen Symbols fiir “oder”, wodurch wir die Aussage
x € OM U M° erhalten,

VO:2€0=0NM#0OANNO:2€0=0NM#A0)V-(NO: 2€0=0nNM"#0),
wobei alle betrachteten Mengen O offen sind. Durch “Umklammern” ist dies dquivalent zu

VO:2€0=0NM#D)V-(YO:z€e0=0nM+0)
& VO:zeO0=0nNM=#0).

Aus (1.2)) folgt nun die Behauptung.
(iii): M° = M\OM: Aus (ii) wissen wir, dass M = dMUM? gilt. Da die Vereinigung disjunkt
ist, folgt hieraus sofort

MN(OM)¢ = (0MUM°)N(OM)¢ = M°N (0M)° = M°

und damit M\OM = M°. Also gilt M\OM C M°. Um die umgekehrte Teilmengenbeziehung
zu zeigen, beachte man, dass wegen (ii) M° und OM disjunkt sind. Andererseits ist M° C M
nach Definition. Daraus folgt M° C M \ OM.
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Die Identitit OM = M \ M° folgt unmittelbar aus (ii) durch Schnitt mit (M°)°.

(iv): Um zu zeigen, dass M° offen ist, sei x € M°. Nach Definition des Inneren gibt es eine
offene Menge O mit x € O C M. Sei nun y € O beliebig. Dann ist O natiirlich eine offene
Menge, die y enthilt, so dass O C M. Also ist M° offen und damit (M°) abgeschlossen
nach Satz Die zweite Aussage in (iv), dass dM abgeschlossen ist, folgt nun aus der
Darstellung OM = M \ M° = M N (M°)° gemif (iii) und der Tatsache, dass der Schnitt
abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist, Satz [1.28] O

Im folgenden Korollar sind noch einmal einige wichtige Konsequenzen der vorhergegangenen
Sétze zusammengefasst.

Korollar 1.32. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:

(i) Abgeschlossene Kugeln sind abgeschlossen.

(ii) Der Abschluss einer Menge ist abgeschlossen.
(iii) Das Innere einer Menge ist offen.
(iv) Der Rand ist abgeschlossen.

(v) A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A ist.

(vi) A°=UJ{O C X :0 offen NO C A}

Das Innere von A ist also die “grifite” offene Menge, die in A enthalten ist.

(vii) A={B C X : B abgeschlossen N A C B}.
Der Abschluss von A ist also die “kleinste” abgeschlossene Menge, die A enthdlt.

(viii) Wenn A C B, dann gilt A C B.

Definition 1.33. Sei (X,d) metrischer Raum; D C M C X. Dann heifit die Menge D
dicht in M (oft auch dicht in X, falls M = X ist), falls D O M ist.

Beispiel 1.34.

(a) (R,d3). D = Q ist dicht in R, d.h. Q = R. Begriindung: S’atz (iii) besagt, dass
M abgeschlossen ist, wenn jede konvergente Folge in M auch in M ihren Grenzwert
hat. Aus Analysis I wissen wir, dass sich jede irrationale Zahl x durch eine Folge

(%) peny € Q anndhern ldsst, d.h. lim x, = x. Also ist Q=R.
n—0o0

enso st Q X icht 1n ,doo ). Dies gilt aufgrund der Tatsache, dass die Konver-
b) Eb st Q x Q dicht in (R%,d Di it auf d der T he, dass die K
genz im R? gemdfl Satz 1.1/ dieselbe wie die seiner Komponenten ist.

(c) Sei X = C[—1,1] die Menge aller stetigen Funktionen auf [0,1] versehen mit der
Metrik d = ds und D = C1[—1,1] die Menge der auf [—1,1] stetig differenzierbaren
Funktionen (Dies bedeutet, dass die Funktionen auf (0,1) stetig differenzierbar sind und
in 0 sowie 1 die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte existieren). Da D eine Teilmenge
von X ist kénnen wir D auch mit der Metrik d versehen. Dann ist C[—1, 1] vollstindig,

9FEine Menge C ist die disjunkte Vereinigung von Mengen A und B ist falls C = AU B und AN B = (.
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C1[—1,1] hingegen nicht. Um Letzteres einzusehen, betrachte man die Funktionenfolge
(fr)nen definiert durch

folz) = |2, ze[-1,1].

Man rechnet nach, dass (fn)nen eine Cauchyfolge in D beziglich d ist, dass aber der
einzig mogliche Grenzwert, der punktweise Grenzwert gegeben durch f(x) = |x|, nicht
i D liegt, weil die Funktion nicht differenzierbar ist.

Beispiel 1.35 (1.34). Sei X =R, d =dy und M =1[0,1[U{e" : n > 2}. Dann ist M weder
offen noch abgeschlossen und ihre isolierten Punkte besehen aus {e"™ : n > 2}. Ferner sind

M° =(0,1), OM ={0;1}U{e":n>2}, M = M°UOM =[0,1]U{e" : n > 2}

und HP(M) = [0, 1].

1.3 Stetigkeit

Ubertriigt man die e-6-Definition der Stetigkeit aus Analysis I auf metrische Riume, so ergibt
sich folgende Begriffsbildung:

Definition 1.36. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f: X — Y eine Abbil-
dung und x € X. Dann heifit f stetig in x € X (bzw. “an der Stelle x”), wenn

Ve>030>0Vye X: diz,y) <o=dy(f(z), f(y)) <e. (1.4)

Des weiteren heifit f stetig, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Beispiel 1.37. Sei X = R?, dx = do, Y = R und dy = ds. Wie spiter gezeigt werden
wird, ist dann die Funktion f :R? — R mit f(x1,z2) = 21 + 2o stetig.

Satz 1.38 (Charakterisierung der Stetigkeit). Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume,
f: X =Y eine Abbildung und x € X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig in x

(2) ¥(zp)nen C X: oy By = f(xn) , f(v) (Folgenstetigkeit)

(3) YV CY offen: (f(x) e V. = 30 C X offen mit x € O und f(O) CV)

Beweis. (1) = (2): Sei € > 0. Dann existiert laut Voraussetzung ein 6 > 0, so dass Gleichung
(L.4) gilt. Ferner sei (), eine Folge, die gegen x konvergiert. Also existiert zu diesem
d ein N = Ny, so dass fir alle n > Ny gilt, dass dx (zn,z) < §. Da f laut Voraussetzung
an der Stelle = stetig ist, folgt fiir diese n, dass dy (f(xy), f(z)) < € ist und demnach die
Konvergenz der Folge (f(z)),cn beziiglich dy gegen f(x) gilt.

(2) = (3): O.B.d.A. reicht es aus, Aussage (3) fiir den Fall zu zeigen, dass die offenen
Mengen V und O Kugeln mit den Mittelpunkten f(x) bzw. = sind (man iberlege sich dies).
Wir beweisen die Kontraposition, indem wir annehmen, dass (3) (fiir besagte Kugeln) nicht
gilt, also

Je >0V >0 f(Bs(x)) € B-(f(x))
< Je>0V0>03zs € Bs(z): x5 ¢ B-(f(x))
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Wir setzen jetzt § = 2, n € N). Es folgt, dass zwar z1 ax, x, nicht aber, dass (f(xy))

n

neN
gegen f(x) beziiglich dy konvergiert.

(3) = (1): Sei ¢ > 0. Wahle V. = B.(f(z)). Da V offen ist, ergibt sich aufgrund der
Annahme von (3), dass eine offene Menge O existiert, so dass z € O und f(O) C B.(f(x)).
Weil O offen ist, existiert nun ein § > 0 mit Bs(z) C O. Insgesamt erhalten wir also wegen

f(Bs(z)) € £(0),
Ve>036>0: [f(Bs(z)) € B:(f(x))
<= Ve>030>0: VyeX: (dx(z,y)<d=dy(f(x),f(y)) <e).

Bemerkung 1.39.

(i) Die Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Ob eine Funktion f an einer Stelle x stetig
ist, hingt nur von f|p; ) fir beliebig kleines 0 ab, also von den Funktionswerten, die
“nahe bei x” liegen.

(ii) Man beachte, dass im Beweis (2) = (8) der Begriff der Kugel von zentraler Bedeutung
15t.

(iii) Verzichtet man bei der Charakterisierung der Stetigkeit auf die Figenschaften (1) und
(2), so kann man diejenige von (3) dazu benutzen, Stetigkeit mittels offener Mengen zu
definieren. Ohne also “messen” zu miissen (d.h. ohne den Gebrauch einer Metrik), lisst
sich demnach die Stetigkeit einer Funktion dadurch definieren, dass “die Urbilder offe-
ner Mengen offen sind”. Diesen Weg in der Mathematik wihlt man dann, wenn man
topologische Riume (Das ist eine Menge X zusammen mit einer Menge von Teilmen-
gen von X, die die Eigenschaften (T1) bis (T3) erfiillt.) betrachtet und zwischen ihnen
Funktionen als stetig charakterisieren mochte. Diese Verallgemeinerung tdiber metrische
Rdaume hinaus soll aber hier nicht beschritten werden. Allerdings werden weiterhin die
Beweise der folgenden Resultate mdéglichst “topologisch” gefiihrt, d.h. ohne die Verwen-
dung — sofern mdglich — der Metrik.

Korollar 1.40. Seien X,Y metrische Riume und f : X — Y. Dann ist f genau dann stetig,
wenn die Urbilder aller offenen Mengen V- C Y offen in X sind.

Beweis. Angenommen, die Urbilder aller offenen Mengen in Y (bzgl. der Funktion f) sind
offen in X und es sei 2 € X. Fiir beliebiges V' C Y offen gilt, dass mit O = f~1(V) die
Implikation in Satz (3) gilt und somit f stetig an x ist. Umgekehrt folgt wegen Satz
aus der Stetigkeit von f, dass fiir jedes € X und jede offene Menge V C Y mit f(z) € V
eine offene Menge O,y C X existiert mit x € O,y und f(O,y) C V. Da sich das Urbild
f~1(V) auch schreiben liisst als

{reX: fz)eVi= ] Oy,
reX

folgt, dass f~1(X) als Vereinigung offener Mengen offen ist. O

Beispiel 1.41.

(a) Nach Korollar ist f~1 (B:(y)) offen, wobeic >0, y € Y, falls f : X — Y stetig
ist. Wihlt man zB. X = R%, Y = R (jeweils mit dy) und die in Y offene Menge
V =(0,00) , so ist fiir f:R? — R die Menge f~1((0,00)) offen, wenn f stetig ist.
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(b) fist genau dann stetig, wenn auch die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen
sind. Dies ist eine Konsequenz aus der Tatsache, dass eine Menge genau dann offen
ist, wenn thr Komplement abgeschlossen ist.

Der folgende Satz macht jetzt Aussagen dariiber, wie man technisch geschickt Funktionen
auf Stetigkeit tiberpriift.

Satz 1.42. Seien X,Y und Z metrische Riume, f : X — Y stetiginx € X undg:Y — Z
stetig in f(x) € Y. Dann ist go f stetig in x.

Beweis. (Ubungsblatt 4): Man kann die Stetigkeit leicht mittels der Charakterisierung iiber
Folgen nachweisen. Alternativ verwenden wir hier ausschlieBlich die Definition. Sei also € > 0.
Dann existiert wegen der Stetigkeit von g in f(z) ein § > 0, so dass

VyeY: dy(y f(z) <6 = dz(g9(y),9(f(z)) <e.

Da f stetig in x ist, folgt wiederum, dass ein ¢’ > 0 existiert mit
Vte X dx(t,x) <d = dy(f(t), f(z)) <.
Zusammen erhalten wir also (mit y = f(t))
Vte X1 dx(t,z) <& = dz(g(f(t)),9(f(2))) <e.

O]

Proposition 1.43. Es sei X ein metrischer Raum und Y = R mit dy oder Y = RP mit
einer der Metriken dy, dy oder do. Ferner sei fr, : X — R fir k =1,...,p. Dann ist die
Abbildung f : X — RP mit f(z) = (f1(2),..., fo(2))T genau dann stetig, wenn fi, fir alle
k=1,...,p stetig ist.

Beweis. Es geniigt aufgrund von Satz m (2) Folgen (zp),cy € X, die gegen z € X
konvergieren, zu betrachten. Hierfiir bilden die (f(zy)), ¢y eine Folge von Vektoren des R?,
die genau dann konvergiert, wenn ihre Komponenten gegen die Komponenten von f(x)
konvergieren (Satz 1.14 (4)). Weil f(zy,); als I-te Komponente des Folgenvektors gleich f;(x,,)
ist, gilt also fi(z,) — fi(x) fir alle ] = 1,...,p, d.h. f; ist in x stetig. Da es sich bei allen
Schritten dieses Beweises um Aquivalenzumformungen handelt, ist die behauptete Aussage
bewiesen. O

Satz 1.44. (1) Sei X = R? mit einer der Metriken dy, dy oder do. Dann sind folgende
Funktionen stetig:

(i) add : R?> - R, (z,y) =z +y
(ii) mult : R*? - R, (z,y) =~z -y
(iii) quot : R x (R\ {0}) = R, (z,y) — £

(2) Sei (X,dx) ein metrischer Raum und f,g: X — R seien stetig. Dann sind folgende
Funktionen stetig:

(iv) f+g9: X =Rz~ f(x)+g(x)
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(v) f-9:X =R axw f(z) g()

(vi) g:{xeX!g(ﬁ)#O}%R’xH%

Beuweis. Fiir Teil 1. siche Ubungsblatt 3.

Teil 2.: Hier sei exemplarisch Behauptung (iv) gezeigt. Wihlt man F = (f,g) : X — R?, x —
(f(x),g(x))T, so lisst sich f + g = add o F schreiben. Nach Proposition ist F' stetig da
f und g stetig sind. Nun folgt aus der Stetigkeit von add (Teil (1)) und der von F die von

f + g aus Satz [1.42] O

Definition 1.45. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume, D C X und f : D — Y. Sei
x ein Hdufungspunkt von D und y € Y. Wir nennen y den Grenzwert der Funktion f
fiir t gegen x — und schreiben dafir lim;_,, f(t) =y — falls

Ve >030 >0Vt e Bs(x)\{z}: f(t) € B(y).

Wegen der Trennungseigenschaft des metrischen Raumes, Satz ist der Grenzwert in
Definition [1.45| eindeutig, falls dieser existiert. Man beachte auch, dass wegen der Definition
der Kugeln y = lim;_,, f(t) genau dann, wenn

Ve>030 >0Vt e D\ {a}: dy(t,z) <d = dy(f(t),y) <.

Lemma 1.46. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume, D C X und f: X — Y. Sei
weiterhin x ein Hdufungspunkt von D und y € Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) limy—, f(t) = y.
(ii) Fiir jede Folge (xy)nen in D\ {x} mit im, oo z, = x gilt, dass lim,_,~ f(z,) = y.

Beweis. (i) = (ii) folgt unmittelbar aus Definition der Konvergenz von Folgen.
Fiir die Umkehrung zeigt man die Kontraposition durch die Konstruktion einer gegen z
konvergenten Folge, deren Bildfolge nicht gegen y konvergiert. Hierzu nehmen wir an, dass

>0V >0Vie D\ {z}: dx(z,t) <dANdy (f(x),y)>e.

Dann ldsst sich eine Folge (2y),cy in D \ {z} konstruieren mit lim, ;o , = =, so dass
(f(zn))pen nicht gegen y konvergiert. O

Satz 1.47. Seien X,Y metrische Riume, © € X und f : X — Y. Dann ist f genau dann
in x stetig, wenn tlim ft) = f(z).
—z

Beweis. Ubung. O

Beispiel: Aufgabe 1, Blatt /
Wir diskutieren im Folgenden ganz ausfiihrlich die Stetigkeit der Funktionen f : X — Y,
wobei (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume sind.

(a) Seien X =R2, Y =R3, dx = di, dy = ds und

flx1,22) = (2122, \/x% + x%, e’l).
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Die Funktion ist stetig als Verkniipfung stetiger Funktionen.
Genauer: Nach Proposition geniigt es, die Stetigkeit der Komponentenfunktionen

f1, f2, f3

zu zeigen. Die Funktion fi(x1,x2) = mult(z1,x9) ist stetig von R? nach R nach Satz
1.44} Des Weiteren ist fo = /o addo (g1,92) mit g1(x) = 2% und g2(y) = y*. Nun sind
g1 und go stetig auf R und damit auch (g1,92) : R — R? und da \/ von [0,00) = R
stetig ist, ist auch fo stetig auf R? als Komposition von stetigen Funktionen. Natiirlich
wissen wir bereits aus der Analysis I, dass fs stetig auf R ist.

Seien X =R2, Y =R, dx = do, dy = du und

oo {F @) #(0,0)
) {o (e,9) = (0,0)

An Stellen (x,y) # (0,0) ist die Funktion stetig als Verkniipfung stetiger Funktionen.
Genauer: g1(y) = y* und g2(x) = x sind klarerweise stetig von R nach R und somit
lasst sich f schreiben als

[ = quot o (mult o (g2, 91),add o (g1,91 0 g1))

Da quot stetig von R x R\ {0} nach R ist sowie add und mult stetig von R?> — R und
weiterhin add o (g1,g1 0 g1)(x,y) # 0 fir (x,y) # (0,0) folgt die Behauptung.

An (z,y) = (0,0) ist die Funktion nicht stetig. Dazu betrachte man die Folge definiert
durch (xn,yn) = (5, 1) n € N. Damit ergibt sich

n2’n

, neN.

Da aber (zy,,yn) — (0,0) in do (Satz 1.14: Komponentenweise Konvergenz in RP) und
da f(0,0) =0, kann f nicht an (0,0) stetig sein.

Wichtig: Wir haben nun insbesondere auch an den Stellen, an denen die Funktionen als
Verkniipfung von stetigen Funktionen stetig sind, sehr ausfiihrlich argumentiert, um die
Aussagen auf die bewiesenen Sétzen zurilickzufithren. In Zukunft geniigt es fiir diese Félle
zu argumentieren, dass die Funktion an diesen Stellen als Verkniipfung stetiger Funktionen
stetig ist. Anders verhélt es sich bei “kritische Stellen” wie (x,y) = (0,0) in Beispiel (b):
Diese miissen gesondert behandelt werden. Hierfiir verfahrt man typischerweise wie folgt:

e Um zu zeigen, dass die Funktion an der Stelle nicht stetig ist; gebe man eine Folge

in X an, die gegen den kritischen Punkt (x,y) konvergiert, so dass die Bildfolge nicht
gegen den Bildwert f(x,y) konvergiert.

e Um Stetigkeit zu zeigen, verwendet man typischerweise geeignete Abschétzungen: Be-

trachten wir beispielsweise die folgende Funktion von R? nach R,

20 (2,y) # (0,0)
x,y) = Tty
il {o (e,9) = (0,0),

so gilt wegen 2xy < z? + y?, dass

2
T z
y =

2 4+y? ~ 2

und somit lim g ) (0,0) f(7,y) = 0, weil ||(x,y)[[2 — 0 impliziert, dass x — 0.
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Definition 1.48. Seien X,Y metrische Riume, (fn),cy eine Folge von Funktionen von X
nachY und f : X — Y. Dann konvergiert die Folge (fn),cn genau dann gleichméBig gegen
f, wenn

Ve >03IN eNVn>NVz e X: dy (fu(z), f(z)) <e.

In diesem Fall nennt man f auch die Grenzfunktion.

KOMMENTAR: Die Definitionen von “punktweiser” und “gleichméfliger” Konvergenz einer Folge von
Funktionen unterscheiden sich formal durch die Position des Quantors “Vax € X”. Wahrend dieser
bei der punktweisen Konvergenz, d.h.

Vre XVe>03IN eNVn>N: dy (fulz), f(2)) <e,

“vorne” (also ganz links) steht, steht er bei der gleichmifiigen am Ende. Dies bedeutet, dass im
ersten Fall die Wahl des N von z abhiingen kann (dies manchmal dadurch verdeutlicht, dass man
N (z) schreibt), withrend es im zweiten Fall fiir alle x ein “gemeinsames N” gibt, das unabhiingig von
dem jeweiligen x ist.

Satz 1.49 (Gleichmifiige Konvergenz und Stetigkeit). Seien X, Y metrische Riume und
(fn)nen eine Folge stetiger Funktionen von X nach Y. Wenn die Folge gleichmdfig gegen
eine Grenzfunktion f konvergiert, ist auch dieses f stetig.

Beweis. (Ubung, Blatt 4): Sei (f,)nen gleichmiBig konvergent gegen f : X — Y und seien
x € X sowie ¢ > 0 gegeben. Aus der Voraussetzung der gleichméfiigen Konvergenz folgt
die Existenz eines Index n € N mit dy (fn(2), f(2)) < €/3 fiir alle z € X. Nun gilt mit der
Dreicksungleichung

dy (f(x), [(2)) < dy (f(2), fn(2)) + dy (fu(2), fn(2)) + dy (fa(2), f(2))-

Der erste und der letzte Term ist jeweils kleiner als € /3 nach Wahl von n. Wegen der Stetigkeit
von f, existiert ¢ > 0, so dass der mittlere Term auch kleiner als /3 fiir alle z € X mit
dx(z,z) < . Das zeigt die Behauptung. O

Offensichtlich ist die Aussage von Satz im Allgemeinen falsch, wenn auch die Vorausset-
zung der gleichméfigen Konvergenz verzichtet wird. Dies haben wir bereits in der Analysis
I anhand des Beispiels f,(x) = 2" fiir = € [0, 1] gesehen.

1.4 Kompakte Mengen in metrischen Riumen

Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Eine Familie (V;);c; von offenen Mengen in X
heifit offene Uberdeckung von M, falls

MgUw
i€l

Fiir J C I nennen wir (V;);cs eine (offene) Teiliiberdeckung, falls (V;),c; eine (offene)
Uberdeckung von M ist. Im Folgenden werden wir immer offene Uberdeckungen betrachten
und deshalb meist nur von “einer Uberdeckung” sprechen.

Definition 1.50. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifst M C X kompakt, falls jede
offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliberdeckung besitzt.
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Eine Menge M C X ist also genau dann kompakt, wenn fiir jede Familie (V;);c; von offenen
Mengen folgende Implikation gilt

Mc|JVi = 3JCIsodass|J|<ooundMC| ]V
i€l i€J
Beispiel 1.51. Sei X ein metrischer Raum und (zp)nen eine gegen x € X konvergente
Folge in X. Dann ist die Menge
M ={z,: ne N} U{z}

kompakt, denn sei (Vi)ieq eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert zu jedem n € N
eine Indez i, € I mit x, € V;, und ein Index ig € I mit x € V;,. Wegen der Konvergenz der
Folge (zy)nen gegen x gilt, dass fast alle Folgenglieder in Vi, enthalten sind, also ein N € N
existiert mit {x,: n > N} C V;,. Wir definieren nun

J:={ip} U{in: n < N}.
Offensichitlich ist J C I und |J| = N. Aus der Konstruktion folgt weiterhin (V;);eq 2 M.
Satz 1.52. Sei (X, d) metrischer Raum und M C X kompakt. Dann gilt

(1) M ist abgeschlossen
(2) M ist beschrdinkt
(8) Jede abgeschlossene Teilmenge N von M ist kompakt.

(4) Jede endliche Vereinigung kompakter Menge ist kompakt.

Beweis. (1): Wir zeigen, dass M€ offen ist. Dazu nutzen wir die Eigenschaft metrischer
RAume, dass Punkte durch offene Mengen getrennt werden konnen: Sei z € M€, Aufgrund
des Hausdorff’schen Trennungsaxioms (Satz existieren zu jedem y € M disjunkte, offene
Mengen O, und V,, mit x € O, y € V. Man erkennt, dass (V})yenr eine offene Uberdeckung
von M ist, weshalb aus der Kompaktheit von M die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung
(Viy)yes folgt. Es existiert also J C M und |J| < oo mit UyesV, 2 M. Wir behaupten, dass
0= NyesOy eine offene Menge mit x € O C M¢ ist. In der Tat ist O als Schnitt endlich vieler
offener Mengen offen und erfiillt aufgrund der Konstruktion, dass z € O. Da UyesVy 2 M
ist und O N Vy € Oy NV, =0 fiir jedes y € J ist, gilt auch O C M-.

(2): Man wiihle eine Uberdeckung von M durch offene 1-Kugeln und betrachte die Vereini-
gung der Kugeln einer endlichen Teiliiberdeckung (Bj(z;))? ;. Betrachte nun

Ti.j :d(l’i,ﬂfj), 1,] € {1,..,7’1}
und wéhle r = ry, j, maximal, woraus M C By, (z;,) folgt. Vorsicht: In der Vorlesung wurde
dieses Argument micht explizit ausgefihrt und auflerdem gilt im Allgemeinen r > n.

(3): Sei N eine abgeschlossene Teilmenge von M und betrachte eine offene Uberdeckung
Y von N. Dann ist V U {N¢} eine offene Uberdeckung von M und demnach existiert eine
endliche Teiliiberdeckung von M gegeben durch V U {N°}. Es folgt N € N N (VU {N¢}).
Damit ist (V U {N¢}) eine endliche Teiliiberdeckung von N.

(4): Sei V eine offene Uberdeckung der Vereinigung von endlich vielen kompakten Mengen
My, .., M,. Fiir jede einzelne Menge hat V' eine endliche Teiliiberdeckung. Die Vereinigung
dieser Teilitberdeckungen liefert eine endliche Teiliiberdeckung von Uj_; M;. O

Der folgende Satz erweist sich als sehr hilfreich, um Kompaktheit nachzuweisen.
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Satz 1.53 (Charakterisierung von Kompaktheit in metrischen Rédumen). Sei (X,d) ein
metrischer Raum und M C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) M ist kompakt

(ii) M ist folgenkompakt,
d.h. fiir jede Folge in M gibt es eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M.

Beweis. (i) = (ii): Sei (zpn)nen eine Folge in M und betrachte N = {z,: n € N}. An-
genommen, die Folge hat keine in M konvergente Teilfolge. Dann folgt, dass N keinen
Haufungspunkt in M ha@ Es gibt also zu jedem y € M eine offene Menge V, mit y € V,
und

NNV, C{y}.

Da (V,)yem eine offene Uberdeckung von M ist, gibt es nach Voraussetzung eine endliche
Teilmenge K von M so dass Uye i Vy 2 M. Insbesondere gilt, dass

N=NnMC [J(NnV,) CK,
yeK

womit N endlich ist. Somit existiert eine konstante Teilfolge von (z,,)nen. Widerspruch.
(ii) = (i): Wir zeigen —(i) = —(ii). Angenommen es giibe eine Uberdeckung V = (V;):cr
von M ohne endliche Teiliiberdeckung. Wir betrachten fiir n € N folgende Mengen :

M, ={zx e M: Jielmit Bi(x) CV;}.

Man sieht leicht, dass

(1) My, C My, fir alle n € N,
(2) UpenM,, = M (da V eine offene Uberdeckung ist), und

(3) @ € My = Bi(x)N M C M,

Wir zeigen nun, dass M,,, = M fiir ein ng € N gilt. Wére dies nicht der Fall, so wire fiir jedes
n € N die Teilmengenrelation “M,, C M,,11” strikt, d.h. es gébe ein Element x,, € M,, 11\ M,,.
Daraus ergébe sich eine Folge (z,)peny mit z, € M \ M, fiir alle n € N. Aufgrund der
Folgenkompaktheit von M hat (z,,)nen eine Teilfolge, die gegen y € M konvergiert. Wegen
der Eigenschaften (2), (3) existiert ¥ € N mit B 1 (y) N M C Mj. Aus Konstruktion gilt
aber x,, ¢ M, und wegen (1) damit x,, ¢ B 1 (y) N M fiir alle n > k. Dies widerspricht der
Konvergenz einer Teilfolge gegen y.

Sei ng € Nmit M,, = M. Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge (2, )nen in M. Sei z; € M
beliebig. Dann existiert i1 € I mit B 1 (zl) C V;i,. Da V keine endliche Teiliiberdeckung hat,

existiert zo € M \ V;,. Wihle wiederum Vi, so, dass B i (22) C Vi, und z3 € M\ (V;, UV,,).

Induktiv erhalten wir eine Folge (2, )nen und eine Folge von Indices (i,)nen mit

zn € M\ (Vi;U---UV; ) und B (z,) CV;, fiirallenéeN.

7o

0Gibe es einen solchen Haufungspunkt x € M, so wiire fiir jedes n € N die Menge Bi(xz) NN\ {z}

nichtleer. Damit gébe es aber eine Teilfolge von (n)nen, die gegen © € M konvergiert. Man beachte, dass
hier die Metrik bzw. die Kugel ein wesentlicher Begriff ist.
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Daraus folgt

1
d(zp, 2m) > —, n>m,
no
weshalb keine Teilfolge von (z,),en Cauchyfolge ist und damit auch nicht konvergent. [

KOMMENTAR: Wir erinnern daran, dass wir uns das Ziel gesetzt hatten, den Begriff der Kugeln in
den Beweisen moglichst zu vermeiden. Nun zeigt sich im Beweis von Satz dass dies dort nicht
moglich war. So haben wir bei beiden Implikationen konkret die Metrik, d.h. die Kugeln, verwendet.
Und in der Tat stellt sich heraus, dass das Resultat nicht aus den grundlegenden Eigenschaften offener
Mengen folgt — also nicht fiir allgemeine topologische Rédume (siehe Kommentar im Anschluss an

1.23) gilt.

Beispiel 1.54. (1) X = R, M = [a,b] mit a < b ist nach Satz kompakt, da jede
Folge in [a,b] beschinkt ist und somit aufgrund des Satzes von Bolzano—Weierstraf§
eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert wegen der Abgeschlossenheit von
[a,b] in [a,b] liegt, vgl. Satz 1.28. Allgemeiner gilt mit Hilfe derselben Argumentation
wie in (1): Jede abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge von R ist kompakt (beziiglich
der Standard-Metrik).

(2) Sei X = RP wversehen mit einer der Metriken dy,ds oder ds. Dann ist fir a,b € RP
mit a; < b; fiiri=1,..,p, der “achsen-parallele Quader”

Q={zeRP: q;<z;<b; Vi=1,.,p}

kompakt. Um dies zu sehen, sei (Ty)men eine Folge in Q. Betrachten wir die Folge der
ersten Komponenten, (Tm,1)men, S0 konnen wir wegen a1 < X, 1 < by fir alle m € N
und dem Satz von Bolzano—Weierstraf§ auf die Existenz einer konvergenten Teilfolge
(Tmy,,1)ken schlieflen. Betrachten wir nun die Folge (Tm, 2)ken. Da ag < xp, 2 < ba,
schlieffen wir wiederum auf die Fxistenz einer konvergenten Teilfolge (wnkl 2)ieN. Re-
kursiv erhalten wir somit nach p Iterationen eine Teilfolge (xy,)jen von (Tp)nen, fir
die jede Komponente konvergiert und somit nach Satz 1.14 auch die Folge in RP. Da
die Intervalle [a;,b;] abgeschlossen sind, liegt der Grenzwert in Q. Damit folgt nach
Satz 1.53 (Kompaktheit <= Folgenkompaktheit) die Aussage.

Die entsprechende Aussage fiir achsen-parallele Quader in CP folgt unmittelbar aus der
Identifikation mit R?P und der Stetigkeit des zugehdorigen Isomorphismus.

(3) Die abgeschlossenen Kugeln in (RP,d;) mit i € {1,2,00} sind kompakt. Dies folgt aus
(2) und Satz[1.59(3).

(4) Die leere Menge ist in jedem metrischen Raum kompakt.

(5) Sei X # 0 versehen mit der diskreten Metrik. Die kompakten Mengen in X sind genau
die endlichen Teilmengen von X. Siehe Blatt 4.

(6) Alle endlichen Teilmengen eines metrischen Raumes sind kompakt, siehe Blatt 5.

Satz 1.55 (Heine-Borel). Eine Menge M in RP, p € N, versehen mit der Standardmetrik
d = dsy bzw. di oder do, ist genau dann kompakt, wenn M beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Aus Kompaktheit folgt mit Satz die Abgeschlossenheit sowie Beschrinktheit.
Die Umkehrung folgt aus dem Umstand, dass eine Menge, die beziiglich einer der Metriken
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di1,do oder ds beschriankt ist, immer in einem hinreichend grofien achsenparallenen Quader
enthalten ist — dies folgt beispielsweise fiir die Metrik do, explizit daraus, dass fiir jede
beschrankte Menge M ein R > 0 existiert, so dass sup,cy d(0,2) < R und damit M C
Qap = K%’"(O) mit a; = —R und b; = R fiir alle i = 1, .., p. Fiir die anderen Metriken d; und
ds gilt wegen Lemma 1.13, dass jede abgeschlossene Kugel auch in einer hinreichend grofien
Kugel um 0 beziiglich d, enthalten ist. Da @), kompakt ist, siche Beispiel (3), folgt
mit Hilfe von Satz (2), dass auch M kompakt ist. O

Bemerkung 1.56. Es sei hier gesagt, dass die Charakterisierung der Kompaktheit im Satz
von Heine—Borel sehr spezifisch fiir den metrischen Raum RP ist. Diese Aussage gilt nicht fiir
allgemeine metrische Rdume, wie beispielsweise fiir jede unendliche Menge X, versehen
mit der diskreten Metrik.

Satz und der Satz von Heine-Borel implizieren eine Verallgemeinerung des Satzes von
Bolzano-Weierstraf fiir den Raum RP.

Korollar 1.57 (Bolzano—Weierstrafl in RP). Jede beschrinkte Folge in RP versehen mit den
Metriken di,ds oder ds hat eine konvergente Teilfolge.

Man beachte, dass fiir den Beweis des Satzes von Heine-Borel das Beispiel (2) ver-
wendet wurde, in welchem auf den Satz von Bolzano-Weierstraf§ fiir den Raum (R, d2)
zuriickgegriffen wurde. Das bedeutet, dass Korollar — so wie hier bewiesen — den
bekannten Fall aus der Analysis I voraussetzt und keinen alternativen Beweis liefert.

Satz 1.58 (Stetige Funktionen und kompakte Mengen). Seien X,Y metrische Riume, D C
X und f: D —Y stetig.

(i) Falls D kompakt ist, so ist auch f(D) kompakt.

(i) Falls D kompakt und Y = (R,ds) ist, so nimmt f auf D sein Supremum und sein
Infimum an, d.h. es existieren Punkte Xyar und Tomin in D mit

f(@min) = égjg{f(x) x €D} und  f(Tmaez) = ilelg{f(x) xz € D}

Beweis. (i): Sei V = (V;)ses eine offene Uberdeckung von f(D). Dann ist aufgrund der Stetig-
keit auch (f~1(V;))ier eine offene Uberdeckung von D. Da D kompakt ist, gibt es eine endli-
che Teiliiberdeckung (f~!(V;))ics und damit ist auch (V;);c eine endliche Teiliiberdeckung
von f(D).

(ii): Da f stetig ist, folgt nach (i), dass f(D) kompakt in R ist. Sei f(xy)nen eine Folge in
f(D), die gegen das Supremum bzw. Infinimum y von f(D) konvergiert. Wegen der Kompakt-
heit gibt es eine Teilfolge mit Grenzwert in f(D) — dieser muss aber mit y iibereinstimmen,
woraus die Behauptung folgt.

Alternativ kann folgendermafien ohne Bezug auf (i) argumentiert werden: Sei f(zy,)nen €ine
Folge in f(D), die gegen das Supremum bzw. Infinimum y von f(D) konvergiert. Dann hat
wegen der vorausgesetzten Kompaktheit von D die Folge (z,,)nen eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert x in D. Deren Bildfolge muss aber — als Teilfolge von (f(x,)) — auch gegen
y konvergieren. Aus der Stetigkeit folgt nun f(z) = y und somit die Behauptung. O

Wir haben bereits gesehen, dass stetige Funktionen und Begriffe wie offen, abgeschlossen
und kompakt interagieren. Der folgende Typ von Funktion erhélt diese Eigenschaften von
Mengen.
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Definition 1.59. Zwei metrische Rdume X,Y heiffen hom6omorph, falls eine eine bijek-
tive Abbildung f : X — Y ezistiert, so dass f und f~! stetig sind. Eine solche Abbildung
heiffit f Hombomorphismus.

KOMMENTAR: Warnung: Der Begriff des Homdomorphismus ist nicht mit dem des Homomorphismus
zu verwecheln. Wihrend Ersterer klar definiert ist — wie in obiger Definition — so h#ngt ein Ho-
momorphismus immer von der betrachteten Struktur ab, die er erhalten soll. Natiirlich kann auch
ein Hom6omorphismus als strukturerhaltende Abbildung verstanden werden: Namlich als solche, die
offene Mengen in offene Mengen iiberfiihrt, sieche Bemerkung

Satz 1.60. Seien X und Y metrische Riume und sei X kompakt. Dann ist jede bijektive,
stetige Abbildung bereits ein Homdomorphismus.

Beweis. Ubung zum Selbststudium. O

Bemerkung 1.61. Aufgrund der bewiesenen Charakterisierung von Stetigkeit mittels offe-
ner bzw. abgeschlossener Mengen bzw. Satz 1.59 sieht man, dass Homdoomorphismen offene
bzw. abgeschlossene bzw. kompakte Mengen zweier metrischer Rdiume ineinander dberfiihren.
Entsprechend ldsst sich der Konvergenzbegriff in homdéomorphen metrischen Rdumen cha-
rakterisieren.

Beispiel 1.62. (a) Die metrischen Riume ([0, 1), dalj0,1)x[0,1)) und ([0, 1], dalj,1]x[0,1]) sind
nicht homoomorph, da'Y im Gegensatz zu X kompakt ist, aber die Homdomorphie we-
gen Satz[1.58 die Kompaktheit tibertragen wiirde.

(b) Die metrischen Riume (RP,dy), (RP,ds) und (RP, d) sind paarweise homéomorph, da
die Identititsabbildung f(x) = x stetig ist und eine stetige Inverse hat, was aus Satz
1.14 folgt.

(c) Sei X eine Menge und d* und d* Metriken auf X. Falls Konstanten c1,co > 0 existie-
ren, so dass fiir alle z,y € X

Cldl(l',y) S dQ(IL‘,y) S 62d1($ay)a

so folgt ebenfalls, dass die Identititsabbildung x +— x stetig ist und stetige Inverse
besitzt.

Der folgende Begriff verallgemeinert den bereits aus der Analysis I bekannten Begriff der
gleichmdfsigen Stetigkeit.

Definition 1.63 (GleichméfBige Stetigkeit). Seien X, Y metrische Riaume und f: X =Y.
Dann heifit f gleichméfig stetig, falls

Ve>036>0Vz,y € X : dx(z,y) <d = dy(f(z), f(y)) <e.

Offensichtlich ist jede gleichméBig stetige Funktion auch stetig. Die Umkehrung gilt im All-
gemeinen nicht, wie bereits aus der Analysis I bekannt ist. Es gilt aber

Satz 1.64. Seien X,Y metrische Riume und f : X —'Y stetig. Falls X kompakt ist, so ist
f gleichmdfig stetig.
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Beweis. Wir prisentieren hier einen direkten Beweis. Fiir eine alternative Argumentation
siehe Ubungsblatt 5, Aufgabe 3. Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, existiert fiir jedes € X ein
6z > 0, so dass f(Bs,(z)) C B.2(f(x)). Da X kompakt ist, besitzt die offene Uberdeckung
(Bs,/2(z))zex von X eine offene Teiliiberdeckung (Bj, /2())zes, wobei |J| < oo ist. Fiir
beliebiges * € X gibt es demnach ein ¥ € J mit # € Bs_ /(7). Sei § = minge6./2.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt, dass Bs(x) C Bs, (%) und dass

f(Bs(x)) € Beya(f(2)) € Be(f(x))-

O

Satz 1.65 (Fortsetzbarkeit gleichméfig stetiger Abbildungen). Seien X und Y metrische
Rdaume, wobei Y wollstindig ist und D C X. Sei f : D — Y gleichmdfig stetiﬂ. Dann
existiert eine eindeutige gleichmdfig stetige Abbildung F : D — Y, die f fortsetzt, d.h.
Flp=f.

Beweis. Die Idee ist, F fiir € D\ D dadurch zu definieren, dass wir eine Folge (2, ),en in D wihlen,
die gegen x konvergiert und “F'(z) = lim,,_,~ f(z,)” setzen (aufgrund der gewiinschten Stetigkeit von
F ist dies auch die einzige Moglichkeit). Allerdings ist a-priori nicht klar, warum der eben genannte
Limes iiberhaupt existiert. Wir gehen in folgenden Schritten vor:

1): Sei z € D\ D, also muss z ein Hiufungspunkt von D sein, weshalb aus der Definition (und der
Definition von offenen Mengen mittels Kugeln) folgt, dass eine Folge (z,)nen in D existiert, die gegen
x konvergiert. Das bedeutet insbesondere, dass (z,)neny und — wegen der gleichmifigen Stetigkeit
von f — auch (f(z,))nen eine Cauchyfolge ist. Da Y vollstiindig ist, existiert ein Grenzwert y € Y
von (f(zn))nen. Wir definieren F(z) =y und F|p = f.

Es ist noch nicht klar, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Um dies zu sehen, sei (y,)nen eine
weitere Folge in X mit Grenzwert x. Wir zeigen nun, dass lim, . f(y,) = y ist. Wie zuvor sieht
man, dass (f(yn))nen als Cauchyfolge in Y auch konvergent ist. Es gilt, dass dx (2, yn) eine Nullfolge
ist (siehe Aufgabe 3, Blatt 5) und damit folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit von f dass

dy (f(@n), f(yn)) = 0 (n — 00).

Somit ist lim, e f(yn) = lim, oo f(z,) = y und damit F : D — Y eine wohldefinierte Abbil-
dung. Es bleibt die gleichméflige Stetigkeit von F' und die Eindeutigkeit zu zeigen: Dies sei hier als
Ubungsaufgabe formuliert. O

1.5 Normierte Vektorraume

Aus der Linearen Algebra I ist der Begriff des Vektorraumes bekannt. Im Folgenden betrach-
ten wir immer Vektorrdume iiber den Skalarkérpern R oder C — und schreiben K € {R, C}
— wie beispielsweise RP oder CP. Daneben haben auch viele andere der bisher behandelten
metrischen Réume eine Vektorraumstruktur und zusétzlich hat die betrachtete Metrik eine
spezielle Form. Dies motiviert folgenden Begrift:

Definition 1.66. Sei X ein Vektoraum diber dem Kérper K € {R,C}. Eine Abbildung || || :
X — [0,00) heifst Norm auf X, falls

(N1) ||z =0 < 2=0

(N2) |lcx|| = |c|||z|| fir alle z € X

"Das heift, f ist gleichmiBig stetig von (D, dx|pxp) nach Y.
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(N3) |l +yll < llzll + llyll fir alle z,y € X.

Wir sagen, dass X = (X,||-||) ein normierter (Vektor-)Raum ist (Per Definition ist also
X ein Vektorraum, falls X “ein normierter Raum” ist.).

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Offensichtlich definiert die Abbildung

d(z,y) = ||z -yl

eine Metrik auf X (man iiberzeugt sich leicht davon, dass die entsprechenden Metrikeigen-
schaften aus den Eigenschaften der Norm folgen). Diese Metrik bezeichnen wir als die von
der Norm induzierte Metrik. Damit kann jeder normierte Raum als metrischer
Raum aufgefasst werden — in diesem Sinne bilden die normierten Vektorrdume eine
Klasse von Beispielen von metrischen Raumen.

Beispiel 1.67.

(a) (i) (RP,||-|l1) wobei||z|1 = D°F_, |zn|. Man sieht leicht, dass |- ||1 die Eigenschaften
einer Norm erfillt, bzw. kann man (N1) und (N3) aufgrund von ||z||; = di(z,0)
direkt aus den Figenschaften fir die Metrik di ablesen. (N2) folgt unmittelbar aus
der Definition.

(ii) Ahnlich folgt, dass (R?, || - ||2) mit ||z]l2 = 3P _, |xn\2)% ein normierter Raum ist
(Die Dreiecksungleichung ist genau die Minkowski’sche Ungleichung.).

(i1i) Weiterhin sieht man, dass ||z||cc = max;=1,_, |zi| eine Norm auf RP definiert.

Diese drei Normen induzieren die bereits bekannten Metriken di,ds bzw. d.

(b) Die Paris-Metrik auf R? sowie die diskrete Metrik auf einem nicht-trivialen Vektorraum
sind nicht von einer Norm induziert.
Diskrete Metrik: Nehmen wir an, dass die diskrete Metrik von einer Norm ||-|| induziert
wird, also do(x,y) = ||z —y|| fir alle z,y € X. Sei x € X \ {0} und betrachte

122]] = do(2,0) =1,

wobei die letzte Ungleichung aus der Definition der diskreten Metrik und 2z # 0 folgt.
Dies ist aber ungleich 2||z|| = 2dy(x,0) = 2, was ein Widerspruch dazu ist, dass dy
von einer Norm induziert ist.

Paris-Metrik: Diese ist gegeben durch:

_ d(z,y) NER: z=\y Vir=y
dp(@3) = { d(z,0) +d(0,y) sonst

auf X = R2. Wir zeigen, das dp nicht von einer Norm induziert wird, wobei d eine
beliebige Metrik auf R? ist. Angenommen, dp ist von einer Norm || - ||p induziert. Es
gilt also insbesondere, dass ||z||p = dp(z,0) = d(z,0) fir alle z € R?. Nach Definition
von dp gilt fiir alle Paare (z,y) € R? x R%, die nicht auf einer Geraden durch 0 liegen,
dass

lz = yllp = dp(z,y) = d(x,0) +d(0,y) = ||z]|p + [lyllr-
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Sei nun x € R?\ {0} und setze y, = x + %yo wobei yo € R? so gewdhlt ist, dass fiir alle
neN (x,y,) jeweils nicht auf einer Geraden durch O liegt (Dies ist leicht mdglich).
Nun gilt ||z = ynllp = 3 lyollp — 0 fiir n = oo, weshalb

|z = ynllp = llzllp + llynllp = [[z][p Vn €N
auf 0 > ||z|| fihrt. Dies steht im Widerspruch zu x # 0.

Definition 1.68. FEin normierter Raum (X, | - ||) heifst Banachraum, falls X vollstindig
ist, d.h. der induzierte metrische Raum vollstindig ist.

Beispiel 1.69.

(a) Da die Normen || - ||1,] - ||l2 und || - || auf RP jeweils die Metriken di,ds bzw. do
mduzieren, folgt mit Korollar 1.16, dass die normierten Rdume auch Banachriume
sind.

(b) X = C(I;R), wobei I ein abgeschlossenes Intervall ist, versehen mit der Supremums-
norm || flleo = Supgey |f(x)], ist ein Banachraum, siehe Blatt 4.

(c) Der normierte Raum C([—1,1];R) der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0,1]
versehen mit der Supremumsnorm | f|loc = supge(_11) |f(2)| ist kein Banachraum. Die
Funktionenfolge

1
e x>0

fnl@) = { (—2)*n 2 <0

ist eine Cauchyfolge beziiglich der von der Norm induzierten Metrik, aber konvergiert
nicht in X — der vermeintliche (punktweise) Grenzwert f(x) = |x| ist schliefSlich nicht
differenzierbar an x = 0.

Im folgenden betrachten wir lineare Abbildungen f : X — Y immer auf Vektorrdumen X, Y
iiber dem selben(!) Skalarkorper K, d.h. f ist nach Definition linear, falls

Vri, 2 € X, A € K: f(@1 4+ Awg) = f(21) + Af(22).

Notation: Wir verwenden fiir lineare Abbildung oftmals Grofibuchstaben und verzichten auch
auf die Klammern bei der Funktionsauswertung, z.B. Tz := T'(z).

Satz 1.70 (Lineare Abbildungen auf normierten Réumen). Seien X,Y normierte Riume
tber K und T : X — Y linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) T ist stetig an x = 0.
(2) T ist stetig.
(8) T ist gleichmdfSig stetig.

(4) Das Bild T(K1(0)) der abgeschlossenen Einheitskugel ist beschrinkt,
d.h. 3C >0, so dass ||Tz||y < C fir alle x € X mit ||z|x < 1.

In diesem Fall gilt

T
sup |[|[Tz|y = sup || Tz|y = sup ||Tx|y = sup % < 0. (1.5)
llzll<1 [zl <1 2l x=1 z#0
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Beweis. Die Implikationen (3) = (2) = (1) sind klar. (4) = (3) folgt direkt aus der
Linearitit, (N2) und der Annahme von (4)

[Tz = Tyly = [|T(z —y)lly < Cllz —yllx.

(1) = (4): Angenommen, T ist stetig an x = 0. Das heiit insbesondere, dass ein § > 0
existiert, so dass fiir alle z € X

lelx <6 — |Tely <1.

Aus der Linearitéit von T folgt, dass fiir alle z € X \ {0},

und damit ||Tz||y < }|z|x fiir alle z € X, woraus die Behauptung fiir C' = 3 folgt.
Wir zeigen nun Gleichung (1.5): Wegen der Linearitét folgt genauso, dass

gl = ALely
[E3BS v ||| x

sup ||[Tz|ly = sup ||[Tx|y = sup ”ﬁaﬁuy
#0 X

llzll x =1 flzllx <1 T

v

(Falls ||z]| < 1 gilt, dass ||[Tz|ly < HTIH”TI‘HY = ||Tﬁ”y) Klarerweise gilt supj, <1 |72y
SUP||z) <1 [|T2[ly- Fir [[z]] <1 gilt wiederum, dass

ITally < 2HT

—2 swp |Taly.

_r
2|l || Y llzl x <1

Falls sup|z <1 [|Tz]ly < oo ist, folgt damit supj,, <1 [[T%|ly < oo. Nach der oben be-
wiesenen Aquivalenz erhalten wir damit die (gleichméfBige) Stetigkeit von 7. Deshalb gilt

zusammen mit der Stetigkeit von || - || (Aufgabe 3, Blatt 5) fiir jedes z mit ||z||x = 1, dass
— i _1 - 1 _1
T = |7 lim (1 = L)) = Tim 71 = 2)a],

was bedingt, dass sup|, <1 [[7z[ly < supjz<1 [|Tz[ly. Somit gilt die besagte Identitit.
O

Eigenschaft (4) in Satz ist auch unter dem Begriff “die lineare Abbildung ist beschrankt”

bekannt und man spricht deshalb auch von “beschrénkten, linearen Abbildungen”.

Beispiel 1.71. Sei X =RP, p € N, versehen mit || - [|oc und Y ein normierter Raum. Dann
ist jede lineare Abbildung T : X — Y stetig. Um dies zu sehen, sei (by)!_, eine Basis von
RP. Aus der Linearitit, (N2) und (N3) folgt dann

p p p p
ITzlly = 1T ) @nbally = 1) @aTbally < D lenlITbally < ll2lloc Y 1Tbally-
n=1 n=1 n=1 n=1

Also ist T beschrinkt und nach Satz[1.70 stetig.

Definition 1.72. Zwei Normen || - |1, || - ||2 auf einem Vektorraum X heiffen dquivalent,
falls Konstanten c,C > 0 existieren, so dass

clzly < llzl2 < Cllafly Vo € X.
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Bemerkung 1.73. Man diberzeugt sich leicht davon, dass zwei Normen genau dann dquivalent
sind, wenn die Identititsabbildung id(x) = x stetig von (X,|| - |l1) nach (X,|| - ||2) ist und

die Inverse auch stetig ist, d.h. wenn id ein Homdomorphismus ist, siehe Beispiel (c)

Insbesondere gilt in diesem Fuall, dass Folgen genau dann beziiglich der einen Norm kon-

vergieren/Cauchyfolgen sind, wenn dies auch beziiglich der anderen Norm gilt. Insbesondere

stimmen Grenzwerte tberein. Wir haben bereits Beispiele von Metriken auf R kennenge-

lernt, die nicht homéomorph sind (siehe z.B., Blatt 1). Wir zeigen nun, dass dies nicht fir

Metriken passieren kann, die durch Normen induziert sind.

Satz 1.74. Alle Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum sind dquivalent. Ins-
besondere ist eine Folge in RP genau dann konvergent beziiglich einer beliebigen Norm, wenn

die Folgen der Komponenten in R beziiglich | - | konvergieren.
Beweis. Sei dim X = p und (b,)? _; eine Basis von X. Es geniigt zu zeigen, dass eine beliebige
Norm || - || auf X zur Norm |||« = maxp=1, ., |2,| dquivalent ist, wobei x = > P _, x,,b, ist.

Die lineare, bijektive Abbildung 7" : (RP, || - [|sc) = (X, || - |loo), (n) — >, Tnen ist offenbar
ein Homdomorphismus. Folglich gilt wegen Satz und Beispiel dass es ein C' > 0
gibt mit
Iz x < C|lz|lso Vo e X.

Nach Heine—Borel ist M = {z € RP: ||z||oc = 1} kompakt und damit wegen Satz (1)
auch S = {r € X: ||z]lc =1} = T(M). Da ebenso || - || : X — R stetig ist (siehe Blatt 5),
schlieen wir nun mittels Satz (2), dass die Funktion ||- || auf der Menge S ihr Minimum
¢ annimmt. Wegen (N1) muss ¢ > 0 gelten. Es gilt also ||z]| > ¢ > 0 fur alle z € X mit
|z]|co = 1, was aufgrund von (N2) die Ungleichung ||z|| > ¢||z||~ impliziert. O

Bemerkung 1.75. Da jeder endlich-dimensionale Vektorraum X iiber K isomorph zu K4m X
is{?], zeigt Satz[1.74| auch, dass alle n-dimensionalen Vektorriume bis auf Isomorphie dquivalente
Normen haben.

Korollar 1.76. Seien X,Y normierte Riume tber K und X endlich-dimensional. Dann gilt

(1) Jede lineare Abbildung T : X —'Y ist stetig.
(2) Der Satz von Heine—Borel gilt auch fir X.

(3) Die offenen/abgeschlossenen/kompakten Mengen von X stimmen mit den offenen/ ab-
geschlossenen/kompakten Mengen von (X, || - ||2) tberein.

Beweis. Sei dim X = p < oo. Nach Satz und Bemerkung koénnen wir auf X eine
spezielle Norm wéhlen, um die allgemeine Aussage zu zeigen. Wihle eine Basis (b,)?_; von X

und wihle ||z|loc = ||(zn)? _;]|cc wobei z =Y _, ,b,. Mit dieser Norm ist X hom&omorph
zu (RP, || - ||oc) und die Stetigkeit folgt somit aus Beispiel O

Bemerkung 1.77 (Wichtig!). Satz und Korollar besagen, dass fiir Begriffe wie
Konwvergenz, Stetigkeit in endlich-dimensionalen, normierten Rdumen die Angabe der Norm
nicht von Bedeutung ist. Aus Satz 1.14 folgt dariberhinaus, dass die Konvergenz beziiglich
allgemeiner Normen anhand der Koeffizientenfolgen beziiglich einer Basis abgelesen wer-
den kann. Aus diesem Grund spricht man in der Praxis oft von “Konvergenz in R™” ohne
eine spezifische Norm anzugeben. Es sei allerdings betont, dass solche Resultate nicht fir
unendlich-dimensionale normierte Riume wie beispielsweise C[0,1] oder den Folgenraum
(>*(N) gilt.

12D h., es existiert eine lineare Bijektion X — K.
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Beispiel 1.78. Sei I ein kompaktes Intervall und Y = CY(I) die Menge aller stetig diffe-
renzierbaren Funktionen f : I — R versehen mit der Norm || fllc1(ry = || flleo + 1f'[loo und
[flloo = [l fllc(r) = supger |f(x)]. Wir kénnen Y aber auch mit der Norm || - || (1) versehen.
Die beiden Normen || - [|ci(py und || - |y sind nicht dquivalent. Dies lisst sich leicht fiir
I = [0,1] anhand der Folge (fn)nen mit fn(x) = ™ fir x € [0,1] einsehen. Offenbar gilt,
dass die Folge beziiglich der Norm ||+ ||c(jo,1)) beschrdnkt ist, jedoch limy, o0 || fullc1(p0,1)) = o0
gilt. Fiir allgemeine kompakte Intervalle modifiziert man die Folge entsprechend.

Bemerkung 1.79. Wir haben gesehen, dass im Falle zweier dquivalenter Normen auf ei-
nem Vektorraum sdmtliche topologische FEigenschaften tbertragen werden — insbesondere
ist die Identidtsabbildung ein Homdémomorphismus und somit stimmen die offenen Mengen
beziiglich der einen Norm mit denen beziiglich der anderen iiberein. Auflerdem wird auch
die Figenschaft der Vollstindigkeit ibertragen, da ndmlich eine Folge genau dann beziiglich
der einen Norm Cauchyfolge ist, wenn sie auch Cauchyfolge in der dquivalenten Norm ist.
Man beachte, dass dies im Allgemeinen nicht aus der Homdéomorphie folgt, sondern aus dem
stirkeren Begriff der dquivalenten Norm (bzw. der in Beispiel (c) gesehenen Bedin-
gung). So ist beispielsweise die Identititsabbildung ein Homdéomorphismus zwischen (R, d2)
und (R,d) mit d(z,y) = |e™* — e Y|, aber (R,d) ist nicht vollstindig (siehe Blatt 6).

Aus Satz folgt, dass fiir eine lineare, stetige Abbildung 7' : X — Y zwischen normierten
Réumen X, Y eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle z € X, | Tz|ly < C||z| x. Dies
motiviert folgenden Begriff:

Definition 1.80. Seien X,Y normierte Riume tber K und T : X — Y linear und stetig.

Dann heifst
|Tz||y Satz 1.71

T x—y = sup sup [ Tz||
a0 |1zllx lefl<1

die Abbildungsnorm von T.

Wie oben bemerkt, garantiert Satz dass ||T'|| wohldefiniert ist. Tatsdchlich ist die Be-
zeichnung “Abbildungsnorm” nicht willkiirlich, wie folgender Satz zeigt.

Satz 1.81. Seien X,Y normierte Riume tber K. Dann ist
LX,)Y)=A{T: X - Y: T linear, stetig}
ein Vektorraum iber K und T — ||T||x—y ist eine Norm auf L(X,Y).

Beweis. Dass L(X,Y") ein K-Vektorraum ist, folgt unmittelbar aus der Eigenschaft, dass die
Addition bzw. Skalarmultiplikation die Linearitét und und die Stetigkeit erhélt.

Die Normeigenschaften lassen sich leicht unter Verwendung der Eigenschaften von ||-|| x, |||y
(Dies war eine Ubung auf Blatt 5.) nachrechnen: (N1): SUp||z|x<1 ITZ[|y = 0 ist wegen
dquivalent zu ||Tz|ly = 0 fiir alle x € X und somit zu T' = 0 als Abbildung. (N2) ist trivial
aufgrund von Eigenschaft (N2) der Norm || - ||y. (N3): Seien T, S, P € L(X,Y). Dann gilt

1T+ 5| = sup [(T'+S)zly = sup [Tw+Szlly < sup [Tz(ly + sup [[Sz(y

llzflx <1 =]l x <1 ll=llx <1 llzllx

und damit [|T"+ S|| < ||T]| + ||S]]. O

Satz 1.82. Seien X,Y normierte Riume iber K. Dann ist L(X,Y") versehen mit der Ab-
bildungsnorm genau dann vollstindig, falls Y wvollstindig ist.
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Beweis. Dies folgt aus Aufgabe 2) (Zusatzaufgabe) von Blatt 4. Dort wurde gezeigt, dass
F ={f:X = Y]|f ist stetig und beschriinkt}

|E| versehen mit der Metrik dz(f,g) = sup .z dy(f(7),g(z)) genau dann vollsténdig ist,
wenn Y vollstéindig ist. Wir wenden dies auf X = K(0), versehen mit d| ¢ und d(z,y) =
|z — y||, an. Wegen Satz 1.71 ist 7|z € F(X,Y) fiir alle T € L(X,Y) und wir zeigen nun,
dass {T'|y: T € L(X,Y)} sogar eine abgeschlossene Teilmenge des vollstéindigen metrischen
Raumes F(X,Y) ist und damit selbst vollstéindig (Aufgabe 1), Blatt 3). Dazu sei (T},)nen
eine Folge in L(X,Y) mit lim, o T ¢ = f € F(X,Y). Wir definieren nun fiir x € X:

@) el <1
T"’”:{ 27 () Nl > 1

Die Stetigkeit von f und | - | impliziert, dass T" stetig ist. Die Linearitét von T ldsst sich
einfach mittels der Linearitédt der 7, und Fallunterscheidung zeigen. So gilt z.B. fir z,y €
K1(0) und ¢z = ||z + Ay|| > 1 wobei A € K, dass

A A
T(x+\y) = cay f (3” y) = ¢py lim T, <m+ y) = lim Tpz+A lim Ty = Tz+ATy.
Cay n—00 Cayy n—00 n—00

O]

Korollar 1.83 (Fortsetzung von stetigen, linearen Abbildungen). Seien X,Y normierte
Raume tiber K und Y ein Banachraum. Sei des Weiteren D C X ein dichter Untervektorraum
von X und T : D — Y linear und stetig. Dann existiert eine eindeutige, lineare, stetige
Fortsetzung T:X =Y vonT.

Beweis. Wegen Satz[1.70]ist T gleichméBig stetig auf D, womit nach Satz[I.65eine gleichméBig
stetige Fortsetzung T:D =X — Y von T existiert. Seien nun z, y € X, dann existieren Fol-
gen () neN, (Yn)nen in D mit z, — z und y, — y fiir n — co. Nun folgt aus der Stetigkeit
und der Wohldefiniertheit von T, dass fiir A € K

T(z+ \y) = lim T(x, + Ay,) = lim Tz, + lim ATy, = Tz + \Ty.
n—oo n—oo n—oo

Also ist T linear. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz und der
gleichméfligen Stetigkeit von linearen, stetigen Abbildungen, Satz O

1.6 Der Banachsche Fixpunktsatz

Das folgende Resultat wird im Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen in Kapitel 3
benotigt. Allerdings findet es viele weitere Anwendung, zumeist dann, wenn man die Frage
nach den Fizpunkten einer Gleichung stellt. Die Eigenschaft einer Funktion

f:M— M,

wobei M ein metrischer Raum ist, einen Fixpunkt zu haben, ist nur auf den ersten Blick sehr
speziell. Es stellt sich heraus, dass man viele Probleme, wie beispielsweise das Losen einer
Differentialgleichung, gibt, die man auf eine Fixpunktgleichung zuriickfithren kann. Somit
stellt die Verwendung dieses Resultates im Beweis des Satzes {iber implizite Funktionen nur
eine der vielen Anwendungen da.

13 f heifit beschrinkt, falls das Bild f(X) eine beschrinkte Menge im metrischen Raum ist (d.h. Jyo € YV’
und r > 0 so dass f(X) C Br(yo)
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Lemma 1.84 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X eine
abgeschlossene Teilmenge und ® : M — X eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

o O(M) C M (Selbstabbildung)

e ® ist eine Kontraktion, d.h.
AL e (0,)Ve,ye M : d(®(x),®(y)) < Ld(zx,y).

Dann ezistiert ein eindeutiges a € M, so dass ®(a) = a gilt. Des Weiteren gilt fir jedes
xg € M, dass
lim ®(P(.....0(x0)) = a,

n—o0

Vv
n-mal

d.h. die rekursive definierte Folge x,, = ®(xn—1), n € N, konvergiert gegen a.

Beweis.

(1) Eindeutigkeit: Angenommen, es gibe zwei Fixpunkte a,b € M mit ®(a) = a und
®(b) = b. Dann existiert aufgrund der Voraussetzung ein 0 < L < 1 mit

d(a,b) = d(®(a) — ®(b)) < L-d(a,b)
Diese Ungleichung ist nur erfiillt, wenn d(a,b) = 0 ist, d.h. wenn a = b gilt.
(2) Existenz: Sei x € X. Wir betrachten die rekursiv definierte Folge
(Tn)pen> Tn = @ (-1) ,m €N

und weisen deren Konvergenz nach. Es reicht hierzu aus, die Cauchy-Eigenschaft der
Folge zu zeigen, weil laut Voraussetzung X vollstandig ist. Seien n,m € N und 0.B.d.A.
m > n. Dann gilt

(.’En,fEm) = ((I) (mn—l) s o (xm—l)) <L- (xn—laxm—l)
= (Tn, Tpt1) < L - d(z, (2))
m—1 m—1 m—1
= (IL’n,.CCm) < d(x7ajk+1) < Z Lk ' d(:c,CI)(a;)) = d(l’, (I)(l')) : Z Lk
k=n k=n k=n

Die Summe stellt eine endliche geometrische Reihe dar, so dass man schliellich

(Xn, zm) < (z,®(2)) - 1-L

erhilt. Da der Abstand d (z, ®(z)) eine feste Zahl ist und L < 1, konvergiert dieser
Ausdruck fiir n,m — oo gegen 0, d.h. die Folge (z,),cy ist eine CF, deren Grenz-
wert wir mit a bezeichnen. Zum Schluss ist nur noch nachzuweisen, dass a Fixpunkt
von ® ist. Beachtet man, dass ® als Kontraktion (Lipschitz)-stetig ist, man also die
Grenzwert- und Funktionsbildungseigenschaften vertauschen kann, erhélt man

i
n—oo —00

O(a) =27 (nh%nolo xn) = lim ®(z,) = nl m T, 1 =a
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O

Der gerade bewiesene Satz macht nur eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit eines
Fixpunktes, nicht aber iiber das “Aussehen” eines solchen Punktes. Wenn wir ihn also spéter
(siehe Satz in dem metrischen Raum der stetigen Funktionen anwenden, so werden wir
nur wissen, dass eine stetige Funktion h mit ®(h) = h existiert und eindeutig bestimmt ist,
werden aber “nichts” iiber das Aussehen von h sagen konnen.

Beispiel 1.85. Das folgende Beispiel zeigt, wie man in konkreten Situationen die Voraus-
setzungen des Banachschen Fixpunktsatzes tberprifen kann. Insbesondere ist die Kontrak-
tionseigenschaft einer Funktion hierbei wesentlich. Bekanntlich besagt diese Bedingung im
Eindimensionalen, dass ein L mit 0 < L < 1 existiert, so dass fir alle x,y € B8M die
Bedingung

[f(z) = f(y)| < Lz —y|

erfillt ist. Ein solches L lisst sich beispielsweise mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung (Analysis 1) bestimmen; dieser besagt bekanntlich, dass fiir eine differenzierbare
Funktion f : [a,b] — R gilt, dass

Yo,y € la,b] I € [z, flz) = fly) = f(—y)

Betrachtet man die Funktion f : M — R mit x + 2% und M = [~1,1], so hétte man mit
L = maxgcjo 1 |f'(§)| ein geeignetes L gefunden, falls dieser Wert kleiner als 1 wdire. Nun
ist aber f'(x) = 2x, d.h. L = 2. Wihlt man hingegen M = [—%, i], so erhdlt man als neues
L den Wert maxecpo ) |f'(€)] = % und gewdhrleistet so die geforderte Kontraktionseigen-
schaft. Verallgemeinernd bedeutet dies, dass man die Menge M geeignet wédhlen muss, um
die Kontraktionseigenschaft sicherzustellen. Die Ungleichung selbst (auch Lipschitz-Stetigkeit
genannt) kann man hdufig — wie im vorliegenden Beispiel durch Anwendung des Mittelwert-

satzes — mit Figenschaften aus der Differentialrechnung nachgewiesen werden.
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Kapitel 2

Integrationstheorie

2.1 Das Riemann—Darboux Integral

Im Folgenden ist es unser Ziel,
die Fliche bzw. das Volumen unter einer Funktion
f:BCR—R baw f:BCR?=R
zu bestimmen.
Fiir die Funktion )
fi: L4 - Rx— §JI3 — 22 + 243
lasst sich das anstehende Problem wie in Abbildung darstellen.

Abbildung 2.1: Die Féache unter der Funktion fi(x) = %x?’ — 222 + 2 + 3 im Intervall [1,4].

Von nun an schreiben wir fiir zwei Vektoren a = (a1, ..,ap,),b = (b1, ..,b,) € RP, dass

a < b, falls a; < b; fiir alle ¢ € {1, .., p}
und schreiben Qq p fiir den “(abgeschlossenen p-dimensionalen achsenparallelen) Quadeﬂ’
p
Qa,b = H[ai,bi] = [al,bl] X [ag,bQ] X .. X [ap,bp] = {x € RP: a; S xT; S bi Vi = 1, ..,p}.
i=1

"'Wir verwenden auch manchmal auch den Begriff p-dimensionales Intervall
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Das Innere Qg 1, = [1%_,(a;, b;) von Qa1 nennen wir den offenen Quader/das offene Intervall.
Im Folgenden seien Quader immer nicht-degeneriert, d.h. Q = Qa1 mit a < b.

Um den Begriff der “Fliche unter einer Funktion f” zu definieren, betrachten wir zuerst
jene Funktionen, fiir die wir dies geometrisch leicht motivieren kénnen. Im Folgenden sei
den Fillen p = 1 und p = 2 ein besonderer Stellenwert beigemessen, um die Begriffsbildung
anschaulich zu verdeutlichen.

Definition 2.1 (Zerlegung & Treppenfunktion). Sei B C RP eine Menge.
(1) Eine endliche Teilmenge Z der Potenzmenge P(B) heifit Zerlegung von B, falls gilt:

(i) Jedes Q € Z ist ein p-dimensionaler, abgeschlossener Quader;
(ii) R,S € Z = R°NS°=10;

(iii) Upey P = B.

Sei Z(B) die Menge aller Zerlegungen von B. Falls Z(B) # 0, so nennen wir B
zerlegbar.

(2) Eine Funktion f : B — R heiffit Treppenfunktion, falls es eine Zerlegqung Z von B
gibt, so dass f|po fiir jedes P € Z konstant ist , d.h.

3Z € Z(B)VP € Z 3cp e RVz € P°:  f(z) = cp.

Wir sprechen auch von einer Treppenfunktion iiber (der Zerlegung Z von) B.
Die Menge der beschrinkten Treppenfunktionen tiber B bezeichnen wir mit T(B).

Bemerkung 2.2.

(i) Eine zerlegbare Menge B muss als Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Qua-
der, die kompakt sind, kompakt sein. Dartiberhinaus muss nicht jede kompakte Menge
zerlegbar sein, wie man sich z.B. fir die abgeschlossene FEinheitskugel beziiglich der
euklidischen Metrik iiberlegt, siche Blatt 6 (Zusatzaufgabe).

(ii) Jeder abgeschlossene Quader in RP besitzt trivialerweise eine Zerlegung. Da sich jeder
abgeschlossener Quader als Vereinigung zweier abgeschlossener Quader mit disjunktem
Inneren schreiben lisst, hat jede zerlegbare Menge unendlich viele Zerlegungen.

(iii) p = 1: Fir eine Treppenfunktion f : B — R dber einer zerlegbaren Menge B C R gilt
|f(B)| <2|Z|+ 1. Eine Treppenfunktion iber B C RP mit p > 1 muss allerdings nicht
beschrankt sein.

(iv) Ein “Quader” in R ist genau ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall. Man sieht
leicht, dass eine Menge B C R genau dann zerlegbar ist, wenn sie gleich der Vereinigung
von endlichen vielen kompakten Intervallen ist. Beispielsweise ist

zZ = {[07 1]7 [1’2]’ [274]}

eine Zerlegung von [0,4] und

1 zel0,1]
flz)y=<¢ -1 z€(1,2]
3 xze (24
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eine Treppenfunktion auf B. Offensichtlich lisst sich f auch folgendermafen schreiben

1 z€(0,1]

) -1 ze(1,2]
@ =9 5 e
3 ze (34

E's gibt also keine eindeutige Zerlegung, tiber der eine Funktion Treppenfunktion ist.

(v) Die endliche Vereinigung zerlegbarer Mengen mit paarweise disjunktem Inneren ist
zerlegbar.

Wie bereits in der vorangegangen Bemerkung gesehen, ist die Zerlegung, iiber die eine Funk-
tion Treppenfunktion ist, nicht eindeutig. Das folgende Lemma zeigt, dass man zu zwei
Zerlegungen einer Menge B immer eine “gemeinsame Zerlegung” findet.

Lemma 2.3. Sei B C RP zerlegbar und Zy,Zs € Z(B). Dann ist
Z1 N Zy = {PﬂQ: P621,QEZ2,POOQO7£®}
etne Zerlegung von B.

Beweis. Man sieht leicht, dass der Schnitt zweier abgeschlossener Quader P, Q) mit P°NQ° #
0} wieder ein abgeschlossener Quader ist. Da

U r= U @ne=U Uwrne=U |(PnJe|=5

ReZ1N\Z> PeZ1,QeZs PeZ1 QeZs PeZy QEZ>

folgt, dass Z1 A Zy Eigenschaft (iii) einer Zerlegung erfiillt, weil Z;, Zo € Z(B) sind. Um (ii)
zu zeigen, halten wir erst fest, dass (AN B)° = A° N B° fiir Mengen A, B gilt . Seien nun
Py, Py € Zyund Q1,Q2 € Zo mit (P1NQ1) # (P2NQ2). Es folgt, dass P; # P, oder Q1 # Q2
und damit Py N Py = 0 oder Q5 N QS5 = 0. Daraus folgt

(PPNQ1)°N(PNQ2)°=PPNQ;NPNQS =0.
O

Proposition 2.4. Sei B C RP zerlegbar. Dann ist T(B) ein Untervektorraum des Raumes
der beschrinkten Funktionen B(B,R) = {f : B — R: sup,cp|f(x)| < oo} auf B, der die
konstanten Funktionen enthdlt.

Beweis. Da B zerlegbar ist, ist jede konstante Funktion eine Treppenfunktion. Genauso ist
Af € T(B), falls f € T(B). Um zu sehen, dass die Summe zweier Treppenfunktionen f und g
auf den Zerlegungen Z; bzw. Z5 eine Treppenfunktion ist, nutzen wir Lemma Demnach
ist Z1 AN Zy € Z(B) und da (f + g)|(png) = (f +9)|(porge) fiir P € Z1,Q € Z konstant ist,
auch f + g eine Treppenfunktion. d

Definition 2.5 (Volumen/Féche eines Quaders). Sei QQ = Qap, a < b, ein abgeschlossener

Quader in RP. Dann heifit
P

vol(Q) = [ (b — a:)

i=1
das Volumen von Q. Im Fall p =1 bzw. p = 2 sprechen wir auch von der Lange |b — a|

des Intervalls bzw. der Flache des Rechtecks. Wir definieren weiterhin auch das Volumen
des offenen Quaders Q° bzw. aller Mengen B mit Q° C B C @Q durch vol(B) = vol(Q).
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Definition 2.6 (Integral einer Treppenfunktion). Sei f : B — R eine Treppenfunktion iiber
einer Zerlequng Z von B C RP. Dann heifst

[ Foaxi= 37 vl (eo)

QEZf

das Integral von f iiber B, wobei xg € Q beliebig ist.

Dass das Integral einer Treppenfunktion wohldefiniert ist — d.h. unabhéngig von der gewéhlten
Zerlegung, auf der f Treppenfunktion ist, — muss erst gezeigt werden. Dies beruht auf fol-
gendem Resultat.

Proposition 2.7. Seien Z1 und Zs Zerlegungen einer Menge B C RP und f : B — R eine
Treppenfunktion auf Z1 und Zs. Dann gilt

> vol(P)f(zp) = > vol(Q)f (yq),

PeZ; QEZ>

wobei xp € P° und yg € Q° beliebig gewdhlt sind.

Beweis. Wir halten zuerst fest, dass die Wahl von zp bzw. yg in P° bzw. Q° unerheblich fiir
den Wert f(xp) bzw. f(yp) ist, da f auf P° und Q° konstant ist. Es geniigt zu zeigen, dass
die Aussage fiir die Zerlegungen Z; und Z; A Zs gilt. Sei P € Z; und betrachte die Menge

J={PNQ: Qe Z, P°NQ° # 0},

die wegen Lemma eine Zerlegung von P ist. Wegen P° D (PN Q)° = P° N Q° nimmt
f auf P° und (P N Q)° denselben konstanten Wert fiir jedes @ € Z; an. Damit folgt die
Behauptung, wenn wir die Identitét

vol(P) = Z vol(R)
ReJ

zeigen. Dazu nutzen wir folgende Formel, die sich grafisch leicht motivieren lasst:

YQ Quader : vol(Q) = lin’(l) ePlQ NeZP|,
e—

wobei eZP = {ex € RP: x € ZP} das e-Gitter in RP ist. Diese Formel kann man leicht fiir
den Fall p = 1 zeigen, indem man sich iiberlegt, dass

b— b—

52t =1 <fa,b] MeZ| <[22 +1,

und dass lim._,g € Lb_?“

Produkt betrachtet.

| =b—a. Der Fall p > 1 folgt aus obiger Ungleichung, indem man das

O
Die Abbildungen (links) und zeigen eine Zerlegung des Intervalls By = [1, 4] mit
Zy = {[1,1.5],[1.5,2.5],[2.5,3], [3, 4]}
mit einer Treppenfunktion

1 1<z <15
1.4 r=1.5
0.5 15 <x<25b
0.7 25<x<3
1 3<xr<4
3.4 r=4
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Abbildung 2.2: Treppenfunktion f; (links) und Beziehung zu Integralbegriff (rechts)

sowie die Zerlegung von By = [1,5] X [2,7] durch
Zy ={[1,3] x [2,7],[3,5] x [2,4],[3,5] x [4,7]}

mit der Treppenfunktion

4 (z,y) €[1,3) x [2,
forx— < =3 (z,y) €[3,5] x [2,4]
1 (z,y) €3,5] x (4,

Nach Definition [2.6] gilt damit fiir das Integral der Treppenfunktion fo
/Bfg(:v)dx:2-5-4+2-2«(3)+2-3~1:34
Proposition 2.8. Sei B C RP zerlegbar. Die Abbildung
Ip:T(B) >R, f— /Bf(x)dx

ist linear. Auferdem gilt

o f.geT(B), f<g = [pf(x)dz < [p9(x)
o feT(B) = |fl€T(B) und [5 f(x)dz < [5|f(x)]|dx.

Beweis. Folgt leicht aus Lemma [2.3] der Wohldefiniertheit des Integrals sowie elementaren
Figenschaften von Treppenfunktionen. O

Bemerkung 2.9.

(i) Insbesondere folgt aus den in Proposition gezeigten Eigenschaften, dass Ip eine
lineare Abbildung ist und eine Konstante C = fB 1dx > 0 ezistiert, so dass

() < Cllflleo = ngg [f(@)|  VfeT(B).

Wegen Satz 1.71 ist Ip also stetig von T(B) nach R, wenn wir T(B) mit der Supre-
mumsnorm || - ||eo versehen.
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Abbildung 2.3: Die Treppenfunktion fs.
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(ii) Wir erinnern daran, dass wir das Integral — d.h. die Fliche/das Volumen — einer
Funktion iber einer Menge B fiir allgemeinere Funktionen als Treppenfunktionen be-
stimmen wollen. Der Punkt (i) dieser Bemerkung gibt uns bereits die Mdglichkeit,
den Integralbegriff folgendermafen “abstrakt” auf allgemeinere Funktionen zu erwei-
tern. Da T(B) ein Teilraum der beschrinkten, reellwertigen Funktionen B(B;R) =
{f:B—=R: sup,ep|f(x)| < oo} ist (Proposition [2.4), und T(B) offensichtlich dicht
in T(B) ist, dem Abschluss von T(B) im normierten Raum B(B;R). Wegen (i) ist
I : T(B) — R stetig und linear und kann deshalb eindeutig zu einer stetigen, linearen
Abbildung

TB : W —R
fortgesetzt werden, siehe Korollar 1.84 (Hier geht ein, dass R wollstindig ist). Wir
konnten also das Integral einer Funktion in T(B) mittels Ig(f) definieren. Dieses
Integral wird das Regelintegral genannt. Wir wéhlen tm Folgenden aber einen kon-
struktiveren (und klassischeren) Weg, um das Integral zu definieren und werden den
Zusammenhang zu 15 kldiren.

Definition 2.10 (Oberes u. Unteres Integral). Sei B C R? zerlegbar und sei f : B — R eine
beschrinkte Funktion. Dann heifit

/* F@)dx = inf {T5(h): h e T(B),h > f},
B
oberes (Darboux’sches) Integral von f, und

| r@hix =suw {Is(0): g € T(B).g < 1

unteres (Darboux’sches) Integral von f.
Es gilt immer
*
/ f(x)dx < / f(x)dx.
xB B
Beispiel 2.11.

(a) Fiir jede Treppenfunktion gilt [ f(x)dx = [5 f(x)dx = [, f(x)dx.

(b) Fiir jede beschrinkte Funktion f gilt

—00 < / flx)dx < / f(x)dx < 0.
*B B
Dies folgt aus der Ungleichung —|| flloo < f < || f]loo-

(¢) Das obere und untere Integral einer Funktion muss nicht dibereinstimmen, wie man
anhand des Beispiels der Dirichletfunktion

1 zeQn]o,1]
0 z€0,1]\Q

sieht. Es gilt, dass [}, fp(z)dz =1 und [, fp(z)dz = 0.

fD:[O,l]%R,x&—){

Wir kommen nun zum zentralen Begriff dieses Kapitels, dem Riemann-Integral, welches auf
BERNHARD RIEMANN zuriickgeht. Der hier gewihlte Zugang iiber das obere und untere
Integral geht allerdings auf GASTON DARBOUX zuriick, siehe auch die abschliefenden Be-
merkungen am Ende des Kapitels.
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Definition 2.12 (Riemann-Integral). Sei B C RP zerlegbar. Eine beschrinkte Funktion
f : B — R heifit Riemann-integrierbar dber B, falls das untere und das obere Integral
tibereinstimmen, und wir nennen diese Zahl das (Riemann) Integral [, f(z)dx. Alternativ
schreiben wir auch

/f(a:)d(xl,..,a:p) oder Ig(f),
B

bzw. — falls p =1 und B = [a,b] — auch ff f(x)dx; dann sprechen wir auch vom

“Integral von a nach b der Funktion f”.

Anstatt x kann auch beliebiger anderer Buchstabe als Integrationsvariable verwendet werden.

In Definition wird fiir den Integralbegriff der Funktion f : B — R die Funktion f
durch Treppenfunktionen g und h “eingegrenzt”. Dies veranschaulicht fiir o.a. Funktion f;
die Darstellung in Abbildung [2.2|rechts).

Beispiel 2.13.

(a) Jede Treppenfunktion ist integrierbar.
(b) Die Dirichlet-Funktion ist nicht integrierbar, siehe Beispiel|[2.11|(c).

(¢) Die Funktion f :[4,5] — R mit f(x) = 10z ist integrierbar: Um dies mit Hilfe des obe-
ren und unteren Integrals zu sehen, betrachten wir die Folge von Zerlegungen (Zy)nen,
bei der im Schritt von n nach n+1 alle Intervalle von Z,, in der Mitte geteilt werden,d.h.
Z1 =A{[4,5]}, Z2 = {[4, 4%5, 4%5, 5],... und betrachten auf Z,, Treppenfunktionen defi-
niert durch

hnl(ap) = xil(lapb) f=10b, gulap) = zei&fb) f=10a

fir [a,b] € Z, (Wir kénnen hy, gn an allen Punkten, die nicht in (a,b) fir [a,b] € Z,
liegen, gleich 0 setzen.). Daraus ergibt sich mit Hilfe von Zévzl {= %N(N +1):

/45hn(x)dx— > vol((a,b))10b

[a,b]€Zn
on—1
=Y 27 D104 + k27" Y)
k=1
— 10(4 + 27200 Lont(gn-1 4 )

2

und damit limy, oo f45 hn(x)dz = 10(4 + ) = 45. Ebenso berechnet man

5
/Qn(ﬂf)dm: Z vol((a, b))10a
4 [a,bl€Zp

2n—1

=Y 27 D104 + (k — 1)27 ("7 Y)
k=1

_ 72(n71)1 n—1 n—1

= 10(4+2 52 1)2" 1),

und lim,, o f45 gn(z)dr =10(4 + %) = 45.
Somit erkennen wir, dass der Nachweis der Integrierbarkeit mit Hilfe der Definition
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(d)

tiber unteres und oberes Integral bereits fiir relativ elementare Funktion etwas miihsam
ist. Wir werden in Kiirze zeigen, dass stetige Funktionen auf zerlegbaren Mengen immer
integrierbar sind. Dariberhinaus werden wir in Abschnitt[2.4 Methoden kennenlernen,
wie man Integrale von bestimmten Funktionen relativ einfach berechnen kann.

Sei B =[0,1] x [0,1] und f: B — R gegeben durch

1 yeQn(o,1] A z€e{0,1}
fla,y) =4 -1 2eQn(o,1] A ye {01}
0 sonst

Entgegen der Vermutung, dass die Funktion sich wie die Dirichletfunktion verhdlt, ist
f integrierbar, weil f eine Treppenfunktion (auf der Zerlegung {[0,1] x [0,1]}) ist. Das
Integral ist 0, da dies der Wert ist, den f auf (0,1) x (0,1) annimmdt.

(e) Das nachstehende Beispiel soll das Integral einer Funktion in zwei Verdnderlichen an-

Abb

hand der folgender Funktion veranschaulichen (siehe Abbildung .
fs:B—R, (x,y)+ sin(z)sin(y) + 3,
mit B = [—2m; 27| X [—2m; 27]. Sei Zs = {B} sowie die konstanten Treppenfunktionen

g(x,y)=1, hlr.y) =41 V(z,y) € B.

ildung 2.4: Graph der Funktion f(z) = sin(x - sin(y) zwischen zwei Treppenfunktionen

Hieraus folgt

/Bld(ac,y)</BSiH(90) sin(y)d(w,y)</34d(x,y),

o1
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und somit
= (4n)?- 1< / sin(z) sin(y)d(z, y) < (4m)* - 4.
B
Satz 2.14. f: B — R ist genau dann integrierbar, falls
Ve>03g,heT(B): g¢g<f<hund Ig(h)—Ip(g) <e

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Integrierbarkeit. O

Bemerkung 2.15. (i) Eine Funktion f : B — R auf einer zerlegbaren Menge ist genau
integrierbar, falls Folgen (hn)neN und (gn)nen in T(B) ezistieren, so dass g, < f < hy,
fiir alle n € N, die Folgen (fB dx)neN’ (fB gn( )dx)neN konvergent sind und

lim [ hp(x)dx = lim [ g,(x)dx.

n—oo B n—oo B

In diesem Fall ist |5 f(x)dx = limy, o0 [5 hn(x)dx = limy, o0 [5 gn(x)dx.

(ii) Die Integrierbarkeit (und der Wert des Integrals) einer Funktion ist unabhdngig von
den Werten, den die Funktion auf endlich vielen festen Werten annimmt. Dies liegt an
der entsprechenden Eigenschaft fiir Treppenfunktionen und dem Umstand, dass man
zu einer Menge B und endlich vielen Punkten in B eine Zerlequng findet, so dass
die Punkte alle im Rand der Quader der Zerlegung liegen (siehe die 3 Punkte an den
Stellen 1,5 und 4 in Abbildung rechts).

Proposition 2.16 (Linearitdt, Monotonie, Positivitéit des Integrals).
Sei B C RP zerlegbar. Die Menge R(B) ist ein Vektorraum dber R und die Abbildung

Ip:R(B) =R, f |—>/ f(x)dx
B
ist linear. Weiterhin gilt fir f,g € R(B), dass

(i) f < g impliziert, dass [5 f(x)dx < [5 g(x)

(ii) f+ =max{f(-),0}, f- = —min{f(-),0} und |f| sind integrierbar und

| reax < [ [76olax
(i1i) f-g € R(B) und, falls g > C >0, e R(B).

Beweis. Dies folgt leicht aus den entsprechenden Eigenschaften fiir Treppenfunktionen, Pro-
position sowie Satz Siehe auch Blatt 6 bzw. Blatt 7 fiir Details. O

Satz 2.17. Sei B C RP zerlegbar. Jede Funktion im Abschluss von T(B) beziglich der
Supremumsnorm ist integrierbar, d.h.

T(B) € R(B)

und fiir jede Folge (fn)nen in T(B) mit f, Il feR(B) (n— ) gilt

/f x—hm/fn

Daraus folgt, dass f integrierbar ist, falls f auf B stetig ist.
FEin Element in T(B) wird Regelfunktion genannt.
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Beweis. Sei (fy)nen eine Folge in T(B) und f,, — f in der Supremumsnorm, wobei f : B —
R eine beschrinkte Funktion ist. Ziel ist es, Satz anzuwenden, um zu zeigen, dass f
integrierbar ist. Sei € > 0 und wéhle n € N mit

S
an_fHOO< QIBldX’

wobei man beachte, dass [ 1dx > 0 ist (warum?). Sei Z eine Zerlegung von B beziiglich
der f, Treppenfunktion und wir definieren

hnlge = sup f(z), gnlge = inf f(z), hn(z) = gn(z) = f(x) fiir z € B\ U Q°
zeQP r€Q Qez

() = gn(@) < |hn(@) = gn(@)] < [hn(@) = ful@)] + | fu(@) = ga(2)] < f31dx

Daraus folgt

/Bhn(x)dx—/Bgn(x)dx:/Bhn(x)—gn(x)dxg fBidX/Bldx:s.

Es bleibt zu zeigen, dass jede stetige Funktion auf B sich als Grenzwert beziiglich der Su-
premumsnorm von Treppenfunktionen darstellen ldsst. O

Die Menge der Regelfunktionen T(B) ldsst sich im Fall p = 1 schén durch folgende Propo-
sition charakterisieren

Proposition 2.18. Sei I ein kompaktes Intervall mit I° # (). Dann ist f : [ — R genau dann
ein Element von T(I), wenn fir jedes x € I die einseitigen Grenzwerte von f e:m'stz'ere.

Beweis. Siehe Vorlesung bzw. auch Blatt 7. O

Korollar 2.19. Sei B C R zerlegbar. Eine Funktion f : B — R ist insbesondere in den
folgenden Fillen integrierbar:

o f ist bis auf endlich viele Sprungstellen stetig ist, oder

e 37 € Z(B) so dass f monoton ist auf allen Intervallen in Z.

Beweis. Dass Funktionen, die bis auf endlich viele Sprungstellen stetig sind, integrierbar sind,
folgt direkt aus Proposition m Dass (auf Intervallen) monotone Funktionen Regelfunktio-
nen sind, also in T(B) liegen, ldsst sich mit einem &hnlichen Beweis zeigen wie fiir stetige
Funktionen (Hausaufgabe). O

Bemerkung 2.20.

(i) Aus den Definitionen der Zerlegung und des Integrals folgt unmittelbar, dass fiir zer-
legbare Mengen B und C' mit (BN C)° =0 eine Funktion f: BUC — R genau dann
integrierbar ist, wenn f|p und f|c integrierbar sind. Es gilt

Bucf(x)dx:/Bf(x)dx—i-/cf(x)dx.

2Fiir 81 = {a, b}, a < b, existieren sinngemif nur die Grenzwerte lim;—q,¢>q f(¢) und lime_p 1<p f(¢).
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Insbesondere gilt, dass fiir a < b < c

/ac f(z)dx = /abf(a;)dw + /bc f(z)dz. (2.1)

Andererseits gilt fir eine Funktion f : M — R mit M zerlegbar, dass fiir jede zerlegbare
Menge B C M die Einschrinkung f|p : B — R genau dann integrierbar ist, wenn f-1p
integrierbar ist, wobei

1, T € B,
ls(e) = { 0, =€ M\B.

(i) Die in Bemerkung erwdhnte stetige Fortsetzung der Abbildung T(B) — R, f —
[ f(x)dx stimmt auf T(B) mit dem Riemann-Integral tiberein.

Beispiel 2.21.  (a) Die Funktion f : [0,1] — R definiert durch f(z) = sin(1), = € (0,1]
und f(0) = 0 ist integrierbar, aber keine Regelfunktion (warum?). Das heisst, im All-
gemeinen gilt T(B) C R(B).

(b) Alle stetige Funktionen (insbesondere die aus der Analysis I bekannt sind) sind tber
kompakten Teilintervallen (nicht einpunktig) integrierbar.

(¢) Die Thomaesche-Funktion

z € QN(0,1] wobei x = % mit p, q teilerfremd
z €[0,1]\Q

z=0

fr:0,1] = R,z +—

— Ol

ist als Regelfunktion integrierbar. Man beachte auch, dass fr stetig an allen irrationalen
Zahlen in [0,1] ist, aber unstetig sonst, siche Blatt 7 Aufgabe 4.

(d) Die Funktion
sin(%), z € (0,1]
, z=0

f:[O,l]—)R,:cr—){

liegt nicht in T(]0,1]), da der (einseitige) Grenzwert an x = 0 nicht existiert. Die
Funktion ist aber dennoch integrierbar; dies sieht man mit Hilfe von Satz[2.14), indem
man das Intervall in Iy = [0,e] und Iy = [e,1] zerteilt und die Funktion auf I durch
die konstante 1- bzw. 0-Funktion abschdtzt.

Wir haben bereits angedeutet, dass die Eigenschaft der Zerlegbarkeit einer Menge B C RP
selbst fiir kompakte Mengen oft nicht erfiillt ist. Um auch beispielsweise das Integral iiber
einen Kreis zu berechnen, fithren wir folgenden Begriff ein:

Definition 2.22. Fine Menge M C RP heifst messbar, falls ein Quader Q existiert mit

MCQ und 1py(z)= { (1)’ . 2 GQ]{/IM } iber Qintegrierbar ist.

Eine beschrdnkte Funktion f: M — R heifit integrierbar iiber M falls f1,; integrierbar iber
Q 1ist.
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Der Begriff der messbaren Menge ist offensichtlich darauf “zugeschnitten”, Integrale auf
allgemeineren Mengen zu berechnen, indem die Menge einem Quader eingeschrieben wird.
Die zu integrierende Funktion wird entsprechend durch 0 fortgesetzt. Man beachte, dass im
Allgemeinen nicht klar ist, ob die resultierende Funktion auf dem Quader integrierbar ist.

Bemerkung 2.23.
(i) Beispiele fiir messbare Mengen, die nicht zerlegbar sind, sind

e abgeschlossene Kugeln K,(x),

o abgeschlossene Dreiecke im R?,

siehe auch Blatt 6. Aber nicht jede Teilmenge in RP ist messbar, wie man anhand von
M =QnN|[0,1] sieht: Dann ist 1p; nimlich genau die Dirichletfunktion, Beispiel.

1
M:{:nEN}
n

ist messbar. Um dies zu sehen, sei Q@ = [0,1]. Offensichtlich gilt Q@ 2 M und wir
zeigen, dass 1pr integrierbar auf Q ist. Sei e > 0 und betrachte Q = [0,¢] U [e, 1] und
Lo, @ [0,e] = R, 1y [6,1] = R. Es ezistiert N € N so dass % < ¢ fiir alle
n > N. Auf [e, 1] betrachte die Treppenfunktion h definiert durch

(ii) Die Menge

1 1 1 1
h(.l‘)zl, l‘€|:n—zv2,n+jv2:|,1<n<N,
und h(z) =1 firz e [1— ﬁ, 1]. Es ist leicht zu sehen, dass diese Intervalle paarweise
disjunkt sind und sich zu einer Zerlegung von [e,1] erginzen lassen. Fiir das Integral
gilt

1 N-1
1 2 2N —1 2

Auferdem kionnen wir h(zx) =1 fir xz € [0,¢) setzen, womit insgesamt

/01 h(z)dx = /0E h(xz)dz + /61 h(z)dz < e + 2,

wegen Bemerkung 2.21. Somit ist 1p; nach Satz 2.15 integrierbar auf [0,1].

Satz 2.24. Sei M messbar und kompakt. Dann ist jede stetige Funktion f : M — R inte-
grierbar.

Beweis. nicht in Vorlesung behandelt. Siehe beispielsweise [7]. O

Allgemeiner gelten folgende Resultate, die fiir den Beweis von Theorem verwendet werden
konnen.

Satz* A. Sei M C R? messbar und kompakt und f : M — R so, dass f|p integrierbar fir alle
zerlegbaren Mengen B C M. Dann ist f integrierbar.

Lemma* B. Sei M C RP messbar und kompakt. Dann ist OM messbar mit Maj3 fM 1dx = 0.

Bemerkung 2.25. (i) Man sieht leicht, dass M C RP genau dann messbar ist, wenn fir
jeden Quader Q@ O M gilt, dass 1p; : Q — R integrierbar ist.
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(ii) Eine messbare Menge ist genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen ist.

(iii) Mit (i) folgt aus der Linearitit des Integrals (auf Quadern), dass auch das Integral
von Funktionen auf messbaren Mengen linear ist. Sinngemdf tiibertragen sich auch die

anderen Eigenschaften von Proposition und Bemerkung [2.20/(i).

(iv) * Man beachte folgende etwas iiberraschende “Eigenheit” des Riemann-Integrals: Die
Menge Q N [0,1] ist nicht messbar, weil die Dirichletfunktion nicht integrierbar ist.
Andererseits ist die Thomaesche-Funktion, die an den selben Stellen von 0 verschieden
ist, integrierbar. Anhand dessen sieht man, dass auch eine Funktion, die Werte ungleich
0 auf einer nicht-messbaren Menge annimmt, trotzdem integrierbar sein kann.

Satz 2.26 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei M messbar, kompakt und zusam-
menhiingendEL d.h. fiir alle x,y € M existiert eine stetige Funktion T : [0,1] — M mit
T(0) =z und T(1) = y. Auflerdem sei ¢ : M — R integrierbar und ¢ > 0. Dann gilt fiir jede
stetige Funktion f: M — R, dass ein € € M existiert mit

/M Fx)6(x)dx = () /M H(x)dx.

Beweis. siehe Vorlesung. d

Man sieht sofort, dass die Annahme “¢ > 0 in Satz auch durch “¢ < 0” ersetzt werden
kann.
2.2 Integrale von Funktionen in einer Veranderlichen

Bisher galt der Fokus des Kapitels der Definition des Integrals sowie der Frage, wann eine
Funktion integrierbar ist. Im Folgenden ist das Ziel, Integrale zu berechnen.

Konvention I = [a,b], a < b, f[a,b] f(z)dx = ff f(z)dz und [ f(z)dz = 0.

Satz 2.27 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei a < b und f : [a,b0] = R
integrierbar. Dann st die Funktion

x
Filab) >R [ )y
a
stetig. Ist dariberhinaus f an zg € |a,b] stetig, so ist F' an xg diﬁerenzierbaﬂ und es gilt

F'(x0) = f(0).

Beweis. Wegen Bemerkung [2.20| (i) ist F' wohldefiniert. Sei zg € [a,b) und h € (0,b — z¢].
Dann gilt wegen ([2.1]), dass

I()-i-h

zo+h zo
Faorm - Fe = [ swa- [T iway= [T iwan e

0

3Die Abbildung T wird auch Weg genannt, weshalb man auch von “Weg-zusammenhiingend” spricht.
4An den Randpunkten a, b ist hiermit entsprechend einseitige Differenzierbarkeit gemeint.
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Wegen der Positivitéit und der Monotonie des Integrals (Proposition [2.16)) folgt somit

zo+h
Flao+h) = Fao)l < swp (7] [ 1dy=h swp ()
y€(zo,z0+h) o y€(zo,x0+h)
Da f als integrierbare Funktion beschrankt ist, folgt, dass F' rechtsseitig-stetig ist. Analog
sieht man, dass F' an z¢ € (a, b] linksseitig-stetig ist und somit F' stetig auf [a, b]. Aus (2.2))
folgt mit Hilfe von ffoﬁh 1dy = h und der Lineartitét des Integrals, dass

xo+h
(o) = Fao) = fa) = ¢ [ (50) = Flan)) dy

Zo

fiir xo € [a,b) und h > 0 hinreichend klein. Wie zuvor erhalten wir die Ungleichung

HF@o+h) ~ Fo)l < sup|f(w) — f(ao)]
ye(w0,$0+h)

Falls f an zq stetig ist, so folgt, dass die rechte Seite gegen 0 geht wenn h — 0%, da es zu
jedem € > 0 ein h > 0 gibt mit |f(y) — f(xo)| < ¢ fiir alle y € (—h + x0, 20 + h). Also ist F
rechtssseitig-differenzierbar an xg. Die linkseitige Differenzierbarkeit folgt analog. O

In der Literatur ist der Hauptsatz auch als Fundamentalsatz der Analysis bekannt. Haufig
wird nur der Spezialfall fiir stetiges f : [a,b] — R angegeben und mit Hilfe des Mittelwert-
satzes bewiesen. Als Ursprung des Hauptsatzes werden meist die Arbeiten von LEIBNIZ und
NEWTON angeben.

In Kiirze werden wir sehen, dass der Hauptsatz sehr niitzlich ist, um Integrale zu bestimmen.
Dazu ist folgender Begriff hilfreich.

Definition 2.28 (Stammfunktion). Sei I C R ein Intemalllﬂ mit I° # 0 und g : I — R.
Dann heifst eine Funktion G : I — R Stammfunktion von g falls G differenzierbar ist und
G' = f (Hierbei ist an den Randpunkten von I in I entsprechend einseitige Differenzierbarkeit
gemeint.).

Proposition 2.29. Seien I,J C R Intervalle mit I°, J° # 0. Seien Sf, S, Stammfunktionen
von f: I —R bzw. g: 1 — R. Dann gilt:

(1) Fiir jedes c € R ist St +c ist eine Stammfunktion von f. Ist umgekehrt F' eine Stamm-
funktionen von f, so gibt es eine Konstante c € R, so dass F'= Sy + c.

(2) Fir jedes A € R ist A\Sy + S, eine Stammfunktion von \f + g.

(3) Sind f,g differenzierbar und Sty eine Stammfunktion von fg', so ist fg — Sty eine
Stammfunktion von f'g.

(4) Ist h: J — I differenzierbar, so ist Spoh:J — R eine Stammfunktion von (foh)-h'.

Beweis. Dass Sy + c eine Stammfunktion von f ist, folgt aus der Linearitét der Ableitung
und weil die Ableitung einer auf einem Intervall konstanten Funktion gleich 0 ist. Die zweite
Aussage in (1) gilt, weil (£'—S¢)" = F'— S} = 0 ist und deshalb /'~ Sy : I — R eine konstante
Funktion ist, Analysis I. Die anderen Aussagen folgen unmittelbar aus der Linearitit der
Ableitung sowie der Produkt- bzw. Kettenregel. O

5Tm Gegensatz zur Konvention des Kapitels seien hier auch offene, halb-offene und unbeschrinkte Intervalle
zugelassen.
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Bemerkung 2.30. Nach Proposz'tion (1) ist die Stammfunktion Sy einer Funktion f
bis auf eine additive Konstante eindeutig. Deshalb lassen sich die Punkte (2), (3) und (4)
der Proposition auch wie folgt schreiben.

(2) Sxp+g = ASf + Sy + Konstante
(3) Stq = fg — Spq + Konstante

(4) S(fonyns = Sy o h + Konstante

Man beachte auch, dass es fiir Aussage (1) wesentlich ist, dass die Funktionen auf Intervallen
betrachtet werden: Wiirde man die Definition einer Stammfunktion auf Mengen wie beispiels-
weise die Vereinigung von Intervallen erweitern, so sind Stammfunktionen im Allgemeinen
nicht mehr bis auf additive Konstanten eindeutig.

Korollar 2.31 (Stammfunktion und Integral). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann definiert
F(z) = [T f(y)dy eine Stammfunktion von f. Weiterhin gilt fir jede Stammfunktion Sy von
I

b
/ Fly)dy = F(b) = S5(b) = Sy(a) = Sy

Beweis. Dass F' eine Stammfunktion ist, folgt direkt aus dem Hauptsatz, Satz Nach De-
finition gilt f; f(y)dy = F(b). Da sich Stammfunktionen nur durch einen additive Konstante
unterscheiden, Proposition[2.29(1), und F'(a) = 0ist, gilt S§(b)—Sf(a) = F(b)—F(a) = F(b).

0

Der Zusammenhang zwischen Stammfunktion und Integral motiviert folgenden Begriff:

Definition 2.32. Sei I C R ein Intervall mit I° # O und f : I — R. Die “Gesamtheit”
(siehe nachfolgende Bemerkung) aller Stammfunktionen Sy von f wird als unbestimmte
Integral [ f von f bezeichnet.

Bemerkung 2.33.

(i) Im folgenden verwenden wir die Notation [ f fir das unbestimmte Integral, z.B.

[eos [

Bei letzterem meinen wir das “unbestimmte Integral der Funktion f(x) = z. In der
Literatur wir hierfir auch oft [ xg geschrieben, was auf der Verbindung der Stamm-
funktion mit dem Integral beruht. In dieser Vorlesung sind beide Notationen zugelassen.

(i) Eine Stammfunktion ist abhingig von dem Intervall, auf dem die Funktion betrachtet
wird.

(iii) Der Begriff “Gesamtheit” in Deﬁm’tz’on kann mit Hilfe folgender A quivalenzrelation
prazisiert werden: Zwei Stammfunktionen auf einem Intervall sind “gleich”, in Zeichen
=, wenn sie sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Das unbestimmite
Integral ist demnach als Aquivalenzklasse definiert. So lisst sich entsprechend Propo-
sition (3) durch Syg = fg— Sy ausdriicken. In der Literatur wird diese Relation
oftmals wieder mit dem Symbol “=" notiert, weil diese Identifikation zu keiner Ver-
wirrung fihrt.
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(iv) Das unbestimmte Integral kann als Umkehrabbildung zur Differentiation angesehen wer-
den. Offensichtlich ist jede Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R sogar
stetig differenzierbar, d.h

d

4o re CY([a,b])): F(a) =0} = C([a,b]), F~ F'

Nach dem Hauptsatz und Korollar|2.31ist F (x) = fax f(y)dy eine stetig differenzierbare
Funktion mit F(a) = 0. Es folgt also, dass % eine bijektive Abbildung ist mit Inverser
Abbildung f — F.

(v) Korollar besagt, dass die Kenntnis einer Stammfunktion gentigt, um das Integral
einer stetigen Funktion in einer Verdnderlichen zu berechnen. Um eine Stammfunktion
zu finden, kann man das Wissen bzw. die Erfahrungen aus der Differentialrechnung
verwendet werden. Dennoch gilt: Im Gegensatz zum Differenzieren gibt es fiir die Suche
etner Stammfunktion keine “Kochrezepte”.

Die beiden folgenden Resultate sind unmittelbare Konsequenz aus Proposition m (3) und
(4) sowie Korollar [2.31]

Korollar 2.34 (Partielle Integration). Seien f,g : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann

gilt
/f 2)dz = (fo)lt - /f

Korollar 2.35 (Substitutionsregel). Sei f : [a,b] — R stetig und h : [, 5] — R stetig
differenzierbar mit h([c, 5]) C [a,b]. Dann gilt

/ F ()W () dy = /h :(f) f()da.

Man beachte, dass wir in obigen Korollaren — entgegen dem entsprechenden Resultat fiir
Stammfunktionen — benétigt haben, dass f, g, h sogar stetig differenzierbar sind, um Korol-
lar 2.31] anzuwenden.

Beispiel 2.36. Man iiberlege sich das unbestimmte Integral folgender elementarer Funktio-
nen. Im folgenden sei I immer ein Intervall (mit der Konvention wie in Definition .

r+1
r+1

(a) ICR, r>0: [a" =2 - +C
(b) I C(—00,00U(0,00): [ =In|a|+C]

(¢c) ICR: [e*=¢e"+C, [sin=cos+C, [cos = —sin+C, [sinh = cosh+C, [ cosh =

sinh +C'

(d) I CR: [ 1+1$2 = arctan(z) + C, wobei arctan : R — (=%, §) die Umkehrfunktion von
tan zst.

() ICR, r>1:[ Ty :—W—FC und [ iy = (1 +2%) +C

5Wir verwenden auch die Notation log fiir den natiirlichen Logarithmus In.

"Man beachte arctan’(y) = I _‘_1 > mit Hilfe der Ableitung der Umkehrfunktion folgt.

99

Wichtig



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

(f) ICR, keN, k>2: [cost = % + 521 [ cosh =2 +C, weil (partielle Integration):

/cosk = /COS-COSkl

= sin-cos" 14 (k — 1) /sinQ-cosk_2

= sin-cos" 1 4-(k — 1) /cosk1 —(k—1) /cosk

(9) ICR, r>0: [ (HlyQ)r = (27}_2) (Hyg)r_l + g::g’ J (1+y12)’“—1’ weil (Subsitutionsregel):

/ (1 _ ' y = tan(z) = h(z)

1+ y2)r h'(x) =cos 2z =1+tan’x

1 _
- /(1+tan2 x)" cos™(z)

_ /cosQT_Q( ) i) sin cos?" 3 . 2r -3 /cosQT_‘l
2r — 2 2r —2

(h) I =(0,00): [In=zIn(z) —z+C

(i) I C(-1,1): [ \/7 = arcsin(y) + C (Substitutionsregel y = sin:v)ﬂ
I 2 =% (nfl+y)) =Infl—y))+C

G) ICR: [ ﬁ = arsinh(z)+C = In(z+ V22 + 1)+ C, (Substitutionsregel y = sinh z)
i
IC(1,00): [
coshx) T8

\/ﬁ = arcosh(z) + C = In(z + V2% — 1) + C (Substitutionsregel y =

Proposition 2.37 (Partialbruchzerlegung). Bei rationalen Funktionen, das heifit bei Funk-
tionen, die aus dem Quotienten zweier Polynome bestehen, fiihrt manchmal die sogenannte
Partialbruchzerlequng des Quotienten zu Summanden, die fiir sich genommen integriert wer-
den kénnen. Das Verfahren selbst wird hier exemplarisch an einen Beispiel vorgestellt.

/ 4% — x

————dzx

x3 — 222 + =2

bestimmt man in einem ersten Schritt die Nullstellen des Nennerpolynoms. Es ergeben sich

die drei Werte 2 und +i. Deshalb ldsst sich der Nenner zu
422 — x _ 402 — ¢

23222+ -2  (z—2)(22+1)

Ausgehend von dem Integral

faktorisieren. Nun existieren zwei Polynome P und Q, so dass

4% —x _ P(x) | Qz)
(x—2)(z2+1) x-2 22+1

Swobei arcsin : [—-1,1] = [~%, %], arsinh : R — R, arcosh : [1,00) — [0,00) die Umkehrfunktionen von
sin, sinh und cosh sind.
9Man beachte cosh? z — sinh? z = 1
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gilt. Man weif$ aus der allgemeinen Theorie tiber solche Zerleqgungen, siehe Satz 7.5.8 und
Bemerkung 7.5.9 in [3], dass P eine konstante und @Q eine lineare Funktion sind, also dem
Ansatz P(x) = A und Q(x) = Bx + C geniigen miissen. Damit ergibt sich

4z% — x A +B:1:+C_A(:z:2+1)+(Bx+C')(:1:—2)

(z—2)(@2+1) -2 22+1 (x—2) (22 + 1)

= A(2*+1)+ (Br+C) (v —2) =42 —z

& A’ + A+ Bx? —2Bx + Cax — 2C = 42% — x

S (A+B)2* 4+ (2B+C)x+ (A-20) =42 — x
Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man das Gleichungssystem A+ B = 4 N 2B + C =
—1ANA—2C = 0 Dieses hat die Losung A = %,B = g und C' = % Diese Teilergebnisse
erlauben es jetzt, das urspriingliche Integral zu berechnen.

14 6 7
—4x2_$ dx = 5 —i—gLE_Fg dx
x3 — 222 + -2 r—2 241

14 1
= E111(]:1:—1\)+§'gl1n(:c2+1) +garctan(x)+0

2.3 Uneigentliche Integrale fiir Funktionen einer Veriinderlichen

Bisher waren zu integrierende Funktionen immer auf abgeschlossenen Quadern, im Eindi-
mensionalen also auf abgeschlossenen Intervallen [a, b] definiert. Jetzt soll untersucht werden,
was geschieht, wenn eine Funktion f : [a,b) — R oder f : (a,b] — R (Die nicht zum Inter-
vall gehorende Randstelle kann auch +o0o bzw. —oo sein.) vorliegt und man die Frage nach
deren Integrierbarkeit stellt. In manchen Féallen besteht die Losung dieser Frage darin, die
gegebene Funktion f zu einer auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierten und dort
integrierbaren Funktion f fortzusetzen — sofern dies moglich. Ein Beispiel hierfiir ist die
Funktion .
sin x

f:(0,1] >Rz — ,
x

die sich stetig auf [0, 1] fortsetzen lisst. Anders verhilt es sich beispielsweise fiir f(z) = —=

/z
definiert auf (0,1]. Allgemein verfihrt man folgendermafien.
Definition 2.38. Sei f : [a,b) — R eine Funktion. Falls f’[a,i)] fiir jedes b € (a, b) integrierbar
ist und ~

b b

/ f(z)dz := lim f(x)dz existiert,

a b—b,b<bJa
dann heiffit f uneigentlich integrierbar und der Grenzwert das uneigentliches Integral
. Analog definiert man uneigentliche Integrierbarkeit fir f : (a,b] — R und fir f : (a,b) — R
— letzteres, indem man die uneigentliche Integrierbarkeit fiir f|(a,c] und f|[c,b) fir ein ¢ €
(a,b) fordert und fff(:n)dw = [¥ f(z)dx + fcb f(x)dx setzt. Man beachte, dass hier jeweils b
bzw. a auch als +00 bzw. —oo zugelassen sind.
Die Funktion f heifst absolut uneigentlich integrierbar, falls |f| : [a,b) — R uneigentlich
integrierbar ist bzw. analog fiir die entsprechenden Varianten von Intervallen (a,b] oder (a,b).

Beispiel 2.39. (a) Es gilt, dass

0o b

7 1
/etdt = lim [ e7'dt = lim (eil — e’b> =,
1 b—00 1 b—00 €

61



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

Also ist f : [1,00) — R mit f(t) = e~t uneigentlich integrierbar. Weil der Wertebereich
dieser Funktion (0,00) ist, ist f auch absolut uneigentlich integrierbar.

(b) Sei die Funktion f :[1,00) — R gegeben durch

_ sin () ‘

fz) =

T

%2 fx)=sin(meix /\ /\ /\ £\
o 0 7 il

Abbildung 2.5: Der Graph der Funktion f(x) = sin(mx)

x

Da die Funktion nur natirliche Zahlen als Nullstellen hat und alternierend unter- und
oberhalb der x-Achse liegt, bietet es sich an, das Integral bis b in einen “ganzzahligen
Teil” und den Rest aufzuspalten.

b . @J—l n+1 b

/ S (T) g 3 / f(a)de + / F@)de (2.3)
1 J

" 2]

n=1

n+1

/ dr + / f(@)da (2.4)

n [

sin (wx)

|b]-1
= > v
n=1

Wie man sieht, bilden die ¢, eine monotone Nullfolge, so dass die Reihe nach dem

~ (o)
Leibniz-Kriterium fiir b — oo gegen Y. (—1)"cpkonvergiert. Fiir den zweiten Summand

n=1
von (2.4) kénnen wir folgende Abschitzung durchfiihren:

b Lb]
f(z)dx Sl/sin(ﬂx)da:§12—>0 fir b— o0

/ oy o)
8] 8]
Damit ist also [ uneigentlich integrierbar und man erhdlt

o0

sin (1z) | n
/xdm_nz::l(—l) Cn.

1
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Wenn man aber stattdessen den Betrag der Funktion f betrachtet, so ist die der Reihe
zugrundeliegende Folge von nicht mehr alternierend, d.h. das Leibniz-Kriterium
kann nicht angewendet werden. Vielmehr ergibt sich fiir die einzelnen ¢, wegen % > %H
fir @ € [n,n+ 1], dass

n+1 . 1 n+1 1
Cn = / |Sm§:x)|d:u > 1 / |sin ()| dz = / |sin ()| dz.
n n 0

Weil die zu dem rechts stehenden Integral gehdrenden Flichen unabhdngig von n gleich

o0

grof8 sind (und ungleich 0), divergiert die Reihe > ¢y, d.h. f ist nicht absolut unei-
n=1

gentlich integrierbar.

(c) Wegen
>1 . b o
/ —dzr = lim In(z)|] = lim In(b) = oo
1

x b—oo b—oo

ist die Funktion x — % iber dem Intervall [1,00) nicht uneigentlich integrierbar.

Lemma 2.40. Seien f,g : [a,b) — R so dass flj44),9
sind fiir alle x € (a,b). Dann gelten folgende Aussagen.

[a,z]> ‘f‘[aﬂ:” und ‘g‘[a@}’ integm'erbar

(i) Falls g absolut uneigentlich integrierbar ist, so ist g uneigentlich integrierbar

(ii) Falls g absolut uneigentlich integrierbar und c € (a,b) existiert mit |f(x)| < |g(z)| fir
alle x € [c,b), dann ist auch f absolut integrierbar.

Die Behauptung gilt auch fir Funktionen auf Intervallen der Typen (a,b] und (a,b).

Beweis. Ubung, Blatt 8, Aufgabe 3. O

2.4 Vertauschung von Integralen und Grenzwerten

Satz 2.41. Sei B C RP zerlegbar und f : B — R. Auflerdem definiere f,, : B — R eine Folge
integrierbarer Funktionen, die gleichmdfSig gegen f konvergiert, d.h. limy, o0 || fn — flloo = 0.
Dann gilt, dass f integrierbar ist und

lim fn(X)dx:/Bf(x)dx.

n—oo B

Beweis. Sehr dhnlich zu Beweis von Satz Man iiberlege sich das Argument als Ubung.
O

In den Ubungen haben wir folgendes Resultat fiir das uneigentliche Integral bewiesen.

Satz 2.41.1 (Aufgabe 3, Blatt 10). Seien a < b < oo und seien f, f, : [a,b) > R, n € N,
Funktionen so dass

® fuljaz) konvergiert gleichmdifig gegen f|(q 2 fir alle x € (a,b),

® fullaq ist integrierbar fir alle x € (a,b) und alle n € N.
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e FEs existiert ¢ € (a,b) und eine uneigentlich integrierbare Funktion g : [c,b) — R mit

[ fn(2)] < g(2), Vz € [e,b),n € N.
Dann sind f, und f (absolut) uneigentlich integrierbar und li_>rn ff fn(x)dz = fff(x)dx.

Beweis. Dass die f,’s absolut integrierbar sind, folgt bereits aus Lemma 2.43. Auflerdem
gilt, dass fiir jedes x € (a,b) die Folge (fn(x))nen gegen f(x) konvergiert und somit auch die
Ungleichung f(z) < g(z) fiir alle x € (¢, b) gilt. Nun folgt wiederum aus dem Lemma, dass
f uneigentlich integrierbar ist. Sei nun € > 0 und betrachte

/ab fn(z)da — /abf(m)dar

wobei wir zuerst die Linearitéit des Integrals und die Additivitdt von Grenzwerten sowie
zweimal die Dreiecksungleichung (auch fiir das Integral) verwendet haben. Der zweite Term
lasst sich wegen

b b
=\ [ o) - sty < + [ @)= f @)z,

/ ' fal@) — f@)da

[fu(z) = f(@)] < |fu(@)] + | f(2)] < 2¢(x)
durch 2 fcb g(z)dx abschétzen. Da nach Definition

/bg(m)dx = lim bg(a:)da:

c b—bt Je

folgt, dass fcb g(z)dx < £ fiir hinreichend grofies ¢ (Dies folgt wie im Beweis von Lemma [2.40
Ist namlich lim,, oo fcbm g(x)dz konvergent fiir eine Folge (by,)men mit by, < b und by, — b,
so ist ( fcb’" g(z)dx)men eine Cauchyfolge.). Wihle ein solches c. Nach der gleichméBigen
Konvergenz existiert ein N € N, so dass der erste Term fiir alle n > N kleiner als § ist.

Insgesamt folgt die Behauptung.
O

Als Anwendung von Satz kann man den folgenden Satz iiber die Differenzierbarkeit von
Funktionenfolgen zeigen, der bereits in der Analysis I besprochen wurde (man denke an das
Differenzieren von Potenzreihen).

Satz 2.42. Sei f, : [a,b] = R, n € N eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen, so
dass

e cin ty € [a,b] mit lim,,_, fn(to) =y existiert und
o (fl)nen gleichmiflig gegen g : [a,b] — R konvergiert.

Dann konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen eine Funktion f : [a,b] — R, die stetig differen-
zierbar ist und f' = g. Es gilt also limy, d%f(x) = %(limn_)oo ).

Beweis. Dies ist eine Konsequenz des Hauptsatzes und von Satz Zuerst erkennen wir,
dass g als gleichméBiger Grenzwert von stetigen Funktionen stetig ist (siehe Analysis I bzw.
Kapitel 1). Aufgrund des Hauptsatzes schlieflen wir, dass ¢t — ftto g(z)dx || eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f auf [a,b] definiert mit f' = g. Weiterhin gilt wegen der beiden
Voraussetzungen, Satz und wiederum dem Hauptsatz, dass fiir jedes t € [a, b,

Fult) = ut0) + [ fi(wyia ™5 / g(x)dz = £(1)

1%Hierbei gilt die Konvention ff = - ff fir @ < 8 und f; =0
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Somit ist gezeigt, dass f,, punktweise gegen f konvergiert. Um die gleichméflige Konvergenz
zu beweisen, verwenden wir die Positivitdt des Integrals und wieder die Voraussetzung.

t
10 = 01 < |70 + [ 960) = s~ fote0) 0.

to

O

Korollar 2.43. Sei f(z) = > 27 jan(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v €
(0,00]. Dann hat die Potenzreihe

o0

9(2) =Y (n+ D)ani1(z — 20)"
n=0
denselben Konvergenzradius und f ist auf B.(0) differenzierbar mit f'(z) = g(z) fir alle
z € B,(0).

Beweis. Der Beweis beruht darauf, dass eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzradius
(gleichméBig) konvergiert und der Konvergenzradius von g sich leicht als 7 bestimmen l&sst.
Der Rest ist eine Anwendung von Satz O

Beispiel 2.44. (a) Die Funktzonenfolge fu(z) = 2™ auf [0,1] ist nicht glezchmaﬁzg kon-
vergent, also ist Satz nicht anwendbar. Dennoch gilt, dass lim,_ f frn(x)dz =
fo lim,, o0 fn(z)dz = 0. Man beachte aber, dass sich dies auch aus Satz 2.41.1‘folgern
ldsst: Dieser besagt zwar “nur”, dass die Grenzfunktion uneigentlich integrierbar ist,
aber fiir das betrachtete Beispiel gilt, dass g sogar integrierbar gewdhlt werden kann,
woraus folgt, dass auch f integrierbar sein muss.

(b) Die Voraussetzung in Satz[2.43, dass (fn) fir einen festen Punkt to konvergiert muss,
ist notwendig (Man dberlege sich warum?).

(¢) Mit Hilfe von Komllar lassen sich Potenzreihendarstellungen beweisen, z.B. ist
die Ableitung der Funktion f(z) = In(1 — ) fir z € (—1,1) gleich 15 = —>7°° ja"

1 n+1
n=0 n+1~’

gilt nach dem Korollar, dass [ und x — —> >, nx bis auf eine additive Konstante
tibereinstimmen. Da die beiden Funktionen an 0 tbereinstimmen, gilt

In(1 — x) le
n=1

Da fiir x = —1 die Reihe (bedingt) konvergiert, (Warum?) ergibt sich, dass In(2) =
n+1
Zoo (-1) .

n=1 n

mit Konvergenzradius 1. Auch > 07 hat den Konvergenzradius 1 und somit

3

(d) Ahnlich wie in c) kann man eine Reihendarstellung von arctan beweisen, siehe Blatt
9, Aufgabe 3.

Der folgende Satz und seine Folgerungen stellen sich als sehr niitzlich heraus, um Integrale
von Funktionen in mehreren Verdnderlichen, insbesondere Volumsintegrale zu berechnen.

Satz 2.45 (Satz von Fubini fiir das Riemann Integral auf Quadern). Seien
B:PXQQRPH'W, P CRP, Q CRP?

Quader. Sei f: B — R integrierbar und seien zusdtzlich die Funktionen
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e f(x,:) : @ — R integrierbar fir alle e f(-,y) : P — R integrierbar fir alle
X € P, y € Q.

Dann sind die Funktionen
PoRxw [of(x,y)dy, Q—R,y— [, f(xy)dx

mtegrierbarE und es gilt

/PXQf(XaY)d(X,Y):/P/Qf(X,y)dydx:/Q/Pf(xy)dxdy_

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten: Im ersten Schritt zeigen wir die Behauptung
fiir Treppenfunktionen, im zweiten zeigen wir sie fiir beliebige Funktionen, die die Voraus-
setzungen des Satzes erfiillen.

(1) Sei f : P x @ — R eine Treppenfunktion, die den Voraussetzungen geniigt. Also
existiert eine Zerlegung Z € Z(P x @), so dass f |( Bxd)e konstant gleich c5., 5 fiir alle

P x C~2 € Z ist. Man sieht leicht, dass
(ﬁx@)o:ﬁoxéo
ist. Wir definieren nun fiir x € P und y € @) die Mengen
Zy={P:3Q mity e Q° A\Px Q€ Z}, Zy={Q: IPmitx e P°PAP x Q € Z}.

Bis auf endlich viele x und y sind Z, und Zx Zerlegungen von P bzw. ). Nach Vor-
aussetzung ist die Funktion y — f(x,y) iiber @ integrierbar fiir alle x € P und fiir
alle bis auf endlich viele x € P ist das Integral durch

/ f(x,y)dy = Z Cﬁxévol(@).
? QeZx
gegeben. Sei nun @)y die Menge derjenigen y € @Q, fiir die Zy eine Zerlegung von P ist.
Die Menge {Zy: y € Qo} ist endlich, da es nur endlich viele Mengen in Z gibt; diese
bezeichnen wir mit Zy, .., Z,, € Z(P). Wir kénnen nun Lemma [2.3|iterativ anwenden,
und erhalten (mit der Notation des Lemmas), dass

Zg:Zy1/\Zy2“'/\Zyk 3:Zy1/\(Zy2/\("'/\Zyk))

eine Zerlegung von P ist. Fiir P’ € Z; ist } 5., cp,avol(Q) konstant fir x € P.
Deshalb ist x +— fQ f(x,y)dy integrierbar und fiir das Integral gilt

/ / f(x,y)dydx = Z vol(P") Z CPXQVOI(Q)
PJQ PeZ, QEZx, fiir ein x€P’°

Man beachte, dass in der zweiten Summe P nach Definition von Zyx und der Konstruk-
tion von Z,; die Menge P’ enthélt. Deshalb gilt Cpxd = Cpixdy wobei letzteres den

YWir sprechen auch davon, dass die iterierten Integrale existieren..

66



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

(konstanten) Funktionswert von f auf dem Inneren des Quaders P’ x Q bezeichnet.
Wir erhalten somit

/P/Qf(x,y)dydxz Z Z cp/XQvol(Q)VOI(P/)

P'€Zg QeZy, fiir ein xeP'°

= Z CP,XQVOI(P/ X Q)
P'xQ€eZ¢
wobei Zg = {P' x Q: P' € Zy, Q € Zy,x € P} eine Zerlegung von P x Q ist (Dies
folgt im Wesentlichen daraus, dass Z, € Z(P) und Z, € Z(Q).) Sei P € Zp und

z € P°. Dann gilt f(z,y) = Chyd falls y € @O ist. Nach Definition des Integrals fiir
Treppenfunktionen folgt damit die Behauptung des Satzes von Fubini.

Nun zeigt man mit Hilfe der Aussagen fiir Treppenfunktionen den Fall allgemeiner
Funktionen: Sei f eine Funktion wie in den Voraussetzungen des Satzes. Fiir Trep-
penfunktionen g,h : B — R mit g < f < h gilt wegen des ersten Punktes, dass die
Funktionen

ﬁ:P—>R,X»—>/ h(x,y)dy Q:P—>]R,xr—>/g(x,y)dy (2.5)
Q Q

integrierbar auf P sind, wobei das Integral mit [, h(z)dz bzw. [, g(z)dz iibereinstimmt.
Offensichtlich sind 7 und § Treppenfunktionen auf P und wegen der Monotonie des
Integrals gilt auBerdem fiir alle x € P

h(x) = /Q h(x,y)dy > /Q fx,y)dy md §(x) = /Q g(x,y)dy < /Q f(x,y)dy.

In der letzten Zeile haben wir ausgenutzt, dass das Integral von f(x,-) fiir jedes x € P
existiert. Daraus folgt unmittelbar mit der Definition des oberen und unteren Integrals,
dass

s { [[a6oax: o< f ngerwf< [ sy
inf{/Pfl(x)dx: h<f /\hET(P)} > /P*/Qf(x,y)dy,

wobei man beachte, dass die Funktionen 4 und § im Supremum bzw. Infinimum iiber
die h und g mittels (2.5 definiert sind. Da aber, wie bereits erwéhnt, [, §(x)dx =

Jp9(z)dz und [, h(x)dx = [ M(z)dz, und f nach Voraussetzung integrierbar ist,
folgt, dass die beiden linken Terme in den obigen Ungleichungen gleich und gleich
[ f(z)dz sind. Damit ist

/*P/Qf(X,y)ddeZ /Bf(z)dz > /P*/Qf(x,y)dydx,

was aber aufgrund der Ungleichung [5 f(x,y)dy < [, fQ f(x,y)dy sogar Gleichheit
bedingt. Es gilt also damit, dass x — fQ f(x,y)dy integrierbar ist, und, dass

/P Iz = /P /Q F(x,y)dydx.

Aus Symmetrie folgt auch die andere Gleichheit der Behauptung.
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O

Bemerkung 2.46.

(a) Die Bedingungen, dass f (z,-)und f (-,y) integrierbar sind, sind notwendig. Wdhit man
ndmlich beispielsweise B = [0, 1] x [0, 1] und

|1 fallsz=0ANy€Q,
fay) = { 0 sonst,

so ist f als Treppenfunktion auf R? integrierbar, f(0,-) als Dirichlet-Funktion aber
nicht.

(b) Der Satz von Fubini gilt nicht nur fir Quader als Teilmengen reeller Vektorriume,
sondern allgemein fiir B = P x QQ mit beliebigen zerlegbaren Mengen P und @, wie
man sich leicht tberlegt.

Die folgenden beiden Folgerungen sind wichtig in der Anwendung des Satzes von Fubini.

Korollar 2.47. Sei f : P x Q — R stetig und P, Q) seien zerlegbar. Dann sind die Voraus-
setzungen des Satzes von Fubini erfillt und es gilt insbesondere, dass

PXQf(X7Y)d(X7Y):/Q/Pf(x,y)dydx:/ID/Qf(X’y)dXdy_

Korollar 2.48. Sei Q C R?P ein Quader und seien @1, 2 : Q@ — R stetig mit o1 < ws. Dann
gelten fiir die Menge

M={(x,y) eRFT:x e RP A p1(x) <y < pa(x)} .

folgende Aussagen:

(i) M ist messbar, und

(i) M ist kompakt.

Sei weiterhin f : M — R integrierbar und f(z,-) : [p1(x),p2(x)] = R fiir alle x € Q
integrierbar. Dann gilt auflerdem, dass

(i) [ 1)y = /Q W/(X)ﬂx,s)dsdx-
v1(x)

Beweis. (i) Sind die ¢; Treppenfunktionen, so sind ihre Einschréinkungen auf bestimmte Qua-
der konstant. Damit lasst sich M als Vereinigung der kartesischen Produkte eines Quaders
und eines Intervalls schreiben, und ist somit messbar. Sind die ¢; keine Treppenfunktionen,
so sind sie als auf einem Kompaktum stetige Funktionen sogar gleichméfig stetig, lassen
sich also beziiglich der Metrik d., durch Treppenfunktionen approximieren. Damit ergibt
das passende Grenzwertargument die Behauptung.

(ii) @ ist kompakt. Da die @; stetig sind, ist auch die 2. Komponente (folgen-)kompakt und
damit M als kartesisches Produkt zweier kompakter Mengen kompakt.

(iii) Die Aussage folgt durch Fortsetzung von f auf die Menge @ X [min ¢, max 9| mit dem
Funktionswert 0 und dem Satz von Fubini. Genauer: Wir bezeichnen die Fortsetzung der
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Funktion mit fj;. Wegen (i) ist fys eine integrierbare Funktion (vgl. Definition und fiir
das Integral gilt

| sy = | fulx s = [ far(x, s)dsdx,
M QX [min p1,max pa] Q J[min ¢1,max pa]

wobei die letzte Gleichheit aus dem Satz von Fubini, Satz folgt. Das innere Integral auf
der rechten Seite ist aufgrund der Definition von fj; aber gleich

P2(x)
/ f(x, s)dsdx.

e1(x)
woraus direkt die Behauptung folgt. O

Wichtig: Korollar 2.48| und der Satz von Fubini eignen sich sehr gut, um Integrale durch
Vertauschung der Integrationsreihenfolge zu berechnen, wie beispielsweise bei Integralen der

Form
b roa(x)
[ ] sy
a 1(z)

siehe das nachfolgende Beispiel (c) Hierbei gilt zu beachten, dass die Integrationsgrenzen
typischerweise angepasst werden miissen, wenn die Integrationsreihenfolge vertauscht wird.
Am einfachsten iiberlegt man sich dies, indem man (mittels des Satzes von Fubini) ein solches
Integral als Volumensintegral iiber der nach Korollar messbaren Menge

{(@.y) eR? z € [ab],d1(2) <y < $a(a)}

auffasst und die “Reihenfolge von = und gy vertauscht”: Damit ist gemeint, dass man die
definierende Bedingung

€ [a,0] A1 (x) <y < pa(x)

so dquivalent umformt, dass x explizit durch y ausgedriickt wird, also
€ [e,d] A1 (y) < @ < a(y),

fiir Konstanten ¢ < d und stetige Funktionen 1, 5.

Beispiel 2.49. (Bsp 2.48 und 2.53 aus Vorlesung)

(a) Das folgende Beispiel zeigt, wie man mit Hilfe des Satzes von Fubini ein zweidimensio-
nales Integral auf die Hintereinanderausfihrung zweier eindimensionaler zurickfihrt.
1

11
1 1 211
xydxy //nyda;dy—/<3m3y )dy—/gdy—yﬁ
0 5 0

0 0

(b) Beziiglich der do-Metrik lisst sich die abgeschlossene Kugel um den Ursprung im R>
in der Form

[0,1]x[0,1]

Bl(O):{(m,y)€R2:x€[0,1]/\— 1—x2§y§\/1—x2}
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(c)

(d)

darstellen. Dann gilt aufgrund der obigen Ausfihrungen fir den Flicheninhalt/das
Volumen dieser Einheitskugel

)

1—x 1

1
/ ld(x,y):/ ldydx:2/\/1—x2dx:7r,
By (0)
-1

—/1—22 —1

was offenbar mit der aus der Schule bekannten Formel tibereinstimmit.

Wir wollen das iterierte Integral

1 1 .
/ / ST 4y
0 x t

bestimmen. Die Idee dazu ist, die Integrationsreihenfolge mit Hilfe von Korollar 2.48
(Folgerung des Satzes von Fubini) zu vertauschen. Wir werden dies in Kiirze begriinden.
Falls das Vertauschen zuldssig ist, berechnen wir

/01 /xl sin(t) dide — /01 /Ot sin(t) Ao — /01 sin(t) tdt = cos(0) —cos(1) = 1 —cos(1).

t t t

Man iiberlegt sich zuerst in welchem Sinne das innere Integral ewistiert: Dieser Inte-
grand ist zwar fir t = 0 nicht definiert, allerdings kénnen wir aber t — Snlﬂ ant=20

(stetig) durch limy_, SH;& = cos'(0) = 1 fortsetzen. Der Grund fiir die Vertauschbarkeit

der Integrale ist nun, dass die Funktion

ot = siI;(t) x €10,1],t € (0, 7]
) 1 z €[0,1],t = 0.

stetig auf M = {(z,t) : © € [0,1],0 < t < x} isﬂ. Dann gilt ndimlich nach Korollar

2.50, dass
/01 /: f(z, t)dtdz = /M flz,t)d(z,t) = /01 /Otf(x,t)d:cdt.

Da das Integral fxl f(z,t)dt nicht von endlichen vielen Funktionswerten des Integranden
abhiingt, ist le f(z, t)dt = fl sin(®) .

x t

Fiir folgende Funktion f ldsst sich zeigen, dass im Allgemeinen die iterierten Integrale
nicht tibereinstimmen, d.h.

/P /Q f(, y)dyda # /Q /P f(, y)ddy.

Dies zeigt insbesondere, nach Korollar dass f an der Stelle (0,0) nicht stetig sein
kann. Sei f :[0,2] x [0,1] — R gegeben durch

zy(z®—y?)
21.2)3 (x’y) #* (070)
= (= )
Je { By (z,y) = (0,0)

2Dies impliziert namlich, dass sowohl f : M — R, f(z,-) und f(-,t) integrierbar sind fiir alle (z,t) € M.
Man beachte, dass f als stetige Funktion auf einer messbaren, kompakten Menge integrierbar ist, Satz 2.25.
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Wir zeigen nun, dass f02 fol flx,y)dydx # fo fo z,y)dz dy.

Fiir festes x bzw. y sind die Funktionen y — f(z,y) bzw. x — f(z,y) beschrinkt und
jeweils auf (0,1] bzw. (0,2] stetig (sogar beliebig oft differenzierbar). Somit sind diese
Funktionen auch auf [0, 1] bzw. [0, 2] integrierbar. Wir berechnen nun die beiden inneren
Integrale. Dazu geben wir erst die beiden unbestimmten Integrale an. Sei x € (0, 2] fest

und y € (0,2).
/wy($2—y2)d _ | u=hly) =22+
@212 7 | du=1(y)dy = 2ydy

/ r(22% — u) 3 x 3 x

= [ Ay = — +

2u3 2u2  2u 222 +y2)?  2(2? +y?)

__

2(a? +y?)°

und analog

/wy(mZ—yQ)dx: ‘ w = h(z) = 22 + 2
(22 4+ y2)3 du = b/ (z)dr = 2zdx
:/y(u—2y2)d v v y Y’
2u3 2u  2u? (2 +y?)  2(2?+y?)
_ =%y
T 2@t y?)

Sei b €[0,1) und a € [0,2) und definiere (Die Parameter a,b fihren wir hier nur ein,
weil dies fiir Aufgabe 5 hilfreich ist — fiir Aufg 4 geniigt a =b=0.)

2
f_/fxy (w2+y)

woraus fp = fO = IQH 7 folgt. Offensichtlich ist auflerdem fo = fb y)dy = 0.
Genauso ergibt sich

= [ e g

(4+y2)2 folgt. AuBerdem gilt f = fal f(z,0)dz = 0. Die Funk-

tionen x > f8, y fy sind integrierbar fir alle a,b (weil stetig). Wir berechnen
nun (mit Hilfe der bereits bekannten Stammfunktionen aus Beispiel 2.38 bzw. durch
“Erraten einer Stammfunktion “),

//fxydydx—/fbdx—— +x2)+4(x2bib2)a

1 b2
20 + (4+b2) + 4(1+a2) T 4(aZ+b?)

v=1 B T B xb?
222+ 1)2 0 222+ b?2)2

r=2 2

2y n ya
(4+y2)? 20 +y2)*

— b
woraus fy == f, =

1

//fﬁydxdy_/fgdy_ 4+y) 4(a2aiy2)b

= + (12
5 4(a2+1) (4+b2) 4(a2+b2)"
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Fiira=5b=0 ergibt dies

Man rechnet aber leicht nach, dass fiira,b > 0 gilt. ff fbl f(z,y)dydx = fbl ff f(z,y)dzdy.
Der Satz von Fubini (bzw. das Korollar fiir stetige Funktionen) besagt, dass die iterier-
ten Integrale mit dem Integral f[o 2x[0,1] f(x)dx dbereinstimmen, wenn f auf [0,2] x

[0, 1] stetig wire. Deshalb folgt, dass f micht stetig sein kann. Alternativ kann man mit

den Folgen x = %, Yy = % einsehen, dass f an (0,0) nicht stetig ist.

Die folgenden beiden Resultate geben Auskunft dariiber, wann Parameterintegrale stetig
bzw. differenzierbar sind.

Satz 2.50 (Stetigkeit von Parameterintegralen). Sei B C RP zerlegbar, (U, dyr) ein kompakter
metrischer Raun]™| und f : B x U — R. Ferner sei d: B x U — R eine Metrik der Form

o(()-(B) -l

und f stetig beziiglich d E Dann ist auch die folgende Abbildung stetig

2,dU(u,ﬂ)), i=1,2 00

U—>R,ur—>/ f(z,u)dz.
B

Beweis. Analog wie im Beweis von Korollar gesehen, ist das kartesische Produkt B x U
zweier (folgen-)kompakter Mengen (folgen-)kompakt. Damit ist f auf dieser Menge gleichméBig

stetig. Sei nun (uy),,cy € U eine Folge mit lim u, =u € U . Dann gilt
n—oo

/Bf(a:,un)dxw—o%/Bf(af,u)dw

beziiglich der beiden in der Aussage des Satzes angenommenen Metriken. Wahlt man nun
gn(x) == f (2, u,) sowie g(x) := f (x,u), so konvergiert die Folge (g,),cy gleichméfig gegen
den Grenzwert g, weil dies fiir die Paare (z,u,) gilt und f auf dem Kompaktum stetig ist.
Somit sind die Voraussetzungen von Lemma erfiillt und es ergibt sich die Behauptung

O

Satz 2.51 (Vertauschung von Integration und Differentiation). Sei B C RP zerlegbar und
[a,b] ein Intervall. Sei f: B X [a,b] — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

o f ist stetig
o Fir jedes x € B ist die Abbildung [a,b] — R, s — f(x,s) diﬁerenzierbarlﬂ
e Die Abbildung B x [a,b] — R, (x,s) — < f(x,s) ist stetig.
Dann ist die Abbildung
[a,b] = R, s — /df(x,s)dx

stetig differenzierbar und es gilt

d (4 4d
o[ fexsax= [ s (2.6)

13Das bedeutet, dass die Menge U im metrischen Raum (U, dry) kompakt ist.
4Die drei Metriken sind paarweise dquivalent.
15Hier ist die entsprechende einseitige Differenzierbarkeit an den Randstellen a, b gemeint.
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Beweis. Sei x € B. Die Idee dieses Beweises ist, die Aussage mittels des Hauptsatzes zu be-

weisen, indem man, grob gesprochen, eine “integrierte Version” von verwendet. Weil laut

Voraussetzung (x, s) — % (x,s) stetig ist, gilt mit dem Satz von Fubini, dem Hauptsatz,

sowie der Linearitat des Integrals, dass

j/Jg %f(x’ s)dxds = [ijsf(x,s)dsdx

- / (F(x.6) — f(x,a)) dx
B

= [ o= [ pxa

Aufgrund der Stetigkeit von (x,s) — % f(x,s) gilt weiterhin nach Satz dass s
I d% f(x,s)dx stetig auf B ist. Damit ergibt sich aus dem Hauptsatz, dass die linke Seite
der obigen Gleichung in ¢ stetig differenzierbar ist. Damit ergibt sich fiir die Ableitung (nach
¢ und man setze s = §), dass

[ arosax= 1 ([ rosia- [ sxaax)

d
= dS/Bf(X,s)dx.

Beispiel 2.52. Unter Anwendung von Satz 2.55 kann man zeigen, dass

o0

/ e At = /1

Dies ist Aufgabe 1 Blatt 10. Hierzu verfihrt man folgendermafen:

(a) Auf jedem kompakten Intervall ist t — et stetig und somit integierbar. Da
1+t < et’

gilt h(t) = H% > e und da J H% = arctan(t) + C folgt mit lim;_, 4 arctan(t) =
+3, dass h absolut uneigentlich integrierbar ist. Mit Lemma ergibt sich also, dass

auch f uneigentlich integrierbar ist.

T 1e—x2(1+t2) T e 2

fiir z € [0,00). Wir zeigen nun, dass F, G wohldefiniert sind und dass F'(x) = G(z) fir
alle x € [0,00) ist. Die Integranden f in F und g in G sind als Funktionen in t jeweils
differenzierbar (und damit insbesondere stetig) und somit existieren die Integrale F(x)
und G(zx) fir jedes feste x. Dariberhinaus sind die Funktionen

(z,t) = f(), (2,1)— %(z,t) — 9ge @ (1H1%)

(b) Seien
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stetig. Also kénnen wir nach Satz 2.54 Integration (nach t) und Differential vertausch-
bar und erhalten

1
F'(x) :/ 26 (1) gy
0

und durch die Kettenregel sowie dem Hauptsatz

G'(x) = 26‘272/ e Pdt
0

Die Substitution tx = y liefert dann F'(x) = G'(x). Um zu zeigen, dass F = G ist,
geniigt es zu sehen, dass F'(0) = G(0) (Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch
additive Konstante). Dass F(0) = 0 folgt daraus, dass fol 1Jr%dt = arctan(t)|§ = 7.

(¢) Da

xX xX
/ e dt = 2/ e dt = 2/G(z) = 2/F(z)
—x 0
ist, geniigt es zu zeigen, dass lim, oo F'(x) = § (Dann gilt jo lim, o 21/ F(x) = /7
aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion). Dazu zeigen wir, dass

L o=z (1417)
lim [ —————dt =0,
Tn—o0 Jq 1+t

fiir beliebige Folgen (xy)nen mit x, — 0o. Wir nutzen den Satz iber die Vertauschbar-
keit von Grenzwert und Integral, Satz[2./1l Dazu betrachten wir eine beliebige Folge

52 2
Tn)neN Mit x, — 00, T, > 0 und entsprechend f,(t) = % Wegen e~ <
T+t Tta
gilt, dass
)] < sup | : <ty 20 (no )
su su n — 00).
o ey A+ )1+ A +P) T 1+

Also konvergiert f, gleichmdflig gegen die Nullfunktion. Da die Folge beliebig war, folgt

1 o—a2(1+t2)

somit aus dem Satz, dass limg,_ o fo e z

dz = 0 und damit lim, o F(x) = 7.

2.5 Bemerkungen zur Integralrechnung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Integrale fiir reellwertige Funktionen definiert
und betrachtet. Wenn man nun zu komplexwertigen Funktionen oder Funktionen nach R™,
m > 1, iibergehen mochte, so lassen sich alle diejenigen Begriffsbildungen und Schritte
relativ leicht iibertragen, die ohne eine Ordnung auf dem Zielbereich auskommen. Hierzu
kann man den Integralbegriff einfach mittels der Komponentenfunktionen bzw. dem Real-
und Imaginérteil der Funktion einfiihren, z.B.:

b
/b (fl(x)) dr — fa f1 ($)d$
=|’q .

o \J2(2) [ fo(z)dx
Sobald man jedoch Eigenschaften wie f < g benotigt bzw. verwenden will, also die Funktio-
nen bzw. ihre Werte beziiglich einer Ordnungsrelation vergleichen will, ist der hier vorgestellte
Weg nicht mehr klar — dies gilt insbesondere fiir komplex-wertige Funktionen. Die Probleme
vergrofern sich noch, wenn das Ziel der zu integrierenden Funktion ein beliebiger Banach-

Raum ist. In diesen Fillen kann man einen dem kennengelernten Riemann-Integralbegriff
dquivalenten Integrationsbegriff benutzen, denjenigen iiber Riemann-Summen.
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Definition 2.53 (Ausgezeichnete Zerlegungsfolge). Sei f : B C RP — Y, wobei Y ein
Banach-Raum ist. Dann heifst eine Folge (Zy,),,cy € Z(B) von Zerlegungen mit Cr2r1aZ>< vol(Q) —
€Zn

0 fiir n — oo eine ausgezeichnete Zerlequngsfolge.

Definition 2.54 (Riemannsche (Zwischen-)Summe). Sei f : B C RP — Y, wobei Y ein
Banach-Raum ist und Z € Z(B). Dann heifst

Z vol(Q) - ag

Qez

mit ag = f(xq), vq € Q° eine Riemannsche Zwischensumme von f beziiglich der Zerlegung
Z.

Mit diesen beiden Grundbegriffen kann man jetzt den Begriff des Riemann-Integrals einfithren,
ohne auf Y eine Ordnungsrelation zur Verfiigung zu haben (man beachte, dass die Ordnungs-
struktur bei Definition notwendig war). Es ldsst sich nun zeigen, dass eine Funktion
f: B CRP - R mit B zerlegbar genau dann Riemann integrierbar im Sinne von Defi-
nition ist, wenn fiir jede ausgezeichnete Folge (Z,)nen von Zerlegungen die Folge der
Riemannschen Zwischensummen gegen ein festes y € R konvergiert. Somit lésst sich der
Integralbegriff, den wir mittels oberem und unterem Darbouxintegral definiert haben, ohne
eine Ordnungsrelation charakterisieren bzw. dquivalent einfithren. Tatséchlich wurde, wie
der Name bereits verrét, das auf BERNHARD RIEMANN zuriickgehende Integral urspriinglich
mittels Riemannschen Summen definiert. Die von uns hier verfolgte dquivalente Methode
geht auf GASTON DARBOUX zuriick.

Allgemein lédsst sich nun der Integralbegriff auf Funktionen ausweiten, die in allgemeine
normierte Raume abbilden: Konvergieren die Riemannsche Zwischensummen fiir jede ausge-
zeichnete Zerlegungsfolge und ist der Grenzwert hiervon unabhéngig, so heifit die o.a. Funk-
tion f Riemann-integrierbar und der Grenzwert das Riemann-Integral. Bis auf wenige Aus-
nahmen wie z.B. den Mittelwertsatz lassen sich dann alle Resultate von Kapitel 2 auf diesen
allgemeineren Integralbegriff iibertragen.

Fin weiteres grundlegendes Problem des hier vorgestellten Integralbegriffes besteht in den
durch Quader zerlegbaren “Ausgangsmengen” B. Wie in m(u) bereits erwdhnt, kann man
die Funktionswerte in endlich vielen Punkten von B variieren, ohne den Wert des Integrals
zu dndern. Es kommt also offensichtlich nicht auf “so viele” Werte von B an. Wie man
mit Hilfe des Begriffs “messbare Menge” (Definition und anderer Begriffsbildungen zu
einem auch iiber Riemann hinausgehenden Integralbegriff gelangt, kann hier nicht ausgefiihrt
werden. Wir verweisen hier auf die Analysis III.

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dass stetige Funktionen (auf zerlegbaren, bzw. allge-
meiner, auf messbaren Mengen) integrierbar sind. Wie eng aber die Begriffe der Integrier-
barkeit und der Stetigkeit miteinander verkniipft sind, zeigt exemplarisch der folgende

Satz 2.55. Sei B C RP eine messbare, kompakte Menge und f : B — R eine beschrdinkte
Funktion. Fuolls f bis auf eine Teilmenge M C B mit Maf§ gleich 0 stetig ist, so ist f

Riemann-integrierbar und
/ f(x)dx = / f(x)dx.
B B\M

Mit Hilfe eines allgemeineren Maflbegriffs, dem des Lebesguemafes, gilt sogar die Umkeh-
rung des Satzes: Wir verzichten hier auf eine Definition dieses Mafles und verweisen auf die
Analysis IIT bzw. die Literatur. Es sei jedoch bemerkt, dass eine messbare Mengepﬂ nach

11 der Literatur wird der Begriff messbar meist fiir “Lebesgue-messbar” verwendet und messbar wie wir
es hier definiert haben mit “Jordan-messbar” bezeichnet.
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Definition auch automatisch Lebesgue-messbar ist. Allerdings gilt die Umkehrung nicht,
wie beispielsweise die Menge QN[0, 1] zeigt. Dies kann man sich (selbst ohne den Begriff hier
zu definieren) anhand des folgenden Resultates iiberlegen.

Satz 2.56 (Lebesgue). Sei B C RP eine messbare, kompakte Menge und f : B — R eine
beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn f bis auf eine
Menge vom Lebesgue—Maf gleich O stetig ist.

Fiir einen Beweis auf die Analysis III bzw. [5, Satz 13.1.4]. Um ein Gefiihl fiir obige Sachver-
halte zu bekommen, vergleichen wir noch einmal die Dirichletfunktion fp mit der Thomae-
schen Funktion fr (Beispiel 2.21)): Letztere ist an allen irrationalen Zahlen in [0, 1] stetig.
Die Mengen, an denen die beiden beschrénkten Funktionen von 0 verschieden sind, sind al-
lerdings gleich (den rationalen Zahlen in [0, 1]). Dennoch ist fr Riemann integrierbar, aber
fp nicht. Aus Theorem schliefilen wir, dass Q N [0, 1] eine Menge mit Lebesgue-Maf 0
ist, aber wegen Satz nicht messbar.
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Kapitel 3

Differentialrechnung fiir
Funktionen in mehreren
Veranderlichen

Motivation & Wiederholung

Wie aus Analysis I bekannt, gibt es mehrere Moglichkeiten, die Ableitung einer Funktion
f: D CR — R (typischerweise betrachtet man in der Analysis I Intervalle D) an einer
Stelle « € D zu definieren bzw. zu interpretieren und zwar als

(i) Steigung der Funktion an x bzw.

(ii) lineare Ndherung an die Funktion im Punkt z,

Mboglichkeit (i) definiert die Tangente an den Graphen von f in einem Punkt A = (z, f(z))
als Grenzwert von Sekanten, bei denen der zweite Punkt auf der Sekanten, hier mit B =
(x 4+ h, f(z + h)) bezeichnet, auf A “zustrebt”.

Die Ableitung/das Differential

oy o @+ h) = flz)
f(z) = lim Y

h—0

von f an der Stelle x “entspricht”, falls existent, dann der Steigung der sich als Grenzwert
ergebenden Tangente. Diese Sichtweise fithrt auch auf eine erste Anwendung des Ableitungs-
begriffes: bei der Bestimmung von Extremwerten liefert dieser eine notwendige Bedingung
mit f’(z) fiir alle Extremstellen 2 im Inneren von D.
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4+ / 4+
B mit h =1.0
3 3
2 2
B mit h=0.2
1 A 1 :
HH
i
i
: : : : : : : : i : : :
-3 -2 -1 1 2 3 4 -3 -2 -1 1 2 3 4
11 1
9 Sekante durch A und B / | Sekante durch A und B

Abbildung 3.1: Die Sekanten an die Funktion f(z) = 2 durch die Punkte A = (x, f(z)) und
B=(z+h, f(x+h)) fiir h=1.0 bzw. h =0.2.

FEine eher statische Interpretation der Ableitung besteht darin, eine moglichst gute “lineare
Naherung” (oder “Approximation”) an die Funktion f im Punkt A zu bestimmen. In der
folgenden Abbildung “ist” diese Néherung die Gerade an A, die der Tangenten als Grenzwert
der Sekanten entspricht. Somit ist gewéhrleistet, dass beide Vorgehensweisen zu demselben
Resultat fiihren.

|

B

h i mit h=0.8

H
+ + + % +
3 —2 1 /1 2 3 4

-1
/ Tangente durch A und B
2+

Abbildung 3.2: Die Tangente an die Funktion f(z) = 2 im Punkt A

Diese lineare Ndherung lasst sich durch die Beziehung

flw+h)~ fx)+ f(z)-h (3.1)

fir x + h “nahe bei” x beschreiben. Unter bestimmten und spéter noch zu formulierenden
Voraussetzungen (Satz von Taylor 3.29) kann man die “approximative Gleichheit” in (3.1))
prézisieren zu:

fl@+h)=fx)+ f'(x) - h+rh)

fiir alle h € (—9,d) und eine hinreichend kleinen § > 0. Hier bezeichnet r den Fehler der

linearen Approximation, der die Bedingung L]f) — 0 fiir h — 0 erfiillt.
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Beim Ubergang von diesem eindimensionalen Problem zu den hier anstehenden mehrdimen-
sionalen Verallgemeinerungen sei die Funktion f : R? — R mit (z,y) — 22 + y? betrachtet.
Ubertrigt man die Sichtweise der “linearen Niherung” auf ihren Graphen, so kann man
eine Tangentialebene an den Graphen im Punkt A(z, f(z)) bilden, die den urspriinglichen
Graphen in der Néhe dieses Punktes gut anndhert. Diese Ebene “entspricht” der linearen
Funktion A in der nachfolgenden Definition 3.8.. Man sollte sich bei der Betrachtung der
folgenden Abbildung aber vor Augen fiihren, dass sich nicht an jeden Funktionsgraphen und
in allen Punkten eine solche Ebene anschmiegen ldsst und auch der Wert des Restes r(h)
davon abhéingt, aus welcher Richtung man sich dem Punkt A n#hert.

-1

Abbildung 3.3: Tangentialebene zum Rotationsparaboloid

In diesem Kapitel werden wir wie in dem gerade skizzierten ersten Beispiel den Begriff des
Differentials auf Funktionen in mehreren Verénderlichen ausweiten. Typischerweise werden
wir Beispiele von Funktionen

f:DCRP 5 R™

betrachten (meistens sogar mit m = 1), wobei D eine offene Teilmenge von RP ist. Es wird sich
herausstellen, dass wir im Gegensatz zum Fall einer Funktion in einer Verdnderlichen hierbei
mehrere Moglichkeiten, das heifit Konzepte, zur Verfiigung haben, einen Ableitungsbegriff
zu definieren. Diese Begriffe lassen sich aber mitunter allgemeiner behandeln, weshalb wir im
Folgenden auch Funktionen f : X — Y fiir allgemeine Banachrdume X und Y El betrachten
wollen — diese allgemeine Sichtweise stellt sich aber auch bereits fiir den Fall X C RP,
Y = R™ als vorteilhaft heraus. Um mit den Begriffen vertraut zu werden, geniigt es, wie
schon in Kapitel 1, die oben genannte Situation X = RP und Y = R™ im Kopf zu haben.

!'Man kénnte hier in den meisten Féllen auch noch allgemeiner normierte Riume betrachten.
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3.1 Richtungsableitungen und totales Differential

Die folgende Definition ist eine einfache Verallgemeinerung des bereits bekannten Begriffs
der Differenzierbarkeit aus der Analysis I.

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit von vektorwertigen Funktionen). Sei I = (a,b) ein
offenes Intervall und Y ein Banachraum (bzw. allgemeiner ein normierter Raum). Eine
Funktion f : (a,b) — Y heifit differenzierbar an z € I falls der Grenzwert

lim = (f( + h) = f(2)) = (@)

h—0

existiert (als Element von'Y ). Das Element f'(x) heifit das Differential bzw. die Ableitung
von f an x.

Beispiel 3.2.

(a) Fiir Funktionen f : (a,b) = Y firY =R, die differenzierbar im Sinne der Analysis I
sind, stimmt der Differential-Begriff offensichtlich mit dem aus Definition[3.1] iberein.

(b) Insbesondere kann man mit Deﬁnition den Begriff der Differenzierbarkeit fir kom-
plezwertige Funktionen f : (a,b) — C einfiihren. Dies stimmt mit dem eventuell bereits
in der Analysis I behandelten Begriff iberein.

(c) Sei
2
g:R—>R%t— <Zt>-

Dann sind die Komponentenfunktionen, gegeben durch gi(t) = t* und go(t) = €t, dif-
ferenzierbar. Der Grenzwert in Definition [3.1] ist ein Grenzwert im metrischen Raum
R? (versehen mit einer beliebigen Norm) und ewistiert deshalb genau dann, wenn die
Grenzwerte aller Komponenten existieren, siehe Satz[1.1] und Lemma ??. Somit exis-

tiert
<limh—>0 pgt+h) — g (ﬂ)) _ <2t)
limy, %(gg(t +h) —g2(1)) t

lim = (g(t + h) — (1)) = ’
fiir jedes t € R und die Funktion g ist differenzierbar.

h—0
(d) Sei A € CP*P. Die Funktion
g:R—=>CPP ti>t-A

ist differenzierbar. Hierbei ist C"*™ versehen mit einer beliebigen Abbildungsnorm, defi-
niert durch eine Norm auf CP. Um dies zu sehen, beachte man, dass fiir alle h € R\{0},

1
S((t+h)A—14) — A =0 e O,

Wie das Beispiel zeigt, ldsst sich vieles, was bereits fiir das Differential aus der Analysis I
bekannt ist, direkt auf den Fall vektorwertiger Funktionen verallgemeinern. Es ist deshalb
nicht {iberraschend, dass auch der Hauptsatz sein Giiltigkeit behélt. Fiir das folgenden Re-
sultat wird das Riemann Integral fiir vektorwertige Funktionen benétigt. Hierfiir rufe man
sich die Kommentare im letzten Abschnitt von Kapitel 2 in Erinnerung. Insbesondere gilt
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der folgende Satz fiir Funktionen f : [a,b] — RP. In diesem Fall ist das vektorwertige Integral

komponentenweise gegeben,
[ reas=|
¢ f; fp(S)dS

Satz 3.3 (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung fiir vektorwertige Funktionen).
Seiena < b € R, Y ein Banachraum und f : [a,b] — Y eine Riemann integrierbare Funktion.
Dann ist

I fi(s)ds

F : [a,b] —>Y,ac»—>/xf(s)ds

eine stetige Funktion. Falls f an ty € |a,b] stetig ist, so ist F' an dieser Stelle differenzierbar

mit Ableitung f(to) E|

Beweis. Der Beweis verlauft vollig analog zum Beweis des “skalaren Hauptsatzes”, Satz 77,
indem man den Absolutbetrag durch die (euklidische) Norm ersetzt. O

Obwohl das bisher gesehene nahelegt, dass die Differentialrechnung fiir vektorwertige Funk-
tionen vollig analog verlauft wie im skalaren Fall, so gibt es dennoch ein paar Eigenschaften,
die nicht im Allgemeinen gelten (siche auch die Kommentare am Ende von Kapitel 2): So
léisst sich beispielsweise der Mittelwertsatz der Differentialrechnung nicht verallgemeinern.

Nun wollen wir uns der Frage widmen, wie sich der Differentialbegriff erweitern lisst, wenn
der Eingangsraum X der Funktion
f: X—>Y

vektorwertig ist. Fiir den Rest des Kapitels spielt die Wahl des Ausgangsraumes Y eine
eher untergeordnete Rolle, und kann — der Einfachheit und Anschauung halber — meist als
Y = R™ oder sogar Y = R angenommen werden. Ausgehend von unserer Interpretation des
Differentials fiir skalare Funktionen, liegt es nahe einen Differentialbegriff fiir Funktionen
f : R?> — R zu definieren, indem wir fiir jede Richtung der Ebene R? die Ableitung der
Funktion f entlang dieser Richtung betrachten.

Tangente an A in Richtung v

Ableitungsrichtung

if"-boD

Abbildung 3.4: Eine Richtungsableitung (in Richtung v) der Funktion f(x,y) = x2 + y2.

2mit der iiblichen Modifikation, falls o € {a, b}.
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In Anlehnung an die Einleitung dieses Kapitels betrachten wir nun beispielsweise die Funk-

tion

f:R2 SR, (z,y) — 22 + 2

In Abbildung ist die Ableitung an einem Punkt der skalaren Funktion, die durch den
“Schnitt” der in gelb dargestellten Ebene mit dem Funktionsgraphen entsteht, dargestellt

(siehe auch Beispiel (3)).
Diese Uberlegungen fiihren zu folgender Definition.

Definition 3.4 (Richtungsableitung und partielle Ableitung). Seien X,Y Banachrdiume und
f:DCX =Y eine Abbildung, wobei D eine offene Menge ist. Sei x € D.

()

(i)

Firve X heifft f an x in Richtung von v differenzierbar, falls die Funktion
t— U, (t) = f(x+tv) (3.2)

an t = 0 differenzierbar ist (im Sinne von Definition siehe auch die folgende
Bemerkung) und man nennt %(x) := W/ (0) die Richtungsableitung von f in x
nach v.

Falls X = RP und falls f an x in Richtung von e; differenzierbar ist fir alle kanonischen
Basisvektoren e;, i € {1,..,p}, so heifst f an = partiell differenzierbar und man
nennt %(x) = %(x) die partiellen Ableitungen von f. Weiterhin bezeichnet

o1 Oy

T p
Defo9) = (grad 0 = (42 (0. g2 00) € [[Y = v
=1

den Gradienten von f. Falls f an allen x € D partiell differenzierbar ist, so heifit f
partiell differenzierbar auf D.

Bemerkung 3.5.

(1)

(2)

(3)

(4)

Die Funktion U, in Definition ist auf einem Intervall I = (=9,9) fir ein § > 0
wohldefiniert (Deshalb kann man von der Ableitung an t = 0 sprechen.). Dies liegt
daran, dass D offen ist und somit eine 0-Kugel um x existiert, die in D enthalten ist.

Offensichtlich gilt, dass die Existenz aller Richtungableitungen in einem Punkt x die
partielle Differenzierbarkeit impliziert, falls X = RP ist. Die Umkehrung, also, dass
die Fxistenz der partiellen Ableitungen bereits die Existenz aller Richtungsableitungen
impliziert, gilt im Allgemeinen nicht, siehe Beispiel [3.0]

Falls Y = R™ ist, so folgt aus der Aquivalenz der Normen auf endlich-dimensionalen
Vektorrdumen, Bemerkung bzw. Satz 1.14, dass f : (a,b) — Y genau dann an
to differenzierbar ist, wenn alle Komponenten fi, : I — R differenzierbar sind fiir alle
ke {1,..,m}, siehe auch Beispiel.

Wir haben in der Definition der Richtungsableitung darauf verzichtet, das Element v,
so wie eigentlich in diesem Skript iblich, als v zu schreiben. Diese vermeintliche in-
konsistente Notation rihrt daher, dass wir die Notation % fiir die Richtungsableitung
vermeiden mdchten, um etwaige Verwechslungen mit der Jacobi-Matriz, siehe Bemer-

kung 2u vermeiden.
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Beispiel 3.6.
(a) Falls D = (a,b) C X =R mit a < b ist, so gilt fir f: D —Y:

f differenzierbar an x <= f partiell differenzierbar an x,

da es nur einen einzigen kanonischen Basisvektor in X gibt.

(b) Alle konstanten Funktionen f : X — Y, f(z) =c €Y fir alle x € X sind an jeder
Stelle x € X in alle Richtungen v € X differenzierbar.

. | = (x,y) #(0,0)
(c) Sei f(z,y) = { 0" (z,y) = (0,0)
an (z,y) = (0,0), da
of -5

1 1

}. Dann existieren die partiellen Ableitungen

Andererseits ist f an (0,0) nicht in Richtung von v = (1,1) dzﬁerenzz’erbarlﬂ , weil fir
h # 0 gilt, dass
L0+ m04+m) - f0,0) =~ 1 0 o)

— — =————=— > :

h ’ ’ hh?+h?  2h
Demnach impliziert partielle Differenzierbarkeit nicht die Existenz aller Richtungsablei-
tungen. Wir erinnern auch daran, dass wir auflerdem schon friiher gesehen hatten, dass
f an (0,0) nicht stetig ist (Man iberlege sich, inwiefern die partielle Differenzierbarkeit
mit dem bekannten Resultat aus der Analysis I zusammenhdngt, wonach differenzier-
bare Funktionen f : (a,b) — R stetig sein miissen.).

(d) Die Funktion
f:R?2 5 R, (z,9) — 22 + 3

ist an jedem Punkt ihres Definitionsbereiches in alle Richtungen differenzierbar. Ab-
bildung zeigt die Richtungsableitung von f an einem Punkt (z,y) in Richtung v.
Der Wert der Richtungsableitung entspricht der Steigung der Geraden, die durch den
Punkt A = (z,y, f(x,y)) geht.

Definition 3.7 (Stetige partielle Ableitungen). Sei D C RP offen und Y ein Banachraum.
Eine partiell differenzierbare Funktion f : D — Y heifit stetig partiell differenzierbar
falls die Abbildung

af of

D—Y,x—
Ti Ti

(x)
fiir jedes i € {1,..,p} stetig ist.

Man beachte, dass fiir Y = R™ die Bedingung, dass alle partiellen Ableitungen stetig sind

(im Sinne von Definition dquivalent dazu ist, dass x — gradf(x) = %(x) stetig von D

nach R™ ist. Dies folgt wiederum aus Satz 1.14 und Bemerkung

3Unter
https://www.geogebra.org/m/wtmrgqfb

findet sich der Graph der Funktion sowie eine Sekante in Richtung von v = (1,1) Bewegt man diese auf
A(0,0) zu, so erkennt man, dass sie immer steiler wird.
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gente an A in x-Richtung

~

Abbildung 3.5: Die partielle Ableitung %(3}, y) der Funktion f(x,y) = 22 4+ y*>— hierbei ist

%(m, y) die Steigung im Punkt A parallel zur z-z-Ebene.

Bemerkung 3.8 (Produktregel). Unmittelbar aus der Produktregel fiir Funktionen von in
einer Variablen (die nach R abbilden) erkennt man fir partiell differenzierbare Funktionen
f,9: D CRP >R, dass

grad(f - g)(x) = f(x) - gradg(x) + g(x) - grad f(x),

Man beachte hierbei, dass hier Y = R ist und in welchem Sinne das Produkt und die Summe
zu, verstehen sind.

Definition 3.9 (Totales Differential). Seien X,Y Banachriume, D C X offen, x € D
und f: X — Y eine Abbildung. Dann heifit f an x total differenzierbar oder Fréchet
differenzierbar, falls Folgendes gilt: Es existieren

e cine Konstante p > 0,

e eine Funktion ¢ : B,(0) — R, sowie

e cine lineare und stetige Abbildung A: X — Y, also A € L(X,Y), siehe Satz
so dass

e By(x)C D,

e limy, .o % =0, $(0) =0 und

o f(x+h)=f(x)+ Ah+ ¢(h) fir alle h € B,(0).

In diesem Fall heifit df (x) = A das totale Differential von f an x. Falls f fiir jedes x € D
total differenzierbar, so nennt man f total differenzierbar auf D.

Bemerkung 3.10.
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Abbildung 3.6: Die partielle Ableitung g—f(a:,y) der Funktion f(z,y) = 2% + y?; hierbei ist

of

(1)

(2)

ay (@,

Y
y) die Steigung im Punkt A parallel zur y-z-Ebene.

Wir sehen also, dass die FEigenschaft der totalen Differenzierbarkeit der Motivation
folgt, eine Funktion lokal — das heift in einer hinreichend kleinen Kugel um einen
festen Punkt x — mit Hilfe einer linearen Funktion anzundhern. Deshalb nennt man
die Funktion ¢ aus Definition[3.9 auch Fehlerfunktion. Wir beschiftigen uns nun mit der
Frage, wann eine Funktion total differenzierbar ist und speziell damit, wie der Begriff
mit den anderen bereits gesehenen Typen von Differenzierbarkeit zusammenhdngt. Man
beachte auch, dass auch erst begrindet werden muss, dass das totale Differential df(z)
wohldefiniert ist (d.h., dass A eindeutig bestimmt ist).

Weitere in der Literatur verwendete Bezeichnungen fiir die partiellen Ableitungen und
den Gradienten sind
of

Dy f(x) = 0, f(x) = fa,(x) = o

und V f(x) = gradf(z). Typischerweise wird fir den Fall Y = R™ zwischen m = 1
und m > 1 unterschieden. So schreibt man fiir m = 1 meistens gradf(x) € RY? und
spricht (wie oben definiert) vom “Gradienten” von f an x, wihrend man im Fallm > 1
eher die Notation

of1 of1 af1
grad fi(x)T o (X)) g (x) G (%)
0 oo [ wmdnor | | B0 S - Lo |
grad fon ()" rx) Y2x - 831077’;(x)

verwendet. Dann spricht man auch von der Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix
g—i(x) von f an x.

(8) Wie zeigt man, dass f total diffbar? Man gibt p, und A an.

85



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

Satz 3.11 (Eigenschaften des totalen Differentials). Sei f : D C X — Y total differenzierbar
anx € D und sei A € L(X,Y) wie in Definition[3.9 Dann gilt

(1) f ist stetig an x

(2) f ist an x in alle Richtungen v € X differenzierbar und g—g(x) = Av.

(8) df(x) ist wohldefiniert und es gilt %(x) =df(x)(v).
Insbesondere gilt, falls X = RP, dass %(x) =df(x)(e;) fir allei € {1,..,p}.

Beweis. Siehe Vorlesung. O

Man beachte, dass Satz|3.11|insbesondere aussagt, dass fiir eine total differenzierbare Funk-
tion f : D C RP — R™ gilt, dass das totale Differential df(x) an der Stell x durch die
partiellen Ableitungen bestimmt ist, denn df(x) ist als lineare Abbildung von R? nach R™
eindeutig durch die Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen Basis gegeben. Nach Satz
3.11)(3), dass

of

Af ) (e) = 57 ().

Satz zeigt, dass die aus der Analysis I bekannte Intuition “Differenzierbarkeit impliziert
Stetigkeit” wahr ist, wenn man den Begriff der totalen Differenzierbarkeit betrachtet, und
dass die Richtungsableitungen sowie partiellen Ableitungen durch das totale Differenzial
bestimmt sind.

Korollar 3.12. Jede total differenzierbare Funktion f : D C RP — Y ist partiell differen-
zierbar.

Aus Beispiel 3.6 und Satz[3.11)(1) oder (2) folgt, dass die Umkehrung von Korollar nicht
gilt. Wir zeigen nun, dass die “Umkehrung” aber gilt, wenn wir “partiell differenzierbar”
durch “stetig partiell differenzierbar” ersetzen.

Satz 3.13. Sei f : D CRP — Y stetig partiell differenzierbar. Dann ist f total differenzier-
bar.

Beweis. Sei x € D. Wir suchen p, ¢ und A. Aus Satz wissen wir bereits, welche Form A
nur haben kann, nadmlich

N g N, OF
Av = szAez = sz%(x) ey, (3.3)
i=1 i=1 v

wobei wir verwendet haben, dass A linear ist (sofern ein solches A existiert, was wir ja zeigen
wollen). Die rechte Seite der Gleichung ist also der Kandidat fiir A und wir setzen

¢(h) = f(x +h) — f(x) — Ah,

fir h € B,(0) \ {0} und ¢(0) = 0, wobei wir p so bestimmen, dass Bx(0) C D ist. Ziel ist es

nun, limy_,q % = 0 zu zeigen. Hierfiir erinnern wir uns daran, dass eine entsprechende

Aussage fiir p = 1 und Y = R gilt — dies folgt direkt aus dem Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung aus der Analysis I. Wir wollen dieses Argument nun in héhere Dimension
“hochziehen”. Allerdings mochten wir den Mittelwertsatz vermeiden, weil er gewissermafien
zu sehr an der Theorie fiir Funktionen in einer Verdnderlichen héngt. Stattdessen wird sich
der Hauptsatz (in der vektorwertigen Version wie in Abschnitt 2.5 angedeutet) als geeignetes
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Hilfsmittel erweisen. Mit x; = x + Zgzl hie; fur j € {1,..,p} und X erhalten wir mit Hilfe
einer Teleskopsumme und ([3.3))

o(h) = " F(%5) — F(%51) - hj§;j<x>

J=1

und damit aufgrund der Dreiecksungleichung der Norm (im Falle Y = R ersetze man diese
durch |- ),
P
ol 13-
Il = ol 2

Die Normen der einzelnen Summanden lassen sich nun wegen X; = Xx;_1 + hje; mit Hilfe
des Hauptsatzes — man beachte, dass s — f(X; + se;) aufgrund der Voraussetzung stetig
differenzierbar ist — als

(%) = £(y-1) = hy 5 (x

(3.4)

Y

N 3 of hiaf . of
f&Xj-1+ hjej) — f(xj-1) — hj%j(X) =, a7),(Xj + sej) — %(X)ds
schreiben. Nun folgt mit der Dreiecksungleichung des Integrals, dass
N of
f(xj1+ hje;) — f(xj-1) ax] j+sej) — %j(x) ds < |hy| My,

wobei My, =
jedes j aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitung erfiillt ist. Deshalb gilt mit (3.4)),

%(ij + sej) — %(X)H. Man beachte, dass limp; o My, = 0 fiir

lloMm)ly _ < - "
”hHl Z Hh||1 hj < Zth—>0 fiir HhHl — 0.
: j:l
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Definition 3.14. Fine total differenzierbare Funktion f : D C X — Y heif§it stetig diffe-
renzierbar, falls
df : D — L(X,Y),z — df(x)

eine stetige Abbildung ist, wobei L(X,Y) mit der Abbildungsnorm, Def. versehen ist.
Aus Satz folgt unmittelbar das folgende Resultat.

Korollar 3.15. FEine Funktion f : D CRP — Y ist genau dann stetig differenzierbar, wenn
sie stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis. Wenn f stetig differenzierbar ist, so ist fiir ¢ € {1, ..,p} wegen

[df(x)(ei) —df(y)(e)lloexyy = I(df(x) —df(y))(e)llexy) < I(df(x) —df(y)lle:ll;

— wobei wir die Definition der Abbildungsnorm verwendet haben — auch x — df(x)(e;)
stetig. Nach Satz (2) folgt, dass f stetig partiell differenzierbar ist. Umgekehrt ergibt
sich aus Satz dass aus stetiger partieller Differenzierbarkeit auch die totale Differen-
zierbarkeit folgt. Es bleibt zu zeigen, dass x — d f(x) stetig ist. Hierzu schreiben wir dhnlich
wie im Beweis von Satz df(x)(v) mit Hilfe der partiellen Ableitungen,

8f of
Oe;

of

4/ (x)(0) = df(3) @)y = < ||vuoo ()= 5L )

I

Y

( Jvi
Y

87



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

o) - 8

fiir v = Y7, vie;. Somit gilt [|[df(x) — df(¥)lloxy) < Doy ’ 9e; \X) ~ Be; (Y)Hy’ woraus die

gewiinschte Stetigkeit folgt.

Bemerkung 3.16. Satz und Korollar erweisen sich in der Prazis als niitzlich,
um totale Differenzierbarkeit zu beweisen. Die dazu bendtigte partielle Differenzierbarkeit
lasst sich meist mit Hilfe der bereits bekannten Theorie der Differentialrechnung in einer
Verdnderlichen nachweisen. Es sei hier auch betont, dass falls Y = R™ ist, die partielle
Differenzierbarkeit anhand der Komponentenfunktionen gezeigt werden kann.

Beispiel 3.17.  (a) Fliir die Polarkoordinatenfunktion

f:(0,00) x R C R?* = R?, <;> . <7’cos¢)

rsin ¢
ezistieren die partiellen Ableitungen, die sich mit Hilfe der Jacobi-Matriz schreiben
lassen als of .
cos¢ —rsin
o = (Gng ).

a(r, ¢) sing rcos¢

Da die Eintrage der Jacobi-Matrix stetige Funktion in den Variablen r, ¢ sind, ist f auf
seinem Definitionsbereich stetig partiell differenzierbar und somit nach Korollar[3.19
stetig total differenzierbar.

(b) Die Funktion

Zuy (2,y) # (0,0)
x,y) =] Tty
fwy) {o (e,9) = (0,0)

ist zwar stetig und die partiellen Ableitungen O.f,0yf existieren an allen Punkten,
aber f ist nicht an (0,0) total differenzierbar: Dies sieht man leicht dadurch, dass
man zeigt, dass die Richtungsableitungen an (0,0) existieren, aber v — %(0,0) keine
lineare Abbildung ist. Dies widerspricht der Definition des totalen Differentials df(0,0)
da df(0,0)(v) = %(0,0) ist. Um dies einzusehen, beachte man, dass nach Definition
die Richtungsableitung in Richtung v € R?\ {0} im Punkt x = (0,0)T durch den
Grenzwert

2

) 1 1 3030y U1v2
2L (0) = lim = tv) — = lim - f(tv) = lim - ———1L5— = 1
(0) U3 (f(x+tv) = f(x)) 150 tf( v) 150 £ 1201 + 20, vi +v3

gegeben ist. Fiir v = 0 gilt offensichtlich %(0) = 0. Wir wissen aus Satz 3.9, dass,
falls f an 0 total differenzierbar ist,

%)= @6 () WeR’

gilt. Offensichtlich ist hier v — %(O) keine lineare Abbildung.

Satz 3.18 (Linearitéit des totalen Differentials). Seien X,Y Banachriume, D C X offen
und die Funktionen f,g: D C X — Y an x total differenzierbar. Dann ist fiir X € R auch
die Funktion A\f + g an x total differenzierbar und

d(Af +9)(x) = Adf(x) + dg(x).

Sind f und g sogar stetig differenzierbar (auf D), so gilt dies auch fir A\f + g.
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Beweis. (siehe Aufgabe 5, Blatt 10) Seien p > 0, ¢, ¢y : B,(0) = Y und df(x) = Ay, dg(x) =

Ay € L(X,Y), so dass B,(x) € D, ¢£(0) = ¢4(0) =0 € Y, limy_0 ‘f’f( ) _ = limp .o ¢gl(lh) _
0€Y und

f(x+h) = f(x)+ Ash+ ¢s(h)
g(x+h) = g(x) + Agh + ¢4(h)

fir alle h € B,(0) (Man {iberlege sich leicht, warum p simultan fiir f und g wéhlen kann.).
Multiplizieren der ersten Gleichung mit A und Addieren der Gleichungen liefert

Af(x+h) +g(x+h) = (Af(x) + 9(x)) + (AAf + Ag)(h) + (A¢s(h) + ¢g(h)),

wobei wir die Linearitdt von A; und A, verwendet haben. Es folgt die Behauptung, da
¢ = \os + o, erfiillt, dass ¢(0) = 0 und limy, o 242 = 0 € Y ist.
O

Satz 3.19 (Kettenregel). Seien X,Y,Z Banachriume,, Dy C X,Dy, CY offen und f :
D;CX—=Y,g:D,CY — Z und x € Dy, so dass

hd f(Df) g Dg7
o f ist total differenzierbar an x und

e g ist total differenzierbar an f(x).
Dann ist g o f total differenzierbar an x und es gilt
d(g o f)(x) = dg(f(x)) o (df (x)).

Beweis. Skizziert in der Vorlesung. O

Korollar 3.20. Seien f: Dy CRP — R und ¢ : Dy € R™ — RP total differenzierbar auf
den offenen Mengen Dy bzw. Dy und ¢(Dg) € Dy. Dann gilt, dass f o ¢ total differenzierbar
ist und es gilt

r 09
ot;

© =3 2 (60)2% () = (gradf(6(t)

te Dy,ie{1,.,p}.
. ot ot €Dy el .. p}

Beweis. (Aufgabe 4, Blatt 12) Die Kettenregel besagt, dass f o ¢ total differenzierbar ist und
dass

d(foo)(t) = df(¢(t)) o de(t)

ist, wobei wir daran erinnern, dass d¢(t) € L(R™,RP) und df(¢(t)) € L(RP,R) gilt. Aus
den Eigenschaften des totalen Differentials (Satz 3.10) wissen wir, dass fiir die partiellen
Ableitungen

O(fo9)
ot;

of
0.7)]'

9¢
ot;

(t) = (d(f o @)(t))(es), (t) = (dg(t))(e;) und (¢(t)) = df(o(t))(e;)
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giltﬂ AuBerdem kénnen wir ¢(t) = 3°%_; ¢;(t)e; schreiben. Daraus folgt, dass

O(f o ¢)
ot;

(6) = (A(f 0 9)(&))(e1) = (AF((8)) o do(t)) (&)
— dF(6(1)) (d6(t)(e:)) = dF ((t)) (g;‘;m)

— df(6(t)) (Zfl (Zf(t)%)

O
=Y (@) FAw

p  Of 0¢;
= 7(@(’5))%@)

Jj=1 a:Ej

wobei die vorletzte Gleichung aus der Linearitét des totalen Differentials folgt. O

3.2 Hohere Ableitungen und Taylorpolynome

Wir wollen nun wie in der bekannten Differentialrechnung fiir Funktionen in einer Verénderlichen
Ableitungen hoherer Ordnung einfithren. Wie bisher seien im Folgenden weiterhin D C X of-
fen und X, Y Banachrdume. Zur Veranschaulichung der Resultate und ihrer Beweise geniigt
es, den Fall Y = R zu betrachten.

Definition 3.21 (hohere partielle Ableitungen). Sei D C RP offen und Y ein Banachraum
und x € D. Dann heifit f: D CRP - Y

e zweimal partiell differenzierbar an x, falls f partiell differenzierbar ist (auf D) und
die partiellen Ableitungen partiell differenzierbar an x sind. Die partiellen Ableitungen
von f mennt man partielle Ableitungen erster Ordnung.

e (k + 1)-mal partiell differenzierbar an x, falls f k-mal partiell differenzierbar
ist und die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung partiell differenzierbar an x sind.
Die partiellen Ableitungen der partiellen Ableitungen k-ter Ordnung heiflen partielle
Ableitungen (k + 1)-ter Ordnung.

e (k+1)-mal stetig partiell differenzierbar, falls f k-mal stetig partiell differenzier-
bar ist und alle partiellen Ableitungen der k-ter Ordnung stetig partiell differenzierbar
sind.

Wir benutzen die folgende Notation fiir Ableitungen k-ter Ordnung
ok f o 0 af

8xi18xi2 T 83:% 8$i1 8xi2 8‘/1:21@

sowie 0x;0x; -+ 0x; = (9:1:?.
—_————

k-mal

Definition 3.22. Seien X und Y Banachriume, D C X offen und x € D. Fine Funktion
f:DC X — Y heifit zweimal (total) differenzierbar an x, falls f differenzierbar auf
D ist und die Abbildung

df : D — L(X,Y)

total differenzierbar an x ist. Das totale Differential d*f(x) dieser Abbildung heifit zweite
Ableitung oder totales Differential 2. Ordnung von f an x. Falls f fiir alle x € D

4Man beachte, dass in dieser Zeile e; der i-te kanonische Basisvektor in R™ ist, wohingegen e; € RP? gilt.
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zweimal differenzierbar ist, so heifst f zweimal total differenzierbar auf D.
Induktiv definiert man firk € N, dass f : D C X =Y

e (k+1)-mal differenzierbar an x ist, falls f k-mal differenzierbar ist und die Abbil-
dung z + d* f(z) an x total differenzierbar ist mit Ableitung d*+1 f(x) k + 1-Ordnunyg,
bzw.

e k-mal differenzierbar ist, falls f an jedem x € D k-mal differenzierbar ist, bzw.
e k-mal stetig differenzierbar ist, falls f k-mal differenzierbar und d* f stetig ist.

Bemerkung 3.23. Sei f : D C X — Y an x € D zweimal differenzierbar. Dann ist
also d*f(x) € L(X,L(X,Y)) eine stetige, lineare Abbildung von X nach L(X,Y), dem Ba-
nachraum der stetigen, linearen Abbildungen von X nach Y. Um sich dieses Objekt zu veran-
schaulichen, betrachten wir den Fall X = R? und Y = R. Dann lisst sich gemdf8 der linearen
Algebra L(R% R) mit den (Zeilen-)Vektoren (z1,22) € R?*! identifizieren und genauso die
lineare Abbildung

d%f(z) : R? — R?*!

durch eine Matriz B € R2*2 darstellen.

Grob gesprochen gilt also, dass in diesem Fall das Differential (erster Ordnung) an einem
Punkt x einem Vektor und das Differential zweiter Ordnung an x einer Matrix entspricht.
Dementsprechend sind Differentiale verschiedener Ordnung als unterschiedliche Objekte auf-
zufassen. Ahnlich lisst sich auch d* f(x) fir k > 2 als Tensor auffassen. Im bekannten Fall
dim(X) = dim(Y) = 1 lassen sich X, Y, L(X,Y), L(X, L(X,Y)), .. paarweise identifizieren,
wodurch man tatsichlich wieder “dieselben Objekte” fir f(x), f'(x), f"(x), usw. erhilt.

Proposition 3.24. Sei f : D CRP — Y gegeben. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Falls f k-mal total differenzierbar ist, so ist f k-mal partiell differenzierbar und es gilt

(- (@ Fe) () (ein)) - (eq) ) = d F(x)(en)(ein) -+ (es,)

k
o %, (3.5)

axilaaziQ e al'lk

(2) f ist k-mal stetig partiell differenzierbar genau dann wenn f k-mal stetig total diffe-
renzierbar ist.

Beweis. Der Fall k =1 folgt aus Satz|3.11)3). Der allgemeine Fall ergibt sich mittels Induk-
tion. O

Satz 3.25 (Schwarz). Sei f: D CRP — Y zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir alle
x € D und Indizes i,j € {1,..,p}, dass

T (0= 2L (s
aﬂfial‘j N 8%8331 .

Beweis. Vorlesung. Grundidee: Hauptsatz und Satz iiber Vertauschung von Integral und
Differential. O

91



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

Korollar 3.26 (Folgerung des Satzes von Schwarz). Sei f : D C RP — Y k-mal stetig
differenzierbar. Dann gilt fir x € D und jede Permutation w: {1,..,k} — {1,..,k}, dass

o f (x) = o f
8$i18$i2 ce a’Elk N aﬂfiﬁ“)aﬂfiﬁ@) ce axiﬁ(k)

(x)

Das heifit, die Reihenfolge spielt bei der partiellen Differentiation keine Rolle.

Definition 3.27 (Multiindex und stetige partielle Ableitung). Ein endliches Tupel o =
(a1, .., an) von Zahlen a; in NU {0} heist Multiindex. Die Zahlen

Ua):=n, |a|:=|ai|+ a2l + .. +|an|, o :=aila!- .. - ap!

bezeichnen die Lange ((«), die Ordnung || und die Fakultét o! eines solchen Multiindex.
Seip € N, D C RP offen und f : D C RP — Y k-mal stetig differenzierbar. Fir einen
Multiindez o mit ¢(«) = p verwenden wir die Notation

olel ¢ B olel

X) =
0x“ Ox {1 2902 - - - Ozp”

(x)

bzw. auch das Symbol D* f(x) und sprechen von einer partiellen Ableitung der Ordnung
|a| an der Stelle x.

Beispiel 3.28. Sei o = (1,2,3). Dann ist £(a) =3, |a| =6 und o! =11-2!.3! = 12.

Sei f(x,y,z) = xz*cos(y), definiert von R nach R, so ist

86

DU = prayrann’

(SL‘, Y, Z) =-24 COS(y)Z,

und fiir x = (x,y,2)7 € R3 ist x* = 2?23,

Im Folgenden benutzen wir fiir eine k-mal differenzierbare Funktion die Notation

(o (@)D @2)) - (0)) = df (o1, ),
fir vy, ..,vp € X.

Proposition 3.29. Sei f: D C X — Y k-mal total differenzierbar an x € D. Dann gilt fir
Richtungsvektoren vy, ..,vr € X, dass

0 0 0 (3.6)

T B dvs Bup

Falls X = RP und f k-mal stetig differenzierbar ist, gilt dann auferdem fiirh € X, dass

& fx)(h,....,h) = > D*f(x)h*

k—mal aGNg,\a|:k

dkf(X)(’Ul, V2, ... ,Uk)

wobei wir die Summe dber alle Multiindizes mit Ordnung || = k bilden.

Beweis. Fur k = 1 folgt (3.6]) direkt aus Satz 1). Der allgemeine Fall folgt nun induktiv.
Sei dazu die Aussage fiir k¥ wahr, d.h. fiir £ + 1-mal differenzierbares f. Dann gilt nach der
Definition des totalen Differentials und der Induktionsvoraussetzung, dass

) (w1, ve) = (A @) (2, 0k01) = Al 50 -+ 5l ) () (1)
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woraus wiederum mit dem Fall £ = 1 die Behauptung folgt. Die zweite Identitéit folgt mit
Hilfe der Darstellung h = " | h;e; und der bereits gezeigten Gleichung und der Richungs-
ableitung %(x) =), hiaa—gfi(x). Wegen der Folgerung aus dem Satz von Schwarz, Korollar
lassen sich die partiellen Ableitung mit Hilfe der Multiindizes wie in Definition [3.2

schreiben. O

Man beachte, dass wir im folgenden Satz ¥ = R annehmen. Auflerdem schreiben wir
df (%) = f(x).
Satz 3.30 (Taylor’scher Lehrsatz). Sei f : D C X — R (k + 1)-mal stetig differenzierbar,

x €D undh € X so, dass x+th € D fiir alle t € [0, 1] isﬂ. Dann ezistiert ein & € [0,1], so

dass
k

f(x+h) :Zjl'djf(x)(h,...,h) + (ki1)'dk+1f(x+§h)(h,...,h).
j=0"" j—mal ) (k+1)—mal

Falls X = RP ist, so folgt die Darstellung

fxth) =S %Do‘f(x)ha . iDaf(x + ¢h)h®. (3.7)

o<k |or|=k+1

Beweis. Wir definieren die Funktion ¢(t) = f(x + th) von [0, 1] nach R. Da g aufgrund der
Voraussetzung k-mal stetig differenzierbar ist, folgt aus dem Taylor’schen Satz fiir Funktionen
in einer Verdinderlichen?] dass ein ¢ € [0, 1] existiert mit

5920 ™)

Foetm) =01 = 3 5=+

j=0
Es bleibt zu zeigen, dass ¢U)(0) = d?f(x)(h,...,h) ist fiir alle j € {1,...,k — 1} und
g (&) = d¥f(x+€h)(h,...,h). Dies folgt durch k-malige Anwendung der Kettenregel, Satz
wobei man ¢ als Verkniipfung von f und ¢(¢) = x + th betrachte. Fiir j = 0 ist die
Aussage klar. Fiir j = 1 gilt: Da ¢ (beliebig oft) differenzierbar und d¢(t) = h ist, erhélt
man

¢(t) = (£ (6(6))(do(1)) = (df (x + th)) (h),
also ¢'(0) = (df(x))(h). Induktiv folgt g@)(t) = d---d f(x + th) (h) --- (h) und damit die
—_——

~——
Jj—mal j—mal
Behauptung. Gleichung (3.7) folgt direkt aus dem eben Bewiesenen und Proposition

O

Wir haben im Taylorschen Lehrsatz nur Funktionen betrachtet, die nach R abbilden. Diese
Voraussetzung kann abgeschwécht werden. Allerdings wiirde dies — zumindest im Lichte
des présentierten Beweises — eine Version des Taylorschen Lehrsatzes fiir Funktionen f :
I CR — Y fiir allgemeine Banachrdume Y benotigen, den wir hier nicht explizit bewiesen
haben, der aber dennoch gilt, siehe [3, 10.2.10]. Bei diesem allgemeinen Fall wird allerdings
das Restglied anders dargestellt, siehe auch Bemerkung [3.35] (ii).

Definition 3.31 (Taylorpolynom). Sei f : D C X k-mal total differenzierbar an x € D, so
nennen wir die Funktion

k
~ 1 .
Tk,xf:X%R7Y'_)Zﬁdjf(x)(y_xw"?y_x)

J=0 j—mal

5Dies bedeutet, dass die Verbindungsstrecke zwischen x und x + h in D enthalten ist.
Ssiche beispielsweise [3] .
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das Taylorpolynom k-ter Ordnung (oder k-tes Taylorpolynom) von f an der Anschlussstelle
x . Im Fall X = RP nutzen wir die Darstellung wie in (3.8]).

Alternativ kann man auch
k

1 ..

Tk,xf<h) - Z id]f(x)(h7 R h)

— ;! ——

J=0 j—mal
als “Taylorpolynom” (in h) definieren. Dies entspricht h + Ty« f(x + h), also

Tk,xf(x + h) = Tk,xf(h)
und ist gleich f(x) fiir h = 0. Wir wollen aber moglichst die Notation von Definition
verwenden — dann “approximiert T}, x f die Funktion f in x”.
Beispiel 3.32. Sei f : D C RP — R k-mal stetig partiell differenzierbar und x € D.
(1) Firp =1 gilt & f(z) = f9(z) und damit stimmt das in Definition definierte

Taylorpolynom mit dem aus der Analysis I bekannten Begriff iberein.

(2) Im Allgemeinen nimmt das k-te Taylorpolynom von f an x folgende Form an

o k=0:Toxf(y) = f(x) (konstantes Polynom,)
o k=1:Tif(y) = f(x)+df(x)(y) = f(x)+grad f(x)T-(y—x) (lineares Polynom,)

o k=2:Toxf(y) = f(x)+grad f(x)"-(y—x)+3 >0 ,_y D' D7 f(x)(yi — i) (y; — ;)
(quadratisches Polynom,).
Mit der p x p Matriz B := (DiDjf(X))i7j6{17._7p} lisst sich dies auch mit Hilfe der
Matriz- Vektor Multiplikation schreiben,

. 1
Toxf(y) = F(x) + grad f(x)" - (y = %) + 5(y =)' Bly =x).  (3.8)
Die Matriz B wird auch Hesse-Matrix genannt.

Definition 3.33 (Hesse-Matrix). Fir eine im Punkt x zweimal partiell differenzierbare
Funktion f: D CRP =Y nennt man die p X p Matriz mit Eintrigen

iy = s
(D Djf(x))i,j - <8xi8xjf(X)>z’,j o

firi,j € {1,..,p} die Hesse-Matrix Hess f(x) von f an der Stelle x.

Unmittelbar aus dem Satz von Schwarz, Satz folgt, dass die Hesse-Matrix symmetrisch
ist, falls f zweimal stetig differenzierbar ist. Wir werden in Kiirze sehen, dass die Definit-
heit von Hess f(x) eine Rolle fiir die Bestimmungen von Extremwerten von f spielt. Davor
wollen wir uns noch mit der Giite der Approximation einer Funktion durch Taylorpolynome
beschiftigen. Man beachte in der folgenden Aussage, dass wir das (k + 1)-te Taylorpolynom
betrachten.

Satz 3.34 (Abschitzung des Restglieds). Sei f: D C X — RP (k + 1)-mal stetig differen-
zierbar. Dann gilt fiir das Restglied

Riy1,5x(h) == f(x+h) = Tjp1 xf(h),

dass I L
lim ‘ k+1,];,x S ) ’ _
h—0 Hh X+
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Beweis. Aus Satz folgt, dass fiir h € Bs(0) mit Bs(0) C D gilt, dass

1

o) = 31y

d**! f(x + ¢h) (h,..,h) —d"™ f(x) (h, ... h)
N—— ——
(k+1)-mal (k+1)-mal
Daraus ergibt sich aufgrund der Definition der Abbildungsnorm in L(X, L(X,...,R)), dass

1
(k+1)!

[Rios1.5x(h)] < @ e+ ) — @ () LI

L(X,L(X,...,R))

und, wegen der (k + 1)-maligen stetigen Differenzierbarkeit von f, damit die Behauptung.
O

Bemerkung 3.35 (zum Taylorschen Lehrsatz). (i) Der Taylorsche Lehrsatz ermdglicht
die Approzimation einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion durch ein Poly-
nom (in mehreren Verdnderlichen). Satz gibt Aufschluss dariiber, inwiefern die
Fehlerterme von “héherer Ordnung sind”.

(ii) Es gibt weitere Mdoglichkeiten, das Restglied im Satz von Taylor darzustellen. Die hier
prdsentierten Formen werden auch Lagrange Form (Satz bzw. Peano Form
(Satz genannt. Beide beruhen auf der Anwendung des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung im Satz von Taylor in einer Verdnderlichen.

(iii) In Satz wurde der Taylorsche Lehrsatz nur fir Funktionen mit Werten in R ge-
zeigt. Dies liegt daran, dass im Beweis auf den entsprechenden Satz fiir Funktionen in
einer Verdnderlichen nach R verwiesen wurde. Es ist auch mdglich, diesen fiir Funk-
tionen f: D CR — Y firY = R™ bzw. allgemeine Banachriume Y zu formulieren
— allerdings mit einer adaptierten Darstellung des Restglieds, da in diesem Fall keine
Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung zur Verfigung steht
(siehe auch den ersten Punkt dieser Bemerkung). Insbesondere behdlt Satz sei-
ne Giiltigkeit in allgemeineren Situationen. Dies und weitere Analysen verschiedener
Restglieddarstellungen verweisen wir beispielsweise auf [3, Bemerkung 7.4.3].

Beispiel 3.36. Fliir die Funktion
f:R?* 5 R, (z,y) — e"y? + cos(y) arctan(z)
ist das 2-te Taylorpolynom T x f an der Anschlussstelle x = 0 gegeben durch
1
T2,0f(£7y) = Z aDaf(O, 0)$a1ya2 =+ y2
|| <2

Um dies einzusehen, bemerken wir zundchst, dass die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
der Funktion existieren (an allen Punkten), da die Funktion Verknipfung (beliebig oft) dif-
ferenzierbarer Funktionen in x und y ist. Die partiellen Ableitungen sind auch stetig (siehe
unten) und die Funktion damit zweimal stetig differenzierbar. Es ergibt sich fir die partiellen
Ableitungen

DO fr(x) = e%y? + cos(y) DY f(x) = e"2y — sin(y) arctan(z).
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sowie
2z cos(y)
(2,0) — T2 _
(1,1) — aTo,, sin(y)
D™ f(x) =e"2y — 5 gy

D2 f(x) = 2¢” — cos(y) arctan(z).

Damit erhalten wir D3 f(0) = 1, DOV f0) = 0, DEYf0) = 0, DLVf(0) = 0,
D(O’Q)f(O) = 2. Aus Satz folgt, dass fiir den Fehler der Approximation gilt, dass

. Ry ¢ x(h .
limy,_.o % =0 gilt.

3.3 Extremwerte

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, an welchen Stellen eine
reellwertige Funktion f (lokal) maximal bzw. minimal ist.

Definition 3.37 (Extremwerte). Sei f: D C X — R, wobei X ein metrischer Raurrﬂ und
D C X isf| Dann hat f anx € D

lokales Maximum (x), falls

e ein e .
lokales Minimum

Je>0:Vy € DN B:(x) : f(X)if(Y)

. globales Maximum

> "
e cin globales Minimum f(x), falls f(x) Sf(y) fiir alle y € D.

Die Stelle x heifst lokale/globale Extremstelle bzw. Minimal-/Maximalstelle. Falls obige
Ungleichungen strikt sind, spricht man von einem strikten lokalen/globalen Maximum
bzw. strikten lokalen/globalen Minimum.

Bemerkung (nicht in Vorlesung gemacht): Man beachte, dass in der Literatur auch manch-
mal folgende Definition eines lokalen Maximum/Minimums f(z) gegeben wird:

Je>0: (Bg(x) CD A Vye B(x): f(x)if(y)) . (3.9)

Dieser Begriff ist stérker als der in Definition Dies kann man sich anhand des einfa-
chen Beispiels f : [-1,1] € R — R,z + 22 iiberlegen: Nach Definition sind 1 lokale

(und sogar globale) Maximalstellen. Allerdings ist keine der Kugeln B.(£1), € > 0 im De-
finitionsbereich von f enthalten, weshalb ({3.9) nicht fiir + = +1 gilt. Siehe auch Beispiel

Wichtig: Die beiden Begriffe sind dquivalent, falls D eine offene Menge ist.

Bereits fiir Funktionen in einer Verénderlichen war folgende notwendige Bedingung von Pro-
position 3.38 bei der Bestimmung von Extremstellen zentral (Man beachte, dass in den
nachfolgenden Resultaten meist nur offene Mengen D betrachtet werden. Um eine Aussage
fiir allgemeine Mengen D zu treffen, miissen meist weitere Untersuchungen gemacht werden,

siehe Beispiel [3.43):

"In der Vorlesung wurde hier X als Banachraum vorausgesetzt.
8D ist hier nicht notwendigerweise als offen vorausgesetzt
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Proposition 3.38 (Notwendige Bedingung Extremum). Sei f: D C X — R eine Funktion
mit einem lokalen Extremwert an x € D und D offen. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Sei v € X und fir jedes y € D existiere die Richtungsableitung %(y). Dann ist
9 (x)=0
ov :

(ii) Falls f total differenzierbar ist, so ist df(x) =0 € L(X,R).

(iii) Falls X = RP und f partiell differenzierbar (auf D), so ist grad f(x) = 0 € RP.

Beweis. (i): Fiir v = 0 ist die Richtungsableitung nach Definition immer 0 und es ist nichts
zu zeigen. Sei also v # 0 und sei § > 0 so, dass Bs(x) C D. Man betrachte die Abbildung

Uy (=, 20) = R, t = f(x + tv),

ol ol

die aufgrund der vorausgesetzten Existenz der Richtungsableitungen differenzierbar ist. Da f
an x ein lokales Extremum hat, hat ¥, ein lokales Extremum an ¢ = 0. Somit folgt mit Hilfe
der Analysis I, dass ¥/ (0) = 0 ist und damit — nach Definition der Richtungsableitung —
die Behauptung. Die Aussage (7i) ist nach Definition der partiellen Ableitung eine Spezialfall
von (i), und (74) folgt unmittelbar aus (i) mit Hilfe von Satz O

Wir wollen nun auch eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema formulieren und er-
innern uns dazu an die aus der Analysis I bekannte hinreichende Bedingung mittels des
Vorzeichens der zweiten Ableitung. Wie wir bereits mehrfach gesehen haben, ist im Fall von
Funktionen in mehreren Verénderlichen die zweite (totale) Ableitung (an einer Stelle x) kei-
ne Zahl, sondern eine Abbildung (siehe Bemerkung . Speziell sei an die Situation einer
Abbildung f : D C RP — R erinnert, in der sich d? f(x) mittels einer p x p Matrix darstellen
lasst. Dies motiviert den folgenden Begriff.

Definition 3.39. Sei D C X offen, f : D — R k-mal stetig differenzierbar und x € D.
Dann nennen wir das totale Differential d* f(x)

e positiv definit, ,falls ein k > 0 existiert, so dass d*f(x)(h,...,h) > «&||/h||* fir alle
———

k-mal

he X,

e negativ definit, falls ein k > 0 ezistiert, so dass d*f(x)(h, ..., h) < —&||/h||* fir alle
~—_———

k-mal

he X,
e positiv semidefinit, falls d*f(x)(h,...,h) >0 fiir alleh € X,
—_——

k-mal
e negativ semidefinit, falls d*f(x)(h,...,h) <0 fir alleh € X.
k-mal

positiv

Man beachte, dass fir X = R das Differential d* f () negativ

F®(x) 20 ist.

Satz 3.40 (Hinreichende Bedinungen fiir lokale Extremstellen). Sei D C X offen und sei
f: D — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, k € N, x € D und

df(x) =0,d2f(x) =0,...,d* Vfx)=0 wund d*f(x)#0.

definit genau dann ist, wenn

Dann gilt

97



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

positiv
negativ

Minimum

k
(1) Falls k gerade und d” f (x) Mazimum

von f.

definit ist, dann ist f(x) ein striktes lokales

(2) Falls k ungerade oder d* f(x) indefinit ist, so ist x keine Extremstelle.

positiv

(8) Falls x eine Minimumsstelle ist, dann ist k gerade und dkf(x) :
negativ

Mazximumsstelle semidefinit.

Beweis. Wir beweisen nur (1) und verweisen fiir (2) und (3) auf die Literatur [3], Satz 10.3.6].

Angenommen k = 2m fiir ein m € N und d*f(x) ist positiv definit. Sei 6 > 0 so, dass

Bs(x) € D. Damit ist fiir jedes h € Bs(0) der Wert f(x 4+ h) definiert und es ergibt sich mit
fehlerhaftes Vor- der Notation des Restglieds [3.34] dass

n Vorlesung
fx+h) = f(x) =d* f(x)(h,..., h) + Ry x £ (h),
——

k-mal

wobei die Voraussetzung erfiillt ist, dass df(x) = 0,...,d* "1 f(x) = 0 ist. Aus Satz folgt
.chte hier den Un- unmittelbar, dass

| zwischen x und k |Rix,r(h)] < g”h”];(

fiir alle h € By /(0) ist, falls wir 6’ € (0,9) hinreichend klein wihlen. Somit folgt aus der
Annahme, dass d* f(x) positiv definit ist, dass

K K
Fx+h) = f(x) = slh|% ~ §Hh\|’§( = §Hh||l)€(~

Somit ist x eine lokale Minimalstelle. Da der letzte Term sogar strikt grofler 0 fiir h # 0 ist,
ist x sogar eine strikte Minimalstelle. Der Fall, dass d* f(x) negativ definit ist, folgt direkt,
indem man — f betrachtet. O

Es stellt sich nun die Frage, inwiefern die Bedingungen in Satz in der Praxis nachpriifbar
sind. Zumindest im Fall £ = 2 und X = RP lisst sich die Definitheit anhand von der
Definitheit der Hesse-Matrix nachrechnen]

Proposition 3.41 (Definitheit der Hesse-Matrix). Sei X = RP und k = 2 in der Situation
von Satz[3.40, Dann gilt:

positiv posttiv

negativ . . . negativ
M H
positiv semi- definit, falls die Matriz Hess f(x) positiv semi-

negativ semi- negativ semi-

d?f(x) ist genau dann definit.

Damit ist auch d? f(x) indefinite genau dann, wenn Hess f(x) indefinit ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass aus Hess f(x) > 0 (im Sinne der positiven Definitheit fiir
Matrizien; siehe unten) bereits die Existenz einer Konstanten x > 0 folgt, so dass

h” Hess f(x)h > x| h|? (3.10)

fiir alle h € RP. Dies ist eine Konsequenz der Kompaktheit der abgeschlossenen Einheitskugel
K1(0), und #hnlich zum Beweis iiber die Aquivalenz von Normen auf endlich-dimensionalen
Vektorrdumen. Dazu definiere man die rechte Seite in (3.10) als g(h) mit g : R? — R. Die

9Hierbei sei aber auch erwiihnt, dass fiir eine groBe Dimension p die Definitheit einer Matrix auch praktisch
schwierig zu bestimmen ist.

98



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

Annahme besagt nun, dass g(h) > 0 fiir alle h # 0 ist. Da g stetig ist, folgt, dass g auf dem
Rand von K;(0) — diese Menge ist kompakt — ein Minimum  annimmt, welches aufgrund
von g(h) > 0 fiir h # 0 auch positiv sein muss. Somit gilt g(h) > & fiir alle h mit ||h| = 1.
Nun folgt sofort durch Betrachtung von i, falls h # 0 ist. Der Fall h = 0 ist trivial.

(k] -
Erinnerung an die Lineare Algebra:
positiv >
Eine symmetrische Matrix B € RP*? ist "™ qefinit falls h7 - B-h < 0 ¥h € R?\ {0}.
positiv semi- >
negativ semi- <
positiv
negativ

Diese Eigenschaft ist dquivalent dazu, dass die Eigenwerte von B alle sind.

grofer gleich 0
kleiner gleich 0

Entsprechend ist B indefinit, falls fiir es h, h € R? existieren so dass h” Bh > 0 und h” Bh < 0. Ob
eine Matrix positiv bzw. negativ definit ist, ldsst anhand mehrerer Moglichkeiten feststellen:

(A) mit Hilfe von Determinanten, genauer gesagt, den Hauptminoren : Dazu bestimmt man die
Determinanten

by = det((Bi’j)i)j:L“’g) fiir alle £ € {1, ..,p}.

Dann ist B positiv definit genau dann, wenn alle by positiv sind. Andrerseits ist B negativ definit
genau dann, wenn b; < 0 und die alle b, abwechselndes Vorzeichen haben. Beispielsweise hat

die Matrix
1 2
2 5
die Hauptminoren by =1 und b, =1-5—2-2 =1, und ist somit positiv definit.

(B) direkt mit Hilfe der Bilinearform h’ Bh, die ein symmetrisches Polynom in den Variablen
hi,ha, ..., hy ist. Zum Beispiel,

(h1, ho) L2 (M = h? 4+ 4hihy 4 5h% = (hy +2he)? +h2 >0 ¥V iy e R?\ 03,
2 5) \hy ha 0

(C) mit Hilfe der Eigenwerte (siche oben). Im Falle der in (A) und (B) betrachteten Matrix B sind
dies die Losungen der Gleichung A\?> — 6\ + 5 = 0, also die Zahlen 1 und 5.

Korollar 3.42. Sei D C R? offen und f : D — R zweimal stetig differenzierbar und x € D. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Falls f an x ein lokales Extremum hat, so ist grad f(x) = 0.

(2) Falls die Hesse-Matriz Hess f(x) ZZ;ZZZ; definit ist, dann hat f an x ein striktes lokales
Minimum
Mazximum’

Beispiel 3.43. Es sollen die Extremwerte der Funktion f : D C R2 = R, gegeben durch

flay) =c—a® -y

auf verschiedenen Mengen D bestimmt werden. Die Funktion ist als Polynom auf R? beliebig oft total
differenzierbar und der Graph stellt offensichtlich ein nach unten gedffnetes Paraboloid dar, das in
z-Richtung um ¢ nach oben (c > 0) verschoben ist. Dass diese Funktion ein globales Maximum an

der Stelle (0,0) mit f(0,0) = ¢ hat, lisst sich mit Hilfe der gerade dargestellten Kriterien leicht
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Abbildung 3.7: Das Viertelparabolid aus Beispiel

nachweisen. Es ist grad(f) = (—2z, —2y)" = (0,0)" genau dann, wenn x =0 und y = 0 ist. Fir die
Hesse-Matriz erhdlt man
-2 0
(v %)

die negativ definit ist. Damit ist die aus der Anschauung gewonnene Vermutung belegt, dass f in R?
einzig in (0,0) ein globales Mazimum besitzt. Fiir dieses gilt f(0,0) = ¢ besitzt.

Wihlt man hingegen D = [0,1] x [0,1], so ist D kompakt und f nimmt als stetige Funktion auf D
ein globales Maximum und ein globales Minimum an. Beide kénnen jedoch nicht im Inneren von D
liegen, wie die Uberlegung grad(f) = (—2x, —2y)T =+ (O,O)T fiir alle (z,y) € D° zeigt. Somit miissen
Mazimum und Minimum auf dem Rand liegen. Dieser ldsst sich in der Form

oD = {(z,y) ER?: (ze{0,1} Ay € 0,1} u{(z,y) eER?: (yc{0,1} Az € [0,1])}

=:D =:Dy
schreiben.
FEs gilt
flzy) =c—y? z=0 flz,y) =c—2a® y=0
(x’y)eDlj{f(x,y) :c—l—y2 r=1 7(x7y)€D2:> f(x,y) :c—l—x2 y:]_ .
Fir diese “eindimensionalen” Situationen sieht man sofort, dass f mazximal wird, wenn y = 0
wird (das Mazimum ist max{c,c —1} = c.) und minimal, wenn y = 1 wird (das Minimum ist

min{c —1,¢ — 2} = ¢ —2). Entsprechend ergibt sich fiir (x,y) € Dy das globale Maximum ¢ und das
globale Minimum ¢ — 2. Also ist (0,0) die Mazimal- und (1,1) die Minimalstelle von f.
In Abbildung[3.7 ist f fiir D = [0,1] x [0,1] dargestelit. Als Graph ergibt sich ein “Paraboloidviertel”
dber dem Quadrat [0,1] x [0, 1] im ersten Quadranten (Darstellung fir ¢ = 1): Sein Aussehen zeigt
sofort die Lage der Maximal- und Minimalstelle in den “Ecken” (0,0) und (1,1) von D.

Bemerkung 3.44 (zur Bestimmung von Extremwerten).

(i) Bevor man die Funktion mit Hilfe der diskutierten Hilfsmittel der Differentialrechnung unter-
sucht, ist es ratsam, bereits im Vorhinein die Funktion an sich zu betrachten. Hierbei kann man
meist bereits erste Schliisse ziehen, die mitunter die spdtere Berechnung vereinfachen kdénnen.
Hierbei sei insbesondere erwdihnt, dass man eventuell bereits die FExistenz globaler Extrema
sicher stellen kann (2.B. falls f stetig auf einem Kompaktum ist ).
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(ii) Man beachte auch, dass obige hinreichende und notwendige Bedingungen im Allgemeinen nur
fiir das Innere (also den offenen Teil des Definitionsbereiches der Funktion) anwendbar sind.
Der Rand, sofern die Funktion nicht auf ganz RP definiert ist, muss gesondert betrachtet wer-
den, um globale Extrema zu bestimmen. Es sei betont, dass ein lokales Extremum kein globales
Ezxtremum sein muss und umgekehrt ein globales Extremum kein lokales Extremum sein muss,
das im Inneren des Definitionsbereich liegt, siehe Beispiel [3.]3

(iti) Die hinreichenden Bedingungen in Satz insbesondere wenn k > 2 ist, sind in der Prazis
kaum anwendbar, weil die Bestimmung der Definitheit rechnerisch sehr aufwindig wird (Man
denke an die Bestimmung der Eigenwerte bzw. ihrer Vorzeichen.). Daneben beachte man auch,
dass selbst fiir Funktionen in einer Verdnderlichen die hinreichende Bedingung des Satzes nicht
notwendigerweise erfillt sein miissen, wie das Beispiel der Funktion

B e 2 x#0
w-{e"

zeigt. Diese Funktion ist in R beliebig oft differenzierbar und hat offensichtlich ein globales
Minimum an x = 0. Andererseits lisst sich zeigen, dass f(0) = 0 fiir alle n € N gilt, womit
der Satz nicht anwendbar ist.

3.4 Implizite Funktionen

Im folgenden ist das Ziel die Umformung von Gleichungen in mehreren Variablen,

fz,y) =0

nach x oder y. In den seltensten Fillen ist dies mit Hilfe einer geschlossenen Formel méglich. Anderer-
seits geniigt es in der Anwendung oftmals, dass man weif}, ob eine solche Gleichung einen eindeutigen
Zusammenhang zwischen z und y beschreibt. Das néchste einfache Beispiel zeigt bereits, dass diese
Eindeutigkeit nur lokal erwartet werden kann.

Beispiel 3.45. Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = 2% +y? — 1. Offenbar beschreibt die Gleichung

fz,y) =0

die Menge aller Punkte M, die auf dem FEinheitskreis liegen. Wir stellen nun die Frage, ob diese
Gleichung nach der Variablen y auflésbar ist, d.h., ob es mdglich ist, die Punkte M durch eine
explizite Gleichung der Form

y=g(x)
zu schreiben, wobei g : D C R — R eine eindeutige Funktion ist. Anders ausgedriickt lautet die Frage
also: “Konnen wir die Punkte, die 2% +y? = 1 erfiillen, als Graph einer Funktion darstellen?”. Dazu

konnen wir versuchen, die Gleichung
249> —1=0.

geeignet dquivalent umzuformen. Dies fiihrt offenbar zu
y=+V1-2%2 xe[-11]

Dies fiihrt zur folgender Feststellung: Wir kinnen unser Ziel, die Gleichung auf eindeutige Art und
Weise nach y umzuformen, nicht erreichen, da fir jeden Wert x € (—1,1) jeweils zwei mdgliche
Werte fiir y in Frage kommen. Aber angenommen, wir wollen unser Ziel nur “lokal” erreichen, d.h.
die Punkte aus M, die “nahe” eines festen Punktes (xo,yo) € M liegen, durch den Graphen einer
Funktion gy, .., darzustellen, so gelingt dies fir alle Punkte (xo,y0) € M \ {(—1,0),(1,0)}. Anders
gesagt: Fiir Punkte (z,y) € M, die “nahe” einem festen Punkt in (xo,y0) € M \ {(—1,0),(1,0)}
liegen, gibt es eine Funktion g = gz, 4, S0 dassy = g(z) ist. Diese Funktion ist, abhingig von (x¢, yo)

durch
glx) =+v1—2a2 oder  g(x)=—v1—2a?
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auf einem Interval (—9 + xg,xo + ) gegeben.

An den Punkten (—1,0) und (1,0) tritt folgendes Problem auf: Fir jeden Punkte auf (x,y) € M, der
nahe einem dieser Punkte liegt, gilt, dass auch (x,—y) € M ist und somit ist y nicht eindeutig durch
die x-Koordinate bestimmt. Dies ist genau der Grund, warum wir den Kreis in R? auch nicht als
Graphen einer Funktion in der z-y-Ebene auffassen kinnen.

Das obige Beispiel ist sinnbildlich dafiir, dass Gleichungen der Form f(z,y) = 0 im Allgemeinen
nicht eindeutig und global durch eine Funktion zu y = g(z) umgeformt werden kénnen. Allerdings
ist die lokale Auflosbarkeit (Fiir eine prézise Definition sei auf nachfolgenden Satz verwiesen.) in der
Anwendung oft bereits eine wichtige Eigenschaft. Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis in diesem
Zusammenhang. Er gibt Aufschluss dariiber, unter welchen relativ allgemeinen Bedingungen an die
Funktion f die lokale Auflosbarkeit moglich ist. Wichtig hierbei ist, dass der Satz eine Existenzaussage
wiedergibt und im Allgemeinen keine Funktion g liefert, so dass y = g(z) ist. Jedoch ist es moglich,
Ableitungen der Funktion g ohne diese explizite Kenntnis zu bestimmen; man spricht dann auch vom
implizitem Differenzieren.

Satz 3.46 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U; C RP und Uy C R™ offen und
fIDf:U1XU2*>Rm

eine stetig differenzierbare Funktion. Sei (xo,yo) € Dy mit f(Xo,y0) = 0 und sei die Matriz

%(xoy}’o) E?J; (%0,¥0)
B . af _ af o . . . Rme
= @(XOJ’O) = m(xoa}%) = : : : €
%(X(Myo) cee %(XOJ’O)

invertierbar. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Funktion f ist um (x¢,yo) “lokal eindeutig nach y aufésbar”, d.h. es existiert € > 0,
so dass folgende Implikation fiir alle (x,y), (X,y) € B:(X0,¥0) gilt

fxy) = f(xy) =0 = x=x[
Dies ist gleichbedeutend damit, dass ein € > 0 und eine Funktion
g:U={xe€U;:Jy €U mit (x,y) € Be(X0,y0)} = R™

existieren, so dass fir alle (x,y) € B:(x0,y0) gilt, dass f(x,y) =0 < y = g(x).
(2) Falls g—f,(x,y) invertierbar ist, so ist g an (X,y) stetig differenzierbar und es gilt

dg
Ix (x)

(Y] L

Damit kann die Kugel B:(X0,y0) in (1) so gewdhlt werden, dass g stetig differenzierbar ist.

Beweis. Seien im Folgenden alle betrachteten Kugeln in R™ und RP beziiglich der ||-||o-Norm gew#hlt.

(I) Das Ziel des 1. Beweisschrittes ist es, mit Hilfe der Funktion f und der Matrix B eine Funktion
® so zu konstruieren, dass sie die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt
und damit die Existenz einer Funktion g sicherstellt, die die o.a. Bedingungen erfiillt. Hierzu
bilden wir die Funktion & durch

(@(h))(x) = h(x) — B~ f(x, h(x)),

die stetige Funktionen h : D C U; — U, auf stetige Funktionen ®(h) : D C U; — R™ abbildet.
Das Ziel ist nun, die Abbildung ® auf einen vollstdndigen metrischen Raum von Funktionen

10Man beachte, dass die Implikation “ <= 7 trivial ist.
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Dg C UP so einzuschriinken, dass ®|p, eine kontraktive Selbstabbildung ist. Hierzu wihlen
wir p > 0 so, dass

Haf ! V(x,y) € By(%X0,¥0), (3.11)

“(x,y)-Bl|l< - —
gy %Y H 25T

was aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von f moglich ist. Damit wéhlen wir auch 6 > 0
so, dass

(%, y0)l| < ~—2

<P __ vxeBsx 3.12

Wir setzen nun D = Bs(x¢) und definieren, wobei hy, gleich der konstanten Funktion x ist,

C(D,R™
M = K25 hy,) = (h € OD.R™): [[[h = byl = sup 1AG0) = Yol < p/2).

Es handelt sich hierbei um die abgeschlossene p-Kugel um die konstante Funktion x — x( im
Banachraum C(D,R™) der stetigen, beschrinkten Abbildungen |E| von D nach R™ versehen
mit der Norm

R[] := sup [|A(x)]|oc k-
xeD
Wir zeigen nun, dass fiir alle g, h € M gilt:
(a) [[|2(g) — 2(M)lllec < Llllg = hllloc mit L <1 und, dass
(b) ®(h) € M.

Aus der Definition von ® ergibt sich mit Hilfe der Mittelwert-Ungleichung, Lemma [3.47] (an-
gewandt auf die Funktion Fy(z) =z — B~ f(x,z)) und (3.11])

lie(e) @)l = sup [2(9)(x) ~ 2() (<)

= sup [lg(x) — B~ f(x,9() — hx) + B0 00 | g

MZVU ] _10f

< sup sup [[7— 575 6c 900 +(h00) = g | 14060 = 960

< sup sup 18715 = 5 x900 + (b9 — gD IAGR) = 960

repe €B, (r0.10)

B-13) 1
< ||B_1||2”B 1” Sup ||h( ) g(X)HOOJRm
= 2lllg — bl (313)

Daraus folgt, dass ® eine Kontraktion ist.
Um (b) zu zeigen, betrachte man h € M und erinnere sich an die Definition von @,

19 = Ryl < 11900) = Dy, I+ 190, ) — B, |
(3-13)
L= 1+ 1B 3o

(13.13))

p _
< 7S 1B~ f(x,50)) oo m
xED
-” +1B7Y =£
T~ 5

"Dieser Raum wurde mit der Notation F(D,R™) in der Aufgabe 2 (c) auf Blatt 2 betrachtet — dort wurde
gezeigt, dass dieser vollstdndig ist, falls der Zielraum, hier R™, vollstdndig ist. Siehe auch Kapitel 4.
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und damit ®(h) € Dg.

Da M als abgeschlossener Teilraum des vollstéindigen Raumes C(D,R™) vollstéindig ist, erhal-
ten wir mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes , Lemma [1.84] einen eindeutigen Fixpunkt
g € Dg. Es gilt also, dass g stetig auf D ist und die folgende Gleichung 16st:

9(x) = B7 f(x,9(x)) = D(9)(x) = g(x)  Vx €D = Bs(xo).

Dies ist aber offensichtlich dquivalent zu f(x, g(x)) = 0 fiir alle x € D = Bs(x¢). Wir setzen
B.(20,%0) = D x B,5(y0). Um die Eindeutigkeit einzusehen, sei (x,y) € B.(xo,%0) so, dass
f(x,y) = 0 ist. Das ist dquivalent dazu, dass y € R™ eine Losung des Fixpunktproblems

y-Bf(xy)=y
ist. Aber auch g(x) ist eine Losung. Fiir die zugehorige Fixpunktabbildung P, =y y—
B7lf(x,y) siecht man mit den selben Argumenten wie oben, dass auch ®, eine Kontrakti-
on ist und damit die Eindeutigkeit des Fixpunktes nach dem Banachschen Fixpunktsatzes
gewihrleistet ist. Somit gilt g(x) =y.
(IT) Zeige die stetige Differenzierbarkeit von g (Mittelwertungleichung), siehe [2] [4].
O

Lemma 3.47 (Mittelwert-Ungleichung). Sei f : D C X — Y stetig differenzierbar und x € D,
h € X, so dass x+th € D fiir allet € [0,1]. Dann gilt

[f(x+h) - fx)] < nax [df (x + th) || Lx vy Bl x

Beweis. Wir betrachten die folgende Funktion in einer Verdnderlichen,
F:[0,1] =Y, t— f(x+th),

die nach der Voraussetzung auch stetig differenzierbar auf [0, 1] ist. Mit Hilfe der Version des Haupt-
satzes fiir Y-wertige Funktionen (siehe die abschliefenden Bemerkungen in Kapitel 2 und der Drei-
ecksungleichung des Y-wertigen Integrals) gilt

/01 F'(s)ds

Aus der Kettenregel folgt bekanntlich, dass F'(s) = df(x + sh)(h) fiir alle s € (0,1) ist und somit
folgt die Behauptung aus der Definition der Abbildungsnorm

1F'(s)lly = [[df (x + sh)(h)[ly < [|df(x+ sh)|[Lx,v)[hlx.

1
I +0) = J@I =) = FOly = < [ 1@y as < ma 1)y

Beispiel 3.48. Sei f: R?® — R definiert durch
f(z,y,2) = z* + 2z cosy + sin z.

Wir zeigen, dass die Gleichung f(x,y,z) = 0 fir geniigend kleine x,y, z nach z aufgelést werden kann

und berechnen fiir die Losungsfunktion z = z(x,y) die partiellen Ableitungen % und g—;.

Wir machen uns erst einmal klar, dass zu zeigen ist, dass eine Funktion g(x,y) existiert (diese
schreiben wir nun auch als z(x,y)), so dass wir f(x,y,z) = 0 dquivalent umformen kénnen zu z =
g(x,y); dies soll wenigstens lokal fiir kleine x,y, z, also fiir x,y,z in einer geniigend kleinen e-Kugel
gelten. Dazu denken wir an die Voraussetzungen des Satzes iiber itmplizite Funktionen — mit der
Notation von Satz galt folgende Rollenverteilung: “y = z” und x = (x,y) — und fassen [ als
Funktion
f: R? x R' —SR!
~— —
Variablen x,y Variable z

auf. Wir dberpriifen nun die Voraussetzungen des Satzes:

104



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

e f(0,0,0) =0, (Ist es also erst einmal iberhaupt sinnvoll, “kleine” x,y, z zu betrachten?);

e Die Funktion ist als Verkniipfung von stetig partiell differenzierbaren Funktionen, stetig partiell
differenzierbar (und somit stetig differenzierbar);

. —(0 0,0) = cos(2)|,=0 = 1 # 0. Also ist %(0,0,0) € RIxL “invertierbar’.
(Da | stetig differenzierbar ist, folgt auch, dass %(Jc,y,z) um (0,0,0) ungleich 0 ist).

Der Satz besagt nun, dass ein € > 0 und eine eindeutige Funktion

g: U CR?—>R
~~—
={(z,y)€R? : Ty,z€R mit (z,y,2)EB(0)}

existieren, so dass
V(z,y,2) € B:(0) SR> f(z,y,2) =0 <= 2z=2(z,y) =g(z,y)

Aquivalent kann dies auch so formuliert werden: Es existieren offene Mengen U C R? und V C R
mit (0,0) € U und 0 € V' sowie eine stetig differenzierbare Funktion g : U — V, so dass

V(z,y,2) eU xV : flx,y,2) =0 <= g(x,y) = 2.

Die partiellen Ableitungen von g fir jene (x,y) € U mit invertierbaren %(I,y, z) werden “implizit”
berechnet:

o) = - (o) F o)
_ geygy)
o (w.v.9(.0))
9g

o) = ( )
5@,y 9(z,y))
2w yng)

Dies ldsst sich kompakt so schreiben:

g __(of - »
a(z,y) (z,y)=— <az(m,y,g(fﬂ,y))> : 3z, 1) (z,y,g9(x,y)) € R*?

ceR1x1 ER1X2

(Im Allgemeinen ist dieses Produkt als Matriz-Matriz-Multiplikation von R™*™ - und R™*P-Matrizen
zu verstehen.). Da die partiellen Ableitungen

0
afi(x,y,z) =32 + 2cosy
@(x,y,z) = —2zxsiny
sind, folgt, dass
9y ; _
a(z,y) (z,y) = —m (Bx‘3 + 2cosy, —2x Slny.)

Satz 3.49 (Umkehrsatz). Sei f: D C RP — RP stetig differenzierbar und a € D. Wenn die Jacobi-
Matriz an a invertierbar ist (d.h. eine Determinante ungleich 0 hat), so ist die Gleichung

f(x)=y

lokal um y = f(a) nach x auflosbar, d.h. es existieren offene Mengen O C D und V C RP, so dass

2Vorsicht: Die Inverse ist also die “Inverse Matrix”, was hier einfach der Kehrwert der Zahl ist.
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(1) acO, f(a)eV
(2) f:0 =V bigektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung g : V — O.

Beweis. Idee: definiere h(x,y) = f(x) — y. Siehe Vorlesung. O

3.5 Extrema unter Nebenbedingungen

Im folgenden widmen wir uns wieder der Extremwertberechnung, diesmal aber auf speziellen Mengen,
die durch eine Nebenbedingung der Form

wobei g : Dy € RP — R™, beschrieben werden.
Beispiel 3.50.
(a) Sei f(x,y) = x +y definiert von R? nach R? und

M = {(z,y) € R?: 22 +¢* = 1}.

Wir wollen die Funktion f auf lokale bzw. globale Extrema auf dem Kreis M untersuchen. Dazu
schreiben nutzen wir, dass (x,y) € R? genau dann in M liegt, falls

xe[-1,1] A y=+V1-—22
Somit sind die Extrema unter der Nebenbedingung gleich den Extrema der Funktionen

fr:[-1,1] 5 Rz z+/1— 22

Letztere Extremstellen lassen sich leicht mit Hilfe der bereits gesehenen Methoden errechnen.
Dies zeigt, dass f das Mazimum /2 an (x,y) = (%, %) annimmt und das Minimum —/2

an (r,y) = —(%, \%) annimmdt.
(b) Wir wollen das Mazimum und Minimum der Funktion f : R — R gegeben durch
f(xayaz) :$2+y2+(2:— 1)2

auf dem Ellipsoid
§={(z,9,2) €R: 2+ (§)° + (5)° = 1}

bestimmen. Auflosen der Gleichung, die S definiert, nach x% und Einsetzen in die Funktion
ergibt die Funktion

3
f2) =1+ 39" + (2= 1)* = (5)%,
die wir nun auf

S={(y,2) €R?: Iz € R mit (x,y,2) € S} = {(y,2) € R? : (%)2+(§)2 <1}

betrachten. Wegen des Finsetzens gilt, dass

max f(r,y,z) = max_f(y,2),
(z,y,2)€S (y,2)€S

wobei die Mazima existieren, weil beide Mengen S, S kompakt sind und f sowie f stetig.

Entsprechendes gilt fiir die Minima. Um die Extrema von f zu bestimmen, betrachten wir das
Innere von S und den Rand 0S getrennt. Fiir das Innere S° kénnen wir die kennengelernten
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Methoden der Differentialrechnung fiir die Bestimmung von mdglichen lokalen Extremwerten
verwenden. Da ~
grad f(y,2) =0 <— (%yﬂ(z -1) - %z) = (0,0)

folgt, dass (y,z) = (0,3) eine mégliche Extremstelle ist. Da (0,9) € D und wegen,

- 3
Hess f(0, %) = <(2) 9 0 2) >0 (d.h. positiv definit),
9
handelt es sich um eine lokale Minimalstelle mit Minimum f(O, %) = %. Um die Extremwerte
von f auf dem Rand S zu bestimmen, iberlegen wir uns zuerst wie dieser aussieht: Es ergibt
sich, dass

08 ={(y,2) eR*: (§)*+(5)* =1} ={(y.2) e R*: y* =4(1 - (3)*)}

ist. Damit konnen wir das Vorgehen wiederholen indem wir y? in f(y,z) ersetzen. Somit er-
halten wir also eine weitere Funktion

FE=14301-(3)) + (-1~ (3)°=§° —2: +5,

die wir auf 3
S={zeR: yeRmity*=401-(2))} =[-3,3]

betrachten. Fiir f kénnten wir nun mit Analysis I die Extremwerte (von einer Funktion in einer
Variablen) bestimmen. Alternativ kann man wie folgt argumentieren. Weil

fo)=(§a= 3+ - 25—

~|©

b

mit Gleicheit genau dann wenn z = % € [-3,3], folgt dass, f das globale Minimum 5 — % an

der Stelle z = 3= annimmt. Es folgt aus der Monotonie der Quadratfunktion des Weiteren,

N&d
dass

= = i —3 - 16.
[ Dhax f (2) x| (2) = f(=3)
Insgesamt ergeben sich also das Mazimum und Minimum durch Vergleich der Ergebnisse fiir f

(im Inneren von 5’) und f Wir erhalten insgesamt also ein globales Maximum mit dem Wert
16 und ein globales Minimum mit dem Wert %. Die zugehdrigen Stellen ergeben sich durch
Einsetzen:

(:c,y,z) = (anv 73) bzw. (:c,y,z) = (:l: 1- (§)2707 g)

Beispiel zeigt, dass man in bestimmten Fillen die Nebenbedingung beziiglich derer das Extre-
mum bestimmt werden kann “in die zu untersuchende Funktion eingesetzt” werden kann. Die re-
sultierende Funktion ist klarerweise nunmehr von einer Variablen abhingig. Im Allgemeinen wird es
sich aber schwierig erweisen, die Nebenbedingung explizit nach einer der auftretenden Veridnderlichen
aufzuldsen (vgl. Satz iiber implizite Funktionen). Im Folgenden lernen wir einen Ausweg aus dieser
Problematik kennen, der sich als sehr praktikabel erweist.

Satz 3.51 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei D C RP offen und p > m. Sei xy € D und weiterhin

e f:D — R stetig differenzierbar und
e g: D — R™ stetig differenzierbar, sowie
e g(x9) =0 und Rang rgg—i(xo) gleich m.

Falls nun f eine lokale Extremstelle an xo unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt, dann existiert
ein A\g € R so, dass (xo, o) eine kritischer Punkt der Lagrangefunktion A : D x R™ — R,

A(Xv)‘):f(x)+)‘g(x)a XGDaAGRma

ist, d.h. %(xmo) =0.

107



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

Beweis. Fiir den Beweis nehmen wir ohne Einschrankung an, dass die letzten m Spalten der Matrix

gi (x0) linear unabhéngig sind. Wir konnen die Funktion g : RP — R™ demnach als Funktion

g :RFF™ X R™ — R™, (x1,X2) = g(x1,X2)

auffassen. Nach Voraussetzung ist ;—xgz(xo) invertierbar und somit der Satz tiber implizite Funktionen
anwendbar, um g(x;,x2) = 0 lokal um xg nach x aufzulésen. Wir erhalten also ein £ > 0 und eine
stetig differenzierbare Funktion h : D, C RP~™ — R™ mit D), offen, so dass

g(x1,%x2) =0 <= x93 =h(x1)

fiir alle (x1,%2) € Bs(x0). Wir kénnen nun auch f(x) als f(x1,%2) mit x = (x1,%2) auffassen und
betrachten f(x1,h(x1)). Da f und h stetig differenzierbar sind, ist auch

f: Dy, — R, x1 — f(x1,h(x1))

stetig differenzierbar. Wegen der Voraussetzung ist x( eine lokale Extremstelle von f unter der Ne-
benbedingung ¢g(x) = 0. Angenommen, x, wire eine lokale Minimalstelle, d.h.

36 > 0: Vy € Bs(x0) N{z: g(z) =0} f(x0) < f(y).
Mit § < e folgt mit der Notation x¢ = (X¢,1,X0,2) € RP~" x R™, dass
Vy1 € Bs(x0,1) : f(X0) = f(x0,1, M(*0,1)) < f(y1, h(y1)),

also dass xg,1 € RP™™ eine lokale Minimalstelle von f ist. Analog verlauft die Argumentation fiir
Maximalstellen. Deshalb folgt aus den notwendigen Bedingungen lokaler Extrema, Proposition [3.38
und der Kettenregel, Proposition [3.19} dass

0= gfl (XQ 1)
= Getntimon) - (50

6f I( m)
= 5 (x0) ( aa;f(xm))

of of Lip—m
= {M(Xo)a B(XO)] ) (C%]{(Xo,)ﬂ)
_of of oh
_8x1( )+37( )81(X01)

Der Term g—fl(on) ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen gleich —(;—ng(xo))_lﬂ(xo). Wir

ox
definieren den Spaltenvektor '

_ Y @ -1 Ixm
Ao = 6}(2 (Xo)(ax2 (Xo)) eR .

Damit folgt aus obiger Gleichung, dass

of

dg
Bxl( 0) + Aor—

0= %,

(%0)-

Weiterhin folgt direkt aus der Definition von Ay durch Multplizieren mit 86—;72()(0), dass auch

of

0=
8X2

~—(%0) + )\O%(XO)'

Somit gilt die Behauptung.
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Beispiel 3.52.

(i)

(ii)

Fiir die Extremstellensuche in Beispiel (a) ist die Lagrangefunktion gegeben durch
A((E,y7>\) = x+y+A($2 +y2 - 1)

Weil d(a: 5 = (2x,2y) 7£ (0,0) fir 22 +y* = 1 und g(z,y) = 2% + y?> — 1 sind die Vor-
aussetzungen fir Satz |3.51] erfillt. Da f entlang der Nebenbedingung ein Maximum und ein
Minimum annehmen muss, siehe Argumentation in m(a) miissen diese durch die Methode
der Lagrange-Multplikatoren errechnet werden kénnen. Somit ergibt sich fiir die Ableitung der
Lagrangefunktion

oA
3(56 Y, A)

Man sieht leicht, dass a( )\) (x,y\) = (0,0,0) impliziert, dass v = y und 2% + y* = 1. Also
erhalten wir dieselben E:vtremstellen wie n Beispiel(a).

(z,y\) = (142 z, 1+ 2y, 22 + 4% — 1).

Wir betrachten noch einmal Bez'spiel(b). Man betrachte hierfiir die Lagrangefunktion

Az,y,z,\) = f(z,y,2) + Ag(z,y, 2)

wobei
9@, y,2) =2> + (4 + () -1

ist. Die Funktionen f und g sind auf R? stetig differenzierbar. Die Kandidaten fiir die Extrem-
werte (‘kritischen Punkte’) sind die Nullstellen der Jacobi-Matrixz von A:

A B . , )
B g,z B s = Cell+ )21+ 12, 20z = 1) 4 54z, 9(,9,2)) = 0
= ($:O\/)\:—1)/\(y:0\/)\:—4)/\(zz9+>\)/\g(x y,2) =0

Auferdem ist %(x,y,z) (2z, 4, 9 z) ungleich 0 fiir alle x,y,z mit g(x,y,z) = 0. Das
heifst, die Jacobi-Matriz von g hat an jeder Stelle entlang der Nebenbedingung den (mazima-
len) Rang gleich 1. Somit sind die Voraussetzungen des Satzes erfillt. Um die obigen
Gleichungen der kritischen Punkten aufzuldsen, fihre man eine Fallunterscheidung durch:

(A) x =y =0: Dann folgt aus g(z,y,z) = 0, dass z = £3 und damit f(0,0,—3) = 16 bzw.
£(0,0,3) =

(B) x # 0: Dann muss A = —1 sein und somit auch y = 0 und z = §. Aus der Nebenbedingung

folgt dann x> —1———% und damit f(z,y,z) = 2 4+64 %
(C) y # 0: Dann muss A\ = —4 sein und somit auch x =0 und z = % Aus der Nebenbedingung
folgt danny2:4(l—%):— und damit f(z,y,z )—%4—%:1—56.

Da die Funktion f stetig ist und die Menge {(x,y,2): g(z,y,z) = 0} kompakt, muss ein globa-
les Maximum und Minimum existieren. Da diese auch lokale Extremwerte sind, miissen diese
unter obigen Kandidaten verteten sein. Daraus ergibt sich durch Vergleich der Werte, dass das
Mazimum der Funktion der Wert 16 ist (Dieser wird an (0,0, —3) angenommen.). Das Mini-
mum st %.

Man beachte, dass sich das Mazimum und das Minimum auch ohne Verwendung von Lagrange-
Multiplikatoren finden lassen, siehe Blatt 14, Aufgabe 2.
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Anhang A

Ubungsaufgab €1l und ausgewihlte Losungen

Aufgabe 1 (Blatt 4, Aufgabe 2). Seien (X,dx), (Y, dy) metrische Rédume und die Menge
F=F(X,Y)={f: X = Y| [ ist stetig und beschrink{]}
versehen mit der Abbildung gegeben durch
dr : Fx F = [0,00),(f,9) = sup dy (f(x),g(x))-

Zeigen Sie, dass

(1) (F,dr) ein metrischer Raum ist, und, dass

(2) (F,ds) genau dann vollstindig ist wenn (Y, dy) vollstéindig ist.

Lésung: Zu (1): Dass (F,dr) ein metrischer Raum ist, ldsst sich leicht anhand der Definition nach-
rechnen — im Wesentlichen verwenden wir hier, dass fiir jedes feste x € X bereits dy eine Metrix
auf Y ist und, dass das Supremum die Metrik-Eigenschaft erhélt.

Zu (2): Angenommen, (F,dx) ist vollstindig und sei (y,)nen eine Cauchyfolge in Y. Betrachte die
Folge von konstanten Funktionen f, : X — Y definiert durch f,(x) = y, fiir alle x € X. Dann ist
(fn)nen wegen

dx(fn,gn) = dy (Yn,Ym), n,m €N
auch eine Cauchyfolge in F, die nach Voraussetzung konvergent gegen eine Funktion f: X — Y ist,
also

sup dy (yn, f(z)) =0 (n — o0),

woraus auch die punktweise Konvergenz y, — f(x)) in Y fiir n — oo und jedes feste x € X folgt
(aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts muss f konstant sein). Das bedeutet (y,,) konvergiert
gegen einen Grenzwert in Y.

Sei Umgekehrt Y vollstéindig und (f,,)nen eine Cauchyfolge in F. Aufgrund der Definition der Metrik
dr folgt, dass fiir jedes x € X auch (f,(z))nen eine Cauchyfolge in Y ist, welche nach Vorausset-
zung gegen einen Grenzwert f(x) konvergiert. Wir zeigen nun, dass (f,,) sogar gleichmiilig gegen f
konvergiert. Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert N € N, so dass fiir alle m,n > N und beliebiges
x € X gilt, dass

d(fn (@), fm(2)) <e.
Da f(x) = f(x) fiir m — oo, folgt aufgrund der Stetigkeit der Abbildung z +— dy (z, ), [L.10fiii),
fiir festes z € Y
dy (fn(z), f(x)) <e Ve X,n>N

Dies impliziert direkt, dass sup,cy dy (f(z), fn(z)) < € fiir alle n > N. Da ¢ beliebig war, folgt, dass
fn gleichméBig gegen f konvergiert. Aus Satz wissen wir, dass damit f auch stetig sein muss. Da
jedes f, beschrinkt ist, gibt es ein y,, € Y und r,, > 0 mit dy (f,,(2), yn) < 1y fiir alle z € X. Wegen

dy (f(x),yn) < dy (f(2), fu(2)) + dy (fu(2),yn) <€+

fir alle x € X und n > N gilt somit auch, dass f beschrankt ist. Damit ist f € X und f,, — f in dr
flir n — oo.
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Anhang B

Klausur zum Selbsttest

Wichtige Hinweise:

e Die Klausurzeit betrdgt 120 Minuten.

e Die Klausur ist auf die “Maximalpunktezahl” 100 ausgelegt: Somit haben Sie eine gewisse
Freiheit in der Auswahl der Aufgaben.

Aufgabe A B C.1 C.2 C.3 C.4 C.5 > | Note
Max. Punkte 20 20 25 15 15 15 10 120
Punkte

Teil A

Aufgabe. (64+8+6=20 Punkte)
Geben Sie eine Definition folgender Begriffe:

(a) gleichméifige Stetigkeit einer Funktion f: X — Y
(wobei X, Y allgemeine metrische Rédume sind)

(b) Die Richtungsableitung einer Funktion f : R? — R an einer Stelle x € R? in Richtung
v e R2

(¢) messbare Menge M C RRP

(a) f: X — Y heifit gleichméBig stetig, falls
VEEIéVa;,y €X: (dX(‘Tay) <0 = dY(f(x)7f(y)) < 8)
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(b) Fiir f:R? = R, x € R?, v € R? heifit

of -— lim l(f(x~l—hv) - f(x))

ov h—0 h

die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v (sofern der Grenzwert exisitiert).
(c) Eine Menge M C RP heifit messbar, falls ein (abgeschlossener) Quader Q C RP existiert
so dass Q O M und die Funktion
1 fallsze M
ly:Q =R x+— R
0 fallsze@Q\M

(Riemann) integrierbar ist.

Formulieren Sie (jeweils 4 Punkte)

(d) den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (es geniigt der Fall fiir stetige Funktio-

nen)

(e) die grundlegenden Eigenschaften offener Mengen in metrischen Réumen

(d) Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist

F :la,b] —>R,xr—>/xf(s)ds

eine Stammfunktion von f.

(e) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(i) Die Mengen (), X sind offen

(i) O1,...,0, offen = (), O; offen

(iii) Oy, i € I offen = [J;c; O; offen

Geben Sie jeweils ein Beispiel (jeweils 2 Punkte)
(f) einer Funktion f : (0,1] — R, die nicht uneigentlich Riemann integrierbar ist, aber so
dass f|[4,1) Riemann integrierbar fiir jedes a € (0,1).

(g) eines metrischen Raumes, dessen Metrik nicht durch eine Norm definiert ist.

(h) einer Funktion f : R? — R, die partiell differenzierbar, aber nicht total differenzierbar
ist.

Sie miissen hierbei keine Beweise angeben.

(f) Sei f : (01, 1] - R,z — 1. Dann ist f; f(x)dz = —Ine fiir alle € € (0,1), aber
lim, o+ [ f(z)dz = co.

(g) Die Paris Metrik auf R? oder die diskrete Metrik auf R.

ry
(h) Sei f:R? = R, (z,y) — {gQW
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Teil B

Aufgabe. (10x2 Punkte) Beantworten Sie die folgenden Fragen. Tragen Sie IThre Ant-
wort in die Tabelle ein. Es ist keine Begriindung notwendig!

1. | Wahr oder nicht wahr: nicht wahr
Alle Normen auf einem Vektorraum X sind dquivalent.
: [(z, )11 _ 2
2. | limyg ) (—1,1) <e||(ac,y)oo + V(@ 9)l2) e+ 21
. sin (2
3. hm($7y)*>(070) yﬂ?2-‘y—(y2):? O
4. fol 1+#4552&1: =7 3 arctan £
5. | Wahr oder nicht wahr: wahr
Jede kompakte Menge abgeschlossen.
6. | Berechnen Sie % Ox %dy fir z = 0. 1
7. | Bestimmen Sie das Innere von Myen(—2, 1) 0
+= (2,y) #(0,0)
8. | Ist = @Ayt ’ f [0,1] x [0,1] integrier- | J
st f(x,y) { 10 (2,9) = (0,0) auf [0,1] x [0, 1] integrier a
bar?
9. | Hat die Funktion f : R® — R, (x,y,2) — cos(y)z?e* ein globales | Nein
Maximum?
10. | Sei A € RP*P, Ist die Funktion g : RP — RP,x — Ax stetig | Ja, df(x)=A4

differenzierbar? Geben Sie das totale Differential an x € RP an.
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Teil C

Aufgabe 2. (25 Punkte) Betrachten Sie die Funktion f : R?2 — R gegeben durch

SL'QyS
flay) = 224y (x,y) # (0,0),
0, (z,y) = (0,0).

Untersuchen Sie die Funktion auf

(1) Stetigkeit (3 Punkte),
An der Stelle (0,0) ist f stetig, da wegen (man beachte, dass 2xy®> < x2 +y*)

1
|f(z,y)| = < ilmyl

Y
z? +yt
gilt, dasslim, ), 0,0 f(%,y) = 0. An allen anderen Stellen ist f stetig als Verkniipfung
stetiger Funktionen.

(2) Integrierbarkeit auf der Menge [0, 2] x [0, 2] (2 Punkte),
Die Funktion f ist auf dem Quader [0,2] x [0, 2] stetig und deshalb integrierbar.

(3) stetige totale Differenzierbarkeit und totale Differenzierbarkeit (5 Punkte),
Wir berechnen die partiellen Ableitungen an den Stellen (z,y) # (0,0),

of B 2xy” of B 222 (322 — o)
%(ﬂfay)—m7 @(x’y)_W
und an der Stelle (0,0):
0 0
0.0 = tim(rn0) - 0.0 =0 F0.0) = im0 - 10,0 =0

Wir zeigen nun, dass (z,y) — g;}c (z,y) und (z,y) — %( ,y) stetig sind: Wieder mit

,Y)
der Ungleichung 2xy® < z2 +y* erhalten wir fir (z,y) # (0,0),

7 5 4

O (29)] = | 22 || <

oz Y (22 + 2| = |22+ o 2yl =W

bzw.
of 22y? (322 — y) 1322 — 322 + 3y?
(@) = e | Sl | S 2l = 3|7
Oy (22 + y*) x2 + yt > +y

Und somit folgt die Stetigkeit der partiellen Ableitungen an (0,0). An alle anderen
Stellen sind die partiellen Ableitungen Verkniipfungen stetiger Funktionen. Somit ist f
auf R? stetig total differenzierbar.

(4) lokale und globale Extremwerte (3 Punkte), Da f auf ganz R? (genauer gesagt, f ist
auf einer offenen Menge definiert) definiert ist, ist jede globale Extremstelle auch eine
lokale Extremstelle. Eine notwendige Bedingung an eine lokale Extremstelle ist, dass
die partiellen Ableitungen an dieser Stelle gleich 0 sind. Aus den obigen Berechnungen
ergibt sich somit, dass dies nur der Fall sein kann wenn

(x=0Vy=0)A (%232 =y =0) < (x=0Vy=0).

116



Analysis IT — Schwenninger — WS 2018/19 19. Marz 2019

Somit kinnen Extremstellen nur entlang der Koordinatenachsen auftreten. Um zu
tberpriifen, ob die Funktion an diesen Stellen ein Maximum oder Minimum hat, beach-
ten wir zuerst, dass der Funktionswert an diesen Stellen gleich 0 ist. Offenbar nimmt
die Funktion aber positive und negative Werte an (z.B. f(1,1) und f(1,—1)), womit
also keine globalen Extremwerte existieren kénnen. Weiterhin gilt wegen

$2y2

f(z,y) = ym

2?54 > 0, fir (z,y) # (0,0), dass

T

und

flz,y) >0 <y >0.

Daraus folgt direkt, dass alle Punkte in {(0,y) € R?:y > 0} lokale Minimalstellen
sind, alle Punkte {(0,y) € R?: y < 0} lokale Mazimalstellen sind und alle Punkte auf
der x-Achse keine Extremstellen sein konnen. Da jede Kugel um einen Punkt auf einer
Achse einen weiteren Punkt auf der Achse schneidet, kann es sich bei den Extrema um
keine strikten Mazxima- bzw. Minima handeln.

globale Extremwerte unter der Nebenbedingung 2% + y* = 1 (4 Punkte).
Man beachte, dass es geniigt, die globalen FExtrema von

fla,y) = a%y*
unter der Nebenbedingung zu betrachten. Sei g(z,y) = 2> +y*—1. Da a(igy) = (2, 4y3)
fir alle (z,y) mit g(z,y) = 1 ungleich dem Nullvektor ist, hat % Rang gleich 1.

Auperdem ist die Menge M = {(z,y) € R?: g(x,y) = 0} kompakt, weshalb es in M
globale Extremstellen geben muss. Diese miissen auch lokale Extremstellen sein E| Diese
Extremstellen miissen Nullstellen des Gradienten von der Lagrangefunktion

A(Cﬂ,y, )‘) = f(may) + )‘g(xvy)v

sein. Die Rechnung liefert, dass genau an den Punkten

()

ein lokales Maximum angenommen, wohingegen genau an den Punkten

- ()

ein lokales Minimum angenommen wird mit den Funktionswerten

3
4 (3\14 . 4 /3\4
Max = - <7> bzw. Min = — <7)

Daneben sind die Punkte (£1,0) und (0,+1) Nullstellen des Gradienten der Lagrange-
funktion, die aber keine Extremwerte liefern (die Funktionswerte sind alle gleich 0).

NG

B

'nach der Definition von lokalen Extremstellen fiir Aufgaben mit Nebenbedingungen, siehe Vorlesung vom

30.1.
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Weiterhin behandeln Sie eine der beiden folgende Aufgaben (8 Punkte)

(6) Berechnen Sie das Integral f[o 2%[0,2] f(z,y)d(z,y)

(7)

Schreiben Sie das Integral mit Hilfe des Satzes von Fubini als Doppelintegral. Integrieren
Sie zuerst nach y, dies ist leicht, da der Zihler bis auf einen Faktor die Ableitung des
Nenners ist,

2 y® a? 2 4
x /m2+y4dy: Zln(:n +y*)+C
Intergrieren Sie nun nach x indem Sie einmal partiell integrieren. Verwenden Sie dann
die Erweiterung
3 _ B tz—x oz 1
224+1 2241 2241

und nochmals den Umstand, dass der Zihler die Ableitung des Nenners ist (bis auf
einen Faktor).

(i) Untersuchen Sie, ob die Menge f((—o0,00) x [—1,1]) kompakt ist.(3 Punkte)

Man beachte, dass sich die Kompaktheit der Menge M = f((—o0,00) x [—1,1])
nicht aus der Stetigkeit folgern lisst, weil (—oo,00) X [—1, 1] nicht kompakt ist!
Wir versuchen, die Menge M explizit zu bestimmen. Aus (4) wissen wir bereits,
dass die lokalen Extremwerte von f gleich 0 sind und somit f(M) die mazima-
len bzw. minimalen Werte nur auf dem Rand von (—oo,00) x (1,1), d.h. auf
(—o00,00) x {—1,1} annehmen kann. Da f(x,1) = —f(xz, —1) geniigt es also, den
Wertebereich der Funktion x — f(xz,1) zu bestimmen. Dazu bestimmen wir das
Supremum und das Infimum der Funktion

72

Offensichtlich ist das Infimum (gleich dem Minimum) gleich 0 und das Supremum
(das kein Mazximum ist) gleich 1. Aus dem Zwischenwertsatz (Ana I) folgt, dass
Bild von — f(x,1) gleich der Menge [0,1) sein muss. Wegen f(z,1) = —f(x,—1)
folgt, dass

M = f((—O0,00) X [_17 1]) = (-1, 1)'

Somit ist f nicht kompakt.

(ii) Berechnen Sie den Grenzwert (5 Punkte)

1
lim f(z,n)dx

n—oo 0
Um den Grenzwert zu berechnen, argumentieren wir warum sich Integral und Li-
mes vertauschen lassen. Dazu zeigen wir, dass die Funktionenfolge f(-,n) auf[0,1]
gleichmiBig gegen die Nullfunktion konvergiert: Fir alle x € [0,1] gilt, dass
2.0 1

< -7 _
’_02—1—714 n

|[f(z,n)

also limy, 00 SUPge(o,1) | f (2, n)| = 0. Somit folgt, dass limy,_oo fol f(z,n)dz = 0.
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Aufgabe 3. (15 Punkte) Berechnen Sie das Volumen eines American Footballs, der hier
durch folgende Menge beschrieben wird:

2
{(m,y,z) ER3: a2 92 <1~ 24}

Losung: Sei M die oben angegebene Menge. Wir formen die Ungleichung nach x um. Sei
dazu c, = (1 - %)

M= { (z,y,2) € R \/ 2 <z <ye2—-y2 (y,z :

,¢(y,)
M={(y,2) eR*: 2 —y* >0} ={(y,2) ER*: —¢c; <y<c.,z€[-22]}

Wir nutzen nun (die Folgerung des Satzes von) Fubini zweimal, um das Volumen zu berech-
nen:

¢(ya 2 Cz 2 Cz
/ 1d(z,y, 2 / / 1dzd(y, z) = 2/ o(y, z)dydz = 2/ / V2 — y2dydz.
—2J—cy —2J—cy

Das innere Integral ldsst sich mit Hilfe der Substitution y = ¢, sinw und wegen

/ cos®(u)du =

berechnen (letzteres folgt aus partieller Integration, siche Vorlesung),

(sin(u) cos(u) +u) + C

N[ —

2 Cy
2 / / V2 —y?dydz = / / cos? (u)dudz
—2J—c; 3

= 7T/ c2dz
-2

Bemerkung: Es ist nicht sinnvoll, die Ungleichung, die die Menge M definiert, nach z um-
zuformen, weil man dann eine Funktion mit “doppelter Wurzel” integrieren miisste.

Alternative Losung: Mit Zylinderkoordinaten und dem Transformationssatz (siehe letzte Vor-
lesung): Hierfiir betrachte man die Abbildung;:

d:R> = R3: (r,¢,h)T — (rcosp,rsing, h)’

Die Einschrinkung @[ «)x (0,2r)xr ist ein Diffeomorphismus mit |det 5 (T ¢ 0 (ryo,h)| =r
(dies folgt einfach aus dem Wissen, dass die Kugelkoordinaten einen Diffeomorphismus auf
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R? darstellen, siche Vorlesung und dem Entwicklungssatz fiir Determinanten). Somit erhalten
wir mit Hilfe des Transformationssatzes

/ W(y2) = [ 1det g2 (o mldr o) = [ o).
o(2—H(M)) -1(M) -1 (M)

Da @ Y(M) = {(r,¢,h) eR3: 0<r <1-— —,qﬁ € [0,27]}, erhalten wir also mit dem Satz
(der Folgerung) von Fubini, dass

2
1—2-
/ rd(r, ¢, h) =/ / " rdrd(e, h) / / 1— —)?d¢dh.
®—1(M) [0,27]x[—2,2] Jo [—2,2] /[0,27]

Die restliche Rechnung ist identisch mit den letzten zwei Gleichungen in der ersten Variante.
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Aufgabe 4 (15 Punkte). Betrachten Sie die Funktion
g(z,y) =V " + 3y + 2% —1

definiert von R? nach R.

(1) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung Ty 2(z, y) an der Ansschlussstelle (z,y) =
(0,0). Was lédsst sich iiber den Fehler

R=g—-Tg2

aussagen?

(2) Zeigen Sie, dass die Gleichung g(z,y) = 0 lokal um jeden Punkt (x,y) = (a,b) nach y
auflosbar ist. Gilt diese Aussage auch, wenn man g durch das Taylorpolynom aus dem
ersten Aufgabenteil ersetzt?

Lésung: (1) Die partiellen Ableitungen von g sind
DYOg(x ) = =¥ + 22, DOVg(z,y) = eV + 3,
und die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind
D(2’O)g(z,y) =e¥r 4+ 2, D(l’l)g(:c, y) = —e¥7 %, D(O’Q)g(x, y) =7,
Deshalb ist das Taylorpolynom gegeben durch
Tyo(x,y) = Z Def(0, 0)%xa1y°‘2 =—x+4y+ §x2 —xy + %yz.

a!l 2
|| <2

(Das Taylorpolynom kann man auch direkt mit Hilfe der Potenzreihe der e-Funktion ablesen.)

Da g zweimal stetig differenzierbar ist, gilt fiir den Fehler limy_,q ||]|%}EI}|2 L=
2
(2) Da
(0,1) dg —z
D™ f(wvy):@(x7y):ey _|_37£0

fiir alle (x,7) € R? und da g stetig differenzierbar ist, ist nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die Gleichung g(z,y) = 0 an jeder Stelle (a, b) mit g(a,b) lokal nach y auflosbar,
d.h. es existiert eine offene Kugel B.((a,b)) so dass fiir alle (z,y), (z,9) € B:((a,b)) folgt,
dass y = 7.

Es gilt ag‘;’? (z,y) =4 — 2+ y =0 genau dann wenn y + 4 = z. Setzen wir dies in T, ein,

so erhalten wir

3 1
3y—4+§(y2+8y+16)—(y+4)y+§y2=y2+11y+2020

Die Nullstellen sind y = =131 An den Stellen

-3+ 41 —11++/41
2 ’ 2

(

)

ldsst sich der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwenden (tatséchlich gilt, dass die Glei-
chung an dieser Stelle nicht nach y aufésbar ist.)
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Aufgabe 5. (15 Punkte) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, wobei X kompakt
sei. Zeigen Sie, dass eine bijektive und stetige Abbildung

f: X—=>Y

eine stetige Inverse hat.

Loésung: Nach der Charakterisierung der Stetigkeit iiber abgeschlossene Mengen geniigt es
zu zeigen, dass fiir jede abgeschlossene Menge A C X folgt, dass das Urbild von A unter
f~! eine abgeschlossene Menge in Y ist ﬂ Dieses Urbild ist aufgrund der Bijektivitéit gleich
f(A). Nun ist A kompakt, als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge X. Deshalb
ist f(A) kompakt, weil f stetig ist. SchlieBlich ist f(A) abgeschlossen, weil jede kompakte
Menge abgeschlossen ist.

Alternative: Sei (yp )nen eine Folge in Y, die gegen y € Y konvergiert. Da f bijektiv ist, gibt es
zu jedem Folgenglied y,, ein Element z,, € X mit f(x,) = yn, n € N und genauso existiert x €
X mit f(x) = y. Da X kompakt ist, folgt (aufgrund der Aquivalenz zu Folgenkompaktheit),
dass jede Teilfolge von (z,)nen eine konvergente Teilfolge hat. Wir behaupten, dass die
jeweiligen Grenzwerte dieser Teilfolgen von Teilfolgen gleich x sein miissen. Wire dies nicht
der Fall, so géibe es eine Teilfolge (zy, )ken mit Grenzwert z # x. Dann wiirde, wegen der
Stetigkeit von f, die Bildfolge (f(zn, )ken gegen f(z) konvergieren. Aufgrund der Bijektivitét
von f gilt dann aber f(z) # f(x) was im Widerspruch zur Konvergenz der Folge (yn)nen
steht.

Wir haben also gezeigt, dass jede Teilfolge von (z,),en eine gegen = konvergente Teilfolge
besitzt. Dies impliziert aber, dass (2, )nen selbst konvergent gegen x sein mus

2Beispiel 1.41
3(dies wurde in der Ana 1 fiir Folgen von reellen Zahlen gezeigt und iibertragt sich direkt auf Folgen in
metrischen Rdumen mit Hilfe des Umstands, dass

i S r = d(xn,z) >0 (n— o0)
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Aufgabe 6. (10 Punkte) Sei f : D C R? — R? total differenzierbar an einer Stelle x € D
und seien die Richtungsableitungen

o=(2). o= (3

fiir die Richtungen v = (1,1)7 und w = (0, —1)” gegeben.

Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix %(x) an der Stelle x sowie die Richtungsableitung

of
o (x)

in Richtung o = (4,3)7.

Loésung: Da f total differenzierbar ist, ist

L Of
= 5y X)) =5 (x) v

eine lineare Abbildung. Wir stellen nun die bendtigten Richtungsvektoren mit Hilfe von v

und w dar:
1 =v+w = —w —4(v—|—w)—3w 4v—|—w
0 ’ 1 " \3

Somit erhalten wir fiir die Jacobi-Matrix und die gesuchte Richtungsableitung:
af _(Of 1
ax“—( <X(> 2 (1))
= 7f X
8w ow
(240 =0 2
- \1+3 -3 4 —3 ’
“2+0 8
4 1+3 7

I (),

of
%(X) =
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