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Vorwort

Das vorliegende Skript ist als Begleittext fiir die Vorlesung ,,Mathematik I — IV gedacht,
die an der Universitdt Hamburg turnusméfig fiir Studierende der mittleren Lehrdmter
gehalten wird.

Das Skript ist kein Ersatz fiir die Vorlesung. Es ist knapp, aber mathematisch vollstéandig
in einer Weise abgefafit, wie es bei mathematisch—wissenschaftlichen Texten iiblich ist.

Bei der Vorbereitung auf das Examen wird diese Konzentration auf das Wesentliche als
Vorteil empfunden werden. Der Anfénger wird sich hingegen erst daran gewhnen miissen,
dal man mathematische Texte nicht ,lesen“, sondern nur Symbol fiir Symbol und Aus-
sage fiir Aussage ,,durchbuchstabieren“ kann, wobei immer wieder auf frither erarbeitete
Zusammenhinge zuriickzugreifen ist (hierzu dienen die Vermerke in der Kopfleiste der
Textseiten).

Das Erarbeiten mathematischer Zusammenhénge erfordert hochste Konzentration und
sehr viel Geduld, wenn es zu wirklichem Verstédndnis fithren soll. Man muf§ immer wieder
damit rechnen, dafl man fiir das Verstehen einer Textseite ldnger braucht als erwartet,
und so mancher Abschnitt mufl mehrfach durchgearbeitet werden.

Deshalb kann auf den Besuch der Vorlesung auch nicht verzichtet werden, weil die mathe-
matischen Zusammenhénge im Vortrag mit einer anderen Eigendynamik geboten werden
als im Text. So wird der Verstédndnisprozess in der Vorlesung z.B. auch durch das Set-
zen besonderer Schwerpunkte und das Aufzeigen von Querverbindungen wie durch das
Beantworten von Fragen vorangebracht.

Da in der Mathematik alles aufeinander aufbaut, wird eine griindliche Nacharbeit jeder
Vorlesungsstunde dringend empfohlen. Uberdies gilt fiir die vorlesungsfreie Zeit ein noch-
maliges intensives Durcharbeiten der gesamten Vorlesung als unverzichtbar.

Durch die gesetzlich verankerte Priifungsordnung fiir Studierende der Lehramter ist der
Vorlesungsstoff recht deutlich festgelegt:

Es ist in der Vorlesung Mathematik I — IV moglichst weitgehend der mathematisch—
wissenschaftliche Hintergrund fiir die Schulmathematik bis hin zur zehnten Klasse des
Gymnasiums zu entwickeln.
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Die Diskrepanz zwischen Schulmathematik und wissenschaftlicher Mathematik wird von
Studienanfangern oft schmerzlich wahrgenommen. Gleichwohl wird empfohlen, sich auf
die Anforderungen positiv einzustellen.

Schlielich darf man sich von diesem Studium der Mathematik erhoffen, im Umgang mit
Mathematik ein solches Niveau zu erreichen, dafl man die fachliche Seite des Lehrerdaseins
mit Leichtigkeit bewiltigt. Es macht Sinn, von einem Lehrer zu erwarten, daf§ er sein
Fachgebiet aus der Vogelperspektive beherrscht.

In der Mathematik begegnet man einer der groflartigsten und besténdigsten aller mensch-
lichen Kulturleistungen, die ihren Anfang vor mehr als fiinftausend Jahren nahm und
die heute lebendiger denn je gerade aufgrund ihrer fortschreitenden Abstraktheit in den
verschiedensten Bereichen unseres Daseins eine erhebliche Rolle spielt.

Zugleich hat die Mathematik auch eine sehr ausgepréigte dsthetische Komponente, die sich
aber erst im direkten Umgang mit ihr erschlief3t.

Weil man die Mathematik nur durch Uben erlernen kann, wie die Erfahrung zeigt, ist es
auBerordentlich wichtig, alle parallel zur Vorlesung angebotenen Ubungen mit Intensitét,
Einsatzfreudigkeit, Geduld und Beharrlichkeit gewissenhaft zu bearbeiten.

Das Skript wurde mit dem mathematikbezogenen Textsetzsystem IXTEX auf Computer-
basis erstellt. Die miihevolle Arbeit des Setzens hat Frau D. GLASENAPP mit bewun-
dernswerter Geduld hervorragend ausgefiihrt. Ihr gebiihrt mein besonderer Dank.

Hamburg, im Frigahr 2002 E. M. S.
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1.1 1
1. REELLE ZAHLEN

Die reellen Zahlen sind wohlbestimmte Objekte unseres Denkens. Thre Gesamtheit werde
mit R bezeichnet. In der Schule haben wir gelernt, daf§ man sich R als ,, xz—Achse“ oder
»Zahlengerade® in der Ebene gegeben denken kann, wobei jede einzelne Zahl einen Punkt
reprasentiert. Im folgenden werden Eigenschaften von R angegeben, die fiir alles weitere
als grundlegend zu betrachten sind:

A. Grundgesetze des Rechnens

Sind a, b reelle Zahlen — wir schreiben dafiir kurz ,a,b € R, gelesen: ,,a,b aus R“ — so
ist die Summe a + b und das Produkt «a - b jeweils eine wohlbestimmte reelle Zahl.
Fiir a, b, c € R gilt:

(R1) Kommutativgesetze: a +b=b+a, a-b=">-a.

(R2) Assoziativgesetze: a + (b+c¢)=(a+b)+¢, a-(b-c)=(a-b)-c.

(R3) Distributivgesetz: a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢).

(R/) Existenz neutraler Elemente: Fs gibt zwei verschiedene Zahlen 0,1 € R mit
O+x=2x und 1-x=uxa firallex e R.

(R5) Existenz negativer Elemente: Zu jedem x € R gibt es ein y € R mit x +y = 0.

(R6) Existenz inverser Elemente: Zu jedem x € R mit x # 0 gibt es ein z € R mit
r-z=1.

Hierbei erfiillt das Gleichheitszeichen ,,=* fiir a,b,c € R die Bedingungen

(Rf) Reflexivitit: Es gilt a = a,

(Sy) Symmetrie: Aus a =b folgt b = a,

(Tr) Transitivitét: Aus a =b und b = ¢ folgt a = c,

und die ,, Wohlbestimmtheit* von ,+“ und ,,-“ beinhaltet die Giiltigkeit von

(W) Sind a,b,c,d € R mita=0bundc=d, soista+c=b+dunda-c=>-d.

B. Weitere Rechenregeln

1. Statt ,fiir alle® schreiben wir im weiteren auch kurz ,V¢. Statt ,es gibt“ oder ,es
existiert” schreiben wir auch kurz ,3%. Das Zeichen ,,:=* wird gelesen als ,jist definiert
durch®, und ,, < “ steht fiir ,, genau dann, wenn*.

2. Die Zahlen 0,1 sind durch (R1) und (R4) eindeutig festgelegt, denn ist 0/ € R mit
Viz=zVeeR soist=0+0 "2 0+0=0,undist ' e Rmit -z =2 ¥z € R,
soist /= 1-1"®) 1.1 = 1. Wir bezeichnen 0 als Null und 1 als Eins.

3. Wir setzen a + b+ ¢ := (a + b) + c und ab := a - b sowie abc := (a - b) - ¢ fiir a,b,c € R,

verfahren mit Notationen also , wie iiblich®.

4.Sind z,y,y ERmit c+y=0=z+y/,s0isty/ =y +0 =9+ (z+y) (2 (Y +z)+y =
0 4+ y = y. Demnach gibt es zu x € R genau ein y € R mit x + y = 0. Man notiert y als
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—z und nennt —z das Negative von x. Wegen (—x) + 2z = 0 ist = das Negative von —z,

d.h. es ist
—(—x)=x VzeR

Wegen (a +b) + ((—=b) + (—a)) = 0 ist

—(a+b)=(-a)+(-b) Va,beR.
Man setzt z —x :=z + (—x) V z,z € R und nennt z — z die Differenz von z und x.
5. Zu a,b € R gibt es genau ein x € R mit a + x = b, namlich x := b — a.
Tatséchlich ist a+(b—a) = a+(b+(—a)) = a+(—a)+b=0+b=b,und aus a+z = a+vy
mit y € R folgt —a+ (a + ) = —a + (a + y) und daraus = = y.

6. Esist x-0=0 VzelR

Denn wir haben z-0+0 = z-0 = z-(040) (& z-04+2-0 und damit 0 = z - 0 gemaf 5.

Insbesondere gibt es kein y € R mit 0-y = 1.
7. Esist (—a)-b=—(a-b) und (—a)-(-b)=a-b VabeR.

(R

Denn aus 0 =0-b= (a+(—a))-b D bt (—a) - b folgt die erste Gleichung und daraus

mit (R1)und 4. auch die zweite.

8. Esist a-(b—c)=a-b—a-c Va,bceR

wegen ac + [a - (b+ (—c¢))] = ac + ab — ac = ab.

9. Sind z,y,y € R mit zy = 1 = xy/, so folgt x,y,y # 0 geméB 6) sowie vy = ¢’ -1 =
y - (x-y) (2 (v -x)-y=1-y=1y. Nach (R6) gibt es deshalb zu z € R mit = # 0 stets

genau ein y € R mit 2 -y = 1. Man notiert y als 7! und nennt 2! das Inverse von z.

Wegen 71 -z = 1 ist
x=(x1H"1 Vel

wobei R* die Menge der von Null verschiedenen reellen Zahlen bezeichnet.

Sind z,y € R*, soist (x-y) - (y~'-z71) (2 (zy) -y~ -2t (2 (x-(yy™h) a7t =

(z-1)-z'=z-27'=1+#0, dh. es gilt:

Sind x,y € R*, so ist z - y € R* mit
(x-y)l=yloxL

Man setzt z/x = % = z-27" fir € R und z € R* und nennt z/r den Quotienten

von z und z oder auch den Bruch mit z als Zéhler und mit x als Nenner.

Esist 271 = 1/x Vo € R*.

Mit +,—, -,/ haben wir nun die sogenannten vier Grundrechnungsarten Addition,

Subtraktion, Multiplikation und Division vor Augen.

10. Zu a € R* und b € R gibt es genau ein z € R mit a -z = b, nimlich z = b/a = a™* - b.

1

Tatséchlich ist a - (a™'b) = b, und aus a -z =a-ymit y e Rfolgt a™'-a-z=a"'-a-y

und damit x = y.

11. Fiir a,c € R und b,d € R* gelten die Regeln

(i) %zg & ad = be,
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.y a  ¢c_a+c a ¢ _ ad+bc
(111)b+b— b b+d_—bd ,

denn es gilt (a-b™' = c-d™' & bd-ab™! =bd-cd™' & ad=bc)sowiel ™' =1, abted™! =
ac- (bd)™, adb = bda, (b/d)-(d/b) =1, a-br*+c-b'=(a+c)-b7t a/b+c/d=
ad/bd + be/bd = (ad + be) /bd.

12. Wir sehen, daB die Regeln (R1)— (R6) eine ganze Reihe weiterer Konsequenzen haben,

die sich allein durch logische Deduktion beweisen lassen, ohne weitere Voraussetzungen
zu benutzen. Diese Art des Vorgehens ist typisch fiir Mathematik.

Die Frage, ob man aus (R1)— (R6) alles beweisen kann, was man iiber R weif}, ist allerdings
zu verneinen. Wir werden namlich abstrakte Rechenbereiche, sogenannte ,,Zahlenkorper®
oder kurz ,, Kérper® (im Sinne von ,, Korperschaft®, nicht im Sinne von ,,réumliches Gebil-
de®) kennenlernen, wo die Regeln (R1) — (R6) gelten, ohne daf es sich um reelle Zahlen
handelt.

Was noch fehlt, um alle Eigenschaften der reellen Zahlen beweisen zu kénnen, sind Aus-
sagen iiber Anordnung und Vollstindigkeit. Dabei bezieht sich der Begriff ,, Anord-
nung“ auf die Kleiner—Gleich—Relation ,,<*, wahrend die , Vollstandigkeit®“ sicherstellt,
dafl die Zahlengerade keine , Liicken* hat, wie wir sehen werden

C. Grundgesetze der Anordnung

Es gibt gewisse reelle Zahlen, die als ,,positiv“ bezeichnet werden. Die Gesamtheit dieser
positiven reellen Zahlen werde mit R bezeichnet. Es gelten die Regeln

(A1) Ist a € R, so ist entweder a = 0 oder a € R oder —a € RY..
(A2) Sind a,b € R, so sind auch a+b, a-be R?.
D. Weitere Anordnungsregeln

13. Fiir a,b € R setzen wir

a<b (,akleiner b*) , falls b—acRY,
a<b (,akleinergleich b“) , falls a < boder a =20,
a>b (,agroferb®) , falls b<a,
a>b (,agrofergleich b“) , falls b<a,

p o a , falls 0<a,
lal ,Betrag von a*) = { —a . falls a<O0

FiraeRgilt: aeR} & 0<a.
Eine Zahl a € R heifit negativ, falls @ < 0 und damit —a € R ist.

Sind a,b,c € R, so bedeute a < b < ¢, daB a < b und b < ¢ gilt. Entsprechend verfahren
wir mit den Symbolen =, <, >, > und analog auch fiir mehr als drei Zahlen.

14. Fiir a,b € R gilt entweder a > b oder a = b oder a < b
Denn wegen (A1) haben wir entweder 0 < a —b oder 0 = a—boder 0 < —(a—0b) = b—a.
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15. Sind a,b,c € R mit a < b und b < ¢, so ist a < c.

Denn aus 0 < b—aund 0 < ¢ — b folgt 0 < (b —a) + (¢ — b) = ¢ — a geméaf (A2).

16. Sind a,b,c € R mit a < b, so ist a +c < b+ c.

Denn aus a < b folgt 0 <b—a = (b+c¢) — (a+ ).

17. Sind a,b,c € R mit a < b und ist 0 < ¢, soista-c<b-c.

Denn aus a < bund 0 < ¢ folgt 0 <b—aund 0 < (b—a) - ¢ = bc — ac gemaB (A2).

18. Sind a,b, € R mit a < b und ist ¢ <0, so ista-c>b-c.

Denn aus a < bund ¢ < 0 folgt 0 <b—aund 0 < (b —a) - (—c) = —bc + ac gemiB (A2).
19. Ist x € R mit © # 0, so ist 2® .= x - x € R%. Insbesondere ist 1 =1-1 € R*.

Denn mit (A2) folgt: Ist 0 < z, so gilt 0 < x -z, und ist 0 < —z, so gilt
0<(—2) (—x)==x-x.

20. Sind a,b € R%. mita <b, so gilt 0 <b™' <a™t

Denn wire b=! > a7 !, so ergiibe sich a = b=! - ab 127 a~!'-ab = b, und im Falle b= < 0
hétten wir 1 = b- b~ ! 1§7'b-O:Oim Widerspruch zu 19.

21. Fira,beR gilt: a <b & —a > —b.

Denn esist 0 <b—a = (—a) — (-b) < 0<(—a)—(-b).

22. Sind a,b,c,d € R mita <bundc<d, soista+c<b+d.

Denn mit 16. folgt a +c < b+c < b+ d.

23. Sind a,b,x,y e R mita <x <bunda<y<b, soist|r—y|<l|a—Dbl.

Denn mit 16. und 21. folgt r —y <b—y <b—asowiey —x <b—2x <b—a.

24. Sind a,b € R* mit a <0, so ist (a-b>0 < b<0.)

Denn geméaf 18. fithrt b > 0 bzw. b< O aufa-b<a-0=0bzw. a-b>a-0=0.

25. Fiir a,b e R gilt 0<|a|=|—a| und |a|-|b]=|a-0b|.
Denn fiir 2,y > 0ist || =2 = —(—2z) = | — x| und |z| - |y| = -y = |z - y|, also auch
[ —al-lyl=2-y=[(=2) - ylud | —z|-| —y| =z -y =[(=2) - (=y)].

26. Fiir a,b € R gilt a < |a| und —a < |a| sowie |a + b| < |a| + [b].

Denn definitionsgeméf ist a < |a] und —a < |a|, also a + b 2% la| + [b] und —(a + b) =
(—a) + (=b) < |al + ]|

27. Fiir a,b € R gilt ||a| — ||| < |a —b].

Denn nach 26. ist |a| = |(a —b) +b| < |a —b| + |b], also |a| — |b|] < |a — b und damit auch
o] — la] < |b—a| = |a—b|.

28. Wenn wir uns R auf der Zahlengeraden vorstellen, so bedeutet a < b, dal a links von
b liegt, und |a — b| beschreibt den Abstand von a und b.

Wir setzen 2:=1+1, 3:=2+1,4:=3+1,5:=4+1,6:=5+1, 7T:=6+1, 8:=
74+1, 9:=8+1, 10:=9+1 und lesen diese Symbole wie iiblich. Geméaf$ 16. gilt dann
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0<1<2<3<4<d<bgc7T<8<9<10.
29. FiraeRist2-a=(1+1)-a=a+aund (-1)-a = —a.

30. Sind a,b € Rmit a < b, so gilt 2a =a+a <a+b<b+b=2b Fir m:=3(a+0b)
impliziert dies 1
a<m<b und |a—m|=3[a—>bl=|m—b.
Man nennt m = $(a + b) die Mitte von a und b.

Wie wir sehen, gibt es zwischen je zwei reellen Zahlen immer noch eine weitere reelle Zahl,
d.h. keine zwei reellen Zahlen sind ,,benachbart®.

E. Teilmengen von R

31. Ganz allgemein verstehen wir unter einer Menge eine Zusammenfassung von wohlbe-
stimmten und wohlunterschiedenen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung
zu einem Ganzen. Dabei bedeutet ,,wohlbestimmt“, daf fiir jedes Objekt feststeht, ob es
zur Menge gehort oder nicht.

Unsere Sprache kennt Mengenbildungen. Z.B. redet man von einer Schafsherde, von einem
Taubenschwarm, von einem Wolfsrudel, von einer Menschenmenge.

Die zu einer Menge zusammengefafiten Objekte werden Elemente der Menge genannt.
Statt ,x ist Element der Menge M “ schreiben wir ,o € M* oder ,M > z* und sagen ,x
(ist) aus M“ M enthdilt x*, oder dhnliches.

Statt ,y ist kein Element der Menge M* schreiben wir ,,y ¢ M* oder ,M Z y* und sagen
»y (ist) micht aus M“, | M enthdlt y nicht*, oder d&hnliches.

Wir veranschaulichen Mengen gern als Flachenstiicke der Ebene und sprechen dann von
einem ,, Mengendiagramm®*:
Yy
M reM, y¢ M.

Eine Menge 148t sich angeben durch Aufzihlen der Elemente (falls es nicht zu viele sind).
So ist {2,3,5} die Menge aus den Elementen 2,3,5; es ist 5 € {2,3,5} und 4 ¢ {2,3,5}.
Man kann auch einelementige Mengen bilden, etwa {3}; allgemein geht man hierbei von
x # {x} aus (was x auch sein mag); jedoch ist = € {x}.

Meistens wird eine Menge mit Hilfe einer definierenden Aussage in der Form {z|B(x)}
notiert, gelesen , Menge aller Objekte x, fir welche die Aussage B(x) erfullt ist“ oder
kurz , Menge aller x mit B(x)“. Ist B(x) die Aussage: ,z ist ein Mensch, der sich z.Zt. in
diesem Horsaal befindet“, so ist {z|B(z)} die Menge der hier z.Zt. anwesenden Personen.

Wenn B(z) entsprechend gewihlt wird, kann es passieren, daf {z|B(z)} kein Element
hat; dann wird {z|B(x)} als leere Menge bezeichnet, in Zeichen: {z|B(z)} = 0.
Beispiel: Es ist {z|z # 2} = 0.

Wenn A, M Mengen sind und wenn jedes Element von A zugleich auch Element von M
ist, dann wird A eine Teilmenge von M genannt, in Zeichen: A C M oder M O A, auch
gelesen: , A ist enthalten in M*“ oder ,M enthdilt A“.
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Z.B.ist {2,3} €{2,3,5} und {5} C {2,3,5}.
Fiir jede Menge M gilt M C M.

Zwei Mengen L, M heiflen gleich, in Zeichen: L = M, wenn L C M und M C L gilt.
Aufgrund dieses Gleichheitsbegriffes gibt es nur eine leere Menge: @), und fiir beliebige
Mengen L, M, N gilt:

A A
hC M.
M =M. ACM:
Aus L = M folgt M = L.
Aus L = M und M = N folgt L = N. M AL M: M

Eine Menge M heifit nichtleer, wenn sie wenigstens ein Element enthélt.

Wenn A, M Mengen sind, dann gilt: A ist genau dann keine Teilmenge von M, in
Zeichen: A € M oder M 2 A, wenn A wenigstens ein Element enthélt, das nicht zu M
gehort.

Sind A, M Mengen mit A C M und A # M, so schreiben wir A C M oder M D A und
nennen A eine echte Teilmenge von M.

7.B.ist {1,2} ¢ {2,3,5} und {2,3} C {2,3,5}.

Aus einer gegebenen Menge M wird eine Teilmenge oft durch Angabe einer einschrénken-
den Aussage festgelegt. So ist {z € M|B(x)} die Menge aller derjenigen Elemente von
M, die die Bedingung B(z) erfiillen, gelesen auch als ,, Menge aller x aus M mit B(x)*.

Z.B.ist {x € R | x # 0} die Menge R*, und {z € R | x > 0} ist die Menge R*.
32. Wir setzen fest: Es sei
Ry ={zeR|z>0}, R_o:={zeR|x2<0}, R :={zeRjz<0}.
Sind a,b € R mit a < b, so heifit
[a,b] :={z € R | a <x < b} abgeschlossenes Intervall,
[a,b] :={x € R | a <z < b} (nach rechts) halboffenes Intervall,
la,b] :={x € R | a <z <b} (nach links) halboffenes Intervall,
Ja,b] :={x € R | a < x < b} offenes Intervall,
jeweils mit den Randpunkten a,b und der Lédnge b — a. Wir setzen auflerdem
[a,00[ :={x € R | a <z},
Ja, 0 :={r €R |a<z}
| —o0,a]l i ={zeR |z <a},
| —o0,a] ={reR |z <a}

fiir @ € R und bezeichnen diese Mengen als uneigentliche Intervalle. Hierbei wird das
Symbol ,,00* als ,, Unendlich® gelesen.

Eine beliebige Teilmenge von R kann aus Einzelpunkten und vielen Intervallen bestehen,
d.h. ein einzelnes Intervall von R ist eine Teilmenge von einem sehr speziellen Typ.
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F. Die Vollstiandigkeit von R

33. Sind A, B nichtleere Teilmengen von R, so bedeute A < B, daf} jedes Element von A
kleiner ist als jedes Element von B. Auf dem Zahlenstrahl bedeutet dies, dal A links von
B liegt und dafl die Elemente von A und B sich nicht ,,durchmischen*.

A
T T t B

Ist A eine nichtleere Teilmenge von R und ist ¢t € R, so bedeute A < ¢, dafl x < ¢ fiir jedes
xr € Aist, und s < A, daB s < x fiir jedes v € A gilt.

S //i\ t

O O

Zu vorgegebenem A existieren solche Zahlen s,¢ nicht unbedingt. Denn gébe es zu R,
ein t € Rmit Ry <t sowire 1 <t alsot € R, und damit ¢ + 1 € R,. Dann miifite
t+ 1 <t sein, was offenbar falsch ist. Da die Annahme R, <t zu einer falschen Aussage
fithrt, kann sie nicht giiltig sein. Ebenso findet man zu R_ kein s € R mit s <R_.

Wenn es zu einer nichtleeren Teilmenge A von R eine Zahl ¢ € R mit A < ¢ gibt, dann
sagt man, A ist nach oben beschrinkt, und nennt ¢ eine obere Schranke von A.
Ebenso sagt man, A ist nach unten beschrinkt, wenn es ein s € R mit s < A gibt,
und dann heifit s eine untere Schranke von A.

Ist z.B. A = [3,5], so sind 5,6, 7 obere Schranken von A, und 1,2 sind untere Schranken
von A. Natiirlich kann man noch viel mehr Schranken angeben, denn offenbar ist [5, 00|
bzw. | — 00, 3] die Menge aller oberen bzw. unteren Schranken von A.

34. Die Vollstindigkeit von R besteht in der Giiltigkeit der Aussage

(V) Sind A, B nichtleere Teilmengen von R mit A < B, so gibt es eine ,Trennzahl® t € R
mit A<t undt<B.

FEinfache Beispiele: Fiir A :=[1,2] und B := [4,5] kann man ¢ := 3 wéhlen. Fiir A :=[1, 2]
und B :=|2, 3] ist nur ¢ := 2 moglich, und fiir A := R* und B = R ist nur ¢ := 0 moglich.

G. Konsequenzen der Vollstindigkeit von R

35. Satz. Ist A eine nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von R, so hat A eine
kleinste obere Schranke. Diese wird das Supremum von A genannt und mit sup A
bezeichnet.

Beweis: 1) Wenn es ein t; € A gibt mit A < ¢y, dann ist ¢; < ¢, fiir jede obere Schranke
ty von A wegen t; € A. Also ist t; die kleinste obere Schranke von A.

2) Es sei B die Menge aller oberen Schranken von A, und es gelte A < B. Wegen (V) gibt
eseint € Rmit A <tundt < B, und wegen A <t ist t € B. Wegen t < B ist ¢ dann
die kleinste obere Schranke von A. O

36. Satz. Ist A eine nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von R, so hat A ei-
ne groflite untere Schranke. Diese wird das Infimum von A genannt und mit inf A
bezeichnet. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von 35.
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37. Ist A eine nichtleere Teilmenge von R und existiert sup A, so wird sup A im Falle
sup A € A auch das Maximum oder das gréofite Element von A genannt, und man
schreibt auch max A statt sup A.

Ebenso wird inf A, falls vorhanden, im Falle inf A € A das Minimum oder das kleinste
Element von A genannt, und man schreibt dann auch min A statt inf A.

inf A /?\ sup A

| =max ]2,3] =3, inf]2,3] =2,
=2, max R_ =0, inf]a,oc0l=a.

Beispiele: inf RY =0, sup R* =0, sup |2,3
min |2, 3] existiert nicht, min [2, 3]
38. Satz. M sei eine nichtleere Teilmenge von R derart, daf fir x,y € M mit x > y stets
x —y > 1 1st. Dann gilt:
a) Hat M eine obere Schranke in R, so hat jede nichtleere Teilmenge von M ein griftes
Element.
b) Hat M eine untere Schranke in R, so hat jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes
Element.

Beweis: Es sei A C M mit A # (), und M habe eine obere Schranke in R. Dann hat auch
A eine obere Schranke in R, und nach 35. existiert ¢ := sup A. Es gibt ein u € A mit
t — 1 < u, denn sonst wire A <t — 1 und damit ¢ # sup A. Fiir jedes v € A gilt v < ¢
und damit auch v < u, denn sonst wiare t — 1 < v < v < t und damit v — u < 1 geméf
23. im Widerspruch zur Definition von M. Dies bedeutet nun ¢t = u € A. Damit ist a)
gezeigt, und b) ergibt sich analog. O

2. NATURLICHE ZAHLEN

Im Bereich der reellen Zahlen sollen jetzt die natiirlichen Zahlen mit ihren grundlegenden
Eigenschaften bestimmt werden.

A. Z&ahlabschnitte

1. Eine nichtleere Teilmenge M von R heif3t Zdhlabschnitt, wenn gilt:
(Z1) M hat ein kleinstes und ein grofites Element. Es ist min M = 1.
(Z2) Sind x,y € M mit x >y, soistx —y € M.

Man verifiziert sofort, daf 1 := {1}, 2 := {1,2}, 3 := {1,2,3}, 4 := {1,2,3,4}, ...,
9 :={1,2,...,9} Beispiele fiir Z&hlabschnitte sind. Als Konsequenz aus (Z2) und 1.38.
notieren wir auflerdem:

Jede nichtleere Teilmenge eines Zihlabschnitts hat ein kleinstes und ein grifites Element.

2. Ist M ein Zdhlabschnitt mit n = max M, so gilt:
(i) Ist x € M, soist (n+1) —x € M.
(11) Ist x € M mit x <n, soistx+1¢€ M.

(22)
Beweis: (i): Esist (n +1)—1 € M. Ist x € M mit x > 1,soist x —1 € M und

n>xr>x—1also (n+1)—z=n—(r—1) € M gemiB (Z22).
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(22) (%)
(ii): Wegen z <nistn—z € Myalsox+1=(n+1)—(n—2z) € M. O

3. Ist M ein Zihlabschnitt mit n = max M und wird M aus M durch Hinzunahme der
Zahl n+ 1 gebildet, so ist M ein Zihlabschnitt mit M C M™* und mit n+1 = max M.
Demnach gibt es zu jedem Zihlabschnitt einen weiteren Zdhlabschnitt.

Beweis: Firz e Mist 1 <z <n<n+1,dh esist 1l =minM* und n+1=maxM™.
Wegen 2.(i) und (Z2) gilt auBerdem = —y € M* fiir x,y € M mit x >y. O

4. Sind L, M Zihlabschnitte mit max L < max M, so ist L C M.

Beweis: Es sei R := {x € Llx ¢ M}. Ware R # (), so hétte R als Teilmenge von L ein
kleinstes Element r. Wegen 1 ¢ R wére 1 < r,alsor—1€ Lundr —1 € M (denn im
Falle r — 1 ¢ M wére r in R nicht minimal). Mit 7 — 1 < max L < max M und 2.(ii)
ergibe sich nun r = (r — 1) + 1 € M im Widerspruch zu r € R. Demnach ist R = () und
damit L C M. O

5. Sind L, M Zihlabschnitte mit max L = max M, so ist L = M.
Denn mit 4. folgt L € M und M C L.

Demnach ist jeder Zdhlabschnitt durch sein Maximum festgelegt.

B. Grundeigenschaften natiirlicher Zahlen

6. Eine reelle Zahl heifit natiirliche Zahl, wenn sie wenigstens einem Zahlabschnitt
angehort. Die Menge aller natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet.

7. Es gilt 1 € N und 1 < x fiir jedes v € N.

Denn {1} ist ein Z&hlabschnitt, und zu = € N existiert ein Zahlabschnitt M mit 1,2 € M
und 1 < z.

8. Ist v € N, so ist auch x +1 € N.

Denn zu x existiert ein Zihlabschnitt M mit z € M, und dann ist z +1 € M+ wegen
2(ii) und 3., also z + 1 € N gemaf 3. .

9. Sind x,y € N mit x >y, soistx —y € N.

Denn es gibt Zahlabschnitte L, M mit x € L und y € M, und nach 4. gilt L C M oder
M C L, also z,y € M oder z,y € L. Mit (Z2) fiihrt dies auf die Behauptung.

10. Minimumprinzip. Fs ist 1 = min N. Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein klein-
stes FElement.

Dies folgt aus 7., 9. und 1.38.b).

11. Maximumprinzip. Ist A C N mit A # () und existiert eint € R mit A <t, so hat
A ein grifites Element.

Dies folgt aus 9. und 1.38.a). Da N nach 8. kein grofites Element hat, fithrt 11. auf
12. Prinzip des Archimedes. N besitzt keine obere Schranke in R.

13. Istm € N, so ist m := {x € Nlx < m} ein Zihlabschnitt. Ist M ein Zihlabschnitt mit
max M = m, so ist M = m.

Denn nach 7. und 9. ist m ein Zahlabschnitt mit max m = m, und mit 5. ergibt sich dann
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M =m.
14. IstmeN, soist{reN|m<z<m+1}=0.

Denn gébe es ein z € N mit m < x < u fiir u := m + 1, so héitten wir u —x < 1 geméaf
1.23 entgegen 9.

15. Es sei m € N. Wegen 8. und 14. wird m + 1 der direkte Nachfolger von m in N
genannt, und im Falle 1 < m heiit m — 1 geméfB 9. und 14. der direkte Vorginger von
m in N.

16. Prinzip der vollstdndigen Induktion.

Gegeben set M CN mit | (IA) 1€ M| und |(IS) Istx € M, so ist auch x+ 1 € M.
Dann ist M = N.

Beweis: Wére R := {z € N | 2 ¢ M} # (), so hétte R nach 10. ein kleinstes Element r,
und wegen (IA) wére 1 < r. Dann wire r —1 € Nmit r — 1 € R, also mit r— 1 € M, und
mit (IS) ergébe sich r = (r — 1) + 1 € M. Da die Annahme R # ) zu einem Widerspruch
fithrt, ist R =), also M =N. O

17. Erlduterungen zum Induktionsprinzip.
Es handelt sich hier um ein sehr wirkungsvolles Beweisinstrument der Mathematik.

Die Aussage (IA) wird Induktionsanfang genannt, und (IS) wird als Induktionsschluf3
bezeichnet.

Uber die Teilmenge M von N weiB man zunichst moglicherweise nur sehr wenig. Wenn es
aber gelingt, die Giiltigkeit von (IA) und von (IS) nachzuweisen, hat man sofort M = N.

In der Regel ist (IA) leicht einzusehen, wihrend der Beweis von (IS) oftmals Miihe bereitet.
Deshalb zerlegt man (IS) in die drei Teile

(IV) Induktionsvoraussetzung : x € M,

(IB) Induktionsbehauptung : z + 1 € M,

(DB) Durchfiihrung des Beweises von (IB) mit Hilfe von (IV).

Der Induktionsschlufl (IS) besteht also aus der Aufgabe, unter Voraussetzung von (IV)
durch eine geeignete Argumentationskette (DB) einen Beweis fiir (IB) zu erbringen.

C. Beispiele zum Induktionsprinzip

18. Es gilt a+x € N fiir alle a,x € N.

Beweis durch Induktion:

Es sei a € N fest gewiihlt, und es sei M := {z € N| a+z € N}, d.h. M sei die Menge aller
derjenigen Zahlen x € N, fiir die a 4+ x tatséichlich in N liegt. Wenn wir zeigen kénnen,
dafl M = N ist, ist 18. bewiesen:

(IA) ist giiltig, und zwar wegen 8.

(IV): Es sei x € M, d.h. es gelte a +z € N.

(IB): Esist t +1€ M, alsoa+ (xr+ 1) € N.

(DB): Wegen (R2), (IV) und 8. ist a+ (z+ 1) =(a+z)+1€N. O

19. Es gilt a - x € N fiir alle a,z € N.
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Beweis durch Induktion.

Es sei a € N fest gewéhlt, und es sei M :={z € N|a-z € N}.
(IA): Wegen a-1=a € Nist 1 € M.

(IV): Es sei x € M, also a -z € N.

(IB): Wir behaupten z +1 € M, alsoa- (z+ 1) € N.

(DB): Wegen (R3), (IV) und 18.ist a- (z+ 1) =a-x+a€N. O

20. Rekursives Definieren. Wir betrachten die Aufgabe, jeder natiirlichen Zahl n ein
bestimmtes Element f(n) einer Menge X zuzuordnen. Im Hinblick auf das Induktionsprin-
zip gilt die Definition von f(n) als mathematisch einwandfrei, wenn folgendes ,, rekursiv®
festgelegt wird:

(RD1) f(1) wird vorgegeben.
(RD2) Es gibt eine Vorschrift, die fiir jedes n € N eindeutig eine Bestimmung von f(n+1)
aus den Objekten f(1), f(2),..., f(n) gestattet.
Beispiel 1: Ist x € R, so sei die n—te Potenz x" fiir n € N erklart geméf
(RD1) z':=2z, (RD2) z""':=2" z.

3

Esist dann 2! =2, 22 =2 -2, 2° = 2 - x - x, usw. Ergiinzend definiert man x° := 1.

Bei dem Ausdruck z" wird z auch als ,,Basis“ und n als ,, Ezponent” bezeichnet. Es ist
0! =0 und 1' =1, und aus 0" = 0 bzw. 1" = 1 folgt 0"*! = 0 bzw. 1"*! = 1. Mithin gilt
0"=0und 1"=1 VneN.

Beispiel 2: Fiir n € N sei n!, gelesen ,n Fakultit®, definiert durch
(RD1) 1l:=1, (RD2) (n+1!:=(n!)-(n+1).

Esist dann 1! =1, 2! =1-2=2,3!=1-2-3=6, 4! =1-2-3-4, usw.. Ergénzend
definiert man 0! := 1.

Beisprel 3 XVenn jedem k € N eine reelle Zahl x; zugeordnet ist, dann kann man die
Summe Zxk = ZZ:1 Tp =21+ To+..+x, definieren durch
UO®RDY) Y m= o, (RD2) e = (0 ak) +
und ebenso kann man das Produkt szl Tp =T1 Ty ... T, festlegen durch
(RD1) [Ty i= a1, (RD2) [T o= (TTicy @) - wuen.
Wenn zy bekannt ist, kann man diese Definitionen ergénzen durch
doheoTh i =xo+ gy ak und [ @k =20 - [[i) 7

Man liest > ;_, zy als ,,Summe der xj fir k = 1 bis n“. Hierbei wird k der ,laufende

Index* genannt; dieser darf — {iberall gleichzeitig — durch einen neuen Buchstaben ersetzt
n

werden: Y, xp =Y ", x; =y _ x,. Analog verfdhrt man mit Produkten.
21. Die Bernoullische Ungleichung. Es gilt
l4n-a<(1+z)" Vze[-l,o, VneN

Beweis durch Induktion:
Bei festem x € [—1, 00| sei M die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die die Ungleichung
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giiltig ist. (IA): Wegen 1+ < 14z ist 1 € M.

(IV): Es gelte 1 +n -2 < (14 z)".

(IB): Esist 14+ (n+1) -z < (1 +z)"*h (V)

(DB): Wegen 1+ >0undn-2>>0ist (1 +z2)""'=(1+2z2)"- (1+2) >
>(1+n-z)-QA+z)=14+x+n-2+n-22>1+n+1)-z. O

22.Esist > p k=1+2+..+n=1%1-n-(n+1) VneN

Beweis durch Induktion:

M sei die Menge aller n € N, fiir die die Gleichung gilt.

(IA): Esist 1 € M wegen 1 =1-1-(1+1).

(IV): Essei 1+2+.4+n=1%-n-(n+1).

(IB): Esist 1+2+ ...+ (n+1)=3(n+1)- (n+2).

(DB): Esist 1+2+ ..+ (n+1)=(14+2+..4+n)+(n+1) =

vy 4

= sn(n+1)+(n+1) (}ig)(

in+1l)(n+1)=1i(n+1)(n+2). O
23. Die geometrische Summenformel. Es ist

n k 2 n l‘n+1—1 .
Yot =l+z4+a2"+ ...+ =T VereR mitx#1, VneN.

Beweis durch Induktion:

Bei festem z € R mit x # 1 sei M die Menge aller n € N fiir die die Gleichung giiltig ist.
(TA): Esist 1 € M wegen (1+x)-(z—1) =22 — 1.

(IV): Essei (1+z+ 2>+ ...+ 2" (z —1)=2"" — 1.

(IB): Esist (1 +z+ 2%+ ...+ 2") - (z —1) = 2" — 1.

(DB): Esist [(1+ 2+ 2?4+ ... +2") + 2" - (z — 1) =

:) (l,n-i-l _ 1) + xn-}—l . (I‘ _ 1) — $n+1 — 1+ xn-i—? _ xn-i—l — xn+2 —1. O

~

(

24. Monotoniesatz. Esgit 0 <z <y & 0<2"<y"” Vzx,yeR,, VnelN.

Beweis. 1) Aus 0 < o < y folgt 0 < 2" < y" V n € N. Denn es ist 0 < 2! < ¢!, und aus
0 <a™ < y" fir n € Nergibt sich 0 < 2" =22 <2"-y <y -y =y " (dies ist ein
Induktionsbeweis in Kurzfassung).

2) Sind z,y € Ry mit 2™ < y™ fir ein n € N, so ist * < y. Denn wére x = y, so wire
2" = y", und wire y < z, so wire y" < z” gemif 1). O

D. Wurzelziehen

Zunéchst zeigen wir
25. Firu € Ry und v € RY gilt (u/v)" = u"/v"™ sowie
u<v = V" <u"+n-v"Hv—u) VneN

Beweis: 1) Es ist (%)1 = Z—i, und aus (%)n = Y folgt (“)nH = (E)n S2 = Z—: Cd = Z,"L—ﬁ

2) Esseiu<wv. Fiirz:=%—1gilt 1 +2 =2 € Ry, also z € [~1,00[, und mit 21. folgt
14+n(%—1) < “. Durch Multiplikation mit v™ ergibt sich v" +n-v" "' (u—v) <u". O
Unter Verwendung von 25. erhalten wir

26. Ist n € N und a €]1, 0], so gibt es ein r € Ry mit r" = a.
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Beweis: Wir gehen von n > 2 aus, denn es ist a' = a, und wir betrachten die Menge
M = {z e Ri|z" < a}.

Wegen 1 € M ist M # 0, und wegen (1 < @ 2 1 = 1" < a"! = a < a") ist
rt<a"VarxeM,alsor <aVxe M gemif 24. Nach 1.35 existiert r := supM, und wir

konnen die Zahl € := min {%, %} betrachten. Offenbar ist 1 <r und ¢ € [O, %}

1) Angerzlgmmen, es ist " < a und damit € > 0. . Dann folgt

(r+e)" <r"+n-(r+e)" e <r"+n-(r+1)" e <r4+3(a—1r") = 3(a+1") < a
also r + ¢ € M im Widerspruch zu r = supM.

2) Angenommen, es ist a < r"™ und damit € > 0. Dann ist % <r-— % <r—e und
(r—e)» 225 rrenr" e (r—(r—g)) > —n-(r+1)" e > r"—1(r"—a) = ;(r"+a) .
Fiir € [r — €, 00 ergébe sich nun 2" 224. (r—e)* > a, also ¢ M, und damit hétten wir
den Widerspruch supM < r —e.

3) Aus 1) und 2) folgt " =a. O

27. Satz. Ist a € Ry und n € N, so gibt es genau ein v € Ry mit v = a. Wir nennen

: . . 1 ,
r die n—te Wurzel aus a und notieren r in der Form a*™ oder a= oder {/a, im Falle
n =2 auch als \/a.

Beweis: 1) Nach 24. gibt es hochstens ein r € Ry mit 7™ = a.
2) Im Falle a > 1 folgt die Behauptung aus 26.
3) Esist 1" =1 und 0™ = 0.

4) Ist a €]0,1[, so ist 1/a €]1,00][, und nach 26. gibt es ein s € R, mit s" = 1/a. Fiir
r:=1/sfolgt r" =a. O

28. Hinweis. Fiir a € R, und n € N ist /a eindeutig definiert und nichtnegativ. Z.B. ist
V4 =2und —v4 = —2 und V4 # —2. Zugleich ist aber (v/4)? = 4 und (—v/4)? = 4.

29. Fiir a,b € R gelten die Formeln

(a+0b)?=a?+2ab+ b, (a—b)*=a®>—2ab+ b (a+0b)-(a—>)=a*>—1.
Der Beweis folgt durch Verifizieren.

30. Fira,beRista-b=0 < (a=0 oderb=0).

Beweis: 1.6.,1.9. O

31. Sind p, ¢ € R mit p? > 4q, so sind

m1:=%<—p+\/p2—4q), $21=%<— - p2—4q)

die Losungen der quadratischen Gleichung 2+ pz+q = 0. Hierbei gelten die Regeln
r1+xo=—p und x1- x5 =4q.

Beweis: Wegen p? — 4q € R, ist \/M definiert, und fiir x1, 9 gilt dann x; + x5 =

= (5+3) - (=p) = —p sowie 21 -2 Z 4 ((=p)? = (VP* — 49)*) = (0 — (* —49)) = ¢.

Fiir z € R folgt (z— 1) (v —x9) = 2® — (z1+x9) - T+ 2175 = 2° +pr+4q, also 2> +pr+q =

30.
=0 < (z—x1) (x—29) =0 & xz—21=00derz—2=0 & x=2xy0derx =2y, O
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E. Bemerkungen zum Ausfiihren von Beweisen

Im Beweis von 24. haben wir einen Induktionsbeweis in Kurzfassung notiert; fiir das Losen
von Aufgaben empfehlen wir allerdings, stets die schematische ausfiihrlichere Fassung zu
verwenden.

Im gleichen Beweis haben wir von der Moglichkeit Gebrauch gemacht, die Behauptung
durch den Beweis zweier Teilaussagen zu bestiatigen. Wir analysieren, was hier im Einzel-
nen geschieht:

32. Unter einer Aussage verstehen wir eine Zusammenstellung von Zeichen, die eine (fir
uns) sinnvolle Behauptung darstellt und die entweden wahr (w) oder falsch (f), aber
nicht beides zugleich ist. (Sprachlich wére es korrekter, ,unwahr* statt ,falsch“ zu sagen;
wir halten uns jedoch an den Sprachgebrauch der Logiker.)

Beispiele:
a) Haltet den Dieb! (keine Aussage)
b) Ist das Essen gut? (keine Aussage)
c) A+V = (keine Aussage)
d)2-3=6. (Aussage: (w))
e)2-3= (Aussage: (f))
f) Zahlen sind Objekte unseres Denkens. (Aussage: (w))
g)le{zreN|z=ua?} (Aussage: (w))

33. Die Negation einer Aussage A wird mit ,non A* oder ,,—A* bezeichnet.

A|-A
Die sog. Wahrheitstafel w| f gibt Aufschlufl dariiber, was mit ,,—“ gemeint
fl w

ist: Ist A wahr, so ist —A falsch. Ist A falsch, so ist = A wahr.

Beispiel: Ist A die Aussage ,,7 ist kleiner als 3“, so ist = A die Aussage ,,7 ist nicht kleiner
als 3“. Offenbar kann man —A auch als ,,7 > 3 notieren.

Es gilt das Gesetz der doppelten Verneinung: |—(—-A) = A|.

34. Aus zwei Aussagen A, B lassen sich neue Aussagen entsprechend der folgenden Wahr-
heitstafel gewinnen:

A|B|AANB| AV B|AVB
w | w w w f
w| f f w w
flw f w w
Ll r f f

Diese ist zeilenweise zu lesen:

1. Zeile: Ist A wahr und B wahr, so ist A A B wahr, AV B wahr, AV B falsch.
2. Zeile: Ist A wahr und B falsch, so ist A A B falsch, AV B wahr, AVB wahr.
usw. . Hierbei liest man

AN B als ;A und B* (Konjunktion),

AV B als ,A oder B* (Disjunktion, lat. :,vel®),
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AVB als ,entweder A oder B* (Alternative).

Damit A A B bzw. AV B bzw. AVB gebildet werden kann, braucht kein innerer Zusam-
menhang zwischen A und B zu bestehen. Z.B. gilt

,2-2=4 A In Hamburg gibt es viele Hiuser.“
fiir Logiker als wahre Aussage.

Weitere Beuspiele:

2+42=4 A 5eN (w), 2-2=4 A 12=2 (f),
2<1 AN 1<3 (f), 1=2 A 1=3 (f),
24+42=4 V 5eN (w), 2-2=4 VvV 12=2 (w),
2<1 VvV 1<3 (w), 1=2 v 1=3 (f).
2+42=4 V 5N (f), 2:2=4 VvV 12=2 (w),
2<1 V 1<3 (w), =2 Vv 1=3 (f).

Das Wort ,oder” geméf ,V* wird im einschlieffenden Sinne des lat. ,vel“ benutzt (,, A
oder B oder beides“), also nicht im Sinne einer Alternative. Bei einer Alternative sagt
man ,,entweder — oder und nimmt das Zeichen ,,V*.

Man beachte, daf3 die Begriffe ,und, ,oder, ., entweder — oder“ hier genauer festgelegt
sind als in der Umgangssprache.

35. Sind R, S Mengen, so setzt man

RNS = {z|ze€ RNz €S} : Durchschnitt von R und S
RUS = {z|xe€eRVzeS} : Vereinigung von R und S
RAS = {x|rxeRVzeS} : Boolesche Summe von R und S
R\S = {ze€eR|x¢gS5} : Differenz von R von S

getont: RNS RUS RAS

Man beachte die Analogie zwischen A,V,V einerseits und N, U, A andererselts. Hierbei
stehen A, V,V stets zwischen Aussagen, wihrend N, U, A stets zwischen Mengen stehen.

36. Sind A, B Aussagen, so steht abkiirzend fiir

WFalls A wahr ist, dann ist auch B wahr.
Dies schliet ein: Wenn A falsch ist, dann kann B wahr oder falsch sein.

Kiirzer, wenn auch weniger deutlich, darf man ,A = B“ notieren als ,,Aus A folgt B
oder ,, Wenn A gilt, dann auch B* oder , A impliziert B*.

Jeder mathematische Lehrsatz enthélt Aussagen der Form , A = B*.
Hierbei wird A als Voraussetzung (Vor.) und B als Behauptung (Beh.) bezeichnet.

Die Arbeit des Mathematikers besteht darin, eine logisch einwandfreie Argumentations-
kette anzugeben, die die Giiltigkeit von B unter Voraussetzung der Giiltigkeit von A
sicherstellt.
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Nach der Transitivitédtsregel der Logik gilt:

Sind A = B und B = C wahre Aussagen, so ist auch A = C' eine wahre Aussage.
Die Abtrennungsregel der Logik besagt:

Ist A wahr und gilt A = B, so ist auch B eine wahre Aussage.

Aufgrund dieser Regeln gewinnt der Mathematiker eine Fiille wahrer Aussagen.

37. Zwei Aussagen A, B heiBen logisch dquivalent, in Zeichen: [A < B], wenn beide
zugleich wahr oder beide zugleich falsch sind. Dies bedeutet:

ist genau dann giiltig, wenn | A = B und B = A giiltig ist.

Dieser Zusammenhang wurde im Beweis von 24. ausgenutzt.

Wie schon frither notiert, liest man ,A < B®“ als A gilt genau dann, wenn B gilt",
A ist notwendig und hinreichend fir B*, A ist dquivalent zu B*.
Statt (A< B) A (B&C) schreibt man | Ao B<C| Um dies zu bestétigen, geniigt es,

(A=B) A (B=C) A (C=A) nachzuweisen, was man als ,, Ringschluf* | A=B=C=A|
notiert.

Entsprechend bestétigt man ’A1<:>A2<:>...(:)Ar

durch | A;=Ay=..= A, = A | fiir r > 4.

38. Indirekte Beweise. Sind A, B Aussagen, so ist

logisch dquivalent zu ,

d.h. wenn ,, A = B* bewiesen werden soll, kann man stattdessen auch ,—-B = —A* bewei-
sen und nennt dies dann einen indirekten Beweis fiir ;A = B“.

Beispiel: Fir x € R gilt: (x €]0,3] =z € R}) & (v € RL = x ¢0,3]).
Verbal: ,,Jede Zahl aus |0, 3] ist positiv® bedeutet: ,, Wenn eine Zahl nicht positiv ist, liegt
sie nicht in ]0, 3].¢

Wir haben dieses oder ein dhnliches Prinzip bereits mehrfach in sog. Widerspruchsbe-
weisen verwendet (vgl. 1.20., 1.33., 1.38., 3., 14., 16., 23.).

Allgemein kann man den Beweis von ,A = B“ ersetzen durch den Beweis einer der
Aussagen

(=B = —A),

(A AN-B = —|A),

(A AN-B = B),

(AN=B = CA-C).

Dies erkennt man durch Vergleich der Spalten der folgenden Wahrheitstafel, in der D fiir
A N =B steht:

A/B|A=B|-B|-A|D|-B=-A|D=-A|D=B|CAN-C|D=CA-C
w | w w f 1l frf w w w f w
flw w flwlf w w w f w
flf w w | w | f w w w f w
w | f f w | f|w f f f f f
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3. GANZE UND RATIONALE ZAHLEN

A. Grundeigenschaften ganzer Zahlen

1. Wir setzen —N := {—n | n € N} und bezeichnen Z := (—N)U({0}UN) als die Menge
der ganzen Zahlen. Offenbar sind

-10,-9,-8,-7,—-6,—-5,—-4,-3,-2,—-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
Beispiele ganzer Zahlen.
Wegen N C R ist 0 ¢ NU —N. Fiir jedes x € N gilt x > 0, also —z < 0, und mithin ist
—N < 0und (-N)NN = 0.
Wir setzen Z* :=7Z\{0} = (—=N)UN, auBerdem Nj:={0}UN und Zs, :=7ZnN/|r, 00|
fiir r € R.

2. Es qgilt r—vy, x4y v-yEL VavyeZ,

d.h. in Z sind die drei Grundrechnungsarten +, —.- uneingeschrinkt ausfiihrbar.

2.18
Beweis: Fiir u,v € Ny mit v > v haben wir —((—u) + (—v)) = u+v € Ny und

2.9
—((—u) +v) =u+ (—v) € Ny, also (—u) + (—v),u + v, (—u) + v,u + (—v) € Z. Folglich
gilt © +y € Z Va,y € Z, damit aber auch z —y = x + (—y) € Z Va,y € Z. Weiter ist
u-v € Ny Vu,v € N gemaf 2.19., und mit 1.7. fithrt dies auf v -y € Z Vx,y € Z. O

3. Die Menge Z ist in R weder nach oben noch nach unten beschrinkt.
Ist A eine nichtleere Teilmenge von 7, so gilt:
a) Ist A in R nach oben beschrinkt, so existiert max A.
b) Ist A in R nach unten beschrinkt, so existiert min A.

Beweis: 1) Da N in R geméf 2.12. nicht nach oben beschrankt ist, ist —N in R nicht nach
unten beschriankt, und mithin gilt die erste Behauptung.

2) Sind z,y € Z mit x > y, so ist z —y € N, also x —y > 1. Mit 1.38. fithrt dies auf a)
und b). O

4. Ist m € Z, soist {x € Z | m < x < m + 1} = (. Deshalb heifst m der direkte
Vorginger von m + 1, und zugleich heiffit m + 1 der direkte Nachfolger von m.

Beweis: Gébe es ein x € Z mit m < x < m + 1, so hétten wir 1 <z + (1 —m) < 2 mit
z+ (1 —m) € Nim Widerspruch zu 2.7. O

Mit Hilfe von 3. erhalten wir
5. Ergidnzung zum Induktionsprinzip (1). Gegeben seien M C Z und a € Z mit
(IA") ae M| und |(IS') Istx € M mitx > a, soist auch x +1 € M|
Dann ist Zs, C M.

Der Beweis verlauft vollig analog zum Beweis von 2.16.

GemaB 5. konnen wir die Induktion bei einer anderen ,, Anfangsmarke“ als bei ,,1“ begin-
nen, z.B. auch bei ,,0“, was héufiger vorkommt.

Bei der folgenden Variante, die ebenfalls analog zu 2.16. bewiesen wird, schlielen wir nicht
allein vom direkten Vorgénger, sondern von allen Vorgéngern auf die nichste Zahl (das
kann bei bestimmten Beweisen erforderlich sein):
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6. Erginzung zum Induktionsprinzip (2). Gegeben seinen M C Z und a € Z mit
(IA") aeM |und |(IS") Ist xeM mit x> a und ist [a,x] N Z C M, so ist x+1 €M |
Dann ist Z>q, C M.

7. Ist r € R, so gibt es genau eine ganze Zahl m € Z mit m < r < m + 1, ndmlich
m:=max{x € Z | x <r}. Wir nennen m den ganzzahligen Boden von r, in Zeichen:

m = |r]||oder |m = floor(r)|. Wenn man ,floor* als reelle Funktion interpretiert, ist

der Graph eine ,unendliche Treppe*: floor (x)
3+ O
27 O
3 2 o T
1 1 1 0 ‘ 1 1 1 X
o— -1 1 2 3 4
—— 2
Ca— 13

8. Satz iiber die Division mit Rest. Sind a € Z* und b € 7Z vorgegeben, so gibt es
genau ein q € Z und genau einr € Z mit (%) und |0<r< |a|
Aus (x) folgt b/a =q+r/amit 0< | r/a| < 1.

Man sagt: b durch a ist g (mit dem) Rest r.

Beweis: 1) Es sei a > 0. Fiir ¢ := |[b/a] ist g < b/a< g+ 1,alsoa-¢<b<a-q+ aund
damit 0 <b—a-g<a. Firr:=b—a-qfolgtb=a-qg+r N 0<r<a= |a|.Gil
auBerdem b=a-¢+1r" N0 <1 <afirqg,r €Z,soist b/a=¢ +r"/amit 0 <1'/a < 1,
also ¢ = |b/a] =qund damit ' =b—a-q=r.

2) Esseia < 0, also —a > 0. Nach 1) gibt es p,7 € Zmitb=p-(—a)+r AN0O<r< |a|,
und dann ist b = ¢ - a + r fiir ¢ := —p. Gilt auerdem b =¢"-a+7r" AN 0<7r" < |a|
fir ¢, 7" € Z, soist b = (—¢") - (—a) + 1", also " = r geméB 1) und damit ¢" =¢. O

9. Bemerkungen. Es ist 7 durch 3 gleich 2 Rest 1, ndmlich 7 = 2-34-1. Die schulische Nota-
tion ,,7 : 3 = 2 Rest 1“ wird vermieden, weil das Gleichheitszeichen hier eine fragwiirdige
Rolle spielt (die in der Schule aus didaktischen Griinden gerechtfertigt sein kann).

Fiir negative Zahlen verfahrt man so, dafl Reste stets positiv sind:

(=7) durch 3 ist —3 Rest 2, denn —7 = (=3) - 3+ 2.

Dieser (vielleicht iiberraschende) Umgang mit Resten ist eine Vereinbarung, die sich
bewéhrt hat.

Mit Blick auf 2. ist nun deutlich, dal man in Z zwar uneingeschréankt addieren, subtrahie-
ren und multiplizieren kann, dafl aber das Dividieren nur mit Einschriankungen méoglich
ist.

B. Grundeigenschaften rationaler Zahlen

10. Wir bezeichnen Q := {a/b € R | a€Z A beZ*} als die Menge der rationalen Zahlen
und setzen Q@ := Q\{0}, Q; = QNR,, Q_ == QNR_, Q% = Q,\{0}, Q* = Q_\{0}.
Wegen a/b 0 (—a)/(=b) fira€ Zund be Z*ist Q={a/b|a€Z N be N}

-8 1 4 2 9 =5 10
10 1

Beispiele fiir Elemente aus Q sind _%,—%,—1,?,—5,—— y %5750 s =35 1, denn es ist
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a/l =aVa € Z. Offenbar gilt NQZQQQR‘ )

In Q sind die vier Grundrechnungsarten ebenso wie in R uneingeschrdnkt (jedoch mit der
MaBgabe, daf niemals durch 0 dividiert werden kann) ausfithrbar, denn es gilt

11. Sind z,y € Q, so sind auch x+vy, v —y, x-y € Q. Sind z € Q und y € Q*, so ist
auch x/y € Q.

. . . 1 1.

Beweis: Es seien a,c € Z A b,d € N. Dann ist ¢ + £ 2 adthe € Q, % — < = adbe € Q,
111 1101, g e

4.c°= ¢ cQ undim Falle c#0ist (£)-(5) = ¢-4 = o4 EQ O

12. Sind r,s € R mit r < s, so gibt es ein x € Q mit r < x < s, d.h. zwischen je zwei

reellen Zahlen liegt eine rationale Zahl.
Beweis: Es sei n € N mit n > -2 und m := [sn| € Z. Dann ist m < sn < m + 1 und

sn—rn > 2, alsorn < sn—2 < (m+1)—2 =m—1 < m < sn und damit r < "‘Tfl <s. O

C. Potenzregeln und binomischer Lehrsatz

13. Es sei # € R*. Dann ist 2! = 2 € R*, und aus 2" € R* mit n € N folgt 2" = 2".2 € R*.

Folglich ist 2" € R* ¥n € N. Wir setzen nun |27 := (2")~!| VneN. Fiir neN gilt
—n+1,

dann (z7")7! = 2" sowie 7" x = (2" L)l x =2 7z = 27" und es folgt

(ii) |z" /x® = a"~%|,

r+s
)

14. Sind z,y € R* und sind r,s € Z, so gilt (i) |z" -2° ==z

— ] =1

(i) [ 2 -y = (2 - y)*}, (iv) [(«")
Beuweis: 1) Esist 27 -2 = 27 -1 = 2" = 2" und aus 2" - 2" = 2™ fir n € Ny
folgt a” - ™™ = 2" - 2" r = g™z = " Demnach gilt (i) fiir s € Np. Dann ist
"= (z _’") ! ( M= (g7 2") 7 = (277 = 27" v € N, und mithin gilt
(i). Es folgt 2% - "% = 257"=% = 2" also (ii).

2) Es ist xo-yo =1-1=1= (z-9)° und aus 2" - y" = (z - y)" fir n € Ny folgt
ptthoyntl =gt yty ="y xy = (z-y)" - (- y) = (x-y)" . Demnach gilt (iii) fiir
s € Nyg. Damit ist 27"y = (2")71-(y") "t = (2" y") = ((z-y)") = (z-y) " Vn €N,
d.h. (iii) ist giiltig.

3) Bsist (z7)° =1 = 2° = 2% und aus (z")" = 2" fiir n € Ny folgt (z")"" =

(") a” =" 2" r @ gratr — 3r@+) Demnach gilt (iv) fiir s € Np. Dann ist (2")™" =

("))~ = (a"™) ' = 27" = 27" ¥n € Ny, d.h. auch (iv) ist giiltig, und insbesondere
st 17 = (19" =107 =1°=1. O

—~

Weiter zeigen wir
15. Es sei a €]1, 00| fest vorgegeben. Dann gilt:
(i) Esist0<a® <a*™" VzeZVreN, also
0<..<a’"<..<a?<a'<l<a<ad®<d®<..<d <..
(ii) Zu jedem x € R gibt es einn € N mit x < a™.
(i11) {a™ | n € N} hat keine obere Schranke in R.
() Zu jedem € € R% gibt es einn € N mit 0 < a™ < e.

Beweis: (i) Aus [1<a! und (1<a"=1<a<a"-a=a""! fiir reN)] folgt 1<a” VreN, also auch
0<a™"<1 VreN und damit a*<a*-a"=a*"" Vz € Z,Vr € N. -
(ii) Wir wihlen n € N mit —*5 < n. Dann ist v<n-(a—1)<l4+n-(a—1) < (1+(a—1))"=



20 3.16 Ganze und rationale Zahlen

(i) folgt direkt aus (ii).
(iv) Nach (ii) gibt es ein n € N mit e7! < a™, alsomit 0 < a™ <e. O
16. Im folgenden soll eine Formel fiir (x +y)” mit z,y € R und n € Ny entwickelt
werden. Z.B. haben wir fiir
n=2: (z+y)? = 224 2zy+1>
n=3: (rx+y)? = 2°+32%y+329° +9°,
n=4: (zx4+y)* = 2*+42%y +62%y* + 4oy’ + y*.
Wie geht es weiter? Nach welchem Gesetz berechnet man die ,,Koeffizienten“ 1, 2, 3,4, 6.,...,

und wie sind sie zu verteilen?

Man nennt (z+y), (x+y)2, ..., (z+y)", ... Binome (bi ‘2 2), und deshalb spricht man
von Binomialkoeffizienten. Trotz dieses abschreckenden Namens sind sie recht leicht
zu berechnen:

In der n—ten Zeile, also bei der Entwicklung von (z + y)", ist an der k-ten Stelle fiir

k€ {0,1,2,....,n} die Zahl (%) (Z) = #'_k)' , gelesen ,n iiber k*,

einzusetzen, d.h. wir behaupten fiir z,y € R und n € Ny:

Es gilt der binomische Lehrsatz

(@ +9)" =D k=0 (Z) p eyt =

= <8) a0 4 (gb) iyt 4 (g) A T RS (nﬁ1> AT <Z> 20ym.
Um dies einzusehen, zeigen wir zuerst

(i) Es gilt (6‘) - (Z) 1| VneN,

(o)

Beweis: Nach 2.20 ist <8) = O‘n—'n' =1 und (2) = 7?! —1. O

(ii) Es gilt (Z) = (n " k:) V k,n € Ny mit k <n.

n! n!
M-k =Ml ==k -

Beweis: Es ist

Es gilt  (A) (kﬁl) +<Z> z(”zl) V k,n € N mit k < n.

. . n n\ _ n! n! _
Beweis: Nach 2.20 ist (k—l) + (k) T D) (k1)) + K- (n—k)l

n!-(n—k+1)  nl-[k+(n—k+1)]  (n+1)! /041
AT (T Ry B (o s [l KO W By = (")

_ n! -k
k!l (n—k+1)!

O

Wegen (i) und (A) 1a8t sich fur <Z) fortlaufend, d.h. Zeile fiir Zeile, die folgende Tabelle

erstellen, die auch Pascalsches Dreieck genannt wird:
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n\k| 0 1 2 3 4 5 k
0 1 .
1 1 1 .
2 1 2 1 :
3 1 3 3 1 : ( n ) n <")
4 1 4 6 4 1 - k=1 k
5 1 5 10 10 5 1 - \ ’
A
6 (8) _ (n+1
6 1 6 15 20 15 6 . _< ; )
7 1 7 21 35 35 21 (Z) firl<k<n
) 0) GGG 6 G
0 1 2 3 4 5 k

Der erste und letzte Eintrag jeder Zeile ist 1, und jeder Eintrag # 1 ergibt sich als Summe
der direkt und schrég links dariiber stehenden Eintrége.

Da durch dieses Vorgehen schliefSlich jedes Element (Z’) erfaf3t wird, haben wir

<Z) €N

Wir zeigen nun

(iii) Es gilt V k,n € Ng mit k < n.

iv) Die Aussage () ist giiltig.
(iv)
Beweis durch Induktion:

0 0 —
() (o490 =1=(g) o 9" = S0y (}) oot
(IV): (o) sei fiir ein n € Ny giiltig.
(IB): Es gilt (z + )™+ = S0t (" ) 1) gtk gk,
(

DB): (z +y)" = (x+y)" 2+ (2

(51 e (1)

ntl (n+ 1\ 11—
_ k:o( )xﬂ Fob O

Bemerkung. Bei dieser Rechnung haben wir das Distributivgesetz fiir n+ 1 Summanden
benutzt — vgl. d. Ubungen —, ferner auch die Moglichkeit, Summanden in einer Summe
zu vertauschen, was ebenfalls durch Induktion beweisbar ist.

Indem wir (o) fir z = y = 1 betrachten, erhalten wir

(v) Bs gilt 37, <Z> = (6‘) + (?) + (g) o+ (nﬁl) + (Z) = 2" VnpeN,
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Es sei noch angemerkt, dafl (x) auch als
. n n!/(n—k)!  n-(n—1)-(n=2)-...-(n—k+1)
o) (3) = - 1-23 .. -k
geschrieben werden kann, wobei im Zahler und im Nenner genau k£ Faktoren stehen, im
Zahler absteigend ab n, d.h. gemaf (vi) gilt z.B.

wi) (3) =" (5) ="y (1) =T

D. Zifferndarstellungen fiir Zahlen

17. Im folgenden beziehen wir uns auf eine feste natiirliche Zahl g > 2, auch Grundzahl
genannt.

Die {iblichen Darstellungen von Zahlen gehen von g = 10 aus. Z.B. bedeutet 345 nichts
anderes als 3 - 10 +4 - 10! + 5 - 10°; man spricht von einer Darstellung im dekadischen

System (decem at 10).

Die gleiche Zahl besitzt aber auch eine bindre oder dyadische Darstellung von der
Form (101011001) 5; damit ist 1-2°4+0-2'+0-224+1-234+1-2*+0-254+1-2604+0-2741-28
gemeint, und man bezieht sich hier auf die Grundzahl g = 2.

Computer arbeiten intern oft mit ¢ = 2 oder g = 16, die Mayas verwendeten g = 20 und
die Babylonier g = 60 (mit entsprechend vielen Symbolen fiir die Ziffern).

Tatséchlich kann man g > 2 beliebig (fest) wéhlen, wie wir uns nun iiberlegen wollen.
Wir setzen Z, := {x € Ny | z < g} ={0,1,...,¢9 — 1} und nennen Z, die zu ¢ gehorige
Menge der Ziffern. Offenbar ist Z;p = {0,1,...,9} und Z, = {0, 1}.

18. Bezogen auf die feste Grundzahl g € N\{1} betrachten wir eine Zahl r € N. Nach 15.
und 2.11. hat die Menge {k € Ny | ¢* < r} ein gréBites Element n. Die Zahl n ist durch r
festgelegt, und es gilt g" < r < g™

Nach dem Satz 3.8. iiber die Division mit Rest konnen wir nun ausgehend von der Glei-

chung das folgende Berechnungsschema aufstellen:
(

To =r g + 2z mit  zy € Z,
71 =Ty g + 2 mit z; € Z,
( ) 9 = Tr3 g + 2z mit ZQEZQ,
*
Tn—1 = Tn g + Zn-1 mit 2z, 1 € Zgy
[ " = Tht1°9 + 2zn mit 2z, € Z,.

Bezogen auf dieses Schema zeigen wir ’Tn+1 =0 A r, =2z, > 0| sowie

19. Satz. Es sei g € N\{1} fest gewdhlt. Dann gibt es zu jeder natirlichen Zahl r € N
genau ein n € Ny und genau eine Folge 2y, ..., z, von Elementen aus Z, mit

(©) | 22>0 A r=200"+ 219" + 226> + ... + 219" + 2,97 |

Die Zahlen zy, ..., z, lassen sich anhand des Schemas 18.(x) berechnen.

Beweis: a) Die Zahlen n, g, ...,r,41 und zo, ..., 2, seien geméfl 18. definiert. Dann gilt
() r=ro=rig"+ Zf:_ol zg fir k=1,.. n.



Ganze und rationale Zahlen 3.20 23

Denn dies gilt geméf (x) fiir £ = 1, und ist es fiir £ = m mit 1 < m < n gezeigt, so gilt es
_ m m—1_ i () m m=1_ i _ m+1 mo_

wegen 1o =rmg"+ 300 29" = (rmi1gtam) - g7+ 200 200 = Tmarg™ T+ 20 wig
auch fir k = m—+1.
b) Wire r,, 11 > 0, so wire r,, > g geméf (*), und mit () fiir k = n ergiibe sich r > g"*1.
Deshalb ist r,.; = 0. Mit (x) fithrt dies auf r,, = z,, und mit () fiir & = n ergibt sich
dann r = ro = Y1 zig". Wiire 2, = 0, so wire r < 71 (g—1)-¢’ 2B g1 < g
¢) Neben (¢) sei noch die Darstellung 7= > 2;¢" mit m € NoA o, ..., Ty, € Ly A ,,> 0
gegeben. Wir setzen s; := 2"+ Tpi1-9' +Tpro-g>+...4+Tpm-g™F fiir k = 0, ..., m. Dann ist
So = r, und mit s,,11 := 0 folgt (#) sx = Sgr1-g+xy fiir K = 0,...,m. Ein Vergleich von
(#) mit 18.(x) fithrt gemif 3.8. nun auf n < m, auf sy = ry fiir k = 0,...,n+1 und auf
xr = 2 fiir K = 0,...,n. Uberdies erhalten wir n = m, denn mit 3.8. ergéibe sich sonst
0=17"p41 = Spy1 = ... = S, und damit z,,, =0. 0O
20. Man nennt die nach 19. existierende Darstellung

(Zn2n—1...2120)g = Y orp 2" = 200" + 21°9" + . + Zn1:g" P+ 29" =1

die g—adische Darstellung der Zahl r € N.  Auflerdem setzt man (0), := 0.
Der Index g und die Klammern werden weggelassen, wenn g = 10 ist.

Man ist jetzt in der Lage, das kleine Einspluseins und das kleine Einmaleins fiir jede
Grundzahl g zu entwickeln, ferner auch Regeln fiir schriftliches Addieren, Subtrahieren
und Multiplizieren (vgl. d. Ubungen). Soweit dies zum Schulstoff gehért, gelte es im wei-
teren als bekannt.

Berechnungsbeispiele:

Fir g € {2,3,7,9} 1488t sich die g-adische Darstellung der Zahl r = 2345 gemaf8 18.(x)
wie folgt berechnen:

2345 =1172-2+1 2345 = T81-3+2 2345 = 335-7+0
1172 = 586-2+0 781 = 260-3+1 335 = 47-74+6
986 = 293-2+0 260= 86-3+2 47 = 6-7+5
293 = 146-2+1 86 = 28-3+2 6 = 0-74+6
146 = 73-2+0 28 = 9-3+1
B= 36-2+1 = 3-3+0
36= 18-2+0 = 1-3+0
18 = 9-2+0 = 0-3+1 2345 = 260-9+5
9= 4-2+1 260 = 28-9+8
4= 2:-240 28 = 3-9+1
2= 1-2+0 3= 0-9+3
1= 0-2+1

Ergebnis: Es ist 2345 = (100100101001) = (10012212) 3 = (6560) 7 = (3185) 9.

Da wir fiir g = 2 nur die Ziffern 0,1 haben und da man die Summanden mit der Ziffer 0
offenbar fortlassen kann, erhalten wir aus 19. die Aussage

21. Corollar. Jede natiirliche Zahl ist (bei aufsteigender Reihenfolge der Summanden)
eindeutig als Summe von 2—Potenzen darstellbar.

Beispiel: 345 = 1 4+ 8 4 16 + 64 + 256 = 20 + 23 4- 24 - 26 4 28,
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22. Ist r eine reelle Zahl mit , 80 ist - g € [0,¢], d.h. fir z := |[r-g] gilt

Indem man eine derartige Berechnung immer wiederholt, entsteht das Berechnungsschema

2€Zy NO<r <1|.

( r-g = Z1 + r1 mit z_; € Z, ANO<r <1
r-g = Z9 + ro mit z_o € Z, ANO<ry<l
re-g = Z_g + T3 mit z3€2, AN0<r3<l1
(%)
Th-1-g = Z_p + Tn mit z_, € Z, ANO<r,<l1
T 9 = Z-(n+1) T Tat1 mit 2 (1) € ZgA0 <1y <1

\

welches eine
und eine

derart bereitstellt, dafl

(0) |r= (Z?:l z_,»-g_i> +r, g "
VneN ist

Ziffernfolge
Restefolge

Z_1,72-2,2-3,--
r1,72,73,..

<y By e (nt1)s - - e
Ty Tty - - -

VneN

gilt, wobei |z_; € Z,| Vi€ N und

Beweis durch Induktion:
(IA): Wegen r-g=2z_1+ 1 ist r = (Z;zl 2 g’i) +r gL
(IV): (o) sei fiir ein n € N giiltig.
(IB): Bsist r = (0 2 g7%) + 7pgn - g HY.
(DB): Wegen 7,,-g7" = (rn-9) - g~ "™ = (2-(ny1y + 7np1) - g~ st
r (S e g ) g = (S g H e g, O

Beispiele firr =1/T:

g=10:
10-1/7=1+3/7
10-3/7=4+2/7
10-2/7=2+6/7
10-6/7=8+4/7
10-4/7=5+5/7
10-5/7=7+1/7

g=2:
2-1/7T=0+4+2/7
2.-2/7T=0+4/7
2-4/7=1+4+1/7

g==06:
6-1/7=0+6/7
6-6/7T=5+1/7

1/7=0,142857... 1/7=(0,001...),

An den Beispielen sieht man, wie zu verfahren ist:

Man ordnet der reellen Zahl r € [0.1] den Ausdruck
(0,201222 . ZnZ—(ng1) - - - )g
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zu und nennt dies die g—adische Darstellung von r. Wenn ein Ziffernblock sich wie-
derholt — das ist nicht bei allen Zahlen der Fall —, dann wird dies (wie iiblich) durch
Uberstreichen angedeutet. Fiir ¢ = 10 ist 1/16 = 0,06250. .., und dafiir schreibt man
(wie iiblich) 0, 0625.
Fiir r = 1/7 und g = 10 und n = 8 besagt (¢):

i_ 1,4 .2 ,8 ,5 7,1 ,4 78

77100 7107 TP T 10" T 107 T 108 T 107 T 105 T 108
mit 0 < 75 < 1, also mit 0 < rg-107% < 1078 = 0,00000001, d.h. die ersten 8 Summanden
stellen die Zahl 1/7 bis auf den Fehler rg-107% dar.
Nach 15.(iv) wird r, - g~™ beliebig klein, wenn n geniigend grof ist, d.h. (¢) ist eine
ausgezeichnete Formel, um r mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu approzimieren!
Hiermit ist dann insbesondere auch klar, dafi zu verschiedenen Zahlen aus [0,1] stets
verschiedene g—adische Zifferndarstellungen gehdren.

Es bestehen enge Verbindungen zwischen dem Schema () und der iiblichen Art, schriftlich
zu dividieren. Im weiteren gelte solches, soweit es zum Schulstoff gehort, als bekannt.

23. Ist r € Ry, so 1aBt sich r nach 7. als r = m + s mit m := [r] und 0 < s < 1
darstellen. Ist nun (z, ... 2), die g-adische Darstellung von m und ist (0,2_1...2_,...),
die g—adische Darstellung von s, so heif3t
(2n...20,2-1...2_n...); die g-adische Darstellung von r und
—(2n ... 20,%-1...2_y...)y die g—adische Darstellung von —r.

4. ELEMENTE DER ZAHLENTHEORIE

A. Teilbarkeitsregeln in Z

1. Sind a,b € Z, so heifit a ein Teiler von b, in Zeichen: a | b (gelesen: a teilt b), wenn
esein x € Z mit a-x = b gibt. Z.B. gilt 3 | 6 wegen 3-2 = 6, aber nicht 6 | 3, denn 6.z = 3
fiihrt auf © = 3 ¢ Z. Wenn a kein Teiler von b ist, notieren wir dies als a { b (gelesen: a
teilt nicht b).

2. Fiir a,b,c € Z gelten die folgenden Aussagen:
(i) alOALl|la AN —=1]aANalaAN —a]a,
(i) alb AN blc = a|c (Transitivitit),
(iii) alb Ab#0 = 0< |a| < o] A la| | [B],
(w) a|lbANbla = a=bV a=-b,
(v) cla ANc|b= c|(xat+yb) Va,yel

Beweis: (i) Esist a-0=0 A 1-a=a A (-1)-(—a) =a.

(ii)d,e€Z N a-d=b N b-e=c = a-de=be=c.

(iii) Ausa-c=b#0 folgt 0<la|] A 1< |c| A |a| <|a|-|c|= la-c| =1b].

(iv)(a=0ANalb=b=0=a) AN (b=0Ab|la = a=0=0)
Aab#0AalbAbla @ o <|p| AP <l|a] = |a|=b] = a=bV a=—b).

(v)die€eZ Nc-d=a N c-e=b = c-(xd+ye)=za+yb. O
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B. Der grofite gemeinsame Teiler

3. Ist n € N und sind aq,...,a, € Z*, so wird
T(ar,...,an) :={z€Z| z|a Yien:={1,...,n}}
die Menge der gemeinsamen Teiler von ay,...,a, genannt. Mit 2. folgt
L,—1eT(ay,...,an) =T(Jar],...,|an]) sowie
r€T(ay,...,a,) = |z| €T (|lar],...,|an]) N 1<]z| <min{|ai|,...,|an|}

Demnach besitzt T'(ay, ..., a,) in N ein grofites Element, genannt grofiter gemeinsamer
Teiler von ay,...,a, und notiert als gg7(ay, ..., a,).

Im Falle g¢T(ay,...,a,) = 1 werden ay,...,a, teilerfremd genannt (gemeint ist, dafl
kein ,echter” gemeinsamer Teiler > 1 existiert).

Als wichtig erweist sich

4. Satz. Sind a,b € Z* und ist Za + 7Zb:={xa+yb | x,y € Z}, so gilt
(i)  (Za+7Zb) N N #,
(17)  min[(Za + Zb) N N| = ggT(a,b).
(1it) Es gibt x,y € Z mit xa + yb = ggT(a,b).
() Es gilt ggT(a,b) =1 genau dann, wenn es x,y € Z mit xa + yb =1 gibt.

Beweis: Wegen a? + b* € (Za + Zb) NN ist (i) giiltig, und mithin besitzt (Za N Zb) NN
ein kleinstes Element d mit d € N und d = xa + yb fiir gewisse =,y € Z. Wegen 3.8. gibt
esq,r€Zmita=q-d+rund 0 <r <d,undes folgt r=a—q-d=a—qra— qyb=
(1 —qz) -a+(—qy)-b € aZ+ bZ. Dann ist r € N wegen der Minimalitét von d, also
r =0, und wir haben d | a. Analog ergibt sich d | b und damit d < gg7'(a,b). Nach 2.(v)
gilt aber ggT'(a,b) | d und nach 2.(iii) dann d = ggT'(a,b). Damit ist (ii) gezeigt, und dies
impliziert (iii),(iv). O

Bemerkung. Definitionsgeméafl ist gg7'(a,b) grifstes Element einer Zahlenmenge. Das
Besondere des obigen Satzes ist die Beobachtung, da§ gg7'(a, b) zugleich kleinstes Element
einer anderen groffen Zahlenmenge ist.

Beispiele: ggT(3,5)=1=2-3+ (=1)-5=7-3+ (=4)-5=(—3)-3+2-5,
ggT(8,12) =4 = (—=1)-841-12=2-8+(—1)-12=5-8 + (—3) - 12,
ggT(—6,9) =3=1-(=6)+1-9=(=2)-(=6) + (—=1)- 9= (=5) - (—6) + (—3) - 9.

5. 8ind a,b € Z* und ist t ein gemeinsamer Teiler von a,b, so ist t sogar ein Teiler von

99T (a,b).

Beweis: 4.(ii1), 2.(v). O

6. Sind a,b € Z* wund ist c:= ggT(a,b), r:=a/c, s:=bjc, so gilt:

(i) Es sind r,s € Z* mit ggT(r,s) = 1, und es ist a/b=r/s.

(ii) Es ist Q* = {r/s | r,s € Z* N ggT(r,s) = 1}, d.h. jede rationale Zahl # 0 ist als
Bruch aus teilerfremden ganzen Zahlen darstellbar.

Beweis: Wegen ¢ | a A ¢ | bgibtesr,s € Z*mit c-r =a A c-s = b, also mit
r=alc N s=blc. Zud := ggT(r,s) gibt es e, f € Z* mit de = r A df = s, also
mit cde = a A cdf = b. Mit 5. folgt ed | ¢. Dann ist ed < ¢ und somit d = 1 sowie
a/b = (cde)/(cdf) = de/df = r/s. Demnach gilt (i), und aus (i) folgt (ii). O
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7. Sind a,b,t € Z* mitt | a-b N ggT(t,a) =1, so folgtt | b.

Beweis: Es gibt ein ¢ € Z mit t-c¢ = a-b, und nach 4.(iv) gibt es x,y € Z mit xt +ya = 1.
Dann ist b =b-1 = bzt 4+ bya = (bx + yc) - t, d.h.es gilt t | b. O

Aus der folgenden Aussage ergibt sich ein praktisches Verfahren zu Bestimmung des
grofsten gemeinsamen Teilers:

8. Es seienrg, 1 € N mitrg > 1. Ist |d = ggT (ro,r1)| und ist 1o = q-r1+re mit q €Z

und ry > 19 >0 (vgl. 3.8.), so gilt ’7“2 =0 A d:rl‘ oder |ro >0 A d=ggT(r1,72)]|.

Beweis: Ist 7o = 0, so ist 1 | o, also d = ry. Ist 15 > 0, so gilt fiir t € Z:

(t| ro At|ry =3 t|ri At|ro+ (—q)r1 = re) sowie (t|r; At]|ry =S t|qg-ri+re=roAt|r).
Demnach ist T'(ro,71) = T(r1,72), also ggT(ro,m1) = g9T'(r1,72). O

9. Nach 8. kann man den grofiten gemeinsamen Teiler d zweier natiirlicher Zahlen rg, rq
mit rg > r; wie folgt durch Division mit Rest bestimmen:

;

o = q-Ti+ry mit rp>re>0 = d=r V ry>0;

falls 79 >0: 7 = @ -ro+r3 mit ro>1r3>0 = d=1ryV 1r3>0;

(x){ falls 73>0: 19 = gz r3+ry mit r3>ry >0 = d:7”3\:/ ry > 0;
falls 74 >0: r3 = q-r4+7r5 mit 1y >r5>0 = d=ryV r5>0;

\
Dieses Verfahren wird als euklidischer Algorithmus bezeichnet; es bricht nach end-
lich vielen Schritten ab, da die Reste immer kleiner werden, und ist somit ein sicheres
Verfahren zur Bestimmung von d.

Beispiele: Es ist ggT'(84565,46767) = 1 und ¢g7'(92235060, 26999355) = 345 wegen

= 1 -[46767] + 37798 92235060 = 3 -[26999355] + 11236995
46767 = 1 - 37798 + 8969 26999355 = 2 - 11236995 + 4525365
37798 = 4 8969 + 1922 11236995 = 2 - 4525365 + 2186265
8969 4 1922 + 1281 4525365 = 2 - 2186265 + 152835
1922 1 1281 + 641 2186265 = 14 - 152835 + 46575
1281 1 641 + 640 152835 = 3 - 46575 + 13110
641 = 1 640 + 1 46575 = 3 - 13110 + 7245
640 = 640 - + 13110 = 1 - 7245 + 5865

7245 = 1 - 5865 4 1380

5865 = 4 - 1380 + 345

1380 4 - 345] + 0
10. Sind ay, ..., a, € N mit r € N\{1, 2}, so folgt aus 2. und 5., da8

99T (ay,...,a,) = ggT (99T (a1, az),as,...,a,)
ist. Indem wir dies wiederholt verwenden, kénnen wir die Bestimmung von gg7'(ay, . . .
auf 9. zuriickfiihren.

11. Sind a,b € N, so ist v :

,ar)

a-b
997 (a,b)
Man nennt v auch das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b, im Zeichen:
v =kgV(a,b).

die kleinste natirliche Zahl mit a | v N b | v.
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Beweis: Es sei ¢ := ggT(a,b), a/c=rundb/c=s. Ausa-s =v =r-bfolgta|v Ab|v.Ist
w € Nmita|w A b|w,sogibt esz,y € Nmit ax = w = by. Dann ist crxz = w = csy und
damit rz = sy. Dies impliziert s | 7 -z, und mit 6.(i) und 7. folgt s | . Fire:=z/s € N
folgt nun w =cr-se=e-cr-cs/c=e-ab/c=e-v > v, wie behauptet. O

C. Primzahlen

12. Ist p € N mit p > 2, so wird p eine Primzahl genannt, wenn 7'(p) = {1, —1,p, —p}
ist, wenn also p nur die Teiler 1, —1,p, —p hat. Es sind 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29 die
kleinsten zehn Primzahlen, und es sei PP die Menge aller Primzahlen.

Fir p € P und a € Z* gilt definitionsgemaf:
(Dpla < g9T(p,a)=p,

2)pta & ggT(p,a) =1.

Weiter zeigen wir

13. Sind a,ay,...,a, € Z* mitr e N und istp € P mitp | ay - ... - a,, so gibt es ein i € 7
mit p | a;.  Insbesondere gilt: p | a" = p | a.

Beweis: Im Falle r = 1 ist dies klar. Wenn die Behauptung fiir » < k& mit £ € N gilt,

so gilt sie auch fiir r = k, denn im Falle g¢T'(p,ay - ... - ax_1) = 1 fithrt 7. auf p | ag,
und im Falle ggT'(p,ay - ... - ap_1) > 1 gilt p | a1 - ... - ax_1 gem&B 12., also p | a; fiir ein
i€ {l,...,k—1}. Damit ist die erste Behauptung bewiesen, und dies impliziert die zweite
fira=a;,=---=a,. O

14. Zu jedem n € N\{1} g¢ibt es einp € P mit p | n.

Beweis: Wegen n | nist n € T'(n) N (N\{1}), d.h. die Teilmenge T'(n) N (N\{1}) von N
hat ein kleinstes Element p. Ist ¢ € Z mit ¢ | p, so folgt 0 < [t| < p A |t| € T'(n) gemaB
2.(ii),(iii), also |t| = 1 oder |t| = p wegen der Minimalitét von p in T'(n) N (N\{1}). Mithin
istpePmitpe T(n). O

15. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis nach einer 2300 Jahre alten Idee, die in dem Werk , Die Elemente“ (IX §20) von
EUKLID aufgezeichnet ist:

Gébe es nur endlich viele Primzahlen, so konnte man ihr Produkt m bilden, und zu m+1
gibe es nach 14. ein p € P mit p | (m + 1). Nach der Definition von m gilt aber auch
p | m, und nach 2.(v) héitten wir dannp | 1- (m+ 1) + (=1) - m = 1 im Widerspruch zu
p=>2. 0

Eine Folge x1,...,x, reeller Zahlen mit r € N heifit steigend bzw. streng steigend,
falls 11 < a9 < ... <, bzw. 77 < 29 < ... < x, gilt. Mit dieser Bezeichnung folgt

16. Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie.
Zu jeder natiirlichen Zahl n € N\{1} gibt es genau eine steigende Folge py,...,p, von
Primzahlen mit ’ n=mp-Pa-.. Py ‘

Man nennt diese Gleichung die Primfaktorzerlegung von n und bezeichnet pq, ..., p,
als die Primfaktoren von n.

Beispiele: 12=2-2-3, 60=2-2-3-5, 360=2-2-2-3-3-5.
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Beweis durch Induktion: Fiir n = 2 gilt die Behauptung. Ist n>2 und ist die Behauptung
fir alle z € [2,n] N Z giiltig, so auch fiir n (vgl. 3.6.):

Nach 14. gibt es eine Primzahl, die n teilt, und nach 2.10. existiert dann eine kleinste
Primzahl p mit p | n. Damit gibt es auch ein m € N mit p-m = n. Ist m = 1, so ist
n = p, und dann ist die Behauptung geméfl 12. fiir n giiltig. Im weiteren gelte deshalb
m > 1. Wegen m = n/p < n hat m nun eine Primfaktorzerlegung m = ¢ - ... - ¢, mit
re Nund mit ¢ < ¢ < ... <¢q.. Wegen ¢; | m A m | ngiltg |n(vgl 2.), alsop < ¢
geméafy der Definition von p. Setzen wir nun p;y; := ¢; fiir ¢ = 1,...,7 und p;, := p, so ist
n=mp-pPs-...  prr1 eine Primfaktorzerlegung von n mit p; < ps < ... < priq.

Diese Zerlegung ist eindeutig, denn ist n = p| - pl, - ... - p/, eine weitere Primfaktorzerlegung
von n mit pj < py < ... < pl, so haben wir p; € {p},...,p.} und p} € {p1,....,0r11}
gemaf 13., also pj < p; sowie p; < p} und damit p; = p}. Es folgt pa-...-p,11 = m = ph-...-pl,
und mit m < n dann s = r + 1 sowie p; = p} fiir i = 2,...,s. O

17. Das Auffinden von Primfaktorzerlegungen fiir gréflere Zahlen {iberlafit man heute den
Computern. Z.B. liefert das Programm ,,Mathematica® mit der Befehlszeile

A = {100,101, 102}; FactorInteger[l + 2"A]
die Primfaktorzerlegungen

1+219 = 17-401-61681 - 340801 - 2787601 - 3173389601,
14219 = 3.845100400152152934331135470251,
142192 = 5.13-137-409- 953 - 3061 - 13669 - 26317 - 1326700741

und damit ein Beispiel einer 30-stelligen Primzahl.

Wenn die gleiche Primzahl mehrfach auftritt, kann man zur Potenzschreibweise iibergehen
wie z.B. bei 1176 =2-2-2-3.7-7=23%.31.72,

Allgemein 148t sich dies wie folgt formulieren:

18. Zu jedem n € N\{1} gibt es genau eine streng steigende Folge p1, ..., p, von Primzahlen

und genau eine Folge ky, ..., k. natirlicher Zahlen mit n = plfl ~pl§2 e ph

Wenn man die Primfaktorzerlegungen zweier Zahlen a,b kennt, kann man sofort ihren
grofften gemeinsamen Teiler und ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches bestimmen, indem
man fiir jeden auftretenden Primfaktor — ggf. ergéinzt mit dem Exponenten 0 — den
kleineren Exponenten fiir den gg7" und den grofieren fiir das kgl nimmt.
Beispiel:

Fiir a = 24.3%.52.70. 131 . 171 . 296
und b = 20.37.52.79.13%. 17 . 292

ist ggT(a,b) = 2°0.37.52.70.13%. 17" . 292

und kgV(a,b) = 2*.3%.5%.79.13%.17%. 299,
Schliefflich zeigen wir
19. Satz. Sind z,n € N mit /2 € Q, so ist /z € N, d.h. dann gibt es ein a € N mit

a" = z.

Beweis: Es sei /z =r/s mit r,s € N und ggT'(r,s) =1 (vgl. 6.). Dann ist z = (r/s)" =

r™/s™ gemaB 3.14., also s™ - z = r". Gébe es ein p € P mit p | s, so hidtten wir p | ", also
p | r gemdf 13. und damit p | ggT'(r, s). Deshalb ist s =1, also /2 =r e N. O
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20. Corollar. Sindp € P und k,n e Nmitptk AN n>1,s0ist {/ p-k ¢ Q.
Insbesondere ist Q # R.

Man bezeichnet die Elemente von R\Q als irrationale Zahlen.

Z.B. sind V3, /3, V5, V6, V7, 10, V1T, /T2 € R\Q ¥ n € N\{1}.

Beweis: Ware {/p -k € Q, so gibe es nach 19. ein @ € N mit p-k = a™. Geméaf 13. hétten
wir p | a, d.h. p" kdme in der Primfaktorzerlegung von a™ = p - k vor. Mit 16. ergébe sich
dann aber n =1. O

D. Kongruenzen in Z

Bei Gradzahlen unterscheidet man nicht zwischen 240° und 600°, und man rechnet 340° +
80° = 60°. Bei Uhrzeiten rechnet man 23" +5 Stunden = 4. Hier wird das iibliche Rechnen
also abgewandelt, moduliert, und der Mathematiker spricht vom Rechnen , modulo 360
bzw. ,modulo 24“.

Wir wollen uns mit dieser andersartigen Art des Rechnens genauer befassen und werden
dabei auch Teilbarkeitsregeln fiir ganze Zahlen kennenlernen.

Im folgenden sei @ € N\{1} fest gewéhlt.

21. Ist x € Z, so entsteht bei der Division von x durch a mit Rest gemafl 3.8. ein wohlbe-
stimmter Divisionsrest, der jetzt mit bezeichnet werden soll, gelesen

,r—Rest modulo a* oder ,x Tilde a*:

Wir gehen also von ’J} =q-a+ xwa‘ mit und aus, wobei
Zy:=10,1,2,...,a—1} = [0,a[ N Z und ¢ = |Z] ist.

Sind z,y € Z, so wollen wir x,y kongruent modulo a nennen, in Zeichen:

r =y (mod a)| oder auch ’

wenn die Reste ., und y., identisch sind, d.h. wir gehen von

’$an <~ xwa:ywa‘

aus. Mit den Grundeigenschaften des Gleichheitszeichens aus 1.A erkennen wir fiir
x,Y, 2 € L

(Rf=) Reflexivitit: z =, x,

(Sy=) Symmetrie: ==,y = y=,x,

(Tr=) Transitvitit: © =,y N Y=42 = T =4 2.

Istxr=q-a+2v,undy=r-a-+ 1y, mit ¢,r € Z, so haben wir

Toog =Yua = T—y=(q—r)-a€al:=a-Z:={a-n|néecZ}
Umgekehrt folgt aus x —y € aZ, dal es ein n € Z mit x —y = a - n gibt, und dann ist
r=n-a+y=Mn+r)a+ Yy, also r., = Yy, gemaf 3.8. Damit ist gezeigt:

T=Y S Tg=Yg & T—Yy€aZ & MEZ:z—y=a-n < al|(x—y).

Beispiele: 0-7Z ={0}, 1-Z = Z;
27 ={2n | n € Z} =: Menge der geraden Zahlen,
2Z+1:={2n+1|neZ} s Z\2Z =: Menge der ungeraden Zahlen,
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3Z ={3n | n € Z} = Menge der durch 3 teilbaren ganzen Zahlen,

aZ ={a-n|n € Z} = Menge der durch a teilbaren ganzen Zahlen.

23 =9 5, 23 =9 —1, 23 =7 30, 23 =923 0, 23 =924 23.

22. Es qult

(i)r=x.y & x€Z, VX €L,

(i) r=,y & x=y Va,ye€Z,

Denn aus (z € Z, & x=0-a+1x.,) folgt (i), und mithin gilt (x =, y L la=Ye &
r=y) fir x,y € Z,, also (ii).

Weiter erhalten wir

23. Sind x,u,y,v €EZ mit x =, u N Yy =,0, so gilt

(1) =4y & u=,v, (i1) (x +y) =4 (u+v),

(”Z> (CL‘ - y) =a (u - U): (“)) (.’L‘ ' y) =a (U ’ U)'

Beweis: Es gibt m,n € Z mit xt =u+am A y=v+ an.

Wegen (z —y) = (u —v) + a(m —n) gilt (iii) sowie [a|(z —y) < a|(u—v)], also (i).
Aus (z 4+ y) = (u+v) + a(m + n) folgt (ii),

und aus -y = (u+am) - (v+an) =u-v+a- (mv+nu+amn) folgt (iv). O

Als Anwendung von 23. erhalten wir

24. Teilbarkeitsregeln. Ist die Zahln € N gemdfs 3.19. in der dekadischen Darstellung
n=>yi_oa; 10" mit a; € Zyo fiir i =0, ..., vorgegeben, so gilt:

(1) Ist v € N\{1} und ist n =, k, so gilt: (x|n < z|k).

(i7) 2|ln < 2] a.

(@) 4|n o 4]a-10+ap

(ZU) 8|TL = 8‘@2'100"‘@1'10"‘@0.

(v 5|n < 5]a.

(vi) 3ln e 3| Y ,a = ,Quersumme*

(vit)) 9| n < 9| > ,a;, = ,Quersumme*

(viii) 11 |n < 11| Y7 (—1)'a; = ,alternierende Quersumme*.

Nzln < z/(0-n) & 0=,n € 0=k B 2/(0-k) < z|k
1

(

(i) 10=20 = a;-10°'=0Vi >1 = n = ao.

(iii) 10° =40 = a;-10'=,0Vi > 2 & n=4a;-10+ ao.

(IV) 103 =0 = allOZ =0Vi>3 = n=gay-100+ a;10 + ag.

(v)10=50 = a;-10°=50Vi > 1 = n =5 a.

(vi)10=31 = 10°'=31"=1Vi>0 = n=3) ., ,a.

(Vi) 10=91 = 10" =9 1'=1Vi>0 = n=9 >, ,a.

(Vlll) 10 = =11 -1 = 1OZ =11 (—1>Z \4) > 0 = n =11 Z::U(_l)za’b O

Bemerkung. Die bekannte Neuner— bzw. Elferprobe fiir eine Rechnung bedeutet einfach,
dal man die Rechnung unter Verwendung von (vii) bzw. (viii) modulo 9 bzw. modulo 11
iiberpriift.

Die folgenden drei Aussagen beziehen sich auf das Dividieren:
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25. Kiirzungsregel. Sind r,z,y € Z, so gilt: |rx =,y A g9T(r,a)=1 = x =, v.

Beweis: Aus r - x =, r -y folgt a|r - (x — y). Nach 7. gilt dann a|(z—y), also z =, y. O
Gegenbeispiele: (3-2=¢3-4#4 2=¢4), (2-3=102-8% 3=108).

26. Ist r € Z, so gilt: Genau im Falle ggT (a,r) =1 gibt es ein v € Z mit r -z =, 1.
Beweis: 1) Ist ggT(a,r) = 1, so gibt es nach 4. z,y € Z mit rx + ay = 1, also mit
re —1 = a-(—y) € aZ und deshalb mit rz =, 1. 2) Umgekehrt gilt: Ist z € Z mit
r-x =, 1, so existiert ein y € Z mit rx — 1 = a- (—y), und dann ist rz + ay = 1. Nach 4.
impliziert dies g¢gT'(a,r) =1. O

Beispiele: Fira=3und r=2ist 2-2=3 1;flira=6und r=2ist 2-x %4 1 Vo € Z.
27. Ist r € Z mit ggT(a,r) =1, so gibt es zu jedem t € Z ein x € Z mit r - x =, t.
Beweis: Wegen 26. gibt es ein v € Z mit ru =, 1, und fiir x := ut folgt dann rx =, ¢t. O

Fiir spétere Untersuchungen erweisen sich die folgenden Ausfithrungen als wichtig, die
weitere Eigenschaften des Rechnens ,,modulo n* beinhalten:

28. Fiir setzen wir () i—i_‘;y i Ei +y1)/)~a g g“’ und nennen diese
‘a = ' ~a a

neuen Verkniipfungen ,addieren modulo a“ bzw. ,multiplizieren modulo a“ oder
kiirzer ,,plus—a“, ,mal-a*.

«|... b .. Wirbehaupten, daB dic Rechenregeln (R1) bis (R5) der reellen Zah-
: len fiir +, und -, anstelle von + und - erfiillt sind.

Bevor wir dies ausfiihren, zeigen wir anhand von Verkniipfungsta-
feln, die entsprechend dem links stehenden Schema zu lesen sind,
wir sich +, und -, fiir a € {4,5} verhalten:

+, 101 2 3 4]0 1 2 3
00 1 2 3 0(0 0 0 0
111230 11012 3
21230 1 210 2 0 2
31301 2 310 321
1012 3 4 5101 2 3 4
0012 3 4 0/0 0000
11123 40 11012 3 4
212340 1 200 2 41 3
313401 2 310 3142
41401 2 3 410 4 3 21

Hierbei verfahrt man wie folgt:

Man rechnet mit den Zahlen aus Z, zunéchst wie gewthnlich, und nur, wenn das Ergebnis
y nicht in Z, liegt, bestimmt man dazu ein x € Z derart, dal z := y — x-a in Z, liegt;
hier ist dann z das gesuchte Ergebnis.

Ubrigens kann man sich das Addieren dadurch veranschaulichen, daf man die Elemente
von Z, gleichméfig der Reihe nach auf einem Kreis anordnet und dann das Hinzuaddieren
von x € Z, als Drehung um (x/a) - 360° deutet.
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Beweis der Regeln (R1) — (R5) fiir x,y,z € Z,:

(R1) Kommutativgesetze: Es ist € +,y = (£ 4+ Y)o = Y+ T)ag =y +ox und z -, y =
(@ Ya=Y T)a =Y 0.

(R2) Assoziativgesetze: Esist x4+, (y+a2) =4 24 (Y44 2) Z oot (y+2)=(x+y)+2 =
(T4.y)+2 =a (T+ay) +az, also 24, (Y+42) = (T+4Y) +a 2z gemiB 22(ii). Entsprechendes

gilt, wenn + durch - ersetzt wird.
(R3) Distributivgesetz: Es ist x -4 (y +4 2) =a T+ (Y +4 2) éga r(y+z2)=x-y+z-z g’a

T+ Ta2=qTqy+aT a2 also0T 4 (Y+a2) =100y +qT a2 gemaB 22(ii).

(R4) Emistenz neutraler Elemente: Es ist 0 44 7 = (04 2)og = Tog = z und 1 gz =

(1-2)g = Ty Z .

(R5) Eristenz negativer Elemente: Es ist 04,0 = 0, und ist u € Z,\{0}, soist 0 < u < q,
also0 =u—u < a—u < a,d.h. firv:=a—ugltv € Z, und u+,v = (u+v)y = ay = 0.
a

29. Wenn wir Z, in Verbindung mit den Verkniipfungen 4, und -, betrachten, notieren
wir dies als Z,(+4,, o) und bezeichnen diese Struktur als Reste-Ring modulo a.

Abschlieflend zeigen wir nun

30. Satz. Fiir Z,(+a,a) gelten die Regeln (R1)-(R6) genau dann, wenn a eine Primzahl
18t1.

Beweis: Gemaf} 28. ist nur zu zeigen, dafi (R6) genau dann gilt, wenn a eine Primzahl ist:

1) Es sei a € P und u € Z,\{0}. Wegen u < a ist gg7(u,a) = 1, und dann gibt
es nach 26. ein w € Z mit u-w =, 1. Fir v := w., erhalten wir nun v € Z, und
UV =g U-V g’é u-w =, 1, also u -, v =1 gemif 22.(ii), und folglich ist (R6) giiltig.

2) Es sei a P, dh. esgeber,s € Z, mit 1 <r A 1 <s A r-s = a Dann ist
7 q8=0a.u, =0. Gibe es nun zu s ein t € Z, mit s-,t = 1, so hitten wir r =r -, 1 =
Ta($at)=(rus)ot=04t=,0, alsor =0 gemif 22(ii). Demnach 1a8t sich zu s in
Z, kein t mit s -, t = 1 finden, d.h. (R6) ist nicht giiltig. O

5. GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

Die Mengenlehre erméglicht es den Mathematikern, fiir sehr verschiedenartige Konzepte
eine einheitliche Sichtweise zu entwickeln.

Damit erfahrt das Lehrgebdude der Mathematik eine gewaltige Bereicherung, und zugleich
wird die Mathematik in vielen Gebieten anwendbar, die ihr frither verschlossen waren.

A. Regeln fiir den Umgang mit Mengen

Ausgehend von den schon eingefiihrten Notationen und Begriffen geben wir zunéchst
einige Zusammenhénge an, die aus Regeln der Logik folgen, welche man ihrerseits durch
Wabhrheitstafeln bestétigen kann. Soweit es sich hierbei um drei Aussagen A, B, C' handelt,
miissen alle acht Kombinationen www, ww f, w fw,wf f, fuw, fwf, f fw, fff in einer ent-
sprechenden Tabelle aufgelistet und verglichen werden (vgl. d. Ubungen).
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Grundbegriffe der Mengenlehre

1. Die folgende Gegeniiberstellung bezieht sich auf Aussagen A, B,C' und auf Mengen

R, S, T,M mit (RUS)UT C M.
Man kann diese Regeln anschau-
lich bestitigen, indem man
im nebenstehenden Diagramm
geeignete Schraffuren vergleicht:

S

R T

A=B) A (B=C))=(A=C

RCS ANSCT=RCT

(A) Aussagenlogik (M) Mengenlehre Bezeichnung
ANB < BANA RNS=SNR
AVB & BV A RUS=SUR Kommutativgesetze
AVB < BVA RAS=SAR
(ANB)NCEAN(BAC) (RNS)NT=RN(SNT)
(AVB)VCsAV (BVCO) (RUS)UT=RU(SUT) Assoziativgesetze
(AVB)VC<AV(BVC) (RAS)AT=RA(SAT)
AN(BVC)s(ANB)V(AANC) | RN(SUT)=(RNS)U(RNT)
AN (BVC)&(ANB)V(ANANC) | RN(SAT)=(RNS)A(RNT) | Distributivgesetze
AV (BANC)&(AVB)AN(AVC) | RUSNT)=(RUS)N(RUT)
—(ANB)&(—A) VvV (—B) R\(SNT)=(R\S)U(R\T) Regeln von
—(AV B)&(—A) A (—B) R\(SUT):(R\S) (R\T) DE MORGAN
: (A) Satz vom ausge-
AV =A st stets wahr U(M\R) =M schlossenen Dritten
: _ (A)  Satz vom
AN —A st stets falsch RN (M\R) = Widerspruch
_ (A) Satz v. d. dop-
~(A) = A M\(M\R) = R pelten Verneinung
ﬁ X ﬁ z ﬁ g % g _ g (M) Idempotenz
AN(AVB)= A RN(RUS)=R :
Ay EA A Bg 4 RU ERI’W S; _ R (M) Adjunktivitat
ﬁ /:\>BA:>\/ é g 2%%? (M) Subjunktivitat
(AN(A=B))=B R=M ARCS = §=M | (A) Abtren-
nungsregel

2. Um wie iiblich Klammern zu sparen, vereinbart man:

Die Symbole -,
diese binden enger als N, U, A\, \;
diese binden enger als C, C, =;
diese binden enger als —;

diese binden enger als A, V, V;
diese binden enger als =, < .

: binden enger als +, —;

Beispiele 3-4+5=17 = 3-4=12 steht fir (((3-4) +5)=17) = ((3-4)=12)
RNS=SNR steht fir (RNS)=(SNR)
AVA & A steht fir (AVA) & A

Damit ist insbesondere klar, wie die in 1. angegebenen Gesetze zu verstehen sind.
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B. Quantoren

3. Die bereits verwendeten Symbole V, 3 werden von den Logikern als Quantoren be-
zeichnet.

Statt ,n < n?V n € N¥, gelesen: ,,n ist kleinergleich n? fiir alle n aus N, kann man auch
,VneN:n<n* oder ,\V,en (n < n?)* schreiben; man bezeichnet ,V* als Allquantor.
Den sog. Ezistenzquantor ,3% stellt man dagegen stets voran: ,3 n € Z : n? = 9“ oder
auch ,3,¢z (n? = 9)“ wird gelesen als ,,es gibt wenigstens ein n € Z mit n? = 9%,

Das Wort ,, wenigstens” wird oft weggelassen. Demnach bedeutet ,es gibt ein* im mathe-
matischen Sprachgebrauch stets ,es gibt wenigstens ein®“. Soll zusétzlich festgestellt wer-
den, dafl nicht mehr als ein Element existiert, welches die angegebene Bedingung erfiillt,
so sagt man: ,es gibt genau ein x mit ...“ und verwendet das Zeichen ,3;“ statt ,3“.
Z.B.ist ,3 n € Z:n?= 9% wahr und ,3; n € Z : n? = 9“ falsch. Ist n eine natiirliche
Zahl und gibt es in einer Menge M genau n verschiedene Elemente, die die Bedingung
S(x) erfiillen, so schreibt man 3, z € M : S(x).

4. Regeln fiir den Umgang mit Quantoren

Ist A eine Aussage, ist M eine Menge und ist S(x) eine Bedingung fiir Elemente = von
M, so ist folgendes zu beachten:
(i) Die ,, Variable“ darf ersetzt werden:

dzeM : Skx) & JyeM : Sy),
VeeM : Sx) & VYyeM : Sy).
(ii) Fiir die Negation gelten die erweiterten Regeln von DE MORGAN

- VxeM : Skx) < FJzxeM : (=S)),
- (JzeM: Skx) & VeeM : (=5x)).

(iii) Fiir Konjunktion und Disjunktion gilt
Al Voer (S(x)) & Vaen (A S(2)),
Al Jenr (S(z)) & Foem (A S(2)).

Beispiel zu (ii):
M sei die Menge der Studenten in diesem Horsaal; ,,S(z)“ bedeute: ,Der Student x besitzt
einen Kugelschreiber.“ Dann folgt:

Veer (S(2)) < Jeder Student in diesem Horsaal besitzt einen K.
—Veem(S(x)) < Nicht jeder Student in diesem Horsaal besitzt einen K.
< Es gibt (wenigstens) einen Studenten in diesem Horsaal,
der keinen K. besitzt

& Ten(=S(2)).

Die Regel (ii) lautet also: Beim Vertauschen des Negationszeichens mit einem Quantor
dndert sich der Quantor. Dies bedeutet: Die Negation ,,zielt* stets auf den Quantor,
nicht auf die Bedingung S(x). Es wire also falsch, die Negation von , Jeder Student in
diesem Horsaal besitzt einen Kugelschreiber.“ durch ,Kein Student in diesem Hérsaal
besitzt einen Kugelschreiber.” oder ,,Jeder Student aulerhalb dieses Horsaals besitzt einen
K.“ oder ,Jeder Student in diesem Horsaal besitzt einen Fiillfederhalter.” anzugeben.
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C. Mengen von Mengen

5. Mengen, deren Elemente selbst Mengen sind, werden als Mengen von Mengen oder als
Mengensysteme bezeichnet.

Beispiel: Ist M eine Menge, so wird das System aller Teilmengen von M als die Potenz-
menge ‘P(M) von M bezeichnet.

Beispiele dazu:
M = {1’ 2, 3} = ‘B(M) = {Q)v {1}7 {2}7 {3}7 {1’ 2}’ {1’ 3}7 {27 3}7 {17 2, 3}}7
M={12y = PM) = {0,{1},{2},{1,2}},
M = {1} = PM) = {0,{1}},
M=10 = PM) = {0},
wobei 8,4,2,1 die Anzahl der Elemente von B(M) ist. Man beachte: Ist M = (), so hat
M kein Element, aber (M) enthilt ein Objekt, ndmlich (!

Warnung:
Die Zusammenfassung aller Mengen liefert keine Menge. (RUSSELsche Antinomie).

6. Es sei M ein Mengensystem, also eine Menge von Mengen.

Beispiel: M,

My = {Mh M27M3} :

Wir setzen M, M

U= | M:={z | Jyem (v € M)} SRUIE

MemMm

und nennen |9 die Vereinigung iiber 9t oder die Vereinigung der Elemente von
M. Diese besteht aus allen Elementen x, die in (wenigstens) einer der Mengen M € 9
liegen. Im Falle 9t = () ist auch (9 = (). Es entsprechen sich | J und 3.

Im Falle 90t # () setzen wir

(M= (| M= {2 |Vyem (x € M)} BRLIE

Mem

und nennen 9t den Durchschnitt iiber 9t oder den Durchschnitt der Elemente
von 1. Dieser besteht aus allen Elementen x, die in jeder der Mengen M € 9 liegen.
Es entsprechen sich (] und V.

Wir gehen davon aus, da§ P(M), [N, (M stets Mengen sind, wenn M eine Menge und
M ein Mengensystem ist.

Ist 991 ein Mengensystem und ist R eine weitere Menge, so ergeben sich die Regeln

HzeMM & VMecM:ze M, (i)xeUM & IMeM:xze M,
U U U U
(iii) (M) Q R=Nyem (M Q R),  (iv) (UMm) Q R=Upeom (M Q R).
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D. Kartesisches Produkt

7. Sind a,b zwei (nicht notwendig verschiedene) Objekte, so lassen sich diese zu einem
geordneten Paar (a,b) zusammenfassen. Bei der Paarbildung kommt es — im Unter-
schied zur Mengenbildung — auf die Reihenfolge ,erst a, dann b* an.

Deshalb wird a als erste und b als zweite Komponente von (a, b) bezeichnet:

Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden Komponenten iibereinstimmen:

‘(a,b):(c,d) S a=c A b:d‘.

Sind A, B zwei (nicht unbedingt verschiedene) Mengen, so heifit

Ax B:={(a,b)|ac A N be B}

das kartesische Produkt von A und B. Ax B
B
Veranschaulichung;: (@b)
b
Ist A={1,2,3} und B = {5,6,8,9}, so ist A a

Ax B ={(1,5),(1,6),(1,8),(1,9),(2,5),(2,6),(2,8),(2,9),(3,5), (3,6), (3,8), (3,9)},
d.h. A x B besteht aus allen Paaren mit der ersten Komponente in A und der zweiten
Komponente in B.

Im Allgemeinen ist A x B # B x A. Auerdem ist Ax B=0 & A=0V B=040.

Fiir kartesische Produkte gelten die Regeln (vgl. die Ubungen):
U U

i)ACS ANBCT = AxBCSxT, (ii) (AQB)XS:(AXS)Q(BXS),
(ili) (ANB)x (SNT) = (AxS)N(BxT), (iv) (AUB) x (SUT) D (AxS)U(BXxT).

Eines der wichtigsten Beispiele ist fiir uns R? := R x R = {(x,y)|z,y € R}, denn dieses
ist die Menge der Punkte der sog. Anschauungsebene.

E. Relationen

8. Gegeben sei eine Menge M. Ist jedem Paar (x,y) € MxM eine Aussage R(x,y)
zugeordnet, so wird R eine Relation auf M genannt.

Ist R(x,y) wahr, so schreiben wir xRy und sagen, x und y stehen in Relation. Ist
R(z,y) falsch, so schreiben wir ~(zRy) und sagen, = und y stehen nicht in Relation. Die
Teilmenge

Graph (R) := {(x,y) € MxM | xRy}
von M x M wird der Graph von R genannt.



38 5.9 Grundbegriffe der Mengenlehre

Beispiel: 1) Es sei M =R, und R(x,y) sei die Aussage ,,x < y*“. Dann besteht Graph(R)
aus allen Punkten (z,y) € R? mit z < y (das sind alle Punkte ,,oberhalb“ der Geraden
{(z,z)|z € R}).

2) Es sei M = {0,1,2,4}, und R(z,y) sei die Aussage ,* = y.“ Dann ist Graph (R) =
{(0,0),(1,1),(2,4)}.

9. Fiir uns sind vor allem diejenigen Relationen von Interesse, die die Grundeigenschaften
des Gleichheitszeichens besitzen:

Ist M eine nichtleere Menge und ist R eine Relation auf M mit
(Rf) Reflexivitit: Rz V x € M,

(Sy) Symmetrie: tRy = yRxV z,y € M,

(Tr) Transitivitiat: xRy A yRz = xRz V x,y,z € M,

so wird R eine Aquivalenzrelation auf M genannt.

Beispiele fiir Aquivalenzrelationen:

(i) Es sei M # (0, und R(z,y) sei die Aussage ,x = y*“.

(ii) Es sei M # (), und R(z,y) sei die Aussage ,x,y € M*.

(iii) Es sei M = Z und a € N\{1}, und R(x,y) sei die Aussage ,,x =, y“.
(iv) Es sei M = Q, und R(z,y) sei die Aussage , 2% = y**.

(v) Es sei M =N x N, und R((a,b), (c,d)) sei die Aussage ,a —b=c — d*.

(vi) Es sei M = Z x Z*, und R((a,b), (c,d)) sei die Aussage ,,% = cgl“'

Man kann den Begriff der Aquivalenzrelation als eine Erweiterung des Gleichheitsbegriffes
verstehen.

Dies wird deutlicher durch die nachfolgenden Ausfithrungen:

10. Ist eine nichtleere Menge M vorgegeben und ist 99t ein System von Teilmengen von
M mit

(P1) X #0 VX em,
(P2) UMt =M,
(P3) X#Y = XNY =0 VX, Yem,

so wird 91 eine Zerlegung oder Klasseneinteilung oder Partition von M genannt,
und die Elemente von 9 heiflen auch Teile oder Klassen der Zerlegung 9.

Anders gesagt: Ein System 91 nichtleerer Teilmengen von M ist eine Zerleqgung von M,
wenn jedes Element von M in genau einem der Teile von 9T vorkommt.

FEine Partition der Menge M ist
hier 9 = {Ml,MQ,Mg,M4,M5} : Ml MQ M3 M4 M5
M
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Wir nennen zwei Mengen disjunkt, wenn ihr Durchschnitt leer ist. Demnach bedeutet
(P3), daB je zwei verschiedene Teile von 9t disjunkt sind.

Beispiele: 1) Die Menge der Teile eines Puzzles kann als Zerlegung des Gesamtbildes
verstanden werden.

2) Ist M := {1,2,3,4}, so sind My := {{1,3},{2,4}}, 9, = {{1,2,4},{3}}, M3 =
{{1},{2},{3.4}}, 9ty := {{1,2,3,4}} Beispiele fiir Zerlegungen von M.

Die folgenden beiden Aussagen zeigen, daf zwischen Zerlegungen und Aquivalenzrelatio-
nen ein sehr direkter Zusammenhang besteht:

11. Satz. Ist M eine nichtleere Menge und ist I eine Zerlequng von M, so ist durch
(xRmy < FJAeM:z,yec A Vax,ye M
eine Aquivalenzrelation Roy auf M definiert.

Man nennt Roy die durch 9 bestimmte Aquivalenzrelation und bezeichnet die Teile von
M als die zu Roy gehorigen Aquivalenzklassen.

Die Relation Rgy beschreibt tatséachlich ein ,,Gleichsein im weiteren Sinne*: Zwei Elemente
von M stehen genau dann in Relation, wenn sie zum gleichen Teil der Zerlegung gehoren.

Beweis: (Rf): Zu jedem z € M gibt es ein A € M mit x € A, und es gilt z,z € A, also
xRoy x. (Sy): Sind z,y € M mit xRgy y, so gibt es ein A € 9 mit =,y € A, also mit
y,x € A, und es folgt yRon x. (Tr): Sind z,y,z € M mit xRoyn y A yRon 2, so gibt es
A BeMmitz,ye A AN y,z € B. Wegen y € AN B ist A= B, und es folgt =,z € A,
also xRogn z. O

Als Gegenstiick zu 11. zeigen wir

12. Satz. Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so sei [x],, := {yeM | yRa} fir x€M die

sog. zu x gehorige Aquivalenzklasse bzgl. R. Diese besteht aus den simtlichen Elementen

von M, die zu x bzgl. R in Relation stehen. Es gilt

(i) €lx], VoeM.

(i) y € 2], = yRe & [y, = [t], ¥ o,y € M.

(111) Mp = {[z] .|z € M} ist eine Zerlegung von M, auch die zu R gehirige Klassenein-
teilung genannt.

Beweis: (i) gilt wegen xRz ¥V x € M.

(ii): 1) Definitionsgemés gilt y € [z], < yRx fiir x,y € M. 2) Gegeben seien z,y € M
mit yRx. Ist z € [y],,, so folgt zRy, also zRzx und damit z € [z],. Demnach ist [y], C [z],.
Da auch xRy gilt, haben wir ebenso [z], C [y],, und damit schlieflich [y], = [z],. 3) Aus
(o], = (o] folgt u € [y],, = o],

(i) Wegen (i) sind (P1) und (P2) fir Mg giiltig. Sind z,y € M und gibt es ein
z € [z], N [y],, so fihrt (ii) auf [z], = [z], = [y],, und mithin ist auch (P3) fiir Mg
erfilllt. O

13. Bemerkung. Die Sétze 11. und 12. merkt man sich am einfachsten in der Kurzfassung

Jede Klasseneinteilung legt eine Aquivalenzrelation fest, und jede Aquivalenzrelation be-
wirkt eine Klasseneinteilung.

Das ist hier allgemein ausgefiihrt und mufl dann in speziellen Situationen nicht immer
wieder neu bewiesen werden.
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14. Als Anwendungsbeispiel fiir 12. betrachten wir die Kongruenz modulo a fiir a € N\{1}:

Nach 4.21. Ist eine Aquivalenzrelation auf Z.

Fiir x € Zist |2 + aZ .= {x + a2 | 2 € Z} |die zu = gehorige Aquivalenzklasse bzgl. =,,

jetzt auch Restklasse modulo a genannt, denn fiir z,y € 7Z ist
yzax4£' y—re€al & y=x+azmit z € Z.
Nach 12.(ii) haben wir dann
(%) ’y—xéaZ@yEax®y+aZ:x+aZ‘

fiir x,y € Z, d.h. die Kongruenz modulo a entspricht der Gleichheit der Restklassen modulo
a. Fiir a = 4 haben wir vier Restklassen modulo a, ndmlich

0442 ={...,—12,—-8,—4, [0} 4, 8, 12,...

1+4Z ={...,—11,-7,-3, [1], 5, 9, 13,...

2447 ={...,—10,-6,-2, [2] 6, 10, 14,...

34+44Z=1{...,— 9,-5,—1, (3] 7, 11, 15,...
mit 1 +47 = —11+ 47 = 134+ 47 +# 14+ 47 = 2 + 47.

Indem man die Spalten von links nach rechts durchgeht, wird plausibel, daf§ jede ganze
Zahl genau einmal vorkommt.

[N R -’

An den eingerahmten Zahlen erkennt man, dafl jede Klasse genau ein Element von Z4 =
{0,1,2,3} enthélt; man sagt auch, jeder Rest reprisentiert genau eine Restklasse.

Abschlieflend erwdhnen wir

15. Eine Relation R auf einer nichtleeren Menge M heifit Ordnungsrelation, wenn gilt:
(Rf) Reflexivitit: xRz VYV x € M,

(An) Antisymmetrie: tRy A yRr = x =y Vax,ye M,

(Tr) Transitivitidt: tRy A yRz = xRz Va,y,z€ M.

Standardbeispiele fiir Ordnungsrelationen sind die Relationen < und > auf R sowie die
Relation | (teilt) auf N.

6. ABBILDUNGEN

A. Abbildungstypen

Der Begriff der Abbildung ist eines der wichtigsten Konzepte der Mathematik. Im Rahmen
der Mengenlehre wird er wie folgt festgelegt:

1. Es seien A, B zwei nichtleere und nicht notwendig verschiedene Mengen. Eine Vor-
schrift f, die jedem x € A in eindeutiger Weise ein Element f(z) aus B zuordnet, heifit
Abbildung oder Funktion von A in B.

A heifit Definitionsbereich oder Urbildbereich von f,

B heifit Bildbereich von f,

f(z) heifft das Bild von z oder der Wert von f an der Stelle z,
x  heifit ein Urbild des Elementes f(x) bzgl. f.
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N

Die Menge aller Abbildungen von A in B wird mit Abb (A, B) bezeichnet.

Beispiel 1:

A=H{a,b,c,d}, B=1{3,4,5,7,9}, also jjf a\f j (f
a) = f(b) =4, f(c) =5, f(d) =71, |
fla) = f(b) =4, f(c) = 5, f(d) B34 5 7 9
Beispiel 22 A=B=R A f(z)=2*Vz € A.

o o B | a , falls x gerade,
Beispiel 3: A=N A B = {a,b} A f(x)—{ b sonst.

o 1, falls 2z €Q,
Beispiel 4: A= B =R A f(x)—{o sonst.
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2. Durch die Vorschrift f ist eine Teilmenge {(z, f(z))|z € A} von A x B festgelegt;

diese wird als Graph von f, in Zeichen: Graph (f), bezeichnet.
Ax B

il N @)

1 ¥ von F' enthilt; es ist dann y = f(z).

Definitionsgeméf gibt es zu jedem x aus A genau
ein f(z) aus B, also genau ein y aus B mit (z,y) €
Graph (f). Demnach ist die Vorschrift f genau
dann bekannt, wenn Graph (f) bekannt ist.

Eine Teilmenge F' von A x B ist genau dann der
Graph einer Abbildung f : A — B, wenn die Men-
‘ ge {x} x B fiir jedes x € A genau ein Element (z, y)

3. Zwei Abbildungen fi, fo von A in B heiflen gleich, in Zeichen: f; = f5, wenn ihre

Graphen gleich sind, wenn also

(*) filz) = folx) VzeA

gilt. Zum Nachweis der Gleichheit von zwei Abbildungen ist es héufig notwendig, die
Giiltigkeit von () nachzupriifen. Spéter werden wir allerdings noch andere Méoglichkeiten

kennenlernen, Gleichheit zu bestétigen.

Achtung! Es ist streng zu unterscheiden zwischen der Vorschrift f und dem Element

f(z). (Dies wird in der Schule oft nicht getan.)

Schreibweisen: Fiir Abbildungen von A in B schreiben wir

f:A— B oder AL B oder f:A— B:x— f(x) oder f{;1 : ?(:c)
4. Ist f : A — B eine Abbildung und ist
M eine nichtleere Teilmenge von A, so wird L
die Abbildung g : M — B : z — f(z) die
Restriktion von f auf M genannt, und -
man notiert g als f|y. Zugleich wird f auch M £ (M)
als Fortsetzung von g auf A bezeichnet. S
Beispiel: Tst f : {1,...,5} - N:z — 2? y f4)
und ist M = {1,2}, so ist i
flar:{1,2} = N:x — 22 4 B
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5. Induzierte Abbildung. Ist f eine Abbildung von A in B und ist X C A, so heifit
f(X) :={f(x) | = € X} das Bild von X unter f. Die-

A: X ses besteht aus allen denjenigen Elementen von B, die Bild
d (wenigstens) eines Elementes aus X sind. Speziell wird f(A)
f N auch mit Bild f bezeichnet und Bild von f genannt.
B: |3 7 9 Es ist ye f(X) & JrxeXmity= f(z)|
f(X)

Da jeder Teilmenge X von A eine Bildmenge f(X) in B
eindeutig zugeordnet ist, ist

eine Abbildung von der Potenzmenge von A in die Potenzmenge

BECIRS

X = f(X)
von B. Wir sagen, f ist die durch f induzierte Potenzmengenabbildung von B (A)
in P(B). (Oft schreibt man einfach f statt f; es muf dann aus dem Zusammenhang
ersehen werden, ob f oder f gemeint ist.)

Beispiele: floor ([1,3]) = {1, 2}, floor ([1,3]) = {1, 2, 3}.

6. Umkehrabbildung. Ist f eine Abbildung von A in B und ist Y C B, so wird
f7UY) := {z€A | f(z)€Y} das Urbild von Y bzgl. f
A YY) genannt. Dieses besteht aus allen denjenigen Elementen

von A, deren Bilder in Y liegen.

-
L

d
I Es ist refNY) & fzr)eY VzeA|
7

9 Definitionsgeméf ist f~1(B) = A und f~1(0) = 0.

Da jeder Teilmenge Y von B eine Urbildmenge f~(Y) in
B(B) — P(A)

Y o fY)
Potenzmenge von B in die Potenzmenge von A. Wir sagen, ! ist die zu f gehorige
Umkehrabbildung. (Oft schreibt man einfach f~! statt £71.)

Beispiele: floor™'(Z) =R, floor™'({1,2,4}) =[1,2[.

A eindeutig zugeordnet ist, ist 7! : { eine Abbildung von der

7. Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv oder eineindeutig oder Injektion, in

Zeichen: f : A = B oder f A ! B, wenn jedes Element von B hochstens ein Urbild
bzgl. f besitzt, wenn also eine der Bedingungen

A: ’a b ¢ d e\ (f(x)=f(u) = z=u) Vz,uc A|(Test 1)
o b bbb (x#u = f(x)# f(u)) Va,uec A|(Test 2)
B: |7 4 5 2 3 9 1]

erfiillt ist.
Beispiele: 1) f1 : R, — R : x — 22 ist injektiv, nicht aber f: R — R : z — 22

2) Die Abbildung floor ist nicht injektiv.
8. Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv oder Abbildung ,auf“ oder Abbildung
von A auf B oder Surjektion, in Zeichen: f : A auf Boder f: A et B, wenn f(A) =B

ist, wenn also zu jedem y € B (wenigstens) ein z € A mit f(z) = y existiert.
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Beispiele: 1) fo : R — R, : o — 22 ist surjektiv, 4) Graphisches Beispiel:
nicht aber f: R — R : 2 — 2.

2) a: N > N\{1} : 2 — z + 1 ist surjektiv, A la b c d e x y
nicht aber 3: N —-N:x — x + 1. f: N NV
3) Die Abbildung floor (mit Bildbereich R) ist B (7 4 5 3

nicht surjektiv.

9. Um festzustellen, ob eine Abbildung f : A — B :x — f(x) surjektiv ist, geht man oft
wie folgt vor:

(i) Man denkt sich im Bildbereich, also in B, ein beliebiges Element y gegeben. Man weif§
lediglich, dafl dieses Element den Namen ,,y* hat und daf ist, nichts weiter.

(ii) Durch Untersuchen der Eigenschaften von f mufl man herausfinden, ob sich im Ur-
bildbereich A irgendwo ein Element x finden 148t, welches durch f auf y abgebildet wird.

Beispiele: 1) f : R — R : x — z? ist nicht surjektiv, weil wir zu dem speziell gewihlten
Element y = —1 kein Urbild in R finden koénnen (denn es gilt 2? > 0 Vz € R).

2) fo: R — R, : & — 22 ist surjektiv, denn ist y € R, beliebig gewiihlt, so gibt es in R
ein Element z mit 22 = y, nimlich z := VY (vgl. 2.27.). Man sieht hier, daf der Nachweis
der Surjektivitdt mithsam wére, wenn nicht schon ein entsprechender Satz vorlédge.

3) fs:R—R:x — a-x+bmit a,b fest aus R und a # 0 ist surjektiv, denn ist y € R
beliebig gewihlt, so 148t sich die Gleichung y = a - x + b umformen zu x = a™' - (y — b),
d.h. y hat a=! - (y — b) als Urbild. (Beweis durch Einsetzen: fs(a™ - (y — b)) = y.)

10. Eine Abbildung f : A — B heifit bijektiv oder umkehrbar eindeutig oder auch
bii
Bijektion, in Zeichen : f : A - B, wenn f zugleich surjektiv und injektiv ist. Die

Bijektionen des Typs f : A — A werden auch Permutationen von A genannt.

A: ’a b ¢ d e =x y‘ A: ’a b ¢ d e =x y‘
foo L g T 1T T 1T 17T 11
B: |7 45 2 3 9 1] B:[7 4 5 2 3 9 1]

Bei einer bijektiven Abbildung f : A — B gibt es zu jedem y € B genau ein x € A mit
f(z) =y. Folglichist g: B— A: f(x) — = eine Abbildung von B in A.

Genauer ist g sogar eine Bijektion von B auf A, denn es gilt V¥, yea(z=usf(z)=f(u)),
und fir jedes x € A ist g(f(z))=z, also g(B) = A. Zugleich haben wir auch f(g(y)) =y
V y € B. Man nennt g die zu f inverse Abbildung und schreibt meistens f~! statt g.
Man sagt auch, durch g werde die Bijektion f riickgédngig gemacht.

In Verbindung mit 6. muf ggf. aus dem Zusammenhang ersehen werden, ob mit f~! die
Umbkehrabbildung f=! oder die inverse Abbildung gemeint ist.
Beispiele:
. A —- A : - - .
1) Ist A # (), so wird id 4 : . als die Identitiat von A oder als die identische

Abbildung von A auf sich bezeichnet. Offenbar ist id4 eine Bijektion mit id,4 = id}".
Der Graph von idg ist die Gerade {(z,z) | z € R}.
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2) Die Abbildung g, : Z — Z : © — x + b mit b fest aus Z ist eine Bijektion, denn wegen
(x+b=u+b = z=uV z,u€Z)ist g, injektiv, und wegen (Vy € Z : g,(y — b) = y)
ist g, surjektiv.

3) Die Abbildung hs : R, — R, : & — 2° ist bijektiv gem#f 2.24. und 2.27.

B. Verketten von Abbildungen

11. Sind A, B, C' Mengen und sind Abbildungen f : A — B und g : B — C' gegeben, so
ist auch

A - C AL B2
9°f:{:c - g(f@) \_gof s
gelesen ,,g nach f* oder g Kreis f*, eine Abbildung.
Beispiele: 1) Ist f ' N—Z:x —x—3und g:Z — Q:x — x/7,
soist gof:N—-Q:2— (x—3)/7.
D) Istg: Ry, 2Ry :x—yrundg: R—R:2x — 2! soist go f: Ry - R:z — 22

Man sagt, die Abbildung g o f entsteht aus f und g durch Hintereinanderausfiihren
oder Verketten und spricht von der Verkettung g nach f. Definitionsgeméf gilt

(%) goflx):=(go fllx) =g(f(x)) VazeA
Wichtig ist, dafl wirklich g nach f angewendet wird, ndmlich zuerst f auf z und dann g
auf f(x).

Ist f: A — B eine beliebige Abbildung, so gilt idg o f = f = f oida, d.h. die identische
Abbildung ist neutrales Element hinsichtlich des Verkettens von Abbildungen.

Auf die folgende Aussage werden wir haufig zuriickgreifen:

12. Satz. Sind Abbildungen f: A — B und g : B — C gegeben, so gilt:
(i) Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.
(i) Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.
(iii) Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.
(iv) Ist g o f injektiv, so ist auch f injektiv.
(v) Ist g o f surjektiv, so ist auch g surjektiv.

Beweis: (1): Es gilt: go f(z) = go f(u) = g(f(x)=g(f(u) “E" flx)=f(u) "E" z=u
Vor,ueA.

(ii) Ist y € C, so gibt es nach der 2. Voraussetzung ein z € B mit g(z) = y und nach der
1. Voraussetzung ein x € A mit f(z) = z, und dann ist (go f)(z) = g(f(x)) = g(z) = v.
(iii) folgt aus (i) und (ii).

(iv) Sind z,u € A mit f(z) = f(u), so gilt (go f)(z) = (g o f)(u), also z = u.

(v) Ist y € C, so gibt es voraussetzungsgemé$ ein x € A mit (g o f)(z) = g(f(z)) = v.
Folglich hat y in B bzgl. g ein Urbild, namlich f(z). O

1, fallsz =1

Bemerkung.Fiirf:N—>N:m—>x+1undg:N—>N:m—>{
x — 1 sonst

ist go f = idy byektiv, aber f ist nicht surjektiv und g ist nicht injektiv.

Aufgrund dieses Beispiels erkennt man, dafl man die Bijektivitdt von f nicht stets aus
der Gleichung ,,g o f = id“ ableiten kann, falls solch ein ¢ existiert. Jedoch gilt
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13. Satz. Ist die Abbildung f : A — B gegeben und existiert eine Abbildung g : B — A

mit’ gof=riddy N fog=ridg |, so sind f und g bijektiv, und es ist g = f~1.

Beweis: Nach 12. (iv) und 12. (v) sind f und g bijektiv, da id4 und idp bijektiv sind, und
mit 10. folgt g = f~1. O

Eine weitere wichtige Aussage erhalten wir mit

14. Satz. Das Verketten von Abbildungen ist stets assoziativ.
Genauer: Sind Abbildungen f: A— B, g: B— C und h:C — D gegeben, so gilt

ho(gof)=(hog)of |

Beweis: Fiir jedes € A st (ho(go f))(x) = h((go f)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) =
— ((hog)o f)(x). D

C. Endliche Mengen

Wir werden die eingefiihrten Begriffe nun auf Zahlenmengen anwenden. Zunéchst zeigen
wir

15. Satz. Sind m,n € N und ist f : n — m injektiv, so ist n < maxf(n) < m, und im
Falle n = m ist f bijektiv.

Beweis durch Induktion:

(IA): Ist n =1, soist f(n) = {f(1)} mit 1 < f(1) < m.

(IV): Es sei k € N, und fiir n = k gelte der Satz.

(IB): Fiir n = k + 1 gilt der Satz ebenfalls.

(DB): Es sei t = max f(n), und g sei diejenige Permutation von 7, die t mit f(n) ver-

tauscht und die alle iibrigen Elemente von m festlafit. Dann ist h :== go f : 1 — m

injektiv gem#B 12.(i) mit h(n) = ¢ und mit h(z) < ¢t ¥ « € k. Da h|; injektiv ist, fithrt

(IV) nun auf k& < maxh(k) < t, und es folgt n = k41 < t < m. Ist jetzt n = m, so

ist n = k41 =1t=m, also h(n) = n. Weiter ist h; : & — k nun injektiv und gemaB

(IV) auch bijektiv. Demnach ist h : 7 — 7 bijektiv, und damit ist geméfl 12.(iii) auch die

Abbildung g toh =g to(gof)= (g7 og)o f=idsof=f bijektiv. O

Als Gegenstiick ergibt sich

16. Satz. Sind m,n € N und ist f : n — m surjektiv, so ist n > m, und im Falle n = m
ist f bijektiv.

Beweis: Die Abbildung g : m — 7 : x — min f~*({z}) ist injektiv, denn fiir z,u € m mit

z#uglt (o) : f1{z}) N {u}) =0, also g(z) # g(u). Nach 15. ist dann n > m. Ist

jetzt n = m, so ist g nach 15. surjektiv. Wegen (¢) ist dann f~'({z}) = {g(z)} V x € m,

d.h. f ist injektiv und damit auch bijektiv. O

Als einfache Folgerung notieren wir
17. Corollar. Sind n,m € N und ist f : n — m eine Bijektion, so folgt n = m.
Beweis: Nach 15. und 16. gilt n <m und n >m. 0O

18. Eine Menge A heifit endlich, wenn sie leer ist oder wenn eine Bijektion von A auf m
fiir ein m € N existiert.
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Ist A eine Menge und gibt es Bijektionen f: A — mund g : A — n mit m,n € N, so ist
go f~! nach 12.(iii) eine Bijektion von 72 auf 72, und mit 17. folgt m = n. Dies bedeutet:

Zu jeder endlichen Menge A mit A # () gibt es genau ein m € N derart, daf} eine
Bijektion von A auf m existiert. Wir schreiben |A| = m und sagen, A hat m Elemente.

Ist A = (), so schreiben wir |A| = 0 und sagen, A hat Null Elemente. Ist A keine endliche
Menge, so schreiben wir |A|=c0 oder |A| & Ny und bezeichnen A als unendliche Menge.

Allgemein werden zwei nichtleere Mengen A, B als gleichméchtig bezeichnet, in Zeichen:
A ~ B, wenn eine Bijektion f von A auf B existiert.

Nach 10. und 12.(iii) gilt
A~A N (A~B = B~A) N (A~xB N B~C = A~C()
fiir nichtleere Mengen A, B, C.
Definitionsgeméa$ ist keine endliche Menge gleichméchtig zu einer unendlichen Menge.
Wir zeigen nun

19. Satz. Sind A, B nichtleere endliche Mengen, so gilt:

(i) Ist |A| < |B|, so existiert eine Injektion f: A — B.

(ii) Ist|A| > |B|, so existiert eine Surjektion g : A — B.

(i) Ist |A| = |B|, so ist A~ B.
Beweis: Wegen |A|,|B| € N gibt es Bijektionen o : A — k, 8: B — m mit k,m € N.
Ist k < m, soist k C m (vgl. 2.4.), und dann ist v : k — 7 : & — x injektiv, also
gemif 12. auch f := 3 toyoa: A — B. Ist k > m, also k D m, o ist & ck—
{ r—ax , fallsxem

. . . o ‘
r—1 sonst surjektiv, damit aber geméf 12. auch g := " odoa : A — B.

Ist &k = m, also k= M, so ist h == ~'oa: A — B nach 12. bijektiv. O
Umgekehrt erhalten wir

20. Satz. Sind A, B nichtleere endliche Mengen und ist f eine Abbildung von A in B, so

qilt:

(i) Ist f injektiv, so ist |A| < |B].

(ii) Ist f surjektiv, so ist |A| > |B].

(1) Ist f bijektiv, so ist |A| = |B].

(iv) Ist |A| > |B|, so ist f nicht injektiv.
Beweis: Wegen |A|,|B| € N gibt es Bijektionen o : A — k, 3 : B — 1 mit k,m € N. Ist
f injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv, so gemifi 12. auch o foa™!: k— m, und mit
15.-17. folgt k < m bzw. k > m bzw. k = m. Damit sind (i), (ii), (iii) bewiesen, und (iv)
folgt aus (i) durch logische Kontraposition. 0O

Bemerkung. Die Aussage 20.(iv) wird auch Dirichletsches Taubenschlagprinzip genannt
entsprechend dem folgenden Beispiel: Wenn 12 Tauben in 9 Taubenschlége geflogen sind,
dann enthélt wenigstens einer der Taubenschldge mehr als eine Taube.

Weiter zeigen wir:

21. Satz. Sind A, B nichtleere endliche Mengen mit |A| = |B| und ist f eine Abbildung
von A in B, so gilt:  f ist injektiv < f ist surjektiv < f ist bijektiv .
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Ferner gilt: Aus |A| = |B| € N und A C B folgt A = B.
Beweis: 1) Es sei |A| = |B| = n € N. Dann gibt es Bijektionen o : A — fnund g : B — 7,
und fiir v:= 3o foa ' :n — n gilt: Ist f injektiv oder surjektiv, so gemafB 12. auch 7.
Nach 15. und 16. ist v dann aber bijektiv und damit nach 12. auch f = f~to~vyoa.
2)Ist AC B,soist g: A — B:x — x injektiv, und allein im Falle A = B ist ¢ surjektiv.
Mit 1) fiihrt dies auf die Behauptung. O

D. Abzihlbare Mengen

22. Wir bezeichnen eine Menge M als abzdhlbar, wenn M gleichméchtig mit N ist, wenn
also eine Bijektion von M auf N und damit auch eine Bijektion von N auf M existiert.
Demnach ist M abzéhlbar, wenn sich M mit natiirlichen Zahlen ,,durchnumerieren® l1aft.

Ista€Z*undb € Z,sosinda: N — aN:={a-z|lr e Nfund §: N - Zsp : x — o—1+b
Bijektionen, und mithin sind @ - N und Z>; abzéhlbar.

Eine Menge heifit tiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzéhlbar ist.

23. In 3.22. und 4.16 kamen bereits die Begriffe ,, Ziffernfolge* und ,,Folge®“ vor.
Allgemein setzen wir fest:

Ist A eine beliebige nichtleere Menge und ist I eine nichtleere Teilmenge von Z, so wird

jede Abbildung ’f I — A i — oy

als eine Folge von Elementen aus A bzgl. der

Indexmenge [ bezeichnet. Statt f schreibt man in diesem Zusammenhang auch | (z;)er

oder kurz (x;) und nennt z; die i-te Komponente oder das i—te Folgenglied der Folge
(xi)ier-

Wenn [ = [a,b] N Z mit a,b € Z und a < b ist, so schreibt man auch (z,, Zq11,-..,,2p)
statt (z;);er. Im Falle I := Z>, mit a € Z schreibt man auch (z,, Zq11,- .-, Tatn, - .. ) statt
(l’z‘)iel-

Beispiele. 1) Zu A :=R, I := {—2,5} und f : x — z? gehért die Folge (z_o,z5) = (4,25).
2)Zu A:=7Z,1 :=Ngund f:z — 2? gehort die Folge der Quadratzahlen

(0,1,4,9,16,25,...); hier ist x; = i? V i € Nj.
3)ZuA:=R,[:=Nund f: 2z — % gehort die Folge (%)neN = (1,%,%,%,...,%,...).
In den meisten Fillen ist [ = N oder I = Ny oder I =n:={1,...,n} mit n € N.

Ist eine Folge (z;);cr gegeben, so wird, falls 4,7 + 1 € I sind, ;41 der direkte Nachfolger
von x; genannt.

Zwei Folgen (x;);cr und (y;);es sind gemé$ 3. genau dann gleich, wenn

gilt, wenn also alle entsprechenden Komponenten iibereinstimmen.
Demnach sind (1), (1,1),(1,2,1), (2,1, 1) paarweise verschiedene Folgen.

Zwischen Folgen und Mengen ist streng zu unterscheiden, denn hier liegen verschiedene
Gleichheitsdefinitionen zugrunde. In der Symbolik werden runde Klammern fiir Folgen
und geschweifte Klammern fiir Mengen verwendet.
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Bei Mengen spielt die Reihenfolge der Elemente keine Rolle, wihrend sie bei Folgen we-
sentlich ist. Beispiele:

1) (1) # (1,1) # (1,1,1), aber {1} = {1,1} = {1,1,1}.
2) (1,2,3) # (1,3,2), aber {1,2,3} = {1,3,2}.
3) (1,1,1,2) # (1,1,2,1), aber {1,1,1,2} = {1,2} = {1,1,2,1}.

Ist I =n mit n € N und sind x4, ..., x,, € A, so nennt man
(1, m0) = (74)ier (zi € A)

ein n—tupel von Elementen aus A, im Falle n = 3 bzw. = 4 bzw. = 5 auch Tripel bzw.
Quadrupel bzw. Quintupel von Elementen aus A.

Zwei 2-tupel (a,b), (¢,d) mit a,b,c,d € A sind genau im Falle a = ¢ A b = d gleich.
Hier haben wir also denselben Gleichheitsbegriff wie bei Paaren, und deshalb geht man

davon aus, daf3 zugleich die Menge der Paare und die Menge der 2—tupel aus

Elementen von A ist: A* = {(z1,13) | 1,72 € A}. Man setzt A' := A, und fiir n € N mit

n > 3 setzt man | A" := {(z1,...,2,) | x1,...,2, € A}| . Man bezeichnet A" (gelesen:

»A hoch n*) als das n—fache kartesische Produkt von A.

Wir zeigen nun, dafl unbeschrénkte Teilmengen von N als spezielle Folgen darstellbar sind:

24. Satz. Ist M eine nichtleere Teilmenge von N, die keine obere Schranke in N besitzt,
so existiert eine Bijektion f : N — M : k — a; mit
(%) E<m = k<ap<ap vV k,m e N.

Beweis: 1) Wir definieren rekursiv: (RD1) Es sei @y := min M. (RD2) Sind a4, ..., a
fiir k£ € N definiert, so ist M\{ay,...,ar} # 0, da M keine obere Schranke hat, und dann
sel agy1 := min M\{ay,...,ax}. Mit (RD1) und (RD2)ist f : N — M : k — ay, festgelegt,
und es ist L := f(N) C M.

2) Esgilt (k <m = a < a,) VY k,m € N. Denn fiir k£ = 1 ist dies klar, und sind
kE,m € Nmit 2 <k <m,soist a, € M\{ay,...,ag,...,am-1} C M\{ay,...,ax_1}, also
Ay # ap A ap = min(M\{a1,...,a51}) < ap.

3) Es gilt k < a, ¥V k € N, denn es ist 1 < ay, und aus k < a; mit £ € N und 2) folgt
k—|—1§ak+1§ak+1.

4) Es ist L = M. Um dies einzusehen, denken wir uns ein m € M\{a;} vorgegeben.
Wegen a; < m < a,, gibt es in {1,...,m} eine grofite Zahl r mit a, < m, und dann ist
r<m A m < a.. Nach 2. gilt {a1,...,a,} < a, < m. Wire nun m < a,,1, so wire
ary1 # min(M\{ay,...,a,}). Folglich ist m = a,; € L.

5) Aus 2), 3) und 4) folgt die Behauptung. O

Als Konsequenz von 24. erhalten wir

25. Corollar 1. Ist R eine nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von N, so gibt es
ein n € N und eine Bijektion g : n — R : k — a mit
(o) E<m = kE<a,<an, VEkmen.
Beweis: Es sei t := max R und M := RU{z € N |t < z}. Dann hat M keine obere
Schranke in N, und nach 24. existiert eine Bijektion f : N — M : k — a; mit (x). Fiir
n = f74t) fihet (x) auf k € n & k<n & aq <a, =1t VkeN,dh fir
g:n — R:k — a gilt die Behauptung. O
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26. Corollar 2. Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist entweder endlich oder abzdhl-
bar.

Beweis: Ist A C M mit A # () und existiert eine Bijektion f : M — N, so ist die Abbil-
dung g : A — f(A) : x — f(x) eine Bijektion. Da g(A) = f(A) nach 24. und 25. endlich
oder abzahlbar ist, gilt dies auch fiir A. O

Wir gelangen nun zu einigen eindrucksvollen Erkenntnissen der Mengenlehre:
27. Satz. N x N ist abzihlbar.

Beweis: Wir betrachten f: NX N — N: (z,y) — = + (z +y)*

Sind (z,y), (u,v) € N x N, so gilt (z+y < utv = f(z,y) < (z+y)* + 2(z+y)+1 =
(z+y+1)% < (u+v)? < f(u,v)), und entsprechend gilt (u+v < r+y = f(u,v) < f(x,9)),
d.h. aus f(z,y) = f(u,v) folgt x+y = u+wv, also z = v und damit auch y = v. Demnach
ist f injektiv, und geméf 26. haben wir dann N x N~ f(Nx N)~N. O

28. Satz. Sind A, B abzdhlbar, so auch A x B und AU B.

Beweis: Gegeben seien Bijektionen oo : A — N und 3 : B — N. Dann ist die Abbildung
f:AxB—NxN:(a,b) — (a(a), (b)) bijektiv, und mit 27. folgt A x B~ Nx N~ N.
: : ' ' (a(z),1) , falls z€ A
Da die Abbildung g: AUB - NxN: z — { (3(x).2) . falls = B\A
ist, haben wir AU B ~ g(AU B) C N x N, und nach 26. ist AU B dann abzéhlbar. O

29. Satz. Es gilt:
(i) Sind r,s,u,v € N mit r/s =u/v A ggT(r, s)=1=ggT(u,v), so ist r=u A s=v.
(i) Q ist abzdihlbar.

Beweis: (1) Aus rv=su folgt r|u A u|r A s|lv A v|s mit 4.7. und daraus r=u A s=v mit 4.2.
(ii) Nach (i) und 4.6. ist die Abbildung h: Q7 - NxN: r/s — (r,s) mit r,s € N und
99T (r,s) = 1 injektiv, und mit 26. und 27. folgt Q* ~ Q% ~ h(Q%) ~ N. Nach 28. ist Q*
dann abzéhlbar, und mit 22. folgt Q ~ Ny ~ N. O

30. Satz. Sind a,b € R mit a < b, so gibt es im Intervall |a,b] iiberabzihlbar viele
wrrationale Zahlen.

injektiv

Beweis: 1) Wir zeigen: Ist (zx)ren eine beliebige Folge von reellen Zahlen aus I :=]a, b],
soist {xy | k € N} # I.

Um dies einzusehen, definieren wir rekursiv zur Folge (zx)ren eine Folge (Ix)gen, von
Intervallen:

(RD1) Essei Iy:=1I,ay:=a,by:=b.

(RD2) Ist I fir k € Ny bestimmt, so sei Iy := [ags1, bpy1] C I mit g & Tryq.

Nach 1.30. ist klar, dafl man I, festlegen kann, wenn I bekannt ist, und es gilt

(1) Iy C I V keNy sowie x € I, VkeN.

Durch Induktion folgt

(ii)[k+mclk/\ak§ak+m<bk Vk’ENQ, vaN,

und nach 1.35. existiert ¢ := sup {ay | k£ € N} mit

Wegen (iii) ist ¢ # x,  Vk € N, wie behauptet.

2) Wegen 1) ist ]a, b[ nicht abzéhlbar. Da QN]a, b[ nach 26., 29. und 3.12. abzdhlbar ist,
kann |a, b[\Q nach 28. nicht abzahlbar sein. O
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31. Satz. FEs ist R ~]—1,1[. Insbesondere ist R tiberabzihlbar.
Beweis: f : Ry — [0,1[: # — —£— ist bijektiv mit f~:[0,1[— Ry :y — 2 Folglich

1+ 1=y
' ' B . f(x) , falls x>0
ist auch g : R —] — 1,1[: z — { —f(—x) sonst

die verbleibende Behauptung. O

eine Bijektion. Mit 30. folgt

Bemerkung. Ohne Beweis sei mitgeteilt, dal R ~ R" Vn € N ist, wiahrend das System
aller Teilmengen von R nicht gleichméchtig mit R ist. Man findet also im Bereich der
unendlichen Mengen jenseits der abzdhlbaren Mengen immer noch Mengen verschiedener
Méchtigkeit.

32. Die Unvollsténdigkeit von Q.

Wiire das Axiom (V) aus 1.34. fiir Q anstelle von R giiltig, so wiirde man mit der im Beweis
von 30. verwendeten Argumentation zeigen kénnen, daf§ QQ iiberabzahlbar ist. Da @Q nach
28. aber abzdhlbar ist, kann (V) fiir Q nicht giiltig sein. Man sagt, Q ist unvollstindig.

Dies 148t sich auch direkt mit dem folgenden Beispiel beweisen:

Nach 4.20. ist /2 irrational. Fiir A := [1,v/2] N Q und B := [v/2,2] N Q gilt A, B #
D AA<B AN A<SV2 A V2<B. Zuxcll,V2] bzw. y €]v2,2] gibt es nach 3.12.
stets ein r € A bzw. ein s € B mit < 7 bzw. s < y. Deshalb ist v/2 die einzige reelle
Trennzahl zwischen A und B. Wegen v2 ¢ Q gibt es dann keine rationale Trennzahl
zwischen A und B.

Anmerkung. Die dekadische Darstellung ag, a_1a_s...a_, ... fir /2, die mit
1,4142135623 7309504880 1688724209 6980785696 7187537694 8073176679 7379907324 ...
beginnt, liefert nach 3.22. (¢) mit ¢, := Y 1 ja—;-107" und d,:=c,+10" VneN,
Folgen (¢, )nen bzw. (dy)ney rationaler Zahlen, die sich der Zahl v/2 von unten bzw. von
oben ,ndhern“; man erhilt sup {c, | n € Ng} = v/2 = min{d, | n € No}.

E. Anzahlsidtze und kombinatorische Anwendungen

Die nachfolgend notierten Sétze finden vielerlei Anwendung bei Fragen des Abzéhlens und
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

33. Satz. Sind A, B disjunkte endliche Mengen, so ist |AU B| = |A| + |B|.

Beweis: Ist A = () oder B = (), so gilt die Behauptung,.
Sind A, B # 0, so betrachten wir Bijektionen o : A — m, 3 : B — n mit m,n € N.

. . " alz) , falls z€ A
Dann ist v: AUB — (m+n) -$—>{m+ﬂ(;p) , falls zeB

Weiter ist y(a™(r)) = a(a™(r)) = r fir r € m, und fiir s € (m+n)" mit m<s<m+n
ist 0<s—m<n und (67 (s—m)) = m+5(8~(s—m)) = s. Mithin ist v bijektiv. O

34. Satz. Ist M eine endliche Menge und ist { Ay, .. iy A, } mit r € N eine Zerleqgung von
M in r verschiedene Teile, so ist |[M| = "._, |A;|. Uberdies fihrt |A| = --- = |A.| auf
[ M| =7 A4

Beweis: Fiir r = 2 folgt der Satz aus 33. Ist er fiir r = k mit £ € Z>» bewiesen, so gilt
er auch fiir r = k + 1 wegen |[M| 2 [M\A,| + |4,| = (X8, |4]) + A = X7, |4 und
ebenso im Falle |A;|="---=|A,| wegen | M| L |IM\A|+|Ar] = k- |Ar|+]AL] =7 |A]. O

offenbar injektiv.
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Bemerkung. Mogen die Aussagen 33. und 34. auch sehr einfach sein — sie genau sind es,
die das Rechnen mit Klotzchen im Anfangsunterricht mathematisch rechtfertigen.

35. Satz. Sind A, B endliche Mengen, so ist |A x B| = |A|-|B].

Beweis: Ist A = () oder B = (), so gilt die Behauptung. Sind A, B # 0, so ist |A x {b}| =
|A] Vb€ B, und mit 34. folgt |A x B| = |A|-|B|. DO

36. Satz. Ist A eine Menge mit |A| =1 € N, so ist |A"| =r™ Vn € N.

Beweis: Fiir n = 1 ist die Behauptung giiltig. Ist sie fiir n = k mit & € N bewiesen, so
gilt sie auch fiir n = k + 1, denn f : A" — A* x A : (ay,...,a,) — ((a1,...,ax),a,) ist
offenbar bijektiv, und mithin ist [A"| 2 |A% x A| & |4k |A] =% r = O

Beispiel. Wieviele Biicher kann eine Bibliothek katalogisieren, wenn jedes Buch durch 3
Buchstaben (aus 26) und durch 3 nachfolgende Ziffern (aus 10) gekennzeichnet wird?
Antwort: Nach 36. gibt es 26 Buchstabentripel und 103 Zifferntripel, und nach 35. kann
man dann 26° - 10® = 2603 = 17.576.000 Biicher katalogisieren.

37. Satz. Sind A, E Mengen mit |A| = r € N und |E| = n € N, so gibt es genau r"
Abbildungen von E in A, d.h.es ist |Abb(E, A)| = r™.

Beweis: Nach 23. und 36. ist |[Abb (1, A)| = |A"| = r™, und wegen |E| = n existiert eine
Bijektion a von E auf nn. Dann ist 6 : Abb(n, A) — Abb(F,A) : f — foa« ebenfalls eine
Bijektion, denn fiir f,g € Abb(n, A) filhrt foa = goa auf f = g, und ist h € Abb(E, A),
soist hoa™' € Abb(n, A) mit §(hoa™!) = h. Demnach ist [Abb(E, A)| =r". O

38. Satz. Sind A, E Mengen mit |A| = |E| =n € N, so gibt es genau n! Bijektionen von
E auf A. Insbesondere besitzt E genau n! Permutationen.

Beweis: 1) Fiir n = 1 ist die Behauptung giiltig. Ist sie fiir n = k mit & € N bewiesen,
so gilt sie auch fiir n = £+ 1. Denn sind e € E und y € A, so gibt es k! Bijektionen
von E\{e} auf A\{y}, deren jede auf genau eine Weise durch die Vorschrift e — y zu
einer Bijektion von E auf A fortgesetzt werden kann. Andere Bijektionen von E auf A
mit e — y gibt es nicht, und folglich gibt es genau k! Bijektionen von E auf A mit e — y.
Indem man fiir y alle £ + 1 Moglichkeiten in A zuléft, erhélt man nach 34. insgesamt
genau k! - (k+ 1) = (k+ 1)! = n! Bijektionen von E auf A.

2) Die verbleibende Behauptung folgt aus dem Bewiesenen fiir £ = A. O

39. Satz. Ist A eine Menge mit |A| = n € Ny und ist k € Ng mit k < n, so besitzt A
genau (Z) Teilmengen X mit | X| = k. Insgesamt hat A genau 2" Teilmengen.

Beweis: Fiirn =0V k =0V k = n ist die Behauptung giiltig. Ist sie fiir n = r mit r € Ny
bewiesen, so gilt sie auch fiir n =r + 1. Denn ist a € A und ist 1 < k <r, so hat A\{a}
genau (;;) k—elementige und ( L i 1) (k—1)—elementige Teilmengen. Letztere lassen
sich durch a zu denjenigen k—elementigen Teilmengen von A ergénzen, die a als Element
haben, und mithin hat A genau (;) + ( e i 1) = <Z> k—elementige Teilmengen (vgl.
3.16((A)). Mit 3.16(v) ergibt sich die verbleibende Behauptung. O

Bemerkung. Durch diesen Satz erhalten die Binomialkoeffizienten eine ganz andersartige
Deutungsmoglichkeit als bisher.
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40. Beispiele. Der Satz 39. 148t sich wie folgt anwenden:
a) Sind auf einer Party 10 Personen und stofit jeder sein Glas mit jedem anderen ein-
mal an, so erklingen die Gléser <120> = %

mathematisch gesprochen — jedesmal eine 2—elementige Menge gebildet.

= 45 mal, denn beim Anstoflen wird —

b) Sollen 18 Fufballvereine gegeneinander so spielen, daf jeder Verein zweimal gegen jeden

anderen spielt, so gibt es (128> -2 =18-17 = 306 Begegnungen.

¢) Will man im Lotto x normale Treffer haben (0 < z < 6) und sind a4, ...,a; (mit

a; als Zusatzzahl) die Zahlen der Ziehung, so mufi man aus den (469) = 13.983.816

6-elementigen Teilmengen von S := {1,...,49} eine Menge A so tippen, dafl

(i) |An{ay,...,a6}| =2 und (i) |[AN(S\{ai,...,a6})| =6—x ist.

Fiir (7) bzw. (ii) gibt es (2) bzw. <64—3x> Maoglichkeiten, und geméf 35. haben wir dann
insgesamt g(z) = (2) (64—3m> Lgiinstige“ Moglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, eine
davon gew#hlt zu haben, ist W(x) = g(z)/ (469> . Wir erhalten damit die Aufstellung

X 0 1 2 3 4 ) 6
Wi(x) ist 1 zu | 2,294 | 2,421 | 7,554 | 56,66 | 1032 | 54.201 | 13.983.816

Die Zusatzzahl a; wird aus den 43 Zahlen S\{ai, ..., ag} gezogen. Sie kann zum Tragen

kommen, wenn man 5 , Richtige“ hat. Jede der 6 = (g) 5-elementigen Teilmengen von

{ai, ..., ag} wird zusammen mit der Zusatzzahl zum Tip ,,5 Richtige mit Zusatzzahl®“. Die

Wahrscheinlichkeit, dies zu erreichen, ist 6 : (469) , also 1 :2.330.636.

SchlieBlich zeigen wir nun

41. Satz. Sind A, E Mengen mit |A| =r € N und |E| =n € {1,...,1}, so gibt es genau
rl/(r—n)l=r-(r—1)-(r—=2)-...-(r—n+1) injektive Abbildungen von E in A.
Beweis: Zu jeder n—elementigen Teilmenge M von A gibt es nach 38. genau n! Bijektionen

von E auf M, also genau n! Injektionen f : E — A mit f(E) = M. Da A nach 39. genau

r!
(r—mn)!

(2) n—elementige Teilmengen besitzt, haben wir geméfl 35. genau (2) -nl =
Injektionen von F in A. O

42. Corollar. Ist A eine Menge mit |A| =r € N und ist n € {1,...,r}, so gibt es genau
r!/(r —n)! n-tupel aus paarweise verschiedenen Elementen von A.

Beweis: Gemaf} 23. folgt der Satz aus 41. fir E = {1,...,n}. O

Beispiel. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit W (n), dafl bei einer Gruppe von n Personen
(n < 365) zwei am gleichen Tag Geburtstag haben?

Antwort: Es sei r = 365. Wir betrachten Geburtstagszuordnungen f : n — 7, die der
x-ten Person ihren Geburtstag f(z) € 7 zuordnen. Im gefragten Fall ist f nicht injektiv.
Mit 37. und 41. folgt also W (n) = (365™ — [365!/(365 — n)!])/365".

Z.B. ist W(20) = 41%, W (40) = 89%, W (60) = 99, 4%, W (80) = 99, 99%.
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7. ELEMENTE DER GRUPPENTHEORIE

A. Gruppoide
1. Es sei M eine nichtleere Menge. Jede Abbildung vom Typ *:MxM — M heifit
innere Verkniipfung auf M.

Statt *((a, b)) schreiben wir a % b (gelesen ,a Stern b*) fiir a,b € M und nennen das Paar
(M, x) =: M(x) ein Gruppoid oder ein Verkniipfungsgebilde.

Vorbilder fiir Gruppoide sind z.B. N(+), N(-), Z(+), Z(-), Z(), Z*(-), Q(+), Q(-),

Q(), QC), R(+), R(=), R(), R*(-), RL(), R*(/), RL(/), aber auch Z,(+a), Za(-a)
fir a € N\{1} (vgl. 4.28.).

Ein weiteres wichtiges Gruppoid ist die Menge
Per(M) := {a € Abb(M, M) | « ist bijektiv}

aller Permutationen einer nichtleeren Menge M mit dem Verketten ,0“ von Abbildungen
als Verkniipfung, denn tatséchlich ist

o: Per(M) x Per(M) — Per(M): (a,) — aof3
nach 6.11. und 6.12. eine Abbildung.
Nach 6.11. ist aulerdem auch Abb(M, M)(o) ein Gruppoid.

Dagegen ist Abb(L, M)(o) fiir L # M kein Gruppoid, denn sind f,g € Abb(L, M), so
ist f o g micht definiert fiir L #£ M.

Ebenso sind auch N(—), {1,2,3}(+), {1,2,3}(-) keine Gruppoide wegen 2—3 ¢ N bzw.
243 ¢ {1,2,3} bzw. 2:3 ¢ {1,2,3}.

Insbesondere ist auch % : QxQ — Q : (b, d) — % (fir a,c,€ Z Ab,d € Z*) keine

Verkniipfung auf Q, weil % nicht wohldefiniert und damlt keine Abbildung ist, denn es gilt
1_2 1_ 1 1g1_2_43

I_§A§_§’ aber 1%5 75 —*—

2. Will man zeigen, dafl M (x) ein Gruppoid ist, so priift man

(Abg) Abgeschlossenheit: Es gilt axbe M Va,b € M.

Falls es fiir die Elemente von M verschiedene Darstellungsmoglichkeiten gibt (wie im
letzten Beispiel von 1.), ist auerdem

(W) Wohldefiniertheit: a =c A b=d = axb=cxd VYa,bc,de M

zu priifen.

3. Zwei Gruppoide M (x), M'(x") heifen isomorph oder strukturgleich, in Zeichen:
M(x) = M'(x"), wenn es eine Bijektion o : M — M’ gibt, die die

Homomorphiebedingung: «o(zxy) = a(z) * a(y) Vx,ye M

erfiillt. Diese sagt: Es soll gleichgiiltig sein, ob man erst verkniipft und dann abbildet,
oder ob man umgekehrt vorgeht.
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Wenn eine solche Bijektion « existiert, dann wird
a ein Isomorphismus oder eine strukturer-
a: ! ! 1 haltende Abbildung von M (%) auf M'(x") ge-
nannt. Im Falle M = M’ und * = %’ wird « auch
als ein Automorphismus von M (x) bezeichnet.

M: r = Txy ~— ¥

M': a(z) = ofz) ¥ a(y) — a(y)

Mit dem Begriff der strukturerhaltenden Abbildung kann der Mathematiker zum Ausdruck
bringen, daf} es fiir ihn nicht um die Objekte, sondern um die (mathematischen) Beziehun-
gen zwischen den Objekten geht — das ist das, was er unter ,, Struktur” versteht.

Z.B. darf sich jeder Student mehrere Exemplare der Zahlengeraden R hinmalen. Solan-
ge darin immer auf die gleiche Weise gerechnet wird, hat er es immer mit der gleichen
mathematischen Struktur zu tun.

4. Wenn M (%) ein Gruppoid ist und wenn eine Bijektion o von M auf eine Menge M’
existiert, dann besteht die Moglichkeit der Strukturiibertragung;:

Durch
« 0 M'xM' — M": (u,v) — Oé(Oé_l[U] *a_l[v])

ist eine Verkniipfung *" auf M’ definiert, und es gilt
a(z xy) = alaa(z)] *aa(y)]) = alz) ¥ aly) Va,ye M,
d.h. « ist ein Isomorphismus von M (x) auf M'(x").
5. Satz. Sind M(x), M'(¥'), M"(x") Gruppoide und sind o : M(x) — M'(x') und
B M (¥) — M"(+") Isomorphismen, so gilt:
(1) idy ist ein Automorphismus von M (x).
ii) a~! st ein Isomorphismus von M'(¥') auf M(x).

~Y

iv) =% ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, d.h. ,,
Aquwalenzrelation.

(
(iii) B o «a ist ein Isomorphismus von M (%) auf M"(x").
(

~

“besitzt die Eigenschaften einer

Beweis: 1) Es ist idy(x xy) = x xy = 1dM(x) widp(y) V x,y € M.

2) Bsist o Hu ' v] = aHa(a Hu) # a(a™t(v)] = a Ha(aHu) xa ™ (v)] = o™ (u) *
at(v)Vuve M.

3) Nach 6.12. ist foa : M — M" eine Bijektion, und es gilt foa(rxy) = B(a(x)* a(y)) =
Boa(x)* Boaly)Va,ye M.

4) Die Aussage (iv) folgt aus (i), (ii), (iii) (vgl. 5.9.). O

6. Ein Gruppoid M (%) heift kommutativ oder abelsch
(nach NiLs HENRIK ABEL (1802-1829)), wenn gilt:

(Kom) Kommutativgesetz: xxy=yxz VYz,ye M.

Ein Gruppoid M (x) heifit assoziativ oder Halbgruppe, wenn gilt:

(Ass) Assoziativgesetz: zx* (y*x2)= (z*xy)*x2z Vuz,y,z € M.
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Eine Halbgruppe G(x*) heiit Gruppe, wenn gilt:

Es existiert ein n € G, genannt neutrales Element, mit
(Ntr) Neutralitidt: Esist nxx =2 VuzeG.
(Inv) Inversenbildung: Zujedem z € G gibtesein y € G mit y*z = n.

Beispiele. 1) R(+), R*(), R1(), Q(+), Q*(-), Q1(), Z(+), {03(+), {1}(), {1, =1}(),
Zq(+,) mit a € N\{1} sind abelsche Gruppen (vgl. §1 — §4).

2) No(+), Z(+), Q(+), R(+) sind abelsche Halbgruppen, aber keine Gruppen, da es — bezogen
auf das einzig mogliche neutrale Element n = 1 — zur Zahl 0 kein y mit y - 0 = 1 gibt.

3) N(+) ist eine abelsche Halbgruppe, aber keine Gruppe, da kein neutrales Element
existiert.

4) Z(-), Q(—), R(—) sind keine Halbgruppen wegen 1—(1—-1) =1 # —1 = (1-1)—1.
5) Sind G(x) und H(*') Gruppen, so ist auch Gx H mit der Verkniipfung
(a,b) %" (¢,d) := (axc,bx'd) | ¥V (a,b),(c,d) € GXH

eine Gruppe, genannt direktes Produkt von G(x) und H(+'). Wenn G(x) und H (')
abelsch sind, so ist auch (Gx H)(*”) abelsch. (Zum Beweis vgl. die Ubungen.)

6) Ist M eine nichtleere Menge, ist G(x) ein Gruppoid und setzen wir
fxg: M—G: x— f(x)*xg(x) | V f,g€ Abb(M,G),

so ist auch Abb(M, G)(x) ein Gruppoid. Dieses ist genau dann kommutativ bzw. assozi-
ativ bzw. Gruppe, wenn G(x) kommutativ bzw. assoziativ bzw. Gruppe ist.

(Zum Beweis vergleiche man die Ubungen.)

Im Falle M = {1,2,...,n} mit n € N ist Abb(M,G) = G™ (vgl. 6.23.). Entsprechend der
obigen Vorschrift werden die Elemente von G™ hier ,, komponentenweise” verkniipft geméf

(CLl,CLQ, ...,an) * (bl,bg, ceey bn) = ((11 * bl,ag * bg, vy Ay ¥ bn) fir ai,bi €q.

Eine weitere grofie Klasse von Beispielen erhélt man mit

7. Satz. Ist M eine beliebige nichtleere Menge, so ist Per(M)(o) eine Gruppe mit
idyof=f=foidyy A flof=idy=fof™t V f € Per(M). Man nennt Per(M)(o)
die Permutationsgruppe oder die symmetrische Gruppe von M. Es gilt:

(1) Ist |M| > 3, so ist die Gruppe Per(M)(o) nicht abelsch.
(i1) Ist M| =n € N, so ist |Per(M)| = nl.

Beweis: Nach 1., 6.10., 6.12. und 6.14. ist Per(M)(o) eine Gruppe mit den genannten
Eigenschaften, und (ii) gilt geméfl 6.38. Wenn es in M wenigstens drei verschiedene Ele-
mente a, b, ¢ gibt, so kann man Permutationen f, g € Per(M) betrachten mit

fla)=b N f(b)=a N f(x)=2 YzeM\{ab} A

gla)=c A glc)=a A glx)=2 VazeM\{a,c}
Es folgt go f(a) =b+# c= fog(a), also go f # f og. Damit ist auch (i) bewiesen. O

Die folgende Aussage zeigt, dafl die in 6. betrachteten Eigenschaften durch Isomorphismen



56 7.8 Elemente der Gruppentheorie

, treu’ tibertragen werden:

8. Strukturiibertragungssatz. Sind M (x), M'(«") Gruppoide und ist
a: M(x) — M'(+") ein Isomorphismus, so gilt:

(i) Ist * kommutativ, so auch %'

(i) Ist x assoziativ, so auch *'.

(i11) Aus xxy = z fir x,y,z € M folgt a(z) ¥ a(y) = a(z).

(iv) Istn€ M mitnxx=x Y xeM, soista(n) a(r)=a(zr) Vel
(v) Ist M (%) eine Gruppe, so auch M'(x').

!/

Beweis: Fir x,y,z € M gilt a(z) ¥ a(y) = a(z *xy) und a(y) ¥ a(r) = a(y * x), ferner
/

alz) « (a(y) ¥ a(z)) = a(z)  aly *x 2) = a(z * (y * 2)) und (a(z) « a(y)) ¥ a(z) =
alzxy)* a(z) = a((zxy) x2)) sowie (zxy =2z = alr) ¥ aly) = alr xy) = a(z)).
Damit sind die Aussagen (i), (ii), (iii) bewiesen, und diese implizieren (iv), (v). O

B. Grundeigenschaften von Gruppen

9. Als erstes listen wir nochmals auf, was zu priifen ist, wenn nachgewiesen werden soll,
dal G(x) eine Gruppe ist:

(Abg), ggf. (W), (Ass), (Ntr), (Inv).

Soll die Gruppe abelsch sein, so ist zusétzlich | (Kom) | zu bestétigen.

Die durch die Gruppendefinition gegebenen Aussagen lassen sich wie folgt verschérfen:

10. Satz. Ist G(x) eine Gruppe, so gilt:

(i) Es gibt genau einn € G mit nxx =x ¥V x € G. Man nennt n das neutrale Element
von G(x). Fir diesesn gilt t*n =x Y x€G, d.h. n operiert von links und von
rechts neutral.

(11) Zu jedem x € G gibt es genau ein x~ € G mit x~*x = n. Man nennt x~ das Inverse
von x in G(x), gelesen ,x minus“ oder ,x invers“. Es gilt (x7)” =x ¥ x € G sowie
rxx” =n Y xeG, dh x~ neutralisiert x von links und von rechts.

(111) Zu a,b € G gibt es genau ein x € G mit xxa=>b. Esistx =bxa".

(iv) Zu a,b € G gibt es genau einy € G mit axy =b. Esist y=a~ xb.

(v) Esist (axb)”=b"xa~ Va,beQG.

(vi) Es gilt (rxa=y*xa = z=y) A (axz=a*xy = z=y) Vazx,y€qG.

Beweis: Es sei n € G derart, da8 (Ntr) und (Inv) erfillt sind.

1) Sind z,y € G mit y x x = n, so gibt es wegen (Inv) ein z € G mit z xy = n, und es
folgt x x y=(nxx) * y=((z x y) x ) * y=(2 * (y x x)) * y=(2 * n) x y=2 * (n * y)=z2 * y=n.
2) Nach 1) gilt: Sind x,y € G mit y *x x = n, so ist x x y = n.

3) Ist x € G, so gibt es wegen (Inv) ein y € G mit y * x = n, und es folgt
ran=xx(yxx)=(r*xy)*xr=n*xxr=uzx.

4)Ist me Gmit mxzx=xVx G, soistm ) m*n = n. Demnach ist n in der Gruppe
G(*) durch (Ntr) eindeutig festgelegt.

5) Sind z,y,z € Gmit yxx =n = zxx,s0ist y = nxy = (z*x)*y = 2% (T*Yy) 2 en22



Elemente der Gruppentheorie 7.11 o7

6) Wegen 2)-5) sind (i) und (ii) giiltig. Fiir a,b,z,y € G erhalten wir dann:

7)Esist (bxa")xa=bx(a” xa)=bxn=bund ax(a” *b) = (a*xa )xb=nxb=1>
und (b~ xa” ) x(a*xb) =b" % (a” *x(a*xb)) =b" % ((a” xa)*xb) =b"x(nxb) =b" *xb=n.
8) Wegen 7) und (a7)” =a gilt (xxa=y*xa = x=(rxa)xa” = (yxa)*xa” =y) und
(axzx=axy = r=a *(axx)=a *(a*xy)=y). Damit sind auch (iii), (iv), (v) und
(vi) bewiesen. O

Bemerkungen. 1) Der Beweis von 10. wurde ohne Verwendung von (Kom) gefiihrt. Wenn
(Kom) giiltig ist, ist die Argumentation sehr viel einfacher (vgl. 1.2. — 1.5.).

2) Das Assoziativgesetz impliziert, dafl Klammern keinen Einflu auf das Verkniipfen
haben. Deshalb werden diese oftmals fortgelassen.

3) Man beachte, dal das neutrale Element sich auf die gesamte Gruppe bezieht und
gewissermaflen als ,, Mitte “ der Gruppe zu betrachten ist. Die Inversenbildung erfolgt
dagegen ,, elementbezogen “.

4) Man kann Gruppen auf verschiedene Weise definieren. Wir haben hier eine Definition
gewahlt, bei der Gruppennachweis vergleichsweise einfach ist.

11. Statt ,x“ verwendet man in der Regel ,,-“ (mal) oder ,+*“ (plus). Bei der Verwendung
von ,,-¢ als Verkniipfungszeichen schreibt man meistens e (oder 1) statt n und spricht
vom Einselement ¢; ferner schreibt man dann o~ statt a~. In dieser Schreibweise lauten

die Gruppengesetze, wenn man den Punkt wie iiblich fortlafit:

(Abg) a,beG = abeG.
(Ass) a(bc) = (ab)e Va,b,c € G.
Jdee Gmit (Ntr) ea=a VaedG,
(Inv) Zu jedem a € G gibt es ein b € G mit ba = e.

Wihrend man es bei Verwendung von ,-“ offenléfit, ob G(-) abelsch ist oder nicht, ver-
wendet man ,+“ nur bei abelschen Gruppen und schreibt dann 0 (Null) oder O statt
n sowie —a (minus a) statt a~, wobei —a jetzt das Negative von a genannt wird. Damit
lauten die Gesetze:

(Abg) a,beG = a+beG.
(Kom) a+b=b+a Ya,bed.
(Ass) a+(b+c)=(a+b)+c VabcedG.
30€ G mit (Ntr) 0+a=a,
(Inv) Zu jedem a € G gibt es ein b € G mit b+ a = 0.

Wir merken an, dafl man statt a + (—b) abkiirzend oft a — b schreibt.

Mit Blick auf §1— §4 erkennen wir, dafl mit dem Gruppenbegriff eine Moglichkeit geschaffen
wurde, die Grundgesetze des Rechnens gewissermaflen ,, aus der Vogelperspektive* zu unter-
suchen und das herauszuschilen, was verschiedenen Rechenbereichen gemeinsam ist.

C. Untergruppen

12. Es sei G(x) eine Gruppe. Eine Teilmenge U von G heift Untergruppe von G, in
Zeichen: U < G, wenn U (x|yxy) eine Gruppe ist, wenn also U zusammen mit der in G
gegebenen Verkniipfung (bezogen auf die Elemente von U) eine Gruppe ist.
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Soll nachgewiesen werden, dafl eine Teilmenge U einer Gruppe G eine Untergruppe ist,
so greift man in der Regel auf einen der folgenden beiden Sétze zuriick:

13. Kriterium A. Ist G(x) eine Gruppe mit n als neutralem Element und ist U C G,

so qilt genau dann, wenn die folgenden drer Bedingungen erfillt sind:
(Ul) Es giltn € U.

(U2)a,beU = axbelU.

(U3)acelU = a €U (a = Inverses von a in G(x)).

Beweis: 1) Ist U(x|yxy) eine Gruppe mit dem neutralen Element m, so gilt m « m = m,
und in G folgt n =m~*m =m~" % (m*xm) = (m~ xm)xm=nxm=m € U, also (Ul).
Definitionsgemé$ ist auch (U2) giiltig. Ist o’ das Inverse von a € U in der Gruppe U, so
ergibt sich ¢~ *a =n =m = a’ * a und mit 10. (vi) dann a~ = a’ € U, also (U3).

2) Umgekehrt sei jetzt U eine Teilmenge von G derart, daf die Bedingungen (U1), (U2),
(U3) erfiillt sind. Es ist zu zeigen, daB U(x|yxy) dann eine Gruppe ist, d.h. es ist die
Giiltigkeit der Gruppengesetze aus 6. nachzuweisen. Da sich (Abg), (Ntr), (Inv) unmit-
telbar aus (U2), (Ul) und (U3) ergeben, ist lediglich (Ass) zu bestétigen. Dieses Gesetz
gilt aber fiir die Elemente von G und deshalb insbesondere auch fiir die Elemente der
Teilmenge U von G. O

14. Kriterium B. Ist G(x) eine Gruppe und ist U eine nichtleere Teilmenge von G,

50 1st genau dann, wenn qilt:

(#) |a,belU = axb- €U (b= = Inverses von b in G(x)).

Beweis: 1) Gibt es ein € U und gilt (), so ist auch n = 2«2z~ € U. Sind nun a,b € U,
so fithrt () auf b~ = nxb~ € U und damit auf axb = ax(b~)~ € U. Folglich gelten (U1),
(U3) und (U2) (vgl. 13.).

2) Sind umgekehrt (U1), (U2), (U3) giiltig, so ist n € U, also U # 0, und (U2), (U3)
fithren auf (f). O

15. Beispiele fiir Untergruppen, Isomorphismen und Automorphismen:

1) In jeder Gruppe G(*) mit dem neutralen Element n sind {n} und G Untergruppen,
auch triviale Untergruppen genannt.

2) Ist m € N, so ist mZ := {m - x| x € Z} eine Untergruppe von Z(+), wie man mit 13.
sofort bestétigt. Die Bijektion o : Z — mZ : © — m - x ist wegen
alr+y)=m-(x+y)=m-z+m-y=ax)+aly) Ve,ycZ

ein Isomorphismus von Z(+) auf mZ(+).

Wir finden also in Z(+) unendlich viele verschiedene Untergruppen, die zu Z(+) isomorph
sind.

3) Es gilt Z(+) < Q(+) < R(+) und {1}(-) < {-1,1}() < Q*(-) <R*(-).

4) Ist a €]1, oo[ fest gewdhlt, so ist a” := {a” | x € Z} eine Untergruppe von R* (-), die zu
Z(+) isomorph ist, denn die Bijektion 3 : Z(+) — a%(-) : ¥ — a® (vgl. 3.15.) ist wegen
Blx +y) =a*t¥ S g = B(x)-P(y) Y z,y €Z ein Isomorphismus (vgl. 8.).

Wir sehen hier, daff ein Isomorphismus Beziehungen zwischen unterschiedlichen Verkniipf-
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ungen aufdecken kann. Auch zeigt dies Beispiel wegen der Wahlmoglichkeiten fiir a, daf
R* (+) iiberabzéhlbar viele Untergruppen enthéilt.

5) Ist G(x) eine Gruppe, so ist ein Automorphismus von G(x) (vgl. 5.). Wenn

G(*) abelsch ist, dann ist auch ’O’ G—=G:x—a” ‘ ein Automorphismus. Denn wegen
coo(®)=(z")" ZazVaelGistooo=idg, also o € Per(G) gemif 6.12., und es gilt

olzxy)=(xxy)” Ly xa- =2 xy” =o(x)x0o(y) VayeQG.

6) Ist G(*) eine Gruppe und ist a € G fest gewihlt, so ist ’aN G—-G:ox—a*xxx a“
ein Automorphismus von G(x), denn wegen a™ o (a™)~ = idg = (a7)~ o a™ ist a™ geméiB
6.13. bijektiv, und mit a~(z*y) =ax* (r*xy)*xa” = (axxr*xa ) * (a*xy*xa” ) =a~(x)*
a~(y) V xz,y € G folgt dann die Behauptung. Die Abbildung a™ wird — aufgrund ihrer
speziellen Definition — als der innere Automorphismus bzgl. a bezeichnet. Interessant
ist diese Abbildung nur fiir nichtabelsche Gruppen, denn wir erhalten ™~ = idg V a € G,
falls G(x) abelsch ist.

7) Ist a € R*, so ist 0, : R(+) — R(+) : © — a -z ein Automorphismus von R(+), denn
wegen 0,-1 0 0, = idg = 0, 0 §4—1 ist d, gemiB 6.13. bijektiv, und es gilt d,(z + y) =
a-(x+y)=a-v+a-y=7b.x)+3d(y) Vaz,yeR Daa beliehig in R* gewihlt werden
kann, zeigt dies Beispiel, dal R(+) iiberabzidhlbar viele Automorphismen besitzt.

8) Ist M(x) ein Gruppoid, so bilden die sémtlichen Automorphismen von M (%) nach 5.
und 6.14. mit dem Verketten ,,0“ als Verkniipfung eine Gruppe Aut(M (x))(o), genannt
Automorphismengruppe von M(x). Wenn aus dem Zusammenhang ersichtlich ist,
welche Verkniipfung * auf M gewéhlt ist, so schreibt man auch einfach Aut(M)(o) statt
Aut(M(x))(o).

Das Problem, sdamtliche Beispiele von Gruppen anzugeben, wird — im Prinzip — gelost
durch

16. Satz von Cayley. Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer Permuta-
tionsgruppe.

Beweis. Gegeben sei eine beliebige Gruppe G(*) mit dem neutralen Element n. Wir zeigen,
daf3 die Abbildung d, : G — G : x — a * x fiir jedes a € G eine Permutation von G und
damit ein Element von Per(G)(o) ist, und dafl U := {d, | a € G’} eine zu G(*) isomorphe
Untergruppe von Per(G)(o) ist:

1) Wegen d,(z) = d.(y) = axx=axy Loy = y YV x,y € G ist 0, injektiv, und wegen
y=04.(a” xy) Vye G ist §, surjektiv. Mithin ist ¢, € Per(G).

2) Die Abbildung ¢ : G — U : a — ¢, ist definitionsgeméfl surjektiv. Sind a,b € G mit
do = 0p, 50 gilt @ = d,(n) = dp(n) = b, d.h. ¢ ist injektiv. Weiter ist d,0,(z) = ax*(bxx) =
(a*b)*x = dap(z) YV € G, also ¢(a) o p(b) = 0, 0 & = dawy = @(a xb) € U fiir alle
a,b € G. Demnach ist ¢ ein Isomorphismus von G(x) auf das Gruppoid U(o|yxy), und
dieses ist nach 8. und 12. eine Untergruppe von Per(G)(o). O

D. Nebenklassen von Untergruppen

17. In einer Gruppe G(x) mit n als neutralem Element und mit der Inversenbildung
xr — x~ sei eine Untergruppe U gegeben. Dann lafit sich mit Hilfe von U auf G eine
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Aquivalenzrelation ~y erkliren durch

(%) r~py e xxy €U fir z,y € G.

Der Nachweis, daB es sich hierbei um eine Aquivalenzrelation handelt, ergibt sich mit 13.
wie folgt:

(Rf) Fiir jedes x € G gilt zxx~ =n € U, also x ~y x.

(Sy) Sind z,y € G mit x ~y y, so folgt yxx~ = (x*xy~ )~ € U, also y ~y z.

(Tr) Sind z,y,2z € G mit © ~y y und y ~y z, s0 folgt x x 2~ = (xxy ) x (yx27) € U,
also x ~p 2.

18. Beispiel: Ist | G(x) := Z(+) | und ist mit a € N\{1} (vgl. 15.2)) so ist

’xNUy &S r—yecal & xzay‘ Vax,yeZ

geméaf 4.21., d.h. es ist ~y = =,. Fiir die Relation =, hatten wir in 5.14. bereits die
zugehorigen Aquivalenzklassen bestimmt; dies waren die Mengen mit z € Z.

19. Nach 5.12. gehort zu jeder Aquivalenzrelation eine Zerlegung. Ist nun U eine Unter-
gruppe der Gruppe G(x), so gilt
y~pxr & yxxo €U & JuelU:yxx  =u < JuelU:y=uxx Vuzyed.

Setzen wir also |U xz :={uxz |u € U}|fir z € G, so ist U x x gemif 5.12. die zu «

bzgl. ~y gehorige Aquivalenzklasse, und mit 5.12. folgt

r~py & z€Uxy & Usxax=Uxy & Uxx)N({Uxy)#0 Va,yed.

. Man nennt U * x fiir jedes * € G eine

T . e *° } Uxr=Uxs Rechtsnebenklasse von U. Verschiedene

. o Rechtsnebenklassen sind stets disjunkt. Ist

re . *Y } Uxx=U=xy n das neutrale Element von G(x), so ist

U = U xn, d.h. U selbst gehort auch zu

we ° % ez } Usxw=Uxz den Rechtsnebenklassen von U. Nach 5.12.

° ° bilden die Rechtsnebenklassen von U ei-

ne ©— % ok } U=Usn—=Uxk ne Zerlegung von G in paarweise disjunkte
e nichtleere Teilmengen.

G(x) Die folgende Aussage zeigt, dafl diese in der
vorliegenden Situation sogar gleichmdchtig sind (,,alle Streifen haben die gleiche Grife“):

20. Satz von Lagrange. Ist G(x) eine Gruppe und ist U eine Untergruppe von G, so
qgilt:
(i) U~Uxzx VaxeQG.
(ii) Ist |G| € N, so ist |U| ein Teiler von |G|.

Beweis: Fiir jedes © € G ist die Abbildung U — U xx : u — u * x definitionsgeméf
surjektiv und wegen (uxz =v*x = u =)V u,v € U auch injektiv. Mithin gilt (i),
und mit 19. und 6.34. folgt dann |G| = r - |U|, wenn |G| € N ist und wenn r die Anzahl
der Nebenklassen von U in G(x) ist. O

21. Eine Gruppe G(x) heifit endlich, wenn |G| € N ist. Fiir |G| € Nund U < G(x) besagt
20.(ii), daB |U| keine beliebige Zahl < |G| sein kann, sondern dafl |U| stets ein Teiler von
|G| ist. Dieses Phidnomen findet in der Gruppentheorie vielfiltige Anwendung.
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E. Potenzregeln und zyklische Gruppen

22. Ist G(x) eine Gruppe mit dem neutralen Element e, so wird durch
(RD1) z':=2z, (RD2) a""':=a"xx VzeG, VneN
die n—te Potenz 2" von x festgelegt. Ergidnzend setzen wir
i) 2%:=e ANz ":=(2")" VzeG VneN,
wobei ~ die Inversenbildung in G beschreibt. Dann ist definiert mit =" = (z")~

VreG, VreZ, und es folgt

(i) a"x2*=a"""=a"x2" VrselZ,

(i) (2")* =a"* VorseZ.

Beweis: 1) Zunéchst ergibt sich (ii) fiir 7, s € Ny analog zum Beweis von 3.14. (i) durch
Induktion. Sind nun w,v € Ny mit v < v, so folgt z% % z"™% = 2¥ = 27" x ", also
r "k =" =¥ x 7" und durch Inversenbildung auch 7" % % = %" = 2% x x7".
Damit haben wir (ii) fiir 7 € Z und s € Ny, und durch Inversenbildung folgt =* * 2" =
x" =" xx® d.h. es gilt (ii).

2) (iii) ergibt sich analog zum Beweis von 3.14. (iv). O

23. Ist G(*) eine Gruppe , so wird

<g>:={z"|relZ} firzeG
die von = in G(x) erzeugte zyklische Untergruppe genannt. Die gesamte Gruppe G(x)
heifit zyklisch, wenn ein z € G mit <z> = G existiert.

GeméB 13. gilt tatsiichlich <z> < G(x) V 2 € G, denn das neutrale Element z° liegt in
<x>, zu " mit n € Z ist 7" invers, und fiir n,m € Z gilt " x 2™ = 2" e<a>.

Nach 22 (ii) ist <z> fiir jedes x € G eine kommutative Untergruppe von G(x).

Mit der Vereinbarung Z;(+1) := {0}(+) zeigt der folgende Satz, daf uns die zyklischen
Gruppen ,,bis auf Isomorphie bereits wohlbekannt sind:

24. Hauptsatz 1. Ist G(x) eine zyklische Gruppe mit z als erzeugendem Element, so ist die
Abbildung o : Z — G : r — 2" surjektiv.
Entweder ist a ein Isomorphismus von Z(+) auf G(x), oder es gibt ein m € N mit
(i) 2™ = 2Y,
(ii) 2*=2" & m|(a—b) VabeZ,
(iii) G = {2°, 21,22, ..., 2"} A |G| =m,
(iv) &z, ist ein Isomorphismus von Zy(4m) auf G(%).

Beweis: Wegen <z> = G ist die Abbildung « surjektiv, und nach 22. (ii) gilt
a(r+s)=a(r)xa(s) Yr,seZ.
1) « sei injektiv. Dann ist « ein Isomorphismus von Z(+) auf G(x).

)

2) « sei nicht injektiv. Dann gibt es u,v € Z mit u < v A 2% = 2z und es folgt
270 = 2V % z7% = 29 fiir v — u € N. Insbesondere existiert nun in N eine kleinste
Zahl m mit (i). Dann gilt auch (ii), denn sind a,b € Z mit 2* = 2zb, so ist 247 = 29
und eine Division mit Rest liefert a —b = ¢-m + k mit ¢ € Z und k € Z,,. Es folgt
2k = gambmam — pa=b ()70 = 20 4 20(=9) = 20 und mit der Minimalitéit von m dann
k=0, also m | (a —b).
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Sind umgekehrt a,b € Z und gibt es ein ¢ € Z mit ¢-m = a — b, so ist 2¢ = TI™m =
2Pk (2m)1 = 2b % 209 = 20,

Nach 4.21. gilt m | (a —a~m) V a € Z. Demnach fiihrt (ii) auf (iii), und 8 := «a|z,, erweist
sich als Bijektion von Z,, auf G.

Sind 7, s € Z,,, so gibt es ein t € Z mit r +,, s = r + s + tm, und dann ist S(r +,, s) =

ZTTSHM — oTHS e (2 = 278 % 20 = 27 % 2% = B(r) % B(s), d.h. es gilt (iv). O

Als Corollarien notieren wir

25. Kleiner Satz von Fermat. Ist G(x) eine endliche Gruppe mit |G| = n € N und
ist e das neutrale Element von G(x), so ist 2" =eV z € G.

Beweis: Es sei z € G. Die zyklische Untergruppe <z> von G ist endlich, d.h. es gibt
geméB 24. ein m € N mit |<z>| = m und 2™ = e. Nach 20. existiert ein £ € N mit
m - k = n, und folglich ist 2" = z™F = (z;™)k = % =¢. O

26. Satz. Ist p eine Primzahl und ist G(*) eine Gruppe mit |G| = p, so ist G(x) zyklisch
und damit insbesondere auch kommutativ.

Beweis: Es sei a € G mit a # a°. Dann ist <a> < G mit 1 < |<a>| < p, und mit dem
Satz von LAGRANGE folgt |<a>| = p, also <a> =G. O

27. Wir miissen nun darauf eingehen, dafl die in 22. eingefiihrte Potenzschreibweise abzu-
wandeln ist, wenn eine Gruppe G(+) mit additivem Verkniipfungssymbol 4+ vorliegt.

Hier schreibt man namlich statt 2" fiir v € G und r € Z, denn fiir n € N soll ja
x genau n—fach mit sich selbst verkniipft werden geméf 10z = x und (n+1)©r=nGOx+z.
In dieser neuen Notation lauten die Regeln aus 22. und 23. nun, wenn das neutrale Element
von G(+) mit Og bezeichnet wird, wie folgt:

H)0ex=0g A (-r)@zx=—(roz) Vel VrelZ.

)rorz+sOr=(r+s)0r=s0r+roGz VeeG, Vrsecl

(i) sO(roz)=(s-r)ox YreG, Vrsel.

(iv) Fiir jedes x € G(+) ist <> = {roz | r e Z}.

28. Wenn G(+) eine Untergruppe von |R(+) | ist dann gilt

(%) VrelZ, Veed,
dennesist 1©@x =2 =1 -2z, und ausn ®x = n-z fir n € N folgt (n+1) © z =
=n@z+r=n-z+x = (n+l) -z, dh. wir haben n©zx =n-zVn €N, V z € G. Weiter
folgt 00x=0=0-zund (—n) Oz =—-(nOz)=—(n-2)=(—n)-zVneN, Vzed,
wie behauptet.

Ein anderes Resultat ergibt sich, wenn | G(4) = Z,,(4+,) | mit m € N ist, denn dann gilt

(0) |[rOox=(0 2)un| VYreZ Vzed.

Inder Tat! Firz e Gist l@x =z =1-2=(1-2)up, und aus n @ x = (n - ), folgt
m+1)oz=n0r4+pnr=0N"2)wm+mT =N -T+2)wm = (n+1)-2)un, d.h. es gilt
(o) fir r € N. Wegen 0 @ 2 = 0 = (0 - ), ergibt sich dann n ® x 4+, (—n) @z =0 =
(N ) +m (1) - T)om, also (—n) @z = ((—n) - 2)m YV n €Ny, ¥V x € Z,,.
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Mit diesen Feststellungen lafit sich 24. nun wie folgt ergénzen:
29. Hauptsatz 2. Bis auf Isomorphie gibt es genau eine unendliche zyklische Gruppe,
namlich Z(+). Es gilt:
(i) Die einzigen erzeugenden Elemente von Z(+) sind 1 und —1.
(ii) Die Untergruppen von Z(+) sind die Mengen nZ = <n> mitn € Ny.
(#ii) Jede Untergruppe von Z(+) ist zyklisch.

Beweis: (i): Es gilt <r>% {r-z | 2 € Z} = Z genau fiir r € {1, —1}.

(i), (iii): Nach 15.2) ist mZ < Z(+) ¥V m € Ny. Ist U < Z(+) beliebig vorgegeben mit
U # {0} und ist r € U\{0}, so ist auch —r € U, d.h. es ist U NN # @, und es existiert
n :=min(UNN). Ist nun x € U, so gibt es ¢ € Z und k € Z,, mit x = ¢-n+ k, und wegen

g nZqoneclUistk=x—q-neU, also k =0 wegen n = min(U N N). Damit folgt
x € nZ, dh. es gilt U C n-Z Andererseitsist n-Z = {t ©n | t € Z} C U, d.h. es ist
U=nZZ<n> O

30. Hauptsatz 3. Zu jedem m € N gibt es bis auf Isomorphie genau eine zyklische Gruppe
mit m Elementen, namlich Z,,(+,). Im Falle m > 2 gilt:

(i) 1 ist ein erzeugendes Element von Z,,(+m).
(ii) Ist r ein Teiler von m mit r > 1, so hat Z,,(+m) genau eine Untergruppe U, mit

r Elementen, namlich |U, = {0-s,1-5,2-s,...,(r—1)-s} =<s.,> | fiir|s:=m/r|.

Die Elemente von U, werden verkniipft gemdfs

(¥) |z-s+my-s=(x+y)-s| Vz,ye .

(iii) Mit (i1) sind die samtlichen Untergruppen von Z,,(+,,) erfafit. Jede dieser Un-
tergruppen ist zyklisch.

(iv) Sind r,t Teiler von m mit r,t > 1, so gilt |r |t < U, CU|.

Beweis: Offenbar ist Z;(+1) := {0}(+4) zyklisch. Im weiteren sei m € N\{1}:

Nach 6. ist Z,,,(+,) eine Gruppe mit 1 € Z,,, und mit 28. (¢) folgt Z,, = {0,...,m—1} =
{(r'l)em | 7€Z} = {r © 1|r€Z} =<1>, also (i). Nach 24. gibt es (bis auf Isomorphie)
keine weiteren endlichen zyklischen Gruppen.

(ii): 1) Es seien r,s € N mit r-s = m. Sind z,y € Z,, so gibt es ein t € Z mit
r+,y = x+y+t-r, und es folgt (x+,y)-s = (z+y+tr)-s = zs+ys+t-m =, v5+,ys € Zy,
mit 0 < (x4, y)-s <r-s=m, also (x) gemaB 4.22..

2) Fir W :=1{0,s,2-s,...,(r—1)-s} gilt W C Z,, A |W|=r, und nach 13. fithrt () mit
4.28. auf W < Z,,,(+.,).

3) Gegeben sei eine beliebige Untergruppe U, von Z,,(+,,) mit |U.| = r. Ist = € U,, so

gilt 0 < x < m, und mit 25., bezogen auf U, (+,,), ergibt sich 0 ZrozE (r - )wm,

also r - x =, 0. Dann existiert ein K € Z mit r-x = k-m = k-r-s, dh. es ist
x = k-s, und wir erhalten 0 < k = z/s < m/s = r, also v = k-s € W. Dies
bedeutet U, C W, und wegen |U,| = |W| = r gilt dann U, = W (vgl. 6.21.). Hierbei
st W oD {zxos|zelZ} = {(x-8)m |2 €Z} D{x-s|xe Z} =W und damit
U =W={20s|ze€l}=<sun> (mit s., =s im Falle s < m).
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(i) gilt gemaB 20. und (ii).
(iv): Ist U, C Uy, so fithrt 20. auf r | t. Sind umgekehrt r,t € N mit » | ¢ A ¢ | m,
so ist Uy w {0,k,2:k,...,(t—1)-k} fiir £ := m/t, und fir v := t/r folgt m/r = v-k,

also U, w {0,v-k, 20k, ..., (r—1)vk} mit {v,2v,...,(r—1)v} C {1,...,t—1}, d.h. es ist
U Ccl,. O

31. Ist m eine natiirliche Zahl > 2 mit der Primzahlzerlegung p’fl . pIch cooophr gemif 4.18.
so kann man, wenn die Zahlen klein sind (z.B. r < 3), versuchen, ein Teilerdiagramm
fiir m zu erstellen, indem man fiir jede Primzahl mit ihren Potenzen eine Richtung wahlt
und Linien in diesen Richtungen zieht, sobald Teilbarkeit vorliegt. Nach 30. hat man mit
dem Teilerdiagramm fiir m zugleich auch ein Untergruppendiagramm fir Z,,(+,,).

Beispiele: 2025 224 360
3 Q)

m = 2025 m = 224

32. Anmerkungen. 1) Im allgemeinen ist es sehr schwierig, einen genauen Uberblick iiber
die Untergruppen einer gegebenen Gruppe zu erhalten. Bei den zyklischen Gruppen ist
dies aber ohne groflen Aufwand moglich, wie wir gesehen haben, und deshalb gelten diese
als die elementarsten Gruppen.
2) Es gibt bis auf Isomorphie genau eine nichtzyklische Gruppe G(*) mit |G| = 4. Das
ist die Gruppe (ZyxZ5)(+2) (vgl. 7.6)), die auch als KLEINsche Vierergruppe bezeichnet
wird und die insbesondere abelsch ist.
Ist ndmlich n das neutrale Element von G, so fithrt der Satz von LAGRANGE mit 23. auf
12 =n Ve Fira,be G\{n} mit a #bfolgt axb & {a,b,a® b*} = {a,b,n}, also
auch axb=0bxa ¢ {a,b,n}. Demnach gibt es fiir die Verkniipfungstafel von G(x) nur
eine einzige Moglichkeit, und diese entspricht genau der fiir (Zyx Z3)(+2).
3) Nach 2), 26. und 30. kennen wir — bis auf Isomorphie — alle Gruppen mit weniger als
sechs Elementen; das sind die Gruppen

Z1(+1), Za(2), Zs(+s), (Z2XZ2)(+2), Za(+4), Zs(+s).
Weiter kennen wir nach 8. und 30. auch zwei Gruppen mit sechs Elementen, némlich
Zg(+6) und Per{l,2,3}(o), wobei letztere nach 8. nun offenbar die kleinste nichtabelsche
Gruppe ist. Man kann sich iiberlegen, daf es — bis auf Isomorphie — keine weiteren Gruppen
mit sechs Elementen gibt. Will man jedoch zeigen, dafl es — bis auf Isomorphie — genau
5 Gruppen mit 8 Elementen, genau 5 Gruppen mit 12 Elementen und genau 14 Gruppen
mit 16 Elementen gibt, so mufl man schon sehr viel tiefer in die Gruppentheorie einsteigen.
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8. RINGE UND KORPER

A. Definition des Begriffes ,,Ring*

Die Zahlbereiche Z(+, ), Q(+, -), R(+, -) liefern Beispiele von Strukturen, in denen bis zu
vier Verkniipfungen erklért sind, ndmlich +, —, -, /. Wir hatten in 1.4. und 1.9. gesehen,
daB man “—” durch “4” und analog “/” mit Hilfe von “.” erkldaren kann.

Will man also Strukturen betrachten, in denen — &hnlich wie bei den Zahlen — vier Rech-
nungsarten eine Rolle spielen, so wird man sich zunéchst nur zwei dieser Rechnungsar-ten
vorgegeben denken und wird die iibrigen dann davon ableiten.

In diesem Zusammenhang betrachtet man die folgende allgemeine Definition:

1. Sind auf der Menge R # () zwei innere Verkniipfungen +,- vorgegeben, so heifit das
Tripel (R,+,:) =: R(+,-) ein Ring, wenn gilt:

(R1) R(+) ist eine abelsche Gruppe mit Og als neutralem Element.
(R2) R(-) ist eine Halbgruppe.

(R3) Es gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=a-b+a-c N (b+c¢c)-a=b-a+c-a YV a,b,c € R.

Ein Ring heiBt unitér, wenn es in R* := R\{0g} ein sogenanntes Einselement 15 mit
lprx=x-1lp=2 VzeR

gibt, und kommutativ, wenn das Kommutativgesetz

(Kom) r-y=y-r Vr,yeR
erfiillt ist. (Fiir die Addition ist das Kommutativgesetz ohnehin erfiillt, ndmlich aufgrund
von (R1).)
2. Wir kennen bereits einige Beispiele kommutativer unitirer Ringe, ndmlich Z(+, ),
Q(+, ), R(+, ) sowie Z,(4a, -o) fiir a € N\{1} (vgl. §1 — §4). Weiter ist auch nZ(+, -) mit
nZ :={n-z | z € Z} fiir jedes n € Ny ein kommutativer Ring, wie man leicht bestétigt, der
allerdings nur im Falle n = 1 unitér ist. No(+, ) ist kein Ring, weil Ny(+) keine Gruppe
ist.

Wichtig ist bei Ringen, daf§ die (abstrakten!) Verkniipfungen +, - nicht zusammenhang-
los nebeneinander stehen, sondern dafl ihr Zusammenspiel anhand der Distributivgesetze
genau geregelt ist.

Da R(+) eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element O ist, gilt

’OR—I—J::x—l—OR:a: VxeR‘,

und zu jedem z € R existiert ein eindeutig bestimmtes Element —z, genannt Negatives
von x, mit

(—z)+x=0r=2+4+(—2z) VYV €ER

(vgl. 7.10). Wir setzen

r—y:=x+(-y) Vz,yeR

und haben damit festgelegt, wie in Ringen addiert und subtrahiert wird.

Allgemein erhalten wir
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3. Satz. Ist R(+,-) ein Ring, so gilt:

(i) Op-ra=0r=a-0r Yac€R,

(ii) (—a)-b=—(a-b)=a-(=b) Va,beR,

(iii) (—a)-(=b)=a-b Va,be€R,

(iv)a-(b—c)=a-b—a-¢c AN (b—c)-a=b-a—c-a ¥V a,b,c€R.

Beweis: (i) Ist a € R, so ist Og-a+ 0gr-a = (0g +0g) -a =0g-a=0g + 0g - a, und mit
7.10.(vi) (bzgl. 4) ergibt sich 0g-a = 0g. Analog fiihrt a-Og+a-0gr = a-(0r+0g) = a-0g
auf a-0g = Op.

(ii) Fiir a,b € R erhalten wir (—a)-b+a-b=((—a)+a)-b © Og, also (—a)-b= —(a-b),
ferner a - (=b) +a-b=a- ((—b)+b) © Og, also a - (—b) = —(a - b).
(iii) Fiir a,b € R gilt (—a) - (=b) 2 —(a- (=b)) 2 —(—(a- b)) "'L"
(iv) Fiir a,b, c € R ergibt sich
a-(b—c)=a-(b+(—¢c)=a-b+a-(—c) (i)a-b—(a-c)

A (b—c)-a:(b+(—c))-azb-&—i—(—c)-a@b-a—(c-a). 0

a-b.

B. Unterringe und Isomorphismen

4. Eine Teilmenge S eines Ringes R(+,-) heifit Unterring oder Teilring von R(+, ),
wenn S(+|sxs, |sxs) ein Ring ist, wenn also S(+) Untergruppe von R(+) und S(-) ab-
geschlossen bzgl. der Multiplikation ist, denn die Assoziativitiat (bzgl. +,-) und die Dis-
tributivgesetze gelten von selbst in S, da sie in R gelten.

Demnach ist eine nichtleere Teilmenge S von R genau dann ein Unterring von R(+,-),
wenn gilt (vgl. 7.14.): ’a—b a-besS Va bES‘-

5. Zwei Ringe R(+,-) und R'(+',-") heilen isomorph oder von gleicher Struktur, in
Zeichen: R(+,-) = R'(+/,-'), wenn es eine Bijektion f von der Menge R auf die Menge R’
gibt, die die Bedingungen

{(*) fle+y) = fla)+' fly) V wzyeR
(%) fle -y) = fl@) "fly) ¥V z,yeR

erfiillt. Die Bijektion f mit den Eigenschaften (%) und (#*) wird ein Isomorphismus
oder ein Ringisomorphismus von R(+,-) auf R'(+,-") genannt, im Falle

R=R AN +=4" A ="
auch ein Automorphismus von R(+,-). Die Bedingungen (%) und (%), die auch als
Homomorphiebedingungen bzgl. + bzw. - bezeichnet werden, bewirken, daf3
R(+) = R'(+') A R() = R()

gilt, daf also Addition und Multiplikation in R(+,-) und R'(+’, ") vollig analog ausgefiihrt
werden (vgl. 7.3). Nach 7.5. besitzt die Isomorphie zwischen Ringen die Eigenschaften einer
Aquivalenzrelation.
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6. Beispiele.

a) Offenbar ist Z(+,-) ein Unterring von Q(+,-), und Q(+,-) ist Unterring von R(+, -).
b) Es sei n € Ny. Dann ist nZ ein Unterring von Z(+,-), denn nach 7.29. ist nZ eine
Untergruppe von Z(+), und fiir nz,ny € nZ (mit x,y € Z) gilt nx - ny = n - (zny) € nZ
(vgl. 4.). Dieser Unterring ist allein im Falle n = 1 zu Z(+,-) isomorph, da nZ(+,-) im
Falle n # 1 nicht unitér ist. Nach 7.29. hat Z(+, -) keine anderen Unterringe als die Ringe
nZ(+,-) mit n € Ny.

C. Die Einheitengruppe eines Ringes

7. Ist R(+,-) ein beliebiger unitirer Ring, so kann man die Menge Epg aller derjenigen
Elemente a € R betrachten, zu denen ein x € R mit a -z = z - a = 1 existiert. Wegen
1r-1gp = 1R ist 1 € Eg, und es zeigt sich, dal Fg(-) eine Gruppe ist, genannt Gruppe
der Einheiten oder Gruppe der invertierbaren Elemente von R.

In der Tat: Sind a,b € Ei,sogibtesz,y € Rmitx-a=y-b=1g=a-z=1>0-y, und es
folgt a-b € Eg wegen (y-x)-(a-b) =y-(z-a)-b=y-b=1g =a-x =a-(b-y)-x = (a-b)-(y-z).
Damit ist (Abg) fiir Egr(-) gezeigt, und (Ass) sowie (Ntr) mit 1p als neutralem Element
gelten offenbar ebenfalls. Ist a € Eg, so gibt es ein x € R mit a-x = x-a = 1g, und es
folgt x € Er. Mithin ist auch (Inv) giiltig.

Wegen Ogp-x =0 #1p Vax € R ist O &€ FEg, d.h.es ist.

Nach 7.10. gibt es zu jedem a € Egi genau ein x € Eg mit a -z = z - a = 1g; dieses
Element wird als notiert und wird das Inverse von a € Ei genannt. Wie schon bei

den reellen Zahlen verwenden wir die Abkiirzung |r/a :=7r-a | fiir r € R und a € Ex.

Wenn R(+, -) kommutativ ist, schreiben wir auch Z statt r - a™".

Bezogen auf die Addition ,,+* setzen wir ’nR =n0® 13‘ VneZ(vgl 7.27.), d.h. es ist
2R = 1R + 1R) 3R = ]-R+ 1R + ].R, u.Ss.W. (IH ZQ(+2, '2) ist 23 = OR, und in Zg(+3, '3) ist
3r =0g. InZ(+, ) ist ny =n VneZ.)

8. Bemerkung. Die Einheiten des Ringes Z(+,-) sind allein die Elemente 1, —1, denn

nur diese besitzen bzgl. - ein Inverses. Es ist also | Ez = {1, —1} |, und damit erklért sich

auch der Name , Finheit*.

9. Es sei @ € N\{1}. Ist r € Z,

= {0,1,...,a — 1}, so gibt es zu r nach 4.23. (iv)
und nach 4.26. genau im Falle gg7'(a,r)
al

—1e1ns€Z mit r-,5 = s-,r = 1, d.h. die

o) ist durch | By, = {r € Z, | ggT(r,a) =1}

Einheitengruppe Ez, (-,) des Ringes Z

gegeben.

Die Anzahl der Elemente von E, wird nach LEONHARD EULER (1707-1783) mit ¢(a)
bezeichnet, und mit dem kleinen Satz von FERMAT 7.25. erhalten wir

10. Satz von Euler. Sind r,a € N\{1} mit gg7'(r,a) = 1, so ist |r#® =, 1|,

Beweis: Nach 4.4.(iv) gibt es s,t € Zmit r-s+a-t = 1, d.h. es ist 7y 4 S~e = 1, also
Tea € Ez (-o). Damit folgt 9@ =, (r.,)?@ =, 1 gem#B 7.25. O




68 8.11 Ringe und Korper

11. Corollar 1. Ist p € P, so ist p(p) =p — 1, und es gilt m vV reN.

Beweis: a) Wegen ggT'(r,p) =1 Vre Z,\{0}ist p(p) =p— 1.

b) Ist r € N mit ggT'(r,p) = 1, so ist 7P~ 15(;, 1, also r? =, r.

c) Ist € N mit g¢gT'(r,p) # 1, so gilt p | r, also p | 7? und damit r* =, 0=, r. O

12. Corollar 2. Sind p,q € P mit p # q, so ist p(p-q) = (p—1)-(¢—1), und fir r € N
mit ggT(r, p-q) = 1 gilt [rP~ V@D = 1|

Beweis: Ist r € Z ., so0 ist ggT'(r,p-q) # 1 nur fiir r € {p-k | 1<k<q} U {q-k | 1<k<p},
d.h. es ist ¢(p-q) = (p-q —1) — (¢—1) — (p—1) = (p—1)-(¢—1). Mit 10. fiihrt dies auf die
Behauptung. O

13. Bemerkung. Die eingerahmte Aussage in 12. spielt eine herausragende Rolle bei dem
Nachweis, daf} eines der wirkungsvollsten Verschliisselungsverfahren von Nachrichten un-
ter Verwendung grofler Primzahlen wirklich funktioniert. Selbst schon bei kleinen Prim-
zahlen bezieht sich die Identitéit auf grofie Zahlen: Fiir p=11 und g=13 ergibt sich r120=,3 1

fir jedes (') » € Nmit 1147 A 1347,

D. Korper

14. Offenbar ist Eg = Q" und Er = R*, d.h. in diesen Ringen ist 0 die einzige Nichteinheit.
Derartige Ringe, in denen man durch jedes von Oy verschiedene Elemente dividieren kann,
erhalten einen besonderen Namen:

Ein wnitdrer Ring R(+,-) heift Divisionsring oder Schiefkdrper, wenn es zu jedem

aER*eianR*mitx-a:a-x:leibt,Wennalsist.

Jeder kommutative Divisionsring wird als Korper bezeichnet (,Kérper” im Sinne von
,Korperschaft“, nicht im Sinne eines rdumlichen Gebildes).

Demnach ist ein unitérer Ring R(+, ) genau dann ein Kdrper, wenn gilt:

(Kom) z-y=y-z VYuz,y€R,
(Inv)  Zu jedem a € R* gibt es ein x € R* mit - a = 1g.

15. Nach §1.A. ist R(+, ) ein Korper, und nach 3.11. ist Q(+, ) ein Korper. Nach 4.30.
ist der Ring Z,(+4, -¢) mit @ € N\{1} genau dann ein Kérper, wenn a eine Primzahl ist,
und offenbar ist Z(+, -) kein Koérper.

Mit den Begriffen ,,Gruppe® und ,,Korper“ haben wir die wohl wichtigsten Begriffe der
Algebra vor Augen.

Sind zwei isomorphe Ringe gegeben und ist einer dieser Ringe ein Korper, so nach 7.8.
auch der andere. Ein Isomorphismus zwischen Koérpern wird auch als Korperisomor-
phismus bezeichnet.

E. Quadratische Ringerweiterungen

Die Algebraiker haben eine ganze Reihe von Verfahren entwickelt, um aus vorhandenen
Ringen neue Ringe und Korper zu konstruieren. Fiir uns wird das folgende Verfahren von
besonderer Bedeutung sein:
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16. In einem kommutativen unitiren Ring R(+,-) sei ein Element a fest ausgewé&hlt.
Mit Hilfe von « it sich die abelsche Gruppe | R*(+) = (R x R)(+) |, die man gemif

7.6.(6) durch komponentenweise Addition |(z,y) + (u,v) = (x + u,y + v)| fiir z,y,u,v

€ R erhilt und deren neutrales Element (0g,0g) ist, ausbauen zu einem kommutativen

unitidren Ring | R%(+, )| mit der Multiplikation | (z,y) -o (u,v) := (zu + ayv, zv + yu)

fiir z,y,u,v € R.

Die Multiplikationsvorschrift merkt man sich so:

(Erstes - Erstes” + Alpha - Zweites - Zweites’, Erstes - Zweites’ + Zweites - Erstes’).
Wir nennen R?*(+,-,) die a—quadratische Ringerweiterung von R(+,-).

Beweis der genannten Eigenschaften von R*(+,-4):

a) Je zwei Elementen (z,y), (u,v) von R? ist eindeutig ein Element (z,y) -, (u,v) € R?
zugeordnet, d.h. R?(-,) ist ein Gruppoid. Dieses ist assoziativ und kommutativ, denn fiir
x, Yy, u, v, z,w € R gilt

(,9) "o (u,v) o (z,0)) = (2,Y) "o (uz + VW, vW + vZ)

= (zuz + azvw + ayuw + ayvz, Tuw + Uz + Yuz + ayow)

= (QJU + ayv, v + yU) ‘o <Z7 'LU) = (('Tv y) Ke (U, U)) a (Z7w)

sowie (z,Y) ‘o (u,v) = (ux + avy,uy + vr) = (u,v) - (z,y).

b) Es gelten die Distributivgesetze, denn fiir x,y, u, v, z,w € R haben wir

(‘1'7 y) e ((u7 U) + (Za w)) = (x,y) e (u +z,0+ w)

= (zu+zz 4+ ayv + ayw, zv + zw + yu+yz) = (zu+ ayv, zv + yu) + (22 + ayw, rw + yz)
= (2,Y) o (u,v) + (2,Yy) "o (z,w), und ,, -,* ist kommutativ.

c¢) Da R?(+) eine abelsche Gruppe ist, folgt aus a) und b), da R*(+, -,) ein kommutativer
Ring ist. Dieser ist unitdr mit (1g,0g) als Einselement, denn es ist (1g,0g) o (z,y) =
(z,y) YV z,yeR. O

17. Die Teilmenge R x {Og} von R? ist ein Unterring von R*(+,-,), denn es ist

(2,0r) — (u,0g) = (x —u,0g) A (2,0g) o (u,0r) = (z-u,O0g) vV z,u € R.
Da die Bijektion f: R — R x {Og} : ¢ — (z,0g) wegen

flz+u) = (r+u,0g) = (2,0g)+ (u,0r) = f(z)+f(lu) V z,u€eR

/\f([EU) = (ZE'U,OR) = ('CE,OR)'&(U?OR) = f(x)oaf(u) V. z,u€eR

ein Isomorphismus ist und da folglich in R(+,-) genauso wie in (R x {Og})(+, -) gerechnet
wird, ist es iiblich, R(+,-) mit (R x {Og})(+, ") zu identifizieren, indem man
r=(z,0g) V z € R| setzt. Wir haben dann |R = R x {0z} C R?*| und betrachten

R(+,-) im weiteren als Unterring von R?(+,-,). Man sagt, durch die Identifikati-
onx = (z,0g) V x € R wird R(+,) in R*(+,-,) eingebettet. Insbesondere ist nun
0r = (Op,0g) das Nullelement und 1y = (1g,0g) das Einselement sowohl von R?*(+,-4)
als auch von R(+,-).

Wir setzen |ig := (Og, 1g) | und erhalten | (z,y) =z +igr-y V z,y € R|wegen
(J],y) = (ZE, OR) + (0R7y) = (ZE, OR> + (0R7 1R) ‘o (ya OR)
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Es ist |ig o tgr = (o,0r) = |, und damit sieht man jetzt, daBl die zunéchst etwas kiinst-

lich wirkende Multiplikationsvorschrift letztlich nur auf distributivem Ausmultiplizieren
beruht:

(x+igp-Y)a(u+tig-v)=z-u+a-y-v+ig-(x-v+y-u)| VzyuveR.

18. Die in 16. und 17. vorgestellte Konstruktion ist ziemlich allgemein, und man kann
fragen, was damit gewonnen wurde.

Bevor wir darauf eingehen, stellen wir zunéchst fest, dafl die konstruierten Ringe fiir
verschiedene «, € R gelegentlich isomorph sein konnen:
19. Isomorphiesatz. Gegeben sei ein kommutativer unitdrer Ring R(+,-). Sind

a,3 € R* und gibt es einr € Exr mit « =1r*- 3, so ist| R*(+, o) = R*(+,5)|

Beweis: Wir betrachten die Abbildung f : R* — R? : (x,y) — (z,7 - y), die wegen
(x,y,u,v € R N f(z,y) = f(u,v) = z=u A r-y=r-v = (z,y) = (u,v)) injektiv
und wegen ((u,v) € R?* = f(u,r™'-v) = (u,v)) surjektiv ist. Fiir z,y,u,v € R gilt
F((@y)+(u,0)) = fla+u, y+v) = (e4u, ry+ro) = f(z,y)+f(u,0) A f(2,Y)a(u,v) =
flru+ayv, zv+yu) = (zu+ayv, rev+ryu) = (zu+ Gryrv, zro+ryu) = f(x,y) 5 f(u,v),
und mithin ist f ein Isomorphismus von R?*(+,-,) auf R*(+,-5). O

F. Quadratische Koérpererweiterungen

Als besonders bedeutungsvoll erweist sich nun

20. Hauptsatz. Ist R(+, ) ein Kérper und ist « € R mit o # 2* ¥V x € R, s0 ist R*(+, o)

144

ein Korper, genannt ,«a-quadratische Korpererweiterung von R(+,-) “.

Beweis: Wegen 16. ist nur zu zeigen: Ist (u,v) € R? mit (u,v) # (Og,0r), so existiert
(z,y) € R* mit (2,9) -o (u,v) = 1g. Dazu bemerken wir zuerst, dal u?> — av? € R*
ist, denn im Falle v = Oy ist u # Og A u® # Og, da R*(:) eine Gruppe ist, und im
Falle v # Op ist u? — av? # O, da sonst a = (u/v)? wire. Wir setzen nun (x,y) :=
(u- (u? — av?) !, —v - (u? — av?)™!) und erhalten damit tatsdchlich (z,y) o (u,v) =

(u? — av?) - (u* — av?®)™Y, (uv —vu) - (u? — aw?) 1) =1 O

21. Corollar 1. Ist n € 2N + 1 und existiert ein Korper mit n Elementen, so existiert
auch ein Kérper mit n? Elementen.

Beweis: Es sei R(+,-) ein Korper mit n Elementen. Wire 1z = —1g, so hitten wir
1r + 1g = Og, und dann wire {Og, 1z} eine Untergruppe von R(+), d.h. mit 7.20. ergébe
sich 2 | n. Demnach ist 1z # —1g, und folglich ist die Abbildung g : R — R : x — z?
wegen (1g)? = 1g = (—1g)? nicht injektiv. Nach 6.21. ist g auch nicht surjektiv, und
deshalb existiert ein « € R mit a # 2> V x € R. Nach 20. und 6.36. ist R*(+, -,) dann
ein Korper mit n? Elementen. O

22. Corollar 2. Ist p € P\{2} und k € Ny, so ezistiert ein Korper mit p@°) Elementen.

Beweis: Nach 4.30. existiert ein Korper mit p Elementen, und nach 21. dann auch einer
mit p?, (p?)? = p*, (p*)? =p8, ... . p(?") Elementen. O
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23. Anmerkung. Uber 22. hinausgehend wird in der Algebra bewiesen:
Istp € P und m € N, so gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen Korper mit p™ Elemen-
ten. Weitere Korper mit endlich vielen Elementen gibt es nicht.
Indem wir jetzt speziell den Koérper R(+, -) der reellen Zahlen als Ausgangsring wéhlen,
erhalten wir:
24. Satz tber die quadratischen Ringerweiterungen von R(+,-):

(i) Ist @ € RY so ist R*(+, ) = R*(+, ).

(i) Ist « € R*, so ist R*(+, o) = R*(+,(_1)).

(iii) D(+,-) := R%*(+, ) wird Ring der Dualzahlen genannt;
es zstED—{(u v) € R? | u # 0}.
(iv) A(+,-) :=R?*(+, 1) wird Rlng der Doppelzahlen genannt;
s ist Ey = {(u,v) € R? | u?® #v*}.
R*(

(v) C(+,) := R*(+, - (_1)) ist ein Korper, genannt Korper der komplexen Zahlen.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus 19., und (v) folgt aus 20.

(iii): Ist (u, v) € R%(+, +0), so ist festzustellen, wann es z,y € R mit (1,0) = (x,y)-o(u,v) =
(xu, xv + yu) gibt. Fiir u = 0 geht das nicht, wohl aber fiir u # 0, denn dann kann man
r=u"1 A y=—u"?-v wihlen.

(iv): Ist (u,v) € R*(+, 1), so wird gefragt, wann es z,y € R mit (1,0) = (x,y) 1 (u,v) =
(ru + yv, zv + yu) gibt. Wenn solche x,y existieren, dann kann nicht u? = v? sein, denn
sonst wire u = u-1 = zu®> + yuv = (zv+yu) -v = 0-v = 0 und damit v = 0 im

Widerspruch zu zu + yv = 1. Ist aber u? # v?, so ist (z,y) := < T 2) die
u? — 02 u? —w

gesuchte Losung. 0O

G. Komplexe Zahlen

25. Im weiteren werden wir uns nur mit der einfachsten der in 24. betrachteten Strukturen
befassen; das ist der Korper C(+,-) der komplezen Zahlen, bei dem ,,-* fiir ,, -(_1)“ steht:

iR
1y =](0,y) X +iy=(xy)

1=\(1,0)

R = Rx{0}

(0,0) X = (x,0)

(@, y)+(u, v)=(z+u, y+v)
r+iy + utiv=c+u+i(y+v)

(x,y)-(u,v)=(zu — Yyv, TV + Yu)

=[(0,-1) (x+iy)-(u+iv)=ru—yv+i(zvt+yu)

Zunichst kommentieren wir die in 16. und 17. ausgefithrte Konstruktion fiir den vorliegen-
den Spezialfall:



72 8.25 Ringe und Korper

Es sei R(+,-) der Korper der reellen Zahlen. Wie bereits frither vermerkt, deuten wir
R*:=R xR = {(z,y) | =,y € R} als die Punktmenge der Anschauungsebene, indem wir
uns jeden Punkt (x,y) durch seine Koordinaten x,y beschrieben denken.

Das iiberraschende Ergebnis, das gewif$ eine der gréfiten Errungenschaften der Mathema-
tik darstellt und das maBgeblich auf CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855) zuriickgeht,
ist die Erkenntnis, dafl man fiir die Punkte der Anschauungsebene derart geschickt ei-
ne Addition und eine Multiplikation einfithren kann, dafl ein Korper entsteht, also ein
Rechen-bereich, in dem alle vier Grundrechnungsarten Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division uneingeschrénkt ausfithrbar sind (bis auf das Verbot der Division
durch Null). Es gilt
+ (u,

(i) (z,y) + (u,v

(z,y ) = (v +u,y +v),
(i) (v,y) — (u,v) = (z —u,y —v),

(z,y

(
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(iii) (z,y) - (u,v) := (zu —yv,xzv +yu)  (mit ,—* in der ersten Komponente!) und

:  (ryy)  frutyv —zv+yu
() (o)) = 0 = (Tl )

fir z,y,u,v € R, wobei die letzte Gleichung sich fiir (u,v) # (0,0), also fiir u? + v? # 0

. —-1 _ u —v .
ergibt aus (u,v)™' = <u2 reibwan v2> (vgl. d. Beweis von 20.).
Wesentlich ist hierbei, daf fiir das Rechnen die gleichen Grundgesetze gelten wie bei den
reellen Zahlen, die wir dort in den Regeln (R1)—(R6) (vgl.§1.A.) zusammengefafit hatten.

Wesentlich ist aulerdem, dafl es sich hier um eine wirkliche Zahlbereichserweiterung
handelt, denn aufgrund der Identifikation z = (z,0) V x € R finden wir R jetzt als
,T—Achse” in der Anschauungsebene wieder, und die neuen , komplexen*“ Rechenregeln
stimmen mit den alten Regeln fiir R iiberein, solange wir uns nur auf die Punkte der
x—Achse beziehen.

Wer angefangen hat, damit umzugehen, stellt bald fest, dafl man mit komplexen Zahlen,
also mit den Punkten der gesamten Ebene, genau so einfach rechnen kann wie mit reellen
Zahlen, also mit den Punkten der x-Achse. Deshalb ist es auch nicht iibertrieben, dafl
diese Objekte nun ebenfalls als Zahlen bezeichnet werden.

Statt ig schreiben wir im weiteren einfach ¢ . Wir haben dann
i:=(0,1)| und |(z,y)=x+1y V x,y € R| (vgl.17.),
und wir miissen nun die iiberraschende Aussage zur Kenntnis nehmen:

Es wird nach wie vor nicht behauptet, daff das Quadrat einer reellen Zahl negativ sein
kann. Wir haben jetzt aber neue Zahlen, und eine davon, eben die komplexe Zahl 1,
die nichts anderes ist als der Einheitspunkt auf der ,,y—Achse”, liefert beim Quadrieren
(ebenso wie —i) die reelle Zahl —1.

Man nennt ¢ auch die imaginédre Einheit. Das hat historische Griinde, denn etwa seit
1540 rechneten Mathematiker wie G. CARDANO und R. BOMBELLI mit der Gréfe i,
ohne zu wissen, was das eigentlich sein soll. (Es funktionierte hervorragend, aber das
Wesen der Zahl i blieb zundchst im Dunklen.) Fiir den heutigen Mathematiker ist die
Zahl ¢ genau so konkret wie die Zahl 1.
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Wieder aus historischen Griinden bezeichnet man die sogenannte ,y—Achse®
{(0,y) |y e R} ={yi | y € R} =: Ri =: iR als die imaginére Achse.

Bei der Darstellung von z € C = R? in der Form z = x + 4y mit 2,y € R nennt man x
den Realteil und y den Imaginérteil von z, in Zeichen: = Re(z) und y = Im(z).

Die Menge Eim{(z.y) € R [ 2* +4° =1}

wird als Einheitskreis bezeichnet. Es gilt 1,—1,4, —i € E und genauer x + iv/1 — 22,
r—iv1l—a2€E V ze€ll,—1], d.h. E besteht aus unendlich vielen Punkten.

H. Absolutbetrag und Konjugation in C(+, )

26. Ebenso wie bei den reellen Zahlen kann man auch fiir komplexe Zahlen einen Absolut-
betrag definieren. Man setzt fest:

Die Zahl |z +iy| := /2% + y?> € Ry wird der Absolutbetrag von z + iy fiir z,y € R
genannt. Es handelt sich hierbei um eine Erweiterung des fiir R erkléarten Absolutbetrages,
denn fiir z € R ist |z| = vz2. Der Absolutbetrag lift sich geometrisch deuten:

Sind z = x + iy und w = u + v komplexe

iR Zahlen mit x,y,u,v € R, so wird die Zahl

) z = xHy

1y d(z,w) = d(x + iy, u + iv)

| — VP T - 0P ER,

Ly
1 im Hinblick auf den Satz des Pythagoras der

Abstand oder auch die Distanz der Punkte

of 1 u X R z und w genannt.

Wegen z —w = (x—u) + i (y—v) ist dann |d(z,w) = |z —w||, und fiir w = 0 ergibt

sich |d(z,0) = |z||, d.h. der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist ihr Abstand vom sog.
Ursprung 0 = (0,0).
iR

z=x+1Y : .
iy 5 27. Die Abbildung
k:C—-Ciz4+ry—az+1y =20 —1y
R (fir z,y € R) wird Konjugation ge-
0 X nannt; sie ist ein Automorphismus des Korpers
C(+, -) mit hervorragenden Eigenschaften und
-iy —0 ‘ wird auch als die Spiegelung an R bezeich-
T F=r=y net.

a) Es gilt Kok =idc, alsok =rxtund| z:=(Z)=2 | V 2€C.

b) Esist z+Z =2-Re(z) <2-|z| und z—Z =2i-Im(z) V zeC.

c)Esist’?:zﬁzeR‘ vV zeC.
d) Esistz+Z =0 & zeRi V zeC.
e) Esist |z|=|z|=|-2] V zeC.
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f) Esist und | z-Z7 =|2|?€R, | V z€C.
g) Es gilt z+w =
h) Es istw! =1

Z4+w N z—w=Z—-w ANz-w=z -w V zweC.
w

W Wy et i=C\{0}.

k)Esist(%)z% V zeC, V weC".

() Esist||z-w|=|z|-|w|| V zweC.

Beweis: Es seien z,y,u,v € R, z =z + iy und w = u + iv.
a) Wegen ko k(z) = z fiir jedes z € C ist ko k = id¢. Nach 6.13. ist k dann eine Bijektion
mit k = kL. -

b) Es ist z + 2z = 2z < 2|z| = 2V 2?2 < 2/a2 42 = 2|z| und z — Z = 2iy.

c)Esistz =2 & —ijy=iy & 2i-y=0 & y=0.

d)Esist 247 =0 & 2r=0 & z=0.

e) Esist 22 +y? =22 + (—y)? = (—2)? + (—y)*

f)Esist z+z =2z € Rund z-z = 2> + ¢y* = |z] 2.

g) Esist zfw =xt+u—ilytov) =Z +w und z-w = zu — yv — i(xv + yu) =
(x —iy) - (u—iv) =% -W.

h) Esistw™-w=1 A w_l-\w|2f:)w_1-(w-W):W.

k)

?) Es ist |zw]|? Dow 702 27w L 122 - |w|* = (2] - |w])?. Wegen |zw], |z] - |w| € Ry
fithrt dies mit 2.27. auf die Behauptung. O

Esist w - (w1t 2) Lo wl =7

c
28. Die Dreiecksungleichung. la-c|

1. Fassung: |z +w| < |z|+ |w| V¥V zweC, |b-c|

2. Fassung: ||z] — |w|| < |z —w| V z,weC, a |ab] p

3. Fassung: la—c| <la—bl+|b—¢c| V a,bceC.
Beweis: 1. Fassung: Fiir z,w € Cist [z +w|? = (z+w)-(Z4+W) = 2Z + 20 + Zw+ww =

27.b)
27 +2-Re(zw) +ww < 22 +2- [Zw|+ww = |22 +2- |2 - |Jw| + |w]? = (|2] + |w])?.
Daraus folgt mit 2.24. und 2.27. die Behauptung.

Die 2. Fassung folgt aus der 1. wie 1.27. aus 1.26., und die 3. Fassung folgt aus der 1. fiir
z:=a—bundw:=>b—c. O

29. Aus 27. ¢) und 28. erkennt man, dafl der Absolutbetrag fiir C die gleichen Grundeigen-
schaften wie fiir R besitzt.

30. Satz. Der FEinheitskreis E ist eine Untergruppe der Gruppe C*(-). Es gilt
o) E={2€C| |z|=1}={z€C| 2z =1},
b) z'=%z V z€E,
)E={v/|v] | veC}={w/w | weC}.

d) Die Mengen {1}, {1, —1}, {1, —%4—@1} —%—\/Tgi} und {1,1,4%, 3} = {1,1,—1, —i}

sind zyklische Untergruppen von E(-).
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Beweis: a), b): Fir z€Cist [2] =1 & [z|?=1 & 2-2=1 & 2z 1=72#0.

¢) Fiir v,w € C* gilt |v/|v[| = |v|/|[v] = 1 und |w/w| = |w|/|[w| = 1. Ferner ist
(-=1)/] = 1| = =1 = i/i, und fiir a € E\{—1} ist a/|a] = a = (1 +a)/(1+ a) wegen
a(l+a)=a+1=1+a.

d): Esist (=1)?=1,2= -1, =(=1)-i=—i,i* = (=1)> =1, und fiir z := —5 + \/752

DO —

istz~?:%—22%zlmitzﬂ:%—gi—i—zﬂ-%:?. O

31. Fiir a,b € C gilt
(1) (a+b)*=a*+ 2ab+ b?, (ii) (a —b)* = a® — 2ab + b?,
(iii) (a+b)-(a—b)=a* -, (w) a-b=0 & (a=0Vb=0),

(w) a>=0" & a=bVa=—b.

Der Beweis von (i)—(iii) erfolgt durch Verifizieren. Da C*(-) eine Gruppe ist, gilt (iv), und
(v) ergibt sich aus (iii) und (iv). O

32. Fiir a € R® sei |ya :=+/|a| -i|, und fiir a € C\R sei [/a = +/]a }aﬂah‘
a+|a

Damit erhalten wir nun | (v/a)? = a = (—/a)?| fiir alle(!) a € C, wie man mit 27.f)

bestétigt, und wir sehen, dafl man aus jeder komplexen Zahl die Quadratwurzel ziehen
kann!

Sind jetzt p,q beliebige komplexe Zahlen, so sind
Ty = %(—er vV P? —4q), Ty = %(—p— p° —4q)

die Losungen der quadratischen Gleichung |2? + pz + ¢ = 0|, und es gelten die Regeln

’m1+x2:—p und xl-mgzq.‘

Der Beweis erfolgt mit der gleichen Argumentation wie im reellen Fall in 2.31.!

Die folgende Aussage wird sich spéter als hilfreich erweisen:
33. Satz. Ist f : R — R eine Abbildung mit f(x+y) = f(z)+ f(y) YV z,y € R, so gilt:

(i) firy=r-f(1) VreQ.

(i1) Erfillt f zusdtzlich die Bedingungen f(1) =1 und f(Ry) C Ry, so ist f = idg.
Beweis: Es sei f(x) =2’ Vx €R.
a) Wegen 0/ + 0" = (0 +0)' = 0" ist 0/ = 0.
b) Es sei z € R. Dannist (0-2)' =0 =0=0-2'. Ist nunn € Ny mit (n-z)' =n -2/,
so folgt (n+1)-2) = (n- x—l—x)—( )—i—x—n ¥+ 2" = (n+1)-2'. Nach dem
Induktionsprinzip gilt deshalb (n-x) =n-2' Vn € Ny.

c) Ist m € Ny und n € N, so fithrt b) auf n - (—), = (n- %), =(m-1) =m-1', also auf

(%)/ = ﬁ -1’. Mithin gilt r=r.1'Vrc Q..

d) Fiirz € Rist 0 = (x4 (—x)) =2’ + (—xz)', also (—z)" = —(2). Insbesondere folgt

() = =) 2 ~lr- 1) = (1) 1V r e Q.
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e) Nach ¢) und d) ist i) giiltig.

f) Sind nun die Voraussetzungen von (ii) erfiillt und sind z,y € R mit x < y, so erhalten

wir y' — 2’ = y' + (—(2')) 2 v+ (—z) =W+ (—2) = (y—x) € Ry, also 2/ < 9.

Auflerdem fiihrt (i) mit I’ =1 auf ' =7 Vr € Q.

g) Nunseit e R\Q, A:={reQ|r<ttund B:={se Q|t<s}. Dannist A < B
(vgl. 1.33.), und mit f) folgt A = f(A) < t' sowie ¢’ < f(B) = B, d.h. t ist wie ¢ eine
Trennzahl zwischen A und B. Nach 3.12. und wegen A U B = Q kann weder ¢ < ¢’ noch
t" <t gelten, d.h. es ist ¢’ = t. Damit ist auch (ii) bewiesen. O

Als Corollar erhalten wir

34. Automorphismensatz. Es gilt:
(i) Der Kérper R(+, -) besitzt genau einen Automorphismus. Das ist die Abbildung idyp.

(11) Der Kérper C(+,-) besitzt genau zwei Automorphismen, die R (als Ganzes) festlas-
sen. Das sind die Abbildung idc und die Konjugation k.

Beweis: (i) Ist f : R — R : x — 2’ ein Automorphismus von R(+, -), so gilt (z+y)" = '+
und (z-y) =2’ -y V 2,y € R. Insbesondere ist 0 D #1'=(1-1) =11, also

=1, und fir x € Ry ist 2/ = (Vo - z) = Vo' -z’ = (Vz')? € R;. Geméf 33.(ii)
bedeutet dies f = idg.

(ii) Ist f ein Automorphismus von C(+,-) mit f(R) =R, so ist f|g ein Automorphismus
von R(+,), und mit (i) folgt f(z) = = V z € R. Weiter ist dann (f(2))? = f(i*) =
f(=1) = =1 = 4% also f(i) € {i,—i} gemaB 31.(v). Dies impliziert wegen f(x + 1y) =
x+ f(i)-y Vx,y€R die Behauptung. O

9. LINEARE ALGEBRA IN DER ANSCHAUUNGSEBENE

In den Abschnitten 8.G. und 8.H. haben wir einiges iiber das Rechnen mit komplexen
Zahlen erfahren, die ja nichts anderes als die Punkte der Anschauungsebene sind.

Im weiteren werden wir sehen, dafl zwischen diesem Rechnen einerseits und geometrischen
Beziehungen andererseits sehr direkte Verbindungen bestehen. Indem wir uns mit algebra-
ischen Aspekten der ebenen Geometrie befassen, werden wir zugleich unsere Kenntnisse
iiber die komplexen Zahlen vertiefen.

Da im weiteren der geometrische Standpunkt in den Vordergrund riickt, werden wir die
Punkte der Anschauungsebene jetzt in der Regel mit groffen Buchstaben bezeichnen, wie
wir es von der Schule her gewohnt sind. Fiir reelle Zahlen werden wir aber, wenn der rech-
nerische Aspekt iiberwiegt, weiterhin auch kleine lateinische oder griechische Buchstaben
verwenden.

A. Geometrische Grundobjekte der Anschauungsebene

1. Der Abstand d(A, B) zweier Punkte A, B € C = R? ist die nichtnegative reelle Zahl
|A — B|, und nach 8.26. und 8.28. gilt offenbar
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(A,B) = 0 & A=B fir A BEeC,
= d(B,A) fir A,BeC,

(A,C) < d(A,B)+d(B,C) fir A B,CeC.
2. Der Begriff des Kreises 148t sich in naheliegender Weise auf den
Begriff des Abstandes zuriickfiihren:
Ist M € Cund r € RY, so wird ky, := {X € C | d(M,X) =1}
der Kreis um M mit dem Radius r genannt, und M wird auch
als Mittelpunkt von k,;, bezeichnet.
Setzen wir M +rE :={M +r-Y | Y € E}, so folgt:

(1) M + rE ist der Kreis um M mit dem Radius r.

In der Tat: Fir X e Cund YV := (X — M)/r gilt X = M +7rY und (d(M,X) =r <
M —-—X|=r & |[M-X)/rl=1 & |Y|=1 < Y cE).

Da die Abbildung f : E — ka0 Y — M 417 - Y offenbar eine Bijektion ist, haben alle
Kreise ebensoviele Elemente wie [E, also unendlich viele Punkte.

Wegen (1) ist TE:={r-Y | Y € E} der Kreis um 0 mit dem Radius r.

Ist M = (my,my) € R?, so bezeichnet man my, my auch als Mittelpunktskoordinaten von
karr, und mit d*(M, (z,y)) = [(x—mq, y—ms)|? fiir (z,y) € R? folgt
(2) karr = {(z,y) € R? | (z—m1)? + (y—m2)® = r?}.

Man nennt | (z—mq)? + (y—m3)? = 72| auch die Kreisgleichung (Mittelpunktsform)
von kg,

3. Wir werden héufig die folgenden abkiirzenden Notationen verwenden:
(H)RA:={z-A|zeR} VAecC.

(2) B+RA:={B+z-A|zeR} VABeC,
B)RyA={y-A|lyeR,} VAecC,

4 B+R,A:={B+y-AlyeR,} VA BEeC,

und wir wollen uns iiberlegen, dafl die durch (1)—(4) definierten Punktmengen geometrisch
interessante Objekte sind.

Dazu zeigen wir zunéchst
(5) Fir X € C gilt: Re(X) = |X| & X=|X| & X eR,.

Beweis: Ist X =z +iy mit 2,y E R, soist v = /22 + 192 & z>0A22 =22 +1? &
r>0ANy=0 & X=|X|. O

(6) Fir X,)Y € C gilt: || X +Y|=|X|+]Y] & X - Y =|X-Y| & X- YR, |

Beweis: Es ist |[X + Y] = [X|+ Y] & |[X +Y]* = (| X|+|Y])
&S (X4+Y) (X+Y)=XX+2-|X|-|Y|+YY

& 2. Re(XY) =XV + XY =2.[XY| € XY = |XY| & XY eR,. O
(7) Fiir A,B,X € C gilt

|JA-B|=|A-X|+|X-B] & (A-X)- (X—-B)eR,|
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Beweis: (6) O
4. Sind A, B € C, so setzen wir
(1) |[A,B] ={X eC | |A—B|=|A-X|+|X - B|}|

Mit dieser Notation erweitern wir die schon auf R erklarte Intervallnotation, denn sind
a,b,r € Rmit a < b, so gilt ((a —xz)-(z—b) >0 = —=(xr <a)A-(b< z)), also

a<z<b o (a—2)-@—b>0"L |a—b=la—z|+|z—b|.
In Verbindung mit der 3. Fassung der Dreiecksungleichung aus 8.28. erhalten wir deshalb
(2) AABeCANX€[AB] = |A-B|=|A-X|+|X - B|,
3) A, BeCAXeC\[A,B] = |[A-B|<|A-X|+|X - B|.

B Anschaulich besagt dies: Man gelangt von A iiber X nach B
genau dann ohne Umweg, wenn X € [A, B] ist.
Deshalb gehen wir im weiteren davon aus, dafl [A, B] die ge-

rade Verbindungsstrecke oder kurz die Strecke mit den
Endpunkten A, B ist, und bezeichnen d(A, B) = |A— B| als
Lange der Strecke [A, B].

Wir nennen |A, B[:= [A, B]\{A, B} die offene Verbindungsstrecke von A, B und
[A, B[:= [A, B]\{B} sowie |A, B]:=[A, B]\{A} die halboffenen Verbindungsstrecken
von A, B, jeweils mit den Endpunkten A, B und der Linge |A — B].

Definitionsgemé8 ist [A, B] = [B, A] und |A, B[=]B, A|.

R

5. Satz zur Streckendarstellung. Sind A, B € C mit A # B, so gilt

(i) ]A,B[:{Xec | % X — geR*_},

(i) |A, B]= {A+/\-(B—A) A€o, 1]} ~]0,1],
(iii) [A,B] = {A+X-(B—A) | xe[0,1] }.

Beweis: Es sei X € C\{A4, B} R'—A—XS'—X—B T:=R+S=A— B.Dann ist
T R

X €], B4 [T|=|RI+|5| "€ RSeR, & £.55 e R, & B er, & Lo14Ll 1, o
"R X-A
& 2e e =R =L =12 €0 1[e 274 €0, 11 I €0, 1} X = A+A(B-A).

Es gilt (R/S € R* < (—R)/S € R*), und offenbar ist f :]0,1[—=]A, B: A — A+ X(B—A)
bijektiv. Mithin sind (i) und (ii) giiltig, und (ii) impliziert (iii) fir A € {0,1}. O

6. Sind A, B, X € C paarweise verschieden, so wird die komplexe Zahl X = é g ‘;g
das Teilverhéltnis von X beziiglich (A, B) genannt.

AuBlerdem sagen wir, X liegt zwischen A und B, wenn X €]A, B[ ist. In Verbindung mit
5.(i) erhalten wir dann:

Satz. Ein Punkt X € C liegt genau dann zwischen den Punkten A, B € C mit A # B,
wenn sein Teilverhdltnis bzgl. (A, B) eine negative reelle Zahl ist.
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7. Der Begriff der Geraden 1488t sich wie folgt auf den Begriff der Strecke zuriickfiihren:
Sind A, B € C mit A # B, so wird

(A,B):={Xe€C|X€e[AB|VA€B X[V BEeJAX[}

<A,B>
die Verbindungsgerade von A, B genannt.

Definitionsgeméf gilt |[A, B] C (A, B) = (B, A) |.

Nach 5.() ist (A €]B,X[ & %=4 € R & 3R : X = A+ (B - A).

Entsprechend — man vertausche A, B —ist (B €|A, X[« JueR* : X = B+u(A—B) =
A+(1—=p)(B—A) & Irell,oo: X = A+ ANB - A)).

In Verbindung mit 5.(iii) folgt hieraus
8. Satz zur Geradendarstellung. Sind A, B € C mit A # B, so ist die Verbindungs-
gerade von A, B gegeben durch|(A,B) ={A+X-(B—A) | AeR}=A+R(B—-A)|

Anmerkung Die Darstellung der Punkte X von (A, B) in der Form X = A+ \- (B — A)

mit A € R wird auch als eine Parameterdarstellung von (A, B) mit A als ,laufendem’

Parameter bezeichnet (gelesen: Parameter). Denn mit der Bijektion
fR—=(ABy:\— A+ X (B—-A)

erkennt man: Wenn A die reellen Zahlen von —oo bis +00 (der Grofle nach) durchlauft,

so durchléduft X die Punkte der Geraden (A, B). Insbesondere ist (A4, B) ~ R.

¢

9. Sind A, B € C mit A # B, so wird B [AB>

[A,B):={X eC|XelA BV Be|A X[} A X

XI

die Halbgerade oder der Strahl aus A durch B mit Scheitel A genannt.
Mit den Uberlegungen aus 7. erhalten wir
(%) Sind A, B € C mit A+ B, so ist der Strahl aus A durch B gegeben durch

A BY={A+\ - (B—A) | NeR,} = A+R,(B— 4)|

10. Es sei G die Menge aller geméf 7. definierten Verbindungsgeraden. Die Elemente von
G werden auch die Geraden der Anschauungsebene genannt.

Insbesondere ist R = {0+ A-(1—0) | A € R} = (0, 1) eine Gerade, genannt reelle Achse
oder z—Achse, und ebenso ist auch Ri = {0+ X- (i —0) | A € R} = (0,4) eine Gerade,
genannt imaginére Achse oder y—Achse.

Ist Ac C* soist (0,A) ={0+AX(A—-0) | e R} =RA€G.

Man nennt Punkte kollinear, falls sie gemeinsam einer Geraden angehéren, sonst nicht-
kollinear. Geraden g, h der Anschauungsebene heiflen genau dann parallel, in Zeichen:

gl h|, wenn ’g:h V gﬂhz@‘

gilt, andernfalls nichtparallel, in Zeichen: g }f h.
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B. Determinanten und lineare Gleichungen

11. Wir wollen im weiteren algebraische Beschreibungen fiir geometrische Beziehungen
entwickeln, weil sich dies fiir viele Fragestellungen als sehr vorteilhaft erweist.

Als erstes betrachten wir den auf G.W. LEIBNIZ (1646-1716) zuriickgehenden Begriff
der Determinante. Dabei handelt es sich um Zahlenwerte, die man Paaren aus komplexen
Zahlen zuordnet und die nun nicht einen ,,Abstand“, sondern eine Parallelogrammflédche
beschreiben, wie wir spéter sehen werden. Wir definieren:

12. Sind a,b, ¢, d € R, so wird die reelle Zahl | det((a,b), (c,d)) := ad — be = Z ccl
die Determinante von ((a, b), (¢, d)) genannt.
Fiir a,b,c,d € Rund A, B,C, D € C gilt:
10 . a c a b a c
(1) 01 =det(l,i) =1 A 0 d =a-d A . d‘—ad—bc- b d
_AB-AB
(2) det(A, B) = -
(3) det(A, B) = —det(B, A).
(4) det(a- A, B) =a-det(A, B) =det(A,a- B).
(5) det(A+ B,C + D) =det(A,C) + det(A, D) + det(B, C) + det(B, D).
(6) det(a-A,b-A)=0.
(7) det(A,B)-C +det(B,C) - A+ det(C,A)- B=0.
(8) det(A,B) =0 & A-BeR & (A=0 V BecRA).
(9) det(A,B)#0 & A BeC* AN AB ¢ R & A#0 A B ¢ RA.
Beweis:

(1) folgt direkt aus der Definition der Determinante.

(2): (a—1ib) - (c+1id) — (a+ib) - (c —id) = 2i - (ad — bc).

(3): AB — AB = —(BA — BA).

(4): aAB —aAB =a- (AB — AB) = AaB — AaB.

(5): (A+ B)-(C+D)—(A+B)-(C+ D) = AC—AC+AD—-AD+BC—BC+BD—-BD.
(6): aAbA — aAbA = 0.

(7): ABC — ABC + BCA— BCA + CAB — CAB = 0.

(8): (AB—AB)/2i=0 <& AB=AB <& ABER & (A=0V AA-BcRA).
9): (AB - AB)/2i 40 < AB#AB & AB ¢ R & A#40 A B ¢ RA. O

13. Erlduterungen. a) Definitionsgeif ist die Determinante zweier komplexer Zahlen A, B
stets eine reelle Zahl, die sich direkt aus den Koordinaten berechnen 1a3t. Hierbei spielt
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die Reihenfolge eine wesentliche Rolle, denn nach 12.(3) #ndert sich das Vorzeichen der
Determinante von (A, B), wenn man A mit B vertauscht.

d a+id c+1id a+tc+id
d d Z
a . R 0 a g R

0
b) Nach 12.(2) ist det(a,id) = a - d = det(a, c + id).

Damit deutet sich bereits eine Verbindung zwischen Determinante und Parallelogramm-
fliche an.

c) Die Rechenregeln (3)—(6) werden haufig gebraucht; in (4) und (5) verhalt sich det wie
eine Art von Produktbildung.

d) Die Niitzlichkeit der sog. CRAMER—Identitit 12.(7) wird im folgenden sichtbar:

14. Cramersche Regel (1. Fassung). Sind A, B, C' € C vorgegeben und ist det(A, B) # 0,
so existiert genau ein Paar (x,y) € R? mit ’ r-A+y-B=C ‘ Es ist

det(C, B) _ det(A4,0)

det(A4,B) " YT deu(4, B)

Merkregel. Im Nenner steht det(A, B); hiervon ausgehend schreibt man im Zihler C
statt A, um x zu erhalten, und C' statt B, um y zu erhalten.

Beweis: Nach 12.(3), (7) ist det(A, B) - C' = det(C, B) - A+ det(A, C) - B. Damit ergibt
sich die Fxistenz der gesuchten Losungen z,y € R. Sind w,v € R mit uA +vB = C und
gilt zugleich auch xA + yB = C, so fithrt Subtraktion auf (u —z)- A = (y — v) - B, und
mit 12.(4),(6) folgt
(y—wv)-det(A,B) = det(A,(y—v)-B) = det(A,(u—z)-A) = 0,
(u—x)-det(A,B) = det((u—=z)-A,B) = det((y—v)-B,B) = 0.
also y = v und x = u. Dies beweist die Findeutigkeit der Losung (z,y). O

Als Corollar erhalten wir

15. Cramersche Regel (2. Fassung). Sind a,b,c,d, e, f € R vorgegeben und ist ,
so hat das Gleichungssystem

r-a+y-c = €
(+) rbt+y-d = f

genau eine Losung (z,y) € R?, nimlich

e ¢ a e

fod b f de — cf af — be
T = p— AN y= p— , also T= A Y= d " be

b d b d

Beweis: Fiir A := a+ib,B := c+1id,C = e+if ist (*) & x-A+y-B = C) mit
det(A, B) = ad — be # 0. Deshalb folgt die Behauptung aus 14. O
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C. Geraden und lineare Gleichungen

16. Die in 15. auftretende Gleichung vom Typ (1) ’x ca+y-c= e‘ mit vorgegebenen

reellen Zahlen a,c,e und gesuchten reelen Zahlen z,y heifit lineare Gleichung in 2
Variablen. Die Gesamtheit ¢ der Losungspaare (x,y) von (1) la8t sich geometrisch sehr
einfach beschreiben, denn wir erhalten:

«) Ist,soist (1) < ’y:m-:p—l—n‘mit m:—% A n:%,undesfolgt

(2 [={ly) eR[y=m-z+n} = (0,n)+R(1,m) = ((0,n),(1,m+n)),
d.h. ¢ ist die Verbindungsgerade von (0,n) und (1, m + n).

Wir nennen ¢ die Gerade mit der Gleichung y = mx + n, mit der Steigung m und
mit dem Achsenabschnitt n (wegen (0,n) € £).

Der Beweis von (2) ist leicht erbracht, denn es ist £ = {(x,mz +n) | z € R} =
={(0,n)+z-(1,m) | zeR}={(0,n)+X-[(1,m+n)—(0,n)] | xeR}. O

B) Ist’c:O/\a#O

) [f={y eR[z=c/a}=(e/a,0) + R(0,1) = {(¢/a,0), (¢/a, 1)),
d.h. jetzt ist ¢ die Verbindungsgerade von (e/a,0) und (e/a, 1).

, 80 ist (1) & |z =e/a|, und dann gilt

Wir nennen € in diesem Fall die Gerade mit der Gleichung z =e/a
und mit der Steigung oo.

) Ist [a = ¢ = 0], so ist £ = () im Falle ¢ # 0 und ¢ = R? im Falle e = 0.

0) Fazit: Die Gleichung (1) beschreibt genau dann eine Gerade, wenn |(a,c) # (0,0)
ist, wenn also a # 0V ¢ # 0 ist.

Nennen wir (1) genau im Falle (a,c) # (0,0) nichttrivial, so kénnen wir nun umgekehrt
zeigen, dafl jede Gerade von R? durch eine nichttriviale lineare Gleichung in 2 Variablen

beschreibbar ist:
) Sind A = (a,b) und B = (¢, d) Punkte mit a # ¢,

R B so gilt
id ZA,B> —
. d-b (1) [(4,B) = {(z.y) €| y—b = E2(z-a)} |,
ib
? e d.h. gT_(lL) ist die Steigung von (A, B). Die Glei-
ol . S R chung rechter Hand in (4) wird auch als Zweipunk-

teform bezeichnet.
Beweis: Es ist (A, B) = {(a + A(c—a),b+ A(d—b)) | A € R} =
={(z,y) eER*| INER:z—a=X-(c—a) AN y=b=X-(d=b)} =
— d—b
= {(x,y) € R? | % =AANy—b= /\-(d—b)} = {(x,y) ER?| y—b= m-(m—a)}. O
¢) Sind A = (a,b) und B = (¢,d) Punkte mit a = ¢ A A # B, so ist b # d, und es gilt
(5) [(A,B)={(z,y) eR? |z =a}|

Beweis: Es ist (A, B) = {a 4+ A(c—a),b+ A(d=b) | A € R} = {(a,b+ A(d-D)) | N e R} =
{(a,y) eR? |y eR} = {(z,y) €R* [z =0a}. O
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Als Folgerungen erhalten wir
17. Inzidenzsatz. In der Anschauungsebene gilt:
(i) Geraden sind genau dann parallel, wenn sie die gleiche Steigung haben.
(i1) Nichtparallele Geraden haben stets genau einen Schnittpunkt.
(i1i) Zwei verschiedene Punkte liegen stets auf genau einer Geraden.
() Zu A € C und h € G gibt es stets genau ein ' € G mit A€ h' AN h | K. Man
nennt h' die Parallele durch A zu h und notiert i’ in der Form (A || h).

Beweis: Wir betrachten Geraden ¢, ¢, k, k' € G mit den Gleichungen y = mx + n,
y=mz+n,z=a,z=d (vgl.16.). Wegen (kNkK #0 = a=d = k=FK) A
(m=m' AN gnNg #0 = J(c,d) ER: mc+n=d=mc+n = n=n" AN g=g) A
(gnk = {(ama+n)}) A (m#m = det((—m,1),(—m/,1)) = m/ —m # 0 ="
lgN¢'| = 1) sind (i) und (ii) giiltig, und (ii) impliziert (iii). Ist A = (e, f) € R?, so sind
y—f =m-(x —e) bzw. z = e nach (i) und 16. die einzig moglichen Gleichungen fiir
Geraden durch A, die zu g bzw. k parallel sind. Mithin gilt auch (iv). O

cg %/m

17.(iv) 18.(ii)~(iv) 19.b) 19.0)

18. Corollar. (i) Die Parallelitit ,||“ ist eine Aquivalenzrelation auf G.
(i1) Sind A, B € C mit A # B, so ist (A, B) || (0, A—B) = R(A—B) = R(B—A).
(i1i) Sind A,B,C,D € C mit A# B N C# D, so ist
(A,B) || (C,D) & R(A-B)=R(C-D) & A-BeR(C-D).
(i) Sind A, B € C mit B # 0, so ist (0, B) || (A, A—B).

Beweis: (i) ergibt sich direkt aus 17.(i). Sind A = (a,b) und B = (¢,d) mit A # B A
a,b,c,d € Ry soist (A—B)—0=A—-B = (a—c¢b—d) # (0,0), und dann fiihrt
16. €), ) mit 17.(i) auf (ii). Aus (i) und (ii) folgt (iii) wegen (A, B) || R(A—B) A (C, D) ||
IR(C—D) AN 0e R(A— B)NR(C — D) und wegen 17.(iii). Mit B—0=A — (A — B)
fithrt (iii) auf (iv). O

19. Anmerkungen. a) Wir sagen, dal zwei Geraden g,h € G sich schneiden, wenn
lg N h| = 1 ist. Die Aussage 17.(ii) ist charakteristisch fiir die Ebene; im Raum gilt
sie nicht, wie wir spéter sehen werden.

b) Die zu ,,||“ gehorigen Aquivalenzklassen sind maximale Mengen von paarweise paral-
lelen Geraden und werden als Parallelbiischel bezeichnet. Man nennt (g ||) := {h €
G | h || g} fir g € G das Parallelbiischel in Richtung g. Wir zeigen hierzu

c) Satz. Sind g, h,g', b/ € G mit ghhANgl| g ANh| ], soistg }fN.
Jede Gerade aus (g ||) schneidet jede Gerade aus (h ||).

Beweis: Wire ¢' || b/, so wire g || ¢’ || ' || h und damit g || h geméB 18.(1). O
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d) Sind A, B, C, D vier verschiedene nichtkollineare Punkte, so wird (A, B, C, D) ein Par-
allelogramm mit den Seitengeraden (A, B),(B,C),(C,D),(D,A) und den
Diagonalen (A, C), (B, D) genannt, in Zeichen: |§ (A, B,C, D) |, wenn (A, B) || (C, D) A
(4,D) || (B,C) ist.

Mit (A, B,C, D) sind offenbar auch (A, D, C, B) und die durch ,zyklische* Eckenvertau-
schung entstehenden Quadrupel Parallelogramme. Es gilt:

C

20. Parallelogrammerginzungssatz. Sind A, B,C  nicht-
kollineare Punkte, so g¢ibt es genau ein D € C derart, daf

(A, B,C, D) ein Parallelogramm ist; es ist ’D =A-B+C
man nennt D den 4. Parallelogrammpunkt zu (A, B,C).

, und

y
Beweis: Fiir D := A— B+ Cist (A,B) = A+ R(B-A) || D+ R(C-D) = (D,C) und
(A,D) =A+R(D—-A) || B+R(C—B)=(B,C) geméf 18., d.h. es gilt # (A, B,C, D).
Ist £ € C mit §(A,B,C,E), sosind D,E € gnh fir g := (A] (B,C)) und h :=
= (C|| (A, B)). Wire g || h, so wire (A, B) || h || g || (B,C) und damit (A, B) = (B, C).
Also ist g ff h und damit D = E. O

D. Translationen und Vektoren

21. Die Abbildungen vom Typ ’TA :C—-C: X — X+ A| mit A € C heiflen

Translationen oder Verschiebungen von C.
Fir A,B, X e Cgilt Taom3(X)=(X+B)+A=X+A+ B =14p5(X), also

(i) ’TAOTB:TAJFB:TBOTA‘.

Insbesondere ist dann 74 0 7_4 = T_4 0 T4 = , d.h. 74 ist eine Bijektion
(vgl. 6.13.) mit

(ii) (TA)_I =7_4].

Dies bedeutet, dafl die Menge 7¢ aller Translationen von C eine abelsche Untergruppe
von Per (C)(o) ist, die vermittels A — 74 isomorph zu C(+) ist. Wir erhalten

(ili) |[74(C+RD)=714(C)+RD || C+RD |fir A,CeC N D e C*,
d.h. 74 bildet jede Gerade auf eine dazu parallele Gerade ab.

Fir A, D € C*und C € C ist (4(C)+RD =C+RD & 714(C) € C+RD &
A=714(C)—-CeRD < RA=RD), und mithin haben wir

(iv) |1a(g) =9 & g ||RA|fiir g € Gund A € C*.
Im Falle ist offenbar [74(X) # X VX eC ‘

Wegen R+ A=S5S & A=S—Rfir A R,S € C erhalten wir

(v) Sind R,S € C, so ist|tps:C—C: X — X + (S — R)| die einzige Translation,
die R auf S abbildet.

Damit folgt
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(vi) ’TR,S = 7—S—R‘ A ’TO,A =T4 = TX7X4_A‘fﬁ1“ R,S, A X e€C,

(vil) |tps=mvv & S—R=V-U & S—R+U=V|fir RS, U,V €C,

(Vlll) ’TR,SOTS,T =T8T OTRS = TR’T‘ﬁiI' R,S, T € C.

22. In Verbindung mit 20. fithrt 21. (vi)—(viii) auf die folgenden Figuren:

S X+A=Y V
U
S-R R 4 x S
S-R Y RS
: 0 L0 LR
21.(vi) 21.(vi) 21.(vii) 21.(viii)

Hierbei wird die Anwendung einer Translation 74 auf einen Punkt X jeweils durch einen
geraden Pfeil von X nach Y := 74(X) = A+ X veranschaulicht.

Dieser Pfeil ist durch das Paar (X,Y) mit X = Ful = Anfang und Y = Kopf = Spitze
festgelegt und wird deshalb mit dem Paar (X,Y") identifiziert, d.h. (X,Y") wird als Pfeil
von X nach Y deklariert.

Zwei Pfeile (R,S), (U,V) heien parallelgleich, wenn ’S —R=V-— U‘ und damit
Tr,s = Ty,v ist, wenn sie also zur gleichen Translation gehoren (vgl. 21.(vii)).

Nach 20. sind (R, S), (U,V) im Falle R # S AN U ¢ (R,S) genau dann parallelgleich,
wenn (S, R, U, V') ein Parallelogramm. ist.

Die Figur zu 21.(viii) zeigt, wie man das Verketten von Translationen durch Aneinander-
hingen von Pfeilen veranschaulichen kann.

23. Der Pfeil (0, A) mit A € C wird als Vektor oder Ortsvektor fiir den Punkt A
bezeichnet, denn er legt — ausgehend von 0 — die Position von A fest.

Es ist iiblich, (0, A) mit A zu identifizieren. Dies bedeutet nun,
dafs die komplexe Zahl A im weiteren einerseits als Punkt der Ebene R?
und andererseits als Pfeil von 0 nach A gedeutet wird,

je nachdem, was im betrachteten Zusammenhang niitzlicher erscheint.

So kann die Addition der komplexen Zahl A zu anderen komplexen Zahlen jetzt als
,Anhéngen* eines zu A parallelgleichen Pfeiles gedeutet werden:

X-A X X+4 X X+A X X+4 X X+A4

0 A4 A 0 4 0 A B Bid 0 4 BA B

Man findet auf diese Weise eine geometrische Konstruktion fir Addition und Subtraktion
komplexer Zahlen, die allein auf Ziehen von Geraden und Parallelen beruht:

Ist A # 0 und ist X ¢ RA, so findet man X+A aus f(X,0,A4, X+A4), X—A aus
£(0,A, X, X—A) und —A aus £ (0, X+A, X, —A), und fiir B € RA ergibt sich B+A aus
$(X+A,X,B,B+A) und B—A aus § (B, X+A, X, B—A), jeweils konstruiert geméf} 20.
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Mit Blick auf 21.(vi) bemerkt man, dafl der Pfeil von R nach S parallelgleich zum Vektor
S—R ist. Um also den Vektor zu bestimmen, der — vermittels Parallelgleichheit — zum
Pfeil (R, S) gehort, nimmt man “Kopf minus Fufs’.

E. Zentrische Streckungen

24. Die Abbildungen vom Typ
024 C>C: X —a - (X—-2)+Z|mit Ze Cund a € R*

heiflen zentrische Streckungen mit Zentrum Z und Streckungsfaktor a.
Fiir festes Ze C setzt man A(Z) := {0z, | @ € R*}.

Wegen |0z, = id¢ | ist ide € A(Z), und fiir o, 8 € R* und X € C gilt
0200028(X)=02,8-(X—=2Z)+2Z)=af - (X —Z)+ Z =0z.,p(X), also

() [0200028=020p=02p°0zq]

Insbesondere ist dann 07,00z ,-1 =idc = 074-1002,, d.h. 0z, ist eine Bijektion (vgl.
6.13.) mit

(i) |(0za) ' = OZa-1|-

Dies bedeutet, dal A(Z) eine abelsche Untergruppe von Per (C)(o) ist, die vermittels

a — 0z, isomorph zu R*(+) ist. Es gilt |0z,(Z) = Z| und

(ili) [0za(C+RD)=0z,(C)+RD ||C+RD]| fir Z,C € C,D € C*, o € R*,

d.h. 0z, bildet jede Gerade auf eine dazu parallele Gerade ab.

Fir Z,C € C,D € C* und a € R*\{1} ist

024(C)+RD=C+RD & (a(C—2Z)+2Z)—C€ERD &
& (a—1)-(C—Z2)eRD & Z—CeRD < ZeC+RD,

und folglich haben wir
(iv) |ozalg) =9 & Zeg| firgeG,Z € Cund o € R*\{1}.

Weiter ist 07,(X) =X © o(X-2)=X-7Z & (a—-1)-(X-2)=0 & X =Zfir
Z € Cund a € R*\{1}, d.h. im Falle a # 1 wird allein der Punkt Z von oy, festgelas-
sen. Dies rechtfertigt die Bezeichnung ,, Zentrum® fiir Z.

Fiir Z € C und a € R* ergibt sich
(V) |0za(X)—0zaY)=a - (X -Y)| VX,Y € C sowie
(vi) |0za(X)—0z.Y)| =o| [ X -Y|VX, Y €eC,

d.h. alle Abstédnde werden durch oz, mit dem Faktor |«| vergroBert (bzw. verkleinert).
Die Gleichung (v) ist genauer als (vi), weil dort auch Vorzeichen beriicksichtigt werden.

Schliefilich erhalten wir
(vil) Sind Z, X,Y kollinear mit Z # X,Y, so gibt es genau ein o« € R* mit 07,(X) =Y.
Denn « ist durch a(X—2) =Y —Z festgelegt.
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25. Mit 24.(iii)—(vii) konnen wir uns eine genaue Vorstellung von oy, verschaffen:

4X
3X

24.(v)

Ist A € C\{Z} und A’ := 0z,(A) fir a # 1, so ist A’ — Z a-(A—Z2), und
0z.4(B) =: B" lat sich fir B € C\(Z, A) konstruieren aus {B'} = (Z, B)N (A" || (A, B)).
In der obigen Figur a) wird das Sechseck (A4, ..., F') durch 0z/3 gestreckt in das Sechseck
(A',... F).

Wegen 0go(X) =a-X VX €C, Vae R erkennt man aus den Eigenschaften von o ,,
wie o - X fiir X € C\R aus der reellen Zahl o konstruiert werden kann (vgl. Figur b) ).

x U Weiter kann man jetzt sogar eine geometrische
Konstruktion fir die Multiplikation in R ange-
ben: Sind x,y € R*, so wiahlt man einen beliebi-
gen Hilfspunkt U € C\R und konstruiert zuerst
{z - U} = (0,U) N (x | (1,U)) und dann
{z- -y} =Rn(z-U | (y,U)), denn nach 24.(iii)
L ist (1,U) || 00.((1,U)) = (x,z - U) sowie (y,U) ||

R O-O,l“(<y7 U>) = <33' Y, X U>

Als weitere Anwendung von 24. zeigen wir

26. Strahlenséitze. Sind Z, A, B,C, D fiinf verschiedene Punkte
von C mit B € (Z,A) und C ¢ (Z A), so gilt:

) De(Z,0)N (B (A,C)) o B=Z _B=2Z

0 1 y X

cC—Z7 A-7°
D-B _B-Z
) De(2.0YN (B (A,C) & D=B_B=Z

\D-Z| |B-Z| |D-B]
|C—Z|  |A-Z| |C-A|
B-Z

Beweis: Wegen B € Z + R(A-Z7) ist a = AT_Z € R*, und nach 24. (iii)—(v) ist

DE(Z,C)N(B || (A,C)) & D =0,,(C) & D-Z=a-(C-Z) & D-B=a-(C-A),

wobei sich £ durch Subtraktion bzw. Addition von B—Z = a - (A—Z) ergibt. Damit
sind (i) und (ii) gezeigt, und diese Aussagen implizieren (iii). O

(i) De(Z,C)N(B || (A,C)) =

Anmerkung. Man nennt (i) bzw. (ii) den 1. bzw. 2. Strahlensatz mit Umkehrung. Die Aus-
sage (iii) bezieht sich auf Absténde; sie entspricht der ,schulischen* Version des 1. und 2.
Strahlensatzes.
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F. Kollineationen der Anschauungsebene

27. Ist a : C — C eine Bijektion, die jede Gerade aus G auf eine Gerade aus G abbildet,
die also die Bedingung

(x) a((X,Y)) =(a(X),a(Y)) VX,)Ye€C mit X#Y

erfiillt, so wird « eine Kollineation von C genannt. Die Menge aller Kollineationen von
C wird mit Koll(C) bezeichnet. Es gilt

28. Satz. Koll(C)(o) ist eine Gruppe mit idc als neutralem Element, genannt Kolli-
neationsgruppe von C.

Beweis: Offenbar ist ide € Koll(C). Sind «, f € Koll(C), so ist a« o f € Per(C) mit
(a0 B)((X,Y)) = a((B(X), B(Y))) = (o B(X),a0 f(Y)) VX,V € Cmit X #V, d.h.
es ist a o 3 € Koll(C). Ist a € Koll(C), so ist a! € Per(C) mit

o ((X,Y)) = o ({a(a” (X)), a(a™(Y))))
= Oz_l(a(<oz_1(X),oz_1(Y)>)) = <Oé_1(X),Oé_1(Y)> VX, YeC,
d.h. es ist a™! € Koll(C). Nach 7.13. bedeutet dies Koll(C) < Per(C)(o). O

Zur Gewinnung einer algebraischen Darstellung fiir Kollineationen zeigen wir zunéchst
29. Lemma. Ist o € Koll(C) mit «(0) =0 und «(l) =1, so gilt alx)=x VzxeR.

Beweis: Es ist a(R) = (a(0), a(1)) = (0,1) = R.

Sind z,y € R, so gibt es nach 23. und 25. geometrische Konstruktionen zur Gewinnung von
x4y und x-y. Bei Anwendung von « gehen diese Konstruktionen {iber in Konstruktionen,
mit denen man aus a(z) und «a(y) die Zahlen a(x) + a(y) und «o(z) - a(y) gewinnt, wobei
sich dann a(z+vy) = a(z) + a(y) und a(z-y) = a(x) - a(y) ergibt. Dies bedeutet, dal o|g
ein Automorphismus von R(+, -) ist, und mit 8.34. fiihrt dies auf die Behauptung. O
Unter Verwendung von 29. zeigen wir nun

30. Fundamentalsatz zur Darstellung von Kollineationen.

Die Kollineationen von C sind die Abbildungen des Typs

’a:(C—><C:x+@'y—>x~A+y-B+C‘ (x,y € R)
mit A, B,C € C A det(A, B) # 0.

Beweis: 1) Nach 14. ist die angegebene Abbildung « eine Bijektion.

Sind a,b,c,d, A\ € R mit ¢+ id # 0, so ist nach 14. auch ¢- A+ d - B # 0, und es gilt
a((a+iib) + A-(c+1id)) = al(a + Ae) +i(b+ M) = (a+ Ac)- A+ (b+ Xd)- B+ C =
a(a+1ib) + A - (cA+dB), d.h « ist eine Kollineation.

2) Jetzt sei ¢ eine beliebige Kollineation. Wir setzen A := ¢(1)—p(0), B := ¢(i)—¢(0),
C := ¢(0) und betrachten die Kollineation o : C — C: z 4+ iy — A+ yB + C (vgl. 1)).
Es gilt a(0) = ¢(0) A a(l) = p(1) A a(i) = p(i), und nach 28. ist a~! o ¢ dann eine
Kollineation, die die Punkte 0, 1,4 festliit. Nach 29. lifit o' o ¢ alle Punkte von R fest,
damit aber auch alle Geraden (z || (0,7)) und (x || (1,7)) mit € R und schlielich dann
— als Schnittpunkte dieser Geraden — alle Punkte von C. Es folgt also a™! o ¢ = id¢ und
damit p =«. O
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31. Corollar 1. Ist f: C — C eine Abbildung, so sind dquivalent:

(i) Es gibt A, B € C mit det(A,B) #0 A f(x+iy)=2A+yB V z,y e R.

(i1) f ist eine Bijektion mit| f(X +A-Y) = f(X)+X- f(Y)| VX, Y €C, VA eR.
(111) f ist eine Kollineation mit f(0) = 0.

Beweis: ((i) = (ii)) gilt nach Teil 1) des Beweises von 30., ((ii) = (iii)) folgt aus 8., und
((iii) = (1)) gilt gemas 30. O

32. Die Bijektionen f, die die Gleichung in 31.(ii) erfiillen, werden lineare Bijektionen

von C genannt, und ihre Gesamtheit wird mit | GL(C) | bezeichnet (,, Gruppe der linearen
Bijektionen von C*).
GL(C) st eine Untergruppe von Koll(C)(o), denn nach 31. ist GL(C) C Koll(C) mit
ide € GL(C), und fiir f,g € Koll(C) mit f(0) =0 A g(0) = 0ist f71(0) = 0 und
fog(0) =0.
33. Corollar 2. Die Kollineationen von C sind die Abbildungen

mit T € Tc und f € GL(C).
Beweis: 21., 30., 31. UJ
34. Bemerkungen. a) Die Darstellung o = 7 o f fiir eine Kollineation « entsprechend
33. mit 7 € 7¢c und f € GL(C) ist eindeutig, denn ist zugleich auch @ = o o g mit
oce€Tc N geGL(C),soist c7to7(0) =go f10) =0, also 07 o7 = idc gemiB 21.(v)
und deshalb 7 = o sowie f = g.

Man nennt 7 den Translationsanteil und f den linearen Anteil von «a.

b) Da man die Translationen nach 21.-23. gut kennt, kann man sich beim Studium von
Kollineationen oftmals auf eine Untersuchung der linearen Anteile beschrinken. Es gelten
hier die folgenden Regeln:

Sind a=1co fund f=1pogmit C;,D € Cund f,g € GL(C) gegeben, so gilt

a(X) = f(X)+C, BX) = 9(X)+D,
al(X) = fUX-C), aof(X) = fog(X)+C+f(D)

vX eC.

c) Ist f € GL(C), so findet man die Darstellung 31.(i) fiir f, indem man A := f(1) und
B := f(i) setzt, denn gemaf 31.(ii) folgt dann

(i) flx+iy) = fle- 1)+ fly-i) =2 f(1)+y- f(i) =2A+yB Var,yeR

Geht man hierbei zur Paardarstellung komplexer Zahlen iiber und ist A = (a,b) und
B = (¢,d) mit a,b,c,d € R, so folgt

(i) f((z,y)) = (ax +cy,bx +dy) | ¥V z,y € R.

Setzt man nun f((z,y)) =: (2',y’), so ergibt sich mit 15. die Darstellung

(2,9) L (', y/) mit («',y) = (2,y) mit
(i) | o = gz +ey x = (dv' — )/ A mit A := ad—bec = det(A, B).
y =bx +dy y=(=bx'+ay)/A
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35. Ist f € GL(C), so wird det f:= det (f(1), f(i)) die Determinante von f genannt. Ist
auflerdem 7 € 7, so heifit det (7 o f) := det f die Determinante von 7o f.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir den
Determinantenmultiplikationssatz.

FEs gilt| det (o ) =deta-det3 | Va, € Koll(C).

Beweis: Definitionsgeméf und wegen 34.b) diirfen wir von «, 5 € GL(C) ausgehen. Fir
A:=a(l),B:=ai),r +is:= [B(1),u +iv := (i) ( mit r, s,u,v € R) ergibt sich dann

det (oo B) = det (a(r+is), a(u—+iv)) = det (rA+sB,uA+vB) = det (A, B)- (rv— su) =
=deta-dets. O

36. Bemerkung. Die Determinante einer Kollineation hat durchaus eine geometrische Be-
deutung. Spéter werden wir ndmlich sehen, dafl es sich hierbei um den Fldchenverzer-
rungsfaktor handelt.

Wir bezeichnen jedes Tripel (A, B, C') nichtkollinearer Punkte als geordnetes Dreieck
und zeigen nun

37. Transitivititssatz. Sind (A, B,C) und (A', B',C") geordnete Dreiecke, so existiert
genau ein o € Koll(C) mit a(A) = A" A a(B) =B N o(C)=C".
Kurz: Die Kollineationen sind dreieckstransitiv.

Beweis: Wegen B & (C, A) ist B—C ¢ R(A—C) und damit det (A—C, B—C) # 0 (vgl.
12.(9)). Ebenso ist auch det (A’—C", B'— (") # 0, und nach 30. sind « : C — C: x+iy —
2(A-C)+y(B—C)+C bzw. 3:C—-C:zx+iy —» x(A - C") +y(B'—C") + " dann
Kollineationen, die 1,7,0 auf A, B, C bzw. A’, B', C’ abbilden. Dies bedeutet, daf§ A, B,C
durch die Kollineation 8o o™t auf A, B’,C" abgebildet werden. Ist jetzt v eine weitere
Kollineation, die A, B,C auf A’, B’,C" abbildet, so ist 57! o v o a eine Kollineation, die
1,4,0 festlaBt, und nach 30. gilt dann 37! oyo o = idg, also vy = foa™t. O

38. Mit 37. haben wir einen genauen Uberblick, wie eine Kollineation o wirkt:

A X B B’
h
I 1.
0 1

Das durch die ,,Grundpunkte“ 0, 1,7 festgelegte Koordinatensystem wird durch « auf
ein (evtl. versetztes und schrig verzerrtes) Koordinatensystem mit den ,, Grundpunkten*
a(0), a(1), a(i) abgebildet. Dies geschieht so, dal disjunkte Geraden g, h stets auf disjunkte
Geraden a(g), a(h) abgebildet werden (denn « ist bijektiv), und daB reelle Teilverhdltnisse
erhalten bleiben, denn fiir A, B,C € C,A € R und oo = 7¢ o f mit f € GL(C) gilt

(x) |a(A+ANB—-A)=alA)+ X (a(B) —a(A))
wegen C' + f(A+NB—A)=C+H+ f(A)+ X (f(B)+C—(f(A)+C)).

Insbesondere werden Parallelogramme stets auf Parallelogramme abgebildet.
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10. LINEARE ALGEBRA IM ANSCHAUUNGSRAUM

Nach R. DESCARTES (1596-1650) lassen sich die Punkte des Anschauungsraumes durch
Zahlentripel beschreiben. Durch diesen Ansatz wird es moglich, geometrische Fragen mit
algebraischen Methoden zu behandeln.

Da sich die Konstruktion der komplexen Zahlen nicht auf den Raum fortsetzen laft, wie
man zeigen kann, werden wir hier andere Methoden als im ebenen Fall verwenden, um
zum Ziel zu gelangen.

A. Grundlegende algebraische Verkniipfungen im R3

1. Die Menge R® = {(z,y, 2) | x,y, 2 € R} aller Tripel aus reellen Zahlen wird nach 7.6.6)
durch komponentenweise Addition

(i) (z,y,2) + (u,v,w) = (r+u,y+v,z+w)| VYayzuv,welR

zu einer abelschen Gruppe R3(+) mit dem neutralen Element (0,0,0) und den Regeln
(ii) (x,y,2) — (u,v,w) = (r —u,y —v,z—w) Vaxvyzuv,welR,

(iii) —(z,y,2) = (—x,—y,—2) Vaz,y,z €R.

2. Analog zum ebenen Fall deuten wir jedes Tripel A = (a,b,c) reeller Zahlen a,b,c

einerseits als Punkt des Anschauungsraumes und andererseits als Vektor (= Ortsvektor),
namlich als (geradlinigen) Pfeil, der vom sog. Ursprung 0 := (0,0, 0) zum Punkt A zeigt.

A+B=B+A4

ey

Sind zwei beliebige Punkte B,C' € R? gegeben, so wird der (geradlinige) Pfeil von B
nach C analog zu 9.22. mathematisch durch das Paar (B, C) représentiert, wobei man B
als Fufl oder Anfang und C' als Kopf oder Spitze bezeichnet.

Zwei Pfeile (B,C), (D, E) heifilen parallelgleich, wenn ’C’ —B=F— D‘ ist (,,Kopf
minus Fuf3“-Regel). Beachtet man die Identifikation des Vektors A mit dem Pfeil (0, A),
so kann man die Addition von A nun wieder durch Anhéngen eines zu A parallelglei-
chen Pfeiles deuten (vgl. 9.23.; die obigen Figuren sind zunéchst nur als Diagramme zu
betrach-ten und werden erst spéter als anschaulich zutreffend erkannt).

3. Zwischen den Elementen von R, die jetzt auch als Skalare (von Skala) bezeichnet
werden, und den Vektoren des R3 wird eine sog. skalare Multiplikation eingefiihrt
durch die Vereinbarung

(i) | A (z,y,2) := Az, Ay, Az) =: (x,y,2) - A| ¥V A\ x,y,z €R.
Fiir A\, x € R und X,Y € R? ergeben sich die Regeln

() 1- X=X A (-1)- X = X,

(i) A X=0oA=0V X =0,
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(iv) (ZA)- X =A-(=X)=—-(A-X) A (=A)-(=X)=A-X,
(V) A(p-X)=(A-p)- X,

(Vi) A (X4Y)=XA- X+ XY A XA (X=Y)=X-
(vil) AMp) - X=X X4+p-X AN (A=p)- X=X
Zum Beweis vergleiche man die Ubungen.

)

X=X
X —p-X.

Die abelsche Gruppe R3(+) zusammen mit der gerade eingefiihrten skalaren Multiplika-
tion wird der Vektorraum (R?, R) genannt.

Man beachte, dafl hier Elemente aus verschiedenen Bereichen verkniipft werden; fiir A € R
und X € R? gilt stets X - X € R3.

Der Ursprung 0 wird in diesem Kontext auch als Nullvektor bezeichnet.
4. Fiir a,b,c,d, e, f € R setzt man
(i) (a,b,c)o(d,e, f):=ad+be+cf €R

Durch (i) ist je zwei Vektoren A, B € R? eine reelle Zahl A o B € R zugeordnet; diese
Zahl wird das Skalarprodukt von A und B genannt.

Man findet diese Zahl, indem man zunéchst komponentenweise multipliziert und die Er-
gebnisse dann aufsummiert.

Man beachte, daf§ das Skalarprodukt zweier Vektoren kein Vektor, sondern eine reelle Zahl
ist. Fiir A € R und A, B,C € R3 ergeben sich die Regeln
(i) AoB=DBo A,
(ii) Ao(B+C)=AoB+ AoC,
(iii) (A-A)oB=X-(AoB)=Ao(\A-B)
Zum Beweis vergleiche man die Ubungen.
Wegen ((1,0,0) 0 (1,1,0)) - (0,1,0) = (0,1,0) und (1,0,0) - ((1,1,0) o (0,1,0)) = (1,0,0)

ist das Skalarprodukt nicht assoziativ.
5. Fiir a,b,c,d, e, f € R setzt man
(1) (a,b,c) x (d,e, f) = (bf — ce,cd — af,ae — bd)|.

Durch (i) ist je zwei Vektoren A, B € R? ein Vektor A x B € R? zugeordnet; dieser wird
das Vektorprodukt von A und B oder das Kreuzprodukt von A und B genannt.

Um sich die etwas komplizierte Verkniipfungsvorschrift zu merken, kann man z.B. wie
folgt vorgehen:

Man notiert die Vektoren A = (a,b,¢) und B = (d, e, f) untereinander und merkt sich die
Koordinatensequenz 2 3,3 1,1 2 zur Berechnung entsprechender Determinanten:

Koordinaten : 23 , 31 ., 1 2
() | A= (a,b,c): b ¢ c a a b - AN
Be(d.e f) ( f fd d e )—AXB mit I ek e L0

Fiir A € Rund A, B,C, D € R? ergeben sich die Regeln
(i) Ax B=—-B x A,
(ili) Ax (B+C)=AxB+AxC,
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) (B+C)xA=BxA+Cx A,
) A-A)xB=X-(AxB)=Ax (A B),
) AxA=0=AXx0,
(vii) Aoc(AxB)=0 A Bo(AxB)=0,
) A
)

(iv

(viii X (Bx(C)=(AoC)-B—(AoB)-C,
Zum Beweis vergleiche man die Ubungen.

Diese zunéichst nur rechnerisch erzielten Regeln werden sich im weiteren fiir den Beweis
geometrischer Aussagen als sehr niitzlich erweisen. Erst in Verbindung mit geometrischen
Deutungen werden wir den Sinn der Regeln erfassen.

B. Abstinde und Geraden

6. Nach DESCARTES wird der Abstand zweier Punkte A = (a,b,c) und B = (d, e, f) des
R? durch die Zahl

(1) | d(4, B):=/(d—a)’+(e=b)*+(f—¢)?

festgelegt, was entsprechend der nebenste-
henden Figur und im Hinblick auf unsere Schul-
kenntnisse plausibel erscheint. (Mathe-matisch
konnen wir erst spéter bestatigen, daf3 die Fi-
gur den Sachverhalt trifft, denn die gezeichne-
ten Objekte sind im Moment noch nicht defi-
niert.)

0=0,00) (00 @00 Aus (i) folgt

(ii) | |A| :==d(0,4) =Va2+ >+ =vVAoA | fir A= (a,b,c) € R3,

wobei |A| nun auch die Linge oder der Absolutbetrag des Vektors A genannt wird.
Mit der Abkiirzung VA € R? fiihrt (ii) auf

(i) | A% = |A]*| VA € R,

d.h. das Skalarprodukt eines Vektors mat sich selbst liefert das Quadrat seiner Linge.
Wegen (a> +0*+ 2 =0 & a=b=c=0)ANa*>=(—a)’ Va,b,c € R gilt

(iv) ||A] =0 & A=0|VA e R3,

(v) || — Al = |A]| VA € R3.
Ist A= (a,b,c) € R3und B = (d,e, f) € R?, so fiihrt (iii) auf

|B— Al =(B—A)=(d—a)’+ (e —b)"+(f -0,

und mit (i) und (v) folgt
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(vi) |d(A,B)=|B—A|=|A-B|| VA, BeR?
d.h.der Betrag der Differenz liefert (wie im ebenen Fall) den Abstand der Punkte A, B

Mit den Abkiirzungen RX :={a- X [a e R} und R, X := {3 - X | B € R, } fiir X € R?
ergeben sich weitere Eigenschaften von Skalarprodukt und Absolutbetrag:

7.Satz Sind X, Y € R3 mitY # 0 und ist A € R, so gilt:
(i) I\ X| = ]\ 1X] >0,
(i) X €RY = XoV =I|X|-|V],
(i) X €ER.Y = XoY =—|X| ||,
(w) X ¢ RY & [XoY|<|X| |Y],
(v) | XoY|<|X|-|Y| (Schwarzsche Ungleichung),
(vi) | X +Y| <|X|+|Y]| (1. Fassung der Dreiecksungleichung),
(i) |X +Y|=|X|+[Y] & X €R.,Y,
(viii) || X|—=|Y|| <|X =Y]| (2. Fassung der Dreiecksungleichung).

Beweis: a) Aus |A- X2 2 (A-X)2 2 A2 X2 2 A2 | X2 = (|]A]-| X])? folgt (i). Ist X = puY
mit ;4 € R, soist X oV = - v2E plY? = plY| - [Y] mit p|Y| w |pY| = |X| im Falle
> 0und plY| = —|pu|-|Y] & —|X| im Falle p1 < 0. Mithin gelten (ii) und (iii).

b) Es sei u := [Y| und v := (X oY) /u. Ist X &€ RY, so folgt uX # vY und damit

4.

6.(iv iii
0L |uX —vY |? 64 (uX —vY)? = w2 X2 4+02Y2—2uv(XoY) = X2 Y2 4+02u? —2(uv)? =
X2Y? — (wv)? = (|X] - |Y])? — (X 0 Y)?, also (iv).
c) Aus (ii), (iii), (iv) ergibt sich (v), und wegen (|X]| + |Y])?2 — (X + Y)?
=2-(|X|-|Y| = X oY) fiihren (ii) — (iv) auf (vi) und (vii). Aus | X|=[(X = Y)+ Y| <
<X =Y|+[Y|und |Y]=|(Y — X)+ X| <|Y — X| +|X] folgt (viii). O

6. i)

8. Bemerkung. a) Abgesehen von (iv) und (vii) gelten die Aussagen in 7. auch fir Y = 0.

b) Aus (vi) ergibt sich |[A—C| < |A—B|+|B—C| V A, B,C € R? wenn man X := A—B
und Y := B — C setzt; dies ist die 3. Fassung der Dreiecksungleichung.

9. Es seien A, B € R3 mit A # B. Analog zum ebenen Fall bezeichnen wir
[A,B]:={X eR®||A-B|=|A-X|+|X — B}
als die Verbindungsstrecke von A, B und
(A,B):={X eR}| X €[A,B]VAe[X,B]VBe[X A}
als die Verbindungsgerade von A, B.
Hier ist A, B € [A,B] = [B,A] C (A, B) = (B, A), und es folgt
10. Satz. Fiir A, B € R® mit A # B gilt
(i) [[AB ={A+AB—A) [ e 0,1]}],

(ii) [(ABY={A+ANB-A) [AeR} = A+R(B— A)].
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Beweis: Fiir X € R*\{A, B} folgt:

a) A€[X,B] & |[(X—A)+(A-B)|=|X-B|=|X-A|+|A-B| &

& ANeR_X-A=(-N)-(A-B) & IAeR_: X=A+\NB-A).
b)Be[X, Al & JueR X =B+uA-B)=A+(1-p)B-A) o

& IANeER: A>T AN X=A+XNB-A).

)XelBA & WeR:v>1 AB=A+v-(X—A4) &

& WeR:w21AX=A+L (B-4) & Ne0,1]: X =A+AB- A).

d) Mit a), b), ¢) sind (i) und (ii) bewiesen. O

11. Bemerkungen. a) Nach 10., 9.5. und 9.8. kénnen wir Strecken und Geraden im Raum

in gleicher Weise mit Hilfe eines ,laufenden® Parameters darstellen wie in der Ebene.
Demgeméf werden auch 9.(i) und 9.(ii) als Parameterdarstellungen bezeichnet.

b) Die Menge aller Verbindungsgeraden des R? wird als die Menge G3 der Geraden des
R3 bezeichnet. Punkte A, B, C, ... heifilen kollinear, wenn sie gemeinsam einer Geraden
angehoren, sonst nichtkollinear.

c) Zwei Vektoren A, B heiflen (linear) abhingig, wenn die Punkte 0, A, B kollinear
sind, sonst (linear) unabhingig.

Wir zeigen nun
12. Satz. Zwei verschiedene Punkte des R? liegen stets auf genau einer Geraden.

Beweis: Es seien A, B € R? mit A # B. Dann sind A, B € (A, B). Sind C, D € R? mit
C#DANABe(C,D) sogibtesa,f € Rmit A=C+a(D—-C) AN B=C+3(D-C),
und wegen A # B ist a # (. Es folgt B— A = (f — a)(D — C) und damit
(A,B)={A+ANB-A) | AXeR}={C+aD-C)+X- f-a)(D-C)| NeR} =
={C+(a+AXB—-—a) - (D-C)| e R} =(C,D), denn nach 9.8. ist R = («, 5) =
={a+AXf—-a)| XeR}. DO

13. Corollar 1. Sind A, B,C,D € R3 mit B, D # 0, so gilt:
(i) 0#AcRB & RA=RB.
(i1)) RB=(0,B) € G3 AN A+ RB = (A, A+ B) € G;.
(iii)) X, Y e RB AN o, €R = aX + Y € RB.
(iv) RB ist eine Untergruppe von R?(+).
() ATRB=C+RD < A-C€RB=RD.
(vi) A+RB=C+RB & (CecA+RB.

Beweis: (ii) folgt aus 10.(ii), und wegen RO = {0} fiihrt (ii) mit 12. auf (i). Sind z,y € R
mit X =axB AN Y =yB, soist aX + Y = (ax)B+ (By)B € RB, d.h. es gelten (iii) und
(iv).

Aus C,C+ D € C+RD = A+ RB ergibt sich C — A, C+ D — A € RB und mit
(iii) dann D € RB, also RD = RB gemaf (i). Gilt umgekehrt A — C € RB = RD, so
gibt es o, € Rmit A = C+ aD,B = (D, und es folgt A, A+ B € C' + RD, also
A+ RB = C+RD gemif 12. und (ii). Damit sind auch (v) und (vi) gezeigt. O
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14. Corollar 2. Fiir A, B,C € R? gilt:

(i) A, B sind abhingig < B =0V A € RB.

(ii)) A, B sind unabhingig < A,B#0 N RA#RB < A/ B#0 AN RANRB={0}.
(i) A, B,C sind nichtkollinear < B — A,C — A sind unabhingig.

Beweis: a) Ist 0 € {A, B}, so sind A, B mit 0 kollinear geméf 12., d.h. A, B sind abhéngig.
b) Es seien 4, B # 0. Dann ist A € (0, B) 23" RA = (0, A) = (0, B) = RB.
¢) Mit 12., a) und b) sind (i) und (ii) bewiesen.

DALBANCEAB) & A4B ANC-AZRB-A) L B AC— Asind
unabhéingig. O

C. Orthogonalitidt von Vektoren

15. Der Begrift des Senkrechtstehens 148t sich — zundchst fiir Vektoren — wie folgt auf

den Begriff des Abstandes zuriickfiihren:
Wir sagen, dafl der Vektor X auf dem Vek-

tor A senkrecht steht oder dal X zu

A orthogonal ist, in Zeichen: | X L A,

wenn |d(—A,X)=d(X,A)| gilt.

Fiir die anschauliche Vorstellung ist hier-
bei wichtig, dal wir jeden Vektor R als
Pfeil deuten, der im Ursprung ansetzt und
der von dort bis zum Punkt R verlauft.
Der rechte Winkel zwischen Vektoren befindet sich stets beim Ursprung.

Wegen d(—A,X) = d(A,X) & |[X+A =|X-A & |[X+AP=|x-4? &
(X+A2=(X-A4)?2 & 2(Xo0A) =-2X0A) & 4Xo0A) =0 & XoA=0 folgt

i) [XLA e Xo0A=0|A|X1LA & ALX| VX, AcR®
Mit (i) haben wir die wichtigste Eigenschaft des Skalarproduktes vor Augen:

Das Skalarprodukt zweier Vektoren des R? ist genau dann Null, wenn diese aufeinander
senkrecht stehen. oA

Mit 4. erhalten wir
(i) XLA < aAdLpBX| VX, A€R? Va,BeR"

Ist A € R3 vorgegeben, so wird die Gesamtheit aller Vek-
toren X des R?, die auf A senkrecht stehen, mit A+ be-
zeichnet, d.h. wir gehen von

Imm (iii) [At ={X eR®| X L A4}
aus. Wegen X o0 =0V X € R3 gilt
iv) OLXVXeR?) A 0F=R3

AJ_
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Ist A€ R3\{0} undist \ e R, soist \A€e At & X\-A2=0 & A\ |A?P=0 & \=0,
d.h. wir erhalten

(v) RANAL={0}V AcR3{0}.

Sind X, A € R3\{0} mit X L A, so sind X, A unabhingig, denn aus X = A mit a € R*
ergiibe sich X o A = aA? # 0 (vgl. 14.).

Mit (i) und 4.(iii),(iv) folgt auBerdem

(vi) X,Y €At = aX +3Y € At Va,B8€R, VAR

Demnach ist At fiir jedes A € R?® eine Untergruppe von R3(+).

Fira e R* und A, X e R¥ist Ao X =0 & (aA) o X = 0. Mithin gilt
(vii) At =(aAd)t VaeR* VAecR

16. Aus 15.(i) mit 5.(vii) ergibt sich

i) [ALAxB A BLAxB| VABER.

Damit erkennen wir eine der wichtigsten Eigenschaften des Kreuzproduktes:
Es liefert einen zu A und B orthogonalen Vektor!

Hier ist allerdings noch zu kliren, wann A x B # 0 ist, und so zeigen wir fiir A, B € R3:
(i) Ax B=0 < A, B sind abhingig,
(ili) |[AxB#0 < A, B sind unabhingig. |

Beweis: a) Wenn A, B abhéingig sind, ist A x B 5.(0),(vi) 0.

b) Es seien A = (a,b,c) € R* und B = (z,y,2) € R®> mit A x B = 0, also mit
bz =cy N cx =az N ay = bx. Es folgt tA =aB AN yA =bB A zA = ¢B, also
B =0V A € RB und damit die Abhéngigkeit von A, B gemifl 14. O

Weiter zeigen wir nun
17. Satz. Ist A € R3\{0}, so gibt es unabhingige Vektoren B,D € A+ mit B L D.

Beweis: Es sei A = (a,b,c) € R¥\{0}. Dann ist A L (b, —a,0),A L (¢,0,—a), und mithin
existiert ein B € At\{0}. Fiir D := A x B gilt nun D # 0 gemiB 15. und 16. mit
D1AANDLB. 0O

Im weiteren verwenden wir fiir X,Y, Z € R? die Abkiirzungen
RX +RY :={aX + Y | o, € R} und
RX +RY +RZ :={aX + Y +vZ | a, 5,7 € R}.

Damit folgt:
18. Lemma. Sind A, B,C € R*\{0} mit B,C € A+ und RB # RC, so gilt:
(i) Esist BN C+ =R(B x C) = RA.
(ii) Esist A- N BtNC*={0}.
(iii) Zu jedem X € R?® gibt es genau ein Tripel (o, 3,7) € R® mit X = aA+ 3B +~C.
(iv) Esist A* =RB+RC.
(v) Esist R =RA+RB +RC.
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5. (viid)

Beweis: (i): Ist X € B*NC* soist X x (Bx C) "=
(XoC)-B—(XoB)-C=0wegen Xo(C =XoB=0,
und mit 14. und 16. ergibt sich X € R(B x ). Dann
ist auch A € R(B x (), und mit 13.(i) und 15.(vii) folgt
die Behauptung.

(ii): Nach 15.(iv) ist 0 € AL N B+ NC+. Ist X € At N
/ /0 7 Bt N Ot so gibt es nach (i) ein A € R mit X = \A,

und mit 15.(v) folgt X = 0.

(iii),(v): Bs sei D == Bx (B x C) " (Bo(C)- B~ B2 C. Wegen B2 # 0ist D # 0
und RB # RD, und nach (i) und 16.(i) ist D € A+ N Bt Ist nun X € R3 und ist

AoX , BoXp, DoX .
Y= S A+ ZER B+ 55D so st (V= X)oA = (Y —X)oB = (Y —X)oD =0,

also Y — X € AtnBtN D+, und mit (ii), bezogen auf A, B, D anstelle von A, B, C, folgt
X =Y eRA+RB+RD, also auch X € RA+ RB + RC wegen D € RB + RC.

Sind «, 3,7,d/, 3,7 € Rmit €A+ B+~vC =d’A+ FB++'C,soist (a — ')A+ (5 —
BB + (v —+')C = 0. Multiplikation mit A liefert (o — ') - A2 = 0, also @ = o/ wegen
A% # 0, und dann fiihrt (8 — 3)B = (¢ —v)C mit 14. auf 3 =5 A v =4/, da B,C
unabhéngig sind.

(iv): Nach 15.(vi) ist RB + RC C A+. Ist X = aA + 3B +~vC € At mit o, 8,7 € R,

so fihrt X o A = 0 auf @ = 0, also auf X € RB + RC. Wegen (iii) gilt dann aber
ALt CRB+RC. O

D. Mittelsenkrechten und Ebenen

19. Der Begriff der Ebene 148t sich wie folgt auf den
Begriff des Abstandes zuriickfiihren: 4
"B
Sind A, B zwei verschiedene Punkte des R®, so nennt \ M '
man |map = {X € R3 | d(A,X)=d(X,B)} N \
die Mittelsenkrechte von A, B. N )_ 2 B
Diese besteht aus allen Punkten X des Raumes, die von X 7
A und B den gleichen Abstand haben, und anschaulich

muB es sich dann um die Symmetrieebene von A, B handeln.
Deshalb bezeichnen wir m4 g nun auch als die Symmetrieebene von A, B und nennen
Es:={map | A, BER> N A+# B}

die Menge der Ebenen des R?. Fiir A, B € R mit A # B erhalten wir X € map <
dA,X)=d(X,B) & (A—X)?=(X-B)? & 240X +A2= 2BoX+ B o
A? — B*=2(A— B)o X, also

i) |Xe€emap & 2(A—B)oX =A*—B?| VA BeR mit A#B.

Der Punkt | M := 5(A + B) |liegt auf my4 g, wie man durch Einsetzen in (i) sofort bestétigt,

DO —
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und wegen M = A+ %(B —A) € [A, B] wird M nun auch der Mittelpunkt der Strecke
[A, B] genannt. Wir haben also

(i) |3(A+B)€mapn[AB]| ¥ABER mit A#B.

Wegen 2(A—B)oX =A?-B*> & (A-B)oX =%(A—-B)o(A+ B)
& (A-B)o(X—3(A+B))=0 & X —(A+ B) L (A- B) folgt

(i) |Xemap & X—S(A+B)e(A—B)*| VABeR mit A#B.

Dies bedeutet, daf§ wir alle Punkte von ma p kennen, wenn wir alle Punkte von (A — B)*
kennen.

Es ist

(A— B): €Es| V A, B € R mit A+ B,

denn fiir C':= A — B gilt m_cc = C* gemis (iii).

Wenn wir 2(A — B) =: (a,b,¢) € R? und A% — B? =: d sowie X = (z,y,2) € R® setzen,
kénnen wir (i) in der Form

(iv) | X €map & ar+by+cz=d

notieren. Die Gleichung in (iv) wird lineare Gleichung in 3 Variablen genannt. Jedes
Tripel (z,y, 2) € R3 mit ax+by+cz = d wird als eine Losung dieser Gleichung bezeichnet.
Die Gleichung heifit homogen, falls (0,0,0) eine Losung ist, sonst inhomogen.

Die Gleichung heifit nichttrivial genau dann, wenn (a,b,c) # (0,0,0) ist, wenn also
a#0Vb#0Vc#0 gilt.

Nach (iv) gehort zu jeder Ebene eine lineare Gleichung, deren Losungsmenge diese Ebene
ist. Wie steht es umgekehrt?

Wenn 7, s,t,u € R mit (r,s,t) # (0,0,0) fest vorgegeben sind und wenn

L:={(z,y,2) € R | ro+ sy +tz = u}
ist, so setzen wir C' := (r,s,t) und D := % -C'. Im Falle u = 0 ist offenbar L = C*+ € E4.
Ist dagegen u # 0, soist D # 0, und dann ist X € mp g 2DoX = D? & %'COX =
= (égjz C? & CoX=u© Xel, also L =mp € Es.
Damit ist gezeigt:

20. Satz. Die Ebenen des R3 sind die Lisungsmengen der nichttrivialen linearen Gleich-
ungen in drei Variablen.

In abelschen Gruppen bezeichnet man Rechtsnebenklassen einfach als Nebenklassen.
Damit folgt:

21. Corollar 1. Es gilt (i) |E3={D+ A+ | D,AecR> A A+#0}|

d.h. die Ebenen sind die (additiven) Nebenklassen der Untergruppen AL wvon R3(+)
fir A € R3\{0}.
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Fiir A, B € R*\{0} und D, E € R? gilt auferdem:
(ii)) E€ D+ At & E+At =D+ At & (E+AH)N(D+ AL) £0.
(iii) D+ A+ =D+ B+ & Al =Bt & RA=RB.

Beweis: Nach 19.(iii) ist jede Ebene in der Form D + A+ mit D,A € R* A A # 0
darstellbar. Sind E, B € R® mit B#0,s0ist X € E+B+ & X-Fe€ Bt & BoX =
Bo E fiir X € R®. Da Bo X = Bo E eine nichttriviale lineare Gleichung in 3 Variablen
ist, fithrt 20. auf £ + B+ € E3. Damit ist (i) gezeigt.

Die Aussage (ii) folgt aus 7.19..

(iii): Ist D+At = D+B*, soist (X € At & X+D € D+At =D+Bt & X e BY)

V X € R3, und folglich ist D+A+ = D+B+ & A+ =B+ "d*RA=RB. O

22. Corollar 2. Die Ebenen des R? sind die Mengen des Typs
() |[D+RB+RC:={D+AB+uC |\ pne€R}

wobei B, C unabhdingige Vektoren des R® sind und D € R? ist.
Jede Ebene enthdlt nichtkollineare Punkte.

Beweis: a) Nach 21. sind die Ebenen die Mengen des Typs D + At mit A, D € R3 und
A # 0. Sind B,C € A' unabhingig gemifl 17. gewihlt, so fiihrt 18. auf A+ = RB + RC
und damit auf die Darstellung (). Nach 14.(iii) sind D, D + B, D + C' nichtkollineare
Punkte von D + A+,

b) Sind E,F € R? unabhingig, so ist RE + RF = (E x F)t, also D + RE + RF =
D+ (Ex F)YreEs;. O

23. Bemerkung. Die Darstellung (%) in 22. fiir Ebenen wird als Parameterdarstellung
mit den ,laufenden® Parametern A, i bezeichnet. Wéahrend wir bei Geraden stets einen
Parameter haben, benttigen wir fiir die Darstellung der Punkte einer Ebene stets zwes
Parameter. Wir erhalten nun

24. Satz. Drei nichtkollineare Punkte B,C,D des R? liegen stets in genau einer Ebene
des R3. Diese wird die von B,C, D aufgespannte Ebene (B, C,D) genannt.

Beweis: B, C, D seien nichtkollineare Punkte des R?. Nach 14.(iii) sind £ := B — D und
F := C' — D unabhéngig, und mit 22. fihrt B=D+FE AN C =D+ F auf B,C,D €6 :=
= D+RE+RF £ D+ (Ex F)t € Es. Ist € :== D+ At eine weitere Ebene durch D, B, C
(vgl.21.), so sind E, F € AL, und mit 18. folgt At = (E x F)*, alsoe=4§. O

Als wichtige Beziehung zwischen Geraden und Ebenen zeigen wir

25. Satz. Fiir g € Gz und ¢ € Eg gilt:
(i) |lgnel>2 = gCe.
(1)) gZe = |gne| <1.

Beweis: Sind D, E € gNe mit D # F und ist ¢ = D + At gemiB 21. mit A € R3\{0},
so fiilhrt £ € ¢ auf E — D € At Nach 15.(vi) ist R(E — D) C At und damit folgt

2 (D,E) = D+R(E — D) C D+ A' = ¢. Damit ist (i) gezeigt, und (ii) ergibt sich
durch logische Kontraposition. O
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E. Parallelitdt von Geraden und Ebenen

26. Die Parallelitdt von Geraden wird im Raum anders als in der Ebene festgelegt:

a) Sind g, h Geraden des R? mit , so heiflen diese parallel, falls sie gemein-

sam in einer Ebene liegen, sonst windschief.

b) Sind g, h Geraden des R mit |g N h # (|, so werden diese parallel im Falle g = h

und sonst schneidend genannt.

Nach 12. haben schneidende Geraden stets genau einen Punkt gemeinsam.

c¢) Zwei Ebenen §,¢ des R? heifien parallel, wenn § = ¢ V 6 Ne = () gilt, andernfalls
schneidend.

d) Eine Gerade g € G3 und eine Ebene ¢ € E; werden parallel im Falle g C eVgNe = ()
genannt und schneidend im verbleibenden Fall [g Ne| =1 (vgl. 25.).

e) Sind z,y parallele Objekte des R?, so wird dies in der Form z || y notiert. Das
Symbol } steht fiir die Negation von ||.

Wir zeigen zunéchst

27. Satz. Sind die Geraden g,h € Gs in der Form|g= A+ RB|und|h=C +RD

mit A, B,C, D € R3 und B, D # 0 gegeben, so gilt:|g || h & RB=RD|.

Nichtparallele Geraden einer Ebene schneiden sich stets.

Beweis: 1) Es sei RB = RD. a) Ist C € g, so ist g 2 C4+RB=h. b) Ist C' ¢ g, so sind
C' — A, B unabhingig, und nach 7.19. gilt gNh = (). Wegen gUh = (A+RB)U(C+RB) C

CA+R(C—-A)+RB e E; haben wir dann g || A.

2) Es sei RB # RD, und es gebe ein ¢ € E3 mit gUh C e. Ist ¢ = E + F+ mit
E,F €R3AF #0 (vgl. 21.), so folgt ¢ = A+ F+ D A+RB A e = C+F+ D C+RD, also
B, D € F*+. Mit 18. erhalten wir F* = RB+RD. Wegen C € e = A+ Flist C—A € F*,
d.h. es gibt A\, p € Rmit C — A= AB+ (—p)D, und dann ist A+ AB =C+uD € gNh.
Nach 13. ist g # h, also |g N h| = 1 gemé&fB 12. und damit g }f h. O

28. Bemerkung. Wird die Gerade g € Gz in der Form g = A+RB mit A,B€R3> A B#0
dargestellt, so nennt man A auch einen Aufpunkt von g und B einen Richtungsvektor

von g. Nach 27. sind Geraden genau dann parallel, wenn sie abhingige Richtungsvektoren
haben.

In Analogie zu 9.17.-9.19. zeigen wir nun

29. Satz. Zu A € R? und h € G3 gibt es stets genau ein h € Gz mit A€ b N h| .
Man nennt h' die Parallele durch A zu h und notiert b’ in der Form (A || h).
Die Parallelitdt LI bezogen auf Gs, ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehdrigen

Aquivalenzklassen heiffen Parallelbiischel. Man nennt (g||) := {h € Gs | h || g}
fiir g € Gz das Parallelbiischel in Richtung g.

Beweis: Ist h = C+RD mit C,D € R3> A D # 0, so fithren 13. (vi) und 27. zwangsliufig
auf ' = A+RD < KW > A A R'| h. Nach 27. ist ,,||“ eine Aquivalenzrelation auf Gs.
O
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Weiter erhalten wir

30. Satz. Sind g,h € Gz mit |gNh| =1 oder mit g#h N g || h, so gibt es genau eine

Ebene e € E3 mit gUh Ce.

Man notiert ¢ als (g U h) und nennt € die von g und h aufgespannte Ebene.
Beweis: Ist gNh = {A} mit A € R? und sind B € g\{A},C € h\{A}, so geht durch
A, B, C nach 24. genau eine Ebene, und diese enthélt g U h gemafl 25.

Ist g || h, ist also gNh = und ist e € E3 mit gUh C ¢, so folgt e = (A4, B,C) fir A€ g
und B,C € h mit B # C (vgl. 24.). O

31. Im R? werden Parallelogramme genau wie in R? definiert, also gem#8 9.19 d). Mit
24., 30. und 27. folgt dann fiir A, B,C, D € R3? :

t(A,B,C,D) & A,B,C,D sind nichtkollinear mit A — B+ C = D |.

Demnach gilt der Parallelogrammerginzungssatz 9.20. auch fiir den R?, und damit 148t
sich insbesondere die Korrekheit der Figuren aus 2. und 6. bestéatigen.

Wir zeigen nun
32. Satz. Fiir A,B,C,D € R?® mit B, D # 0 gilt:

(i) RB=RD <& (A+B%Y)| (C+ D4,

(ii) RB#RD <& (A+BYH)N(C+ DY) e Gs,

(iii)) RB#RD = (A+BYH)N(C+D*) || R(BxD),

(iv) BeD+ & (A+RB)| (C+ DY,

(w) B¢gD+ & |[(A+RB)N(C+ D=1
Beweis: a) Ist RB = RD, so ist B+ = D+ gemif 21.(iii), und mit 21.(ii) folgt
A+ B+ =A+ D' | C+ D
b) Ist RB # RD, so fiihrt 7.(iv) auf det((B?, Bo D), (Bo D, D?)) = B?-D*—(BoD)? # 0,
und nach 9.15 gibt es dann 3,5 € R mit 3-B%+§-(BoD) = AoB A 3-(BoD)+4-D? = CoD.
Fiir U := 3B + 6D bedeutet dies Uo B = Ao Bund Uo D = C o D, und fiir X € R3
folgt dann Xe(A+BHY)N(C+DY) & X—AeB* AN X-CeD?t
& XoB=AoB AN XoD=CoD & XoB=UoB N XoD=UoD
& X-UeB*ND*ERMBxD) & XecU+R(BxD).
c)Ist Be Dt soist A+ RBC A+ Dt || C + Dt gemiB 21. und a).
) Ist B€ D und A € Ry soist (A+A\BeC+ D+ & (A+A\B-C)oD =0 &
& A-(BoD) = (C—A)oD & \=((C—A)oD)/(BoD)),also |(A+RB)N(C+D+)| = 1.
e) Mit a) — d) ist alles gezeigt. O

33. Corollar. Sind 0, € E3 und g € Ggs, so gilt:

(i) 6Ne=0VvonNneeGsVd=c¢,
(i) gNe=0V|gNe|=1VgCe.

F. Systeme von linearen Gleichungen mit drei Variablen

34. Es sei r € N. Sind fiir X = (z,vy, z) € R? genau r Gleichungen der Form
mit 4; € R\ {0} und a; € R gegeben, wobei i € {1,...,7} ist, so wird dies ein System
von r linearen Gleichungen mit den Variablen z,y, z genannt.
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Nach 19.(iv) ist die Losungsmenge jeder Einzelgleichung A;0 X = a; firi € {1,...,r} eine
Ebene ¢; des R?, und der Durchschnitt ’E =g NegN---Neg,
des Gleichungssystems genannt.

a) Sind 4,7 € {1,...,r} mit i # j und sind A;, A; abhéngig, so fithrt 32.(i) auf ¢; || ¢;. Im
Falle ¢; = ¢; kann eine der Gleichungen gestrichen werden, und im Falle &; Ne; = () ist

L=10.

Deshalb gehen wir im weiteren davon aus, daf$ je zwei der Vektoren A4, ..., A, unabhdngig
sind.

wird die Losungsmenge

b) Wird eine der Gleichungen mit einem Faktor o € R* multipliziert, so bewirkt dies keine
Anderung von £, denn fiir i € {1,...,r} ist ;0o X =0a; & a-(4;j0X)=a a0, &
& (a-A4) o X = aa,.

¢) Sind 4,5 € {1,...,r} mit ¢ # j und ist « € R*, so kann die Gleichung
A; o X =a;| ersetzt werden durch |(A; + ad;) o X = (a; + aa;) |,

ohne daf sich £ &ndert, denn in der Tat gilt
AioX =a; N AjoX =a; = AoX=a N (4 +ad)oX = (a; +aa;) sowie
AioX=a; N (Aj+ad)oX =(a;+aaq;) = AoX=a N AjoX =a,,
da man bei einer Gleichung auf beiden Seiten Gleiches addieren oder auch subtrahieren
darf.

d) Beachtet man noch, daf§ man in einer Gleichung stets Gleiches durch Gleiches ersetzen
darf, so hat man mit b) und c¢) eine Begriindung fiir die aus der Schule bekannten Verfahren
mit dem Namen Additionsmethode, Subtraktionsmethode, Finsetzungsmethode, und in der
Tat &8t sich £ mit diesen Methoden stets bestimmen.

Solange wir es nur mit drei Variablen zu tun haben, lohnt es sich nicht, eine ,;allgemeine
Losungstheorie® zu entwickeln, und bei einer grofleren Variablenzahl wird man ohnehin
einen Computer einsetzen. Deshalb seien hier lediglich zwei Beispiele vorgefiihrt:

e¢) Bestimmung der Losungsmenge £ 7 von
I: |3x+4y+52=6| AN II: |20+4+3y+4z=5|:
Ersetzen von I durch I-II liefert
IN7T: x+y+z=1 N II: 2x+3y+4z2=5
Durch Auflésung von III nach z und Einsetzen in II entsteht
IV: z=1-y—2z N V: y=3-2z
und durch Einsetzen von V in IV folgt

vi: [s=:-2] A V: [y=3-2:]

L = {(z—2,3—-22,2) | z€e R}
= {(-2,3,0)4+2z-(1,-2,1) | ze R}
= (—2, 3, 0) + R(l, -2, 1) € Gs.

Damit haben wir

Man beachte, dal die Darstellung von L; ;; nicht eindeutig ist;
z.B.ist Lr 7 =(—1,1,1) + R(2, —4,2) (warum 7).
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f) Sind neben den Gleichungen LII aus e) noch die Gleichungen
IX: [z+2y+2=2| A X: |z+2y+32=14]

gegeben, so kann man die entsprechenden Lésungsmengen aus der ersten Darstellung von
L1 in e) leicht herleiten: Es ist

Lrnrx = {(2—2,3—-22,z
= {(z—-2,3—-22,2

|zeR A (2—2)+2(3—-22)+2=2}
’ = 1} = {<_17 17 1)}7
Lrnx = {(z=2,3—2z,2)|2z€R A (2—2)+2(3—22)+ 3z =4}
= {(#—2,3-22,2) | z€R AN 0-2=0} =Ly s
und EJ,H,IX,X = 51,1[ N »CI,II,IX = {(—17 1, 1)}

~— ~— ~— ~—

G. Determinanten und Unabhingigkeit von drei Vektoren

Wir benétigen die folgende Begriffsbildung;:

35. Sind a,b,c,d,e, f,g,h,k € R und sind A := (a,b,c), B := (d,e, f), C := (g,h,k),
so wird die reelle Zahl

a d g
(i) det(A,B,C):=|b e h| =a- ; Z‘—b‘? Z‘—l—c- Z z‘
c [k
die Determinante von (A, B, C') genannt.
a d g
Ausgehend von dem Schema | b e h | kann man sich die Berechnungsformel merken,
c f k

indem man (in Gedanken) als Faktor fiir a bzw. b bzw. ¢ im Schema streicht, was in der zu
a bzw. b bzw. ¢ gehorigen Zeile und Spalte liegt, und vom Rest die Determinante bildet:

d g d g
a- e h| —b- +c- e h
f k f k

Dabei ist mit den Vorzeichen geméf ,,+ — + zu verfahren.

Wir erhalten

a b c
. = (aek — ahf) — (bdk — bgf) + (cdh — cge) =
() det(A, B.C) ek — afh) — (dbk — deh) + (gbf — gee) — ;l Z ~]’; !
d.h. es ist gleichgiiltig, ob man A, B,C (in dieser Reihenfolge) in das Schema als Zeilen
oder als Spalten eintragt.  Weiter folgt geméaf A— B
\O/ ;

(i)  [det(A, B,C) = det(B,C, A) = det(C, A, B) |,

denn es ist det(B,C, A) = (dhc — dbk) — (ege — eak) + (fgb — fah) = det(A, B, C), d.h.
die erste Gleichung gilt, und dies impliziert die zweite.

Aus (i) und 5. ergibt sich
(iv) det(A,B,C) = Ao (B x ()|,
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d.h. die Determinate lifit sich durch Skalarprodukt und Kreuzprodukt berechnen!

Mit (iii), (iv), 4. und 5. erhalten wir dann gemé A «— B
\C/ :

(v) [det(A, B,C) = —det(A, C, B) = — det(B, A,C) = — det(C, B, A)|.

Man sagt, det ist linear in jeder Komponente, denn mit (iv), 4. und 5. ergibt sich
(vi) det(eA+ A", B,C) = «-det(A,B,C) + p-det(4, B,C),
det(A,aB + BB',C) = «-det(A,B,C) + p-det(A, B, C),
det(A, B,aC + 5C") = «-det(A,B,C) + [-det(A,B,C")
fir a, 3 € Rund A, B',C" € R3. Aus (i), (iii),(iv) und 5.(vii) folgt
(vii) det(A, A, B) = det(A, B, A) = det(B,A,A) = 0| sowie

a 0 0 a d g
(viii) b e 0| =aek AN |0 e h | =aek.
c [k 00 k

36. Um etwas iiber die geometrische Bedeutung des Determinantenbegriffes fiir den R? zu
erfahren, setzen wir fest:

Punkte des R?® heiflen komplanar, wenn sie gemeinsam einer Ebene angehoren, sonst
nichtkomplanar.

Drei Vektoren A, B,C des R? heifien (linear) unabhiingig,
wenn die vier Punkte 0, A, B, C' nichtkomplanar sind;
andernfalls werden A, B, C' (linear) abhingig genannt.

Bemerkung. Die Vektoren A, B,C € R? sind genau dann abhdngig, wenn
(i) 0€{A,B,C} v AcRB vV CeRA+RB
gilt, und genau dann unabhdngig, wenn

(ii) 0£{A,B,C} N A¢RB N C ZRA+RB

gilt, denn im Falle (i) bzw. (ii) sind 0, A, B, C' nach 22., 24., 25.(i) komplanar bzw. nicht-
komplanar.

Als wichtig erweist sich nun
37. Satz Fiir A, B,C € R? gilt:

A, B, C sind genau dann , wenn |det(A, B,C') # 0| ist.

Beweis: Nach 35.(iv) und 4.,5.,18. ist
det(A,B,C)#0 & Ao(Bx(C)#0 & 0¢{A,B,C} N B€ZRC N AZRB+RC,
und mit 36.(ii) folgt dann die Behauptung. O

Damit gelangen wir zu
38. Cramersche Regel (1. Fassung) Sind A, B,C, D € R® mit det(A, B,C) # 0 vorge-
geben, so existiert genau ein Tripel (x,y, z) € R mit ’ - A+y-B+z-C=D ‘ Es gilt

(%) _det(D, B,C) Ay det(A, D, C) A s det(A, B, D)
YT qet(A,B,C) Y T det(A,B,C) " ° T det(A, B,CO) |
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Beweis: a) Existenz: Es sei F := A x B. Nach 18.(iii) gibt es a,b,c,u,v,w € R mit
C=aA+bB+cEund D =uA+vB+wE. Wegen 37. ist C' ¢ RA+ RB, also ¢ # 0. Es
folgt ' = —%A — IE)B + %C und damit D = (u — %w)A + (v — gfw)B + %C’.

b) Findeutigkeit: Ist D = xA+yB+ zC, so fithren 35.(vi) und 35.(vii) auf det(D, B,C) =
x-det(A, B,C) A det(A, D,C) =y-det(A,B,C) A det(A, B,D) = z-det(A, B,C), d.h.
x,y, z sind wie angegeben festgelegt. O

39. Cramersche Regel (2. Fassung). Sind a,b,c,d,e, f,g,h,k,r,s,t € R vorgegeben
und ist |det(A, B,C) # 0| fir A := (a,b,¢), B := (d,e, f),C = (g,h,k), so hat das

Gleichungssystem

.d _|_ Z-g —
e + z-h
f + z-k =t

(A)

8 8 &
o S Q
+ 4+
ES SIS

genau eine Losung (z,y,z) € R3. Fir D := (r,s,t) ist diese durch 38.(x) gegeben.
Beweis: Wegen (A) < A+ yB+ 2C = D folgt die Behauptung aus 38. O
40. Corollar. Firi € {1,2,3} sei ¢; eine Ebene mit der Gleichung A; o X = a;, wobei

A; € R3\{0} und a; € R ist. Dann gilt:
Es ist |e; NeaNes| =1 genau dann, wenn det(Ay, As, A3) # 0 ist.

Beweis: Ist det(A;, As, A3) # 0, so fihrt 35.(ii) mit 39. auf |e; Nex Neg| = 1. Ist
det(A;, Ag, A3) = 0, so fithren 37.,36.(i) und 32. auf |y NeyNes| #1. O

H. Orthogonalitit von Geraden und Ebenen

Bisher haben wir lediglich die Orthogonalitéit von Vektoren betrachtet, also von Pfeilen,
die im Ursprung ansetzen. Dieses Konzept lafit sich mit Blick auf 28. und 32. wie folgt
erweitern:

41. Sind A, B,C,D € R?® mit B, D # 0, so nennen wir die Geraden |g = A +RB | und
h = C + RD | senkrecht oder orthogonal, im Zeichen: g 1 h, wenn sie orthogonale
Richtungsvektoren besitzen und sich treffen, d.h. wir gehen von

(i) gLh:& BLD AgNh#0 < hlg
aus. Nach 15.(v) und 27. sind orthogonale Geraden niemals parallel, und mithin gilt

i) |gLh = |[gnhl=1]|

Nach 30. und (ii) spannen orthogonale Geraden stets eine Ebene auf.

Die Gerade|g = A+RB |und die Ebene heiflen senkrecht oder orthogonal,

in Zeichen: g 1 € oder € L g, wenn es in € wenigstens zwei nichtparallele Geraden gibt,
die auf ¢ senkrecht stehen.

Gemaf 18. und 32.(iv) bedeutet dies
(i) |gle < RB=RD
und mit 27. und 32. folgt:

Y

(iv) gle = |lgnel=1|
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(v) gle = (h|lg & hle) VheG;)|

(vi) gle = (a]le & gLla) YVaek;|

Die Ebenen ’(5 = A+ Bt ‘ und ’5 =C+ Dt ‘ heiflen senkrecht oder orthogonal, in Zei-
chen: § L e, wenn es in 0 eine Gerade h mit h L ¢ gibt. Mit (iii) und 32. folgt

(vi) [0Le & BLD & 134

und wieder mit 32. dann
(vii) [ Le = dneeGsl

Y

Als besonders wichtig erweisen sich die folgenden Aussagen, die Verbindungen zwischen
Distanz und Orthogonalitét aufzeigen:

42. Sind A, B,C € R® mit |{A,B,C}| = 3 und
ista=|B—C|, b=|C—A|, ¢c=|A—B], so gilt
(i) Satz des Pythagoras.

(A,C) L (C,B) & a?+b?=¢2|

A ¢ B
Wenn D € (A,B) mit D#C N (A,B) 1L (C, D) ist, so gibt es ein pER mit D:/H—%(B—A),
und fiir q :== c—p und h := |C—D| folgt |p| =|A=D|, |q| = |B—D| sowie
(C,B) & a*=q-c.

) & bV =p-c

) & hP=p-q.

) & a?+b2=h2 A De]A, Bl
)

(iii) 2. Kathetensatz des Euklid. (A
(iv) 1. Hohensatz des Euklid. (A
(v) 2. Hohensatz des Euklid. (A
(A
2

(vi) Flachensatz des Euklid. & a-b=c-h.

Beweis: (i): Es ist (A,C) L (C,B) <
& [(A-0O)+(C-B)P=(A-C)*+ (C—B)? & *=b+d*
(i) — (vi): Es ist D:B—i—%(A—B) und damit (p>0 A ¢>0 1(}:1>0" D €]A, B]). Uberdies
gilt [A—D|=|p| und |B—D|=|q|, also auch (+) p+g=c A a>Zg2+h? A B> L2 p2.
Damit folgt [ (A,C) L (C,B) U= Y P+h*+ p*+h*=(p+q)* & h*=pq
[ h?=pq Y 2=gtipg & ?=qc = ¢>0], [h*=pq Hpopripg & p=pe = p>0
[h2=pq "E° hi=p*¢ & ht=(?—h?)-(a®>—h?) & (0*+a?)-h*=a*b* & a2+b2=h"?],
[h2=pg & (@p—h*)’=0 & ¢@p’+h' =2k & (¢+h%)(P°+h%) = (¢+p)* B &
= a2P=*h? < a-b=ch]. O

P 43. Satz. Sind P € R3 und L € GsUE; mit P € L, so gibt
es genau ein F' € L mit (P, F) L L. Fir X € L\{F} ist
X |P—F| < |P—X]|. Man nennt (P, F) das Lot von P auf
r T L, und F heifft Fu3punkt dieses Lotes. Die Zahl |P—F|

wird als der Abstand von P und L bezeichnet.

Beweis: Es seien A, B € R3mit B #0.Ist L =A+RBund F := A+ B € L mit A € R,
soist (P,F) L L & (P-F)oB=0 & (P-A-)AB)oB=0 & A= ((P-A)oB)/B?).
Ist L=A+ Bt und F € R®\{P},s0ist (P,F) L L & F € P+RB), und fiir p € R
ist P+uBe L & (P+uB—A)oB=0 < pu=((A— P)o B)/B?). Damit ist die
erste Aussage bewiesen, und die zweite folgt aus 42.(i). O

I
]

)
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44. Satz. Sind g,h € Gz mit g }f h, so gibt es genau

g eink € Gzmitg L k N h L k. Man nennt k das
k 4 gemeinsame Lot von g und h. Fir {F} :=gnNk A
F F'om Y =hnk A Xeg A Y €h gilt:
X h (XAFVY#AF = |[X-Y|>|F-F).

Man nennt |F' — F’'| den Abstand von ¢ und h.

Beweis: Essei g = A+RBund h = C+RD mit A, B,C, D € R¥ A Bx D # 0 (vgl.16.(iii)).
Ist F=A+aBund F' = C+ 3D mit a,3 € R, soist F—F' L B.D & 35 R :
F—F =6-(BxD) & €R: A-C=—-aB+ D+ 06(B x D). Nach 18.(iii) gibt
es genau ein Tripel (a, 3,0) € R3, welches die letzte Gleichung erfiillt. Damit ist die erste
Aussage bewiesen, und die zweite folgt fir X = F+ ABund Y = F' + uD mit A\, u € R
aus | X =Y =(X-Y)*= ((F-F)+(AB—uD))? = (F—F')*+(AB—uD)? > |F—F'|?
mit (AB—uD)?=0 & AB=uD & A=p=0). O

I. Kollineationen des Anschauungsraumes

45. Im weiteren erweist es sich als vorteilhaft, die Anschauungsebene R? als Teil des An-
schauungsraumes R zu betrachten, indem man von der Identifikation

(z,y) = (z,9,0) Yz,yeR

ausgeht. Dann ist |R C R? = C ¢ R?|, und mit Blick auf Paragraph 9: 1.,3.,5.,7.,8.,10.,20.

und Paragraph 10: 2.,6.,9.,26.,27.,31. erkennt man, da} Absténde, Strecken, Geraden, Pfei-
le, Vektoren, Parallelitdt und Parallelogramme der Anschauungsebene mit den entspre-
chenden Objekten und Begriffen des R? iibereinstimmen, soweit sich letztere auf R? x {0}
beziehen.

Wegen der angegebenen Identifikation darf man die Geometrie des Anschauungsraumes
nun als Erweiterung der Geometrie der Anschauungsebene verstehen.

Umgekehrt wird das Konzept der Orthogonalitdt nun auch fiir die Vektoren und Gera-
den der Anschauungsebene verbindlich, und insbesondere gilt der Satz 42. auch fiir die
Anschau-ungsebene!

Im weiteren notieren wir (1,0,0) als 1 und (0, 1,0) als i.

46. Ist a : R®* — R3 eine Bijektion, die jede Gerade aus G; auf eine Gerade aus G5 abbil-
det, die also die Bezichung

(*) a((X,Y)) = (a(X),a(Y)) V X,Y € R®mit X £Y

erfiillt, so wird « eine Kollineation von R? genannt. Die Menge aller Kollineationen von
R? wird mit Koll (R?®) bezeichnet. Es gilt

47. Satz. Koll (R3)(o) ist eine Gruppe mit idgs als neutralem Element,
genannt Kollineationsgruppe von R3.

Der Beweis entspricht dem Beweis von 9.28. mit R? anstelle von C. O
48. Satz. Ist « € Koll (R?), so gilt:

(i) {a(e) | € € B3} = E3,

(i) L|| L < al) | a(L) VL LeG;UE;.
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Beweis: a) In einer Ebene ¢ des R? seien drei nicht-
kollineare Punkte A, B, C gegeben. Es sei g := (A, B),
h = (B,C),k = (C;A), D € g\{A B} und
X*:=a(X) VX € R*UG3 UE;. Die Punkte A*, B*,C*
sind nichtkollinear und spannen eine Ebene § auf mit
g*Uh*Uk* C 6 gemil 25..

Wegen D* € g*\{A*, B*} fithren 25.,27. und 29. auf (X € ¢ < (X, D)N(hUEk) #0 <
(X, DYN(WUE*)#0 & X*€d) VX e R3\{D}, dh. esist e* = 4.

b) Fiir n € E ist a'(n) € E gemiB a) und 47., also n = a(a™(n)) gemiB a).
c¢) Aus a) und b) folgt (i), und mit 26. fiithrt die Bijektivitdt von o dann auf (ii). O

49. Fundamentalsatz zur Darstellung von Kollineationen des R3:
Die Kollineationen des R? sind die Abbildungen des Typs

a:R—=R3:(v,9,2) »2-A+y-B+2-C+D
mit A, B,C,D € R® A det(A, B,C) #0.

Beweis: a) Nach 38. ist die angegebene Abbildung « eine Bijektion. Sind a, b, ¢, d, e, f,A€R
mit (d, e, f) # 0, so ist nach 38. auch dA+eB+fC # 0, und es gilt a((a, b, c)+A-(d, e, f)) =
=a((a+Ad, b+ Xe,c+ Af)) = (a+ M)A+ (b+ Xe)B+ (c+ Af)C + D = a((a,b,c)) +
A (dA+eB+ fC), d.h. « ist ein Kollineation.

b) Jetzt sei ¢ eine beliebige Kollineation. Wir setzen E := (0,0,1), A := (1) — ¢(0),
B = ¢(i) — ¢(0),C := p(F) — ¢(0) sowie D := (0) und betrachten die Kollineation
a:R*—R3: (2,y,2) > A+ yB+2C+ D (vgla)). Es gilt a(0)=¢(0) A a(1)=p(1) A
a(i) = p(i) A a(E) = ¢(FE), und nach 47. ist 3 := a™! o ¢ dann eine Kollineation,
die die Punkte 0, 1,1, E festlifit. Nach 24. und 48. ist nun 3(R?) = R?, d.h. B|g: ist eine
Kollineation von R? die 0, 1,1 festlafit. Mit 9.37. fiihrt dies auf §(X) = X VX € R
Wegen 29. und 48. 1lafit § nun auch alle Geraden (X | (0,E)) und (X || (1, £)) mit
X € R? fest und schlieBlich dann — als Schnittpunkte dieser Geraden — alle Punkte des
R3. Demnach ist 8 = idgs und damit ¢ = a. O
50. Corollar 1. Ist f : R3 — R? eine Abbildung, so sind dquivalent:

(i) Es gibt A, B,C € R3 mit

det(A,B,C)#0 A f((z,y,2)) =2A+yB+2C V (z,y,2) € R>.

(11) f ist eine Bijektion mit| f(X +X-Y) = f(X)+ X f(Y)| VX, Y e R} VA eR.
(11i) f ist eine Kollineation mit f(0) = 0.
Beweis: ((i) = (ii)) gilt nach Teil a) des Beweises von 49., ((ii) = (iii)) folgt aus 10.(ii),
und ((iii) = (i)) gilt geméfB 49. O
51. Die Bijektionen f : R* — R3, die die Gleichung in 50.(ii) erfiillen, werden lineare
Bijektionen von R? genannt, und ihre Gesamtheit wird mit | GL(IR?) | bezeichnet, gelesen

,Gruppe der linearen Bijektionen des R3“.
In der Tat ist GL(R?) eine Untergruppe von Koll(R?)(o) (vgl. 9.32).

52. In Analogie zu 9.21. werden die Kollineationen vom Typ ’ A RE—-R:X - X+ A

mit A € R3 als Translationen oder Verschiebungen des R? bezeichnet.
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Man stellt fest, daBl die eingerahmten Aussagen in 9.21 ganz entsprechend auch fiir den
R3 gelten, wenn man iiberall ,,C* durch ,R*“ ersetzt.

Insbesondere bilden die Translationen eine zu R3(+) isomorphe abelsche Untergruppe 7gs
von Koll(R?)(o), und als Ergéinzung zu 49. erhalten wir mit der gleichen Argumentation
wie in 9.34.a):

53. Corollar 2. Die Kollineationen des R® sind die Abbildungen mit T € Trs und
f € GL(R3). Hierbei sind T und f durch 7o f eindeutig festgelegt.

54. Ist f € GL(R3), so wird det f := det(f((1,0,0)), £((0,1,0)), f((0,0,1))) die Determi-
nante von f genannt. Ist auflerdem 7 € Tgs, so heifit det(7o f) := det f die Determinante
von 7 o f. Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich

55. Determinantenmultiplikationssatz.
Esist [det(aof)=deta-detf| Va,s € Koll(R?).

Beweis: Da die eingerahmten Gleichungen in 9.34.b) auch fiir den Raum gelten, bedeutet
es keine Einschrinkung, von «, 3 € GL(R3) auszugehen. Es sei E:=(0,0,1), a(1)=:A4,
a(i)=:B, a(E)=:C, 3(1)=:(a,b,c), B(i)=:(d,e, f), B(E)=(g, h, k). Dann ist det(a o 3) =
det(a((a,b,c)),a((d,e, f)),a((g,h, k))) = det(aA+bB+cC,dA+eB+fC, gA+hB+kC') Y
det(A, B,C) - (aek —afh+bfg— bdk + cdh — ceg) = det o - det 3, wobei fiir 1) die Regeln
35.(vi),(vii) verwendet werden. O

Wir bezeichnen jedes Quadrupel (A, B, C, D) nichtkomplanarer Punkte des R3
als geordnetes Tetraeder. Damit folgt

56. Transitivitidtssatz. Sind (A, B,C,D) und (A',B',C',D’) geordnete Tetraeder des
R3, so existiert genau ein o € Koll(R3) mit
a(A)=A N a(B)=B" AN a(C)=C" N a(D)=D".
Kurz: Die Kollineationen des R? sind tetraedertransitiv.

Beweis: Wegen C' ¢ (D, A, B) 2 D+R(A—D)+R(B—D) ist det(A—D, B—D,C—D) # 0,
und ebenso ist det(A’ — D', B' — D', C" — D') # 0. Nach 49. sind

a:R¥—=R3: (2,y,2) = x(A— D)+ y(B— D)+ 2(C — D)+ D bzw.

B:R*—=R: (z,y,2) »x(A —D)+yB —D)+z(C"-D)+ D
dann Kollineationen, die 0, 1,1, £ := (0,0,1) auf D, A, B,C bzw. D', A’, B', C" abbilden.
Dies bedeutet, daf$ A, B, C, D durch die Kollineation 3o a~! auf A’, B’,C’, D' abgebildet
werden. Ist jetzt v eine weitere Kollineation, die A, B,C, D auf A’, B, C’, D’ abbildet, so
ist B loyoa eine Kollineation, die 0,1, i, E festlaBt, und nach 50. gilt dann f~loyoa =
= idgs, also y = Boa™t. O

57. Bemerkung. Mit 56. erkennen wir, wie eine Kollineation a des R?® wirkt:

Das durch die ,,Grundpunkte® (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) festgelegte Koordinaten-
system wird durch « auf ein (evtl. versetztes und schriag verzerrtes) Koordinatensystem
mit den ,, Grundpunkten“ «((0,0,0)),a((1,0,0)),a((0,1,0)),«((0,0,1)) abgebildet. Nach
48. bleiben dabei alle Parallelitdten von Geraden und Ebenen erhalten, dhnlich, wie wir
es fiir den ebenen Fall bereits in 9.38. beobachtet haben, und wie dort ergibt sich fiir
A B,C,DeR*und \,u € Rund a = 7p o f mit f € GL(R?) die Aussage

(%) |a(A+AN(B=A)+u(C—A)) = a(A) + X (a(B)—a(A))+p - (a(C)—a(A))|.
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11. EIGENSCHAFTEN EBENER GEOMETRISCHER ABBILDUNGEN

In dem sehr lesenswerten Buch ,,5000 Jahre Geometrie“ von C. J. SCRIBA und P. SCHREI-
BER (ISBN 3-540-67924-3, Berlin 2000) findet sich auf Seite 300 die Bemerkung: ,, Aus
heutiger Sicht ist die[se] Verzahnung von geometrischen und algebraischen Methoden Vor-
aussetzung und Kern einer leistungsfahigen Mathematik.*

Die vorangehenden Abschnitte § 9 und § 10 diirfen als Ausgangspunkt einer solchen Ver-
zahnung verstanden werden und sollen uns nun helfen, wichtige geometrische Abbildun-
gen naher kennenzulernen.

A. Die Gruppe der Ahnlichkeiten von C

Im weiteren betrachten wir Kollineationen von einem speziellen Typ, nédmlich solche, die
ydistanztreu“ oder ,mafistabstreu® sind. Damit ist folgendes gemeint:

1. Eine Abbildung f : C — C heifit distanztreu, wenn

L) f(X) - fY) =X -Y] V X,V eC

gilt, und maflstabstreu, wenn es ein p € R’ mit

@) (X)) = f¥V)[=p-|X-Y] V X,V eC

gibt. Man nennt g auch den Maflstab von f und erkennt aus (1) und (2), daf§ eine
mafstabstreue Abbildung genau dann distanztreu ist, wenn sie den Mafistab 1 hat.

Die distanztreuen Abbildungen von C in sich heiflen auch Bewegungen von C, und die
mafstabstreuen Abbildungen von C in sich werden Ahnlichkeiten von C genannt.

Z.B. erwartet man von einer guten Straflenkarte, dafl sie das Stralennetz moglichst maf3-
stabstreu wiedergibt und in diesem Sinne ein dem Netz &hnliches Bild liefert.

Wir zeigen

2. Satz. Ist fi bzw. f> eine Ahnlichkeit mit dem Mafstab py bzw. o, so ist fi o fo eine
Ahnlichkeit mit dem Mafstab pq - .

Beweis: Fiir X, Y € Cist |fi0 fo(X) = fio fo(Y)] = pu [ fo(X) = (V)] = pa - p2 - [ X =Y.

O

3. Satz. Ist A € C* und B € C, so ist die Abbildung |fap:C—-C: X —-A-X+B

eine mafstabstreue Kollineation von C mit dem Mafstab |A| und der Determinante
AP =A-Ac R* . Man bezeichnet fa p als gleichsinnige Ahnlichkeit von C.

Im Falle A =1 ist f4 p eine Translation, und andernfalls gibt es genau ein F' € C mit
fap(F)=F, namlich F = B/(1 — A).

Beweis: Esist fa p(z+iy) = - A+y-iA+B V z,y € Rmit det(fap) 025 det(A,iA) —
= AA YLD |A]? > 0. Nach 9.30. ist f4 p eine Kollineation, und es gilt | fa 5(X)—fa5(Y)| =
A-X - A-Y|*ZV Al X -Y| V X,V €C. Tst A#1 soist (AF+B=F <

;: B/(1—-A)). O
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4. Satz. Die gleichsinnigen Ahnlichkeiten von C bilden eine Untergruppe A der Gruppe
Koll(C)(o). Fir A,C € C* und B, D € C gilt

faso fep = fac,ap+p| Sowie fX}B = fa-1_a18|

Beweis: Es ist ide = fio € A" und fapo fep(X) = A-[CX 4 D]+ B = fac.aprp(X)

fir alle X € C sowie fA,B ¢) fA—l,—A—lB = f170 = fA_l,—A_lB [0) fA,B- O

5. Transitivitadtssatz fir gleichsinnige Ahnlichkeiten. Sind R, S,U,V € C mit R#S und
U#V, so gibt es genau ein f € AT mit f(R)y=U N f(S)=V.

Beweis: Fiir A,B € C gilt: AR+B=U A AS+B=V < B=U—AR=V-AS <&
B=U—ARANU-V=A(R-S) < A=(U-V)/(R-S) € C* A B=(VR-US)/(R-S). O

6. Satz. Ist A € C* und B € C, so ist die Abbildung |gap:C—C:X - A-X + B

eine mafstabstreue Kollineation von C mit dem Mafstab |A|, mit der Determinante
—|A? = —-A- A€ R* und mit g;'5 = 951

77271§.
Man bezeichnet ga p als gegensinnige Ahnlichkeit von C.

Bewcis: Bs ist gap(e +iy) = z-A+y-(=id)+ B ¥V 2,y € R mit det(gap) "=

det(A, —iA) =y —]AJ? < 0. Nach 9.30. ist ga g eine Kollineation, und es gilt
1948(X) —gap(Y)| =]|A- X —A-Y|=|A|-|X — Y] sowie A - (Z”Y—E”E) + B =
—X=A'(AX+B)-A4'B ¥V X,YeC. O

Im weiteren benétigen wir

7. Lemma. Sind X,Y € C mit |X|=|Y| A | X —1|=|Y 1], soist Y € {X, X}.

Beweis: Gemif 8.27.f) gilt XX =YY A (X —1)- (X —1) = (Y —1)- (Y — 1) und damit
XX =YY ANY =X+ X-Y. Durch Einsetzen fiihrt dies auf XX =Y - (X + X - V),
dhoesist 0=(Y —X)- (X —Y) und damit Y € {X, X}. O

Obwohl dies von der Definition her nicht vorausgesetzt wird, impliziert die folgende Aus-
sage, dafl jede Ahnlichkeit eine Bijektion ist:

8. Satz. Jede Ahnlichkeit ist entweder gleichsinnig oder gegensinnig und damit insbeson-
dere eine Kollineation.

Beweis: Gegeben sei eine beliebige Ahnlichkeit A von C mit dem MaBstab x. Dann ist
|h(1)=h(0)| = p-]1—0] = p # 0, also h(1) # h(0), und nach 5. gibt es eine Ahnlichkeit f =
fap € & mit £(0) =h(0) A f(1) = h(1). Nach 2. und 4.ist f'oh:C —C:X — X’
nun eine Ahnlichkeit mit 0’ = 0 A 1’ = 1, und wegen |[1'—0/| = 1 = 1-|1—0| hat f~*oh den
Mafstab 1. Fiir X € C folgt dann | X'| = | X' —0| = | X -0 = | X| A | X' —1| = |X'-1| =
|X — 1], also X’ € {X, X} gemaB 7.. Gibe esnun U,V € C\Rmit U' =U A V' =V,
so erhielten wir (U = V) - (U -V) =|U-V]? =|U-V|? = (U -V)-(U - V), also
U-(V-V)=U-(V~-V)und damit U = U im Widerspruch zu U ¢ R. Mithin gilt
entweder f~' o h = id¢c oder f'oh(X) = X V X € C,also h = f €A oder
h(X)=A-X+B V X € C. Wegen der Determinantenbedingung in 3. und 6. ist keine
gleichsinnige Ahnlichkeit gegensinnig. O
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9. Satz. Ist A~ die Menge der gegensinnigen Ahnlichkeiten und A die Menge aller Ahnlich-

keiten von C, so gilt:
i) AUA =A A AnA=0.
(ii) A ist eine Untergruppe von Koll(C)(o).
(ili) g1, ist die Konjugation k von C.
(iv) Fir Ae C* N BeC gilt gap= fapor =ro f15.
)

(v) fEA Ng g e & = fog,gofe A Ngog € A

Beweis: (i) folgt aus 8. und (ii) aus 2.,4.,6. und 8.. Offenbar sind auch (iii) und (iv) giiltig,
und (iv) impliziert (v). O

10. Transitivititssatz fir gegensinnige 4hnlichkeiten. Sind R,S,U,V € C mit R # S
und U # V', so gibt es genau ein g € A~ mit g(R) =U N g(S)=V.

Beweis: Fiir A, B € C gilt: AR+B=U A AS+B=V < A= (U-V)/(R-5) € C" A
ANB=(VR-US)/(R—S) (vgl. d. Beweis von 5.). O

B. Orthogonalitit und Ahnlichkeiten in C

Nach 10.41 und 10.45 ist die Orthogonalitédt fiir Vektoren und Geraden von C bereits
erklért.

Neben der Darstellung mit Hilfe des Skalarproduktes stehen uns in C aber weitere Moglich-
keiten zur Verfiigung, denn wir erhalten

11. Satz. Fir X,Y € C gilt:

(i) XoV =L(X - Y+X.Y),

(i) XoX =|X]?=X X,

(i) X LY & X.Y eRi,

(iv) X LY & Y=0V X cRiY,
(v) X LiX A X 1L —iX,
(vi) X #Y = syy :=(mxyNC)eq,
(Vi) X #Y = sxy = 2(X+Y) +Ri(X-Y).

Ist X #Y, so wird sxy auch die Symmetrieachse oder die C-Mittelsenkrechte von
{X,Y} genannt.

Beweis: Ist X = x+iyund Y = u-+iv mit z,y, u,v € R, soist X-Y = (zu-+yv)+i(yu—2av),
d.h. es gilt (i) und (ii) und nach 8.27.d) auch (iii). Ist Y # 0, soist X - Y € Ri <
& X eRL =R—-L-Y =RiY. Mithin gelten auch (iv) und (v).

Y YY

Ist nun X # Y, so ist myy nach 10.19. eine Ebene des R® mit (X +Y) € myy NC A

AN X & mxy, und mit 10.33. folgt (vi). Fiir U € C fiithrt 10.19.(3) mit (iv) und (vi) auf
Uecsxy & U—LX+Y)€eRi(X-Y), dh es gilt (vii). O
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12. Corollar 1. Ist A € C und B € C*, so ist jede zu A+ RB orthogonale Gerade in der
Form C'+RiB mit C € C darstellbar. Insbesondere bilden die zu A+RB orthogonalen
Geraden stets ein Parallelbiischel.

Beweis: 11.(iv), 10.27.,9.19.b). D
13. Corollar 2. Es gilt R L Ri und R(1,m) L R(L,~1) ¥ meR".
Beweis: 11.(v) und 10.4.. O

Mit 11. erhalten wir nun

14. Satz Eine Kollineation o von C ist genau dann eine Ahnlichkeit, wenn sie orthogo-
nalitdtstreu ist, d.h. wenn sie die Bedingung

(*) gLh & alg) Lah) V gheG
erfiillt.

Beweis: a) Ist o orthogonalitétstreu und ist o wie in 9.30. gegeben, so ist

((0), (1)) L ((0), (7)) und ((0), a(1+47)) L ((1), (7)), also a(1)—a(0) L a(i)—a(0)
und (1 +4) — a(0) L a(i) — (1) und damit A L B A A+ B L B — A. Nach 11.(iv)
gibt es ein A € R mit B = AAi, und aus —Ao A+ BoB = (A+ B)o (B — A) =0 folgt

|A| = |B|, also |A\| = 1. Fiir A =1 ist @ € A", und fiir A = —1ist @ € A"
b) Sind A,B,R,S,U,V e Cmit A#0 AN R#S N U#V,soist (R,S) L (UV) &
i)

S-R1V-U"8"(S-R).-(V_U)ecRi & A-(S—R)-A-(V_U)eRi &

AS—AR 1L AV — AU & (AR+ B,AS+ B) 1L (AU + B, AV + B). Demnach ist jedes
f € A" orthogonalititstreu (vgl.3.), und analog ergibt sich dies fiir jedes g € A~. O

C. Die Gruppe der Bewegungen von C

15. DefinitionsgemiB ist jede Bewegung eine distanztreue Ahnlichkeit mit MaBstab 1
und nach 8. dann insbesondere eine Kollineation.

Eine Bewegung heifit gerade, wenn sie eine gleichsinnige Ahnlichkeit ist, sonst ungerade.
Die geraden Bewegungen sind geméfl 3. die Abbildungen des Typs
(i) fap:C—-C: X—-A-X+BmitAcE AN BeC

(vgl.8.25); sie haben sdmtlich die Determinante +1.
Die ungeraden Bewegungen sind gemafl 6. und 8. die Abbildungen des Typs

(i) |gap:C—C:X—A-X+Bmit AcE A BeC|

sie haben samtlich die Determinante —1.

Ist BT bzw. B~ die Menge der geraden bzw. ungeraden Bewegungen von C und bezeichnet
B die Menge aller Bewegungen von C, so folgt:

16. Satz. FEsist B =BT UB™ und B* NB~ = (.
BT ist Untergruppe von A (o), und B ist Untergruppe von A (o).
Die Menge 1c der Translationen von C ist eine Untergruppe von BT.

Beweis: 2.,4.,6.,9. und 9.21.. O
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17. Punktmengen L, M von C heiflen kongruent bzw. gleichsinnig kongruent bzw. ge-
gensinnig kongruent, wenn es ein « € B bzw. o € B* bzw. o € B~ gibt mit «(L) = M.
Entsprechend werden n—tupel (Ay,...,A,),(B1,...,B,) mit A;,;B; € C fir n > 2
kongruent bzw. gleichsinnig kongruent bzw. gegensinnig kongruent genannt, wenn
es ein a € B bzw. a € BT bzw. o € B~ gibt mit «(4;) = B; fir i =1,...,n.

Kongruenz und gleichsinnige Kongruenz besitzt die Grundeigenschaften einer Aquivalenz-
relation, da B und B* Gruppen sind.

Kongruenz ist die beste Beziehung, die zwischen verschiedenen Figuren bestehen kann,
denn sie bedeutet , Ubereinstimmung in allen Stiicken“. Deshalb wird Kongruenz auch
gern mit ,,Deckungsgleichheit® iibersetzt, da sich Bild und Urbild verzerrungsfrei aufein-

ander beziehen lassen.
D. Drehungen, Spiegelungen und Gleitspiegelungen

18. Es ist iiblich, Bewegungen anhand dessen zu unterscheiden, was ,,festgelassen“ wird.
Dazu definieren wir allgemein:

Ist o eine Kollineation von C oder von R?, so wird ein Punkt X als Fixpunkt von «
bezeichnet, wenn a(X) = X ist.

Entsprechend wird eine Gerade g eine Fixgerade von « genannt, wenn «(g) = g ist,
wenn also ¢ ,als Ganzes“ (nicht unbedingt elementweise) festbleibt.

Beispiel: R ist Fixgerade der Translation 7, : C — C : X — X + 1, aber 7y hat keinen
Fixpunkt.

Fiir jede Kollineation « gilt:

(i) Wenn ein Punkt Y der Schnittpunkt von zwei verschiedenen Fixgeraden g, h von « ist,
soist a(Y) € a(g) Na(h) =gnh={Y}, dh. dann ist ¥ ein Fixpunkt von a.

(ii)) Wenn « einen Fixpunkt X und eine Fixgerade g hat, dann ist auch (X||g) eine
Fixgerade von a wegen (X||g) = (a(X)|la(g)) = a(X]g).

Dariiberhinaus erhalten wir

19. Satz. Ist a eine Kollineation von C oder von R3, so gilt:
(i) Sind R, S zwei verschiedene Fizpunkte von a, so ist o(X) =X ¥V X € (R,S5).
(i1) Sind R, S, T nichtkollineare Fizpunkte von «, so ist a(X)=X V X € (R,S,T).

Beweis: 9.37., 9.38.(x), 10.57.(%). O

20. Wir legen fest:

(i) Eine Bewegung § heiit Drehung um den Punkt D, wenn D der einzige Fixpunkt
von 0 ist, oder wenn 0 = idc ist.

(ii) Eine Bewegung o heifit Spiegelung an der Geraden g, wenn g die Menge aller
Fixpunkte von o ist.

(iii) Eine Bewegung heifit Gleitspiegelung, wenn sie weder Translation noch Drehung
noch Spiegelung ist.
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Mit (i)—(iii) erhalten wir eine iibersichtliche Einteilung der Bewegungen, denn es gilt:

21. Satz. Sind C,D € C mit D # 0, so existiert zur Geraden g = C + RD genau eine
Spiegelung g mit der Fixpunktmenge g. FEs gilt:

alg) =aogoa! YacA.

Beweis: § sei durch (i) definiert. a) Wegen |D/D| = 1 ist § € B~ mit §(C + AD) =
C+AD V XA € R. Hitte g einen weiteren Fixpunkt, so wére g = idc € BT gemif 19.
Nach 5. und 10. ist g die einzige Ahnlichkeit mit g als Fixpunktmenge.

b) Aus (i) folgt g(g(X)) = X V X € C, also (ii), und (iii) gilt, da (|X — U] =
9(X) —g(U)[ =19(X) =U| V U€eg)aufgCsygx V X €C\gfihrt (vgl.1l.(vi)).

¢) Sind R, S € C mit R # S und ist g = spg, so gilt g = 3(R+ S) + Ri(R — 5) geméf

. . R—S (5_R+Sy ., R+S _ _R-S  R+S :
11.(vii), und mit g(R) = — =< (R— —2|— )+ —5 =——5+ —2|_ = S folgt (iv).
d) Es gilt g(g) = g. Da g orthogonalititstreu ist, ergibt sich g(U +RiD) = g(U) 4+ RiD =
U+RiD V U € g,also g(h) = hfir h € G mit h L g. Hitte § noch weitere Fixgeraden,
so hétte g nach 18.(i) auch weitere Fixpunkte. Damit ist (v) gezeigt.

—_—

e) Es seien U,V € g mit U # V. Da a(g) und a0 jo a~! nach 9.(v) Elemente von A~
sind, die «(U) und (V) festlassen, ist (vi) gemafl 10. giiltig. O

22. Corollar 1. Ist o € B~ und besitzt a (wenigstens) einen Fizpunkt, so ist o eine
Spiegelung.

Beweis: Es sei A € C mit o(A) = A. Wegen o € B~ gibt es ein B € C mit «(B) # B.

Hierbei ist |[B—A| = |a(B)—A|, also A € g := sp ). Mit 21.(iv) folgt §(B) = a(B),

und dann fiihrt §(A) = A = a(A) mit 10. auf g =a. O

23. Corollar 2. Jede gerade Bewegung ist entweder Drehung oder Translation.
Jede ungerade Bewegung ist entweder Spiegelung oder Gleitspiegelung.

Beweis: 3.,20.,22.. O

24. Corollar 3. Jede gerade Bewegung ist ein Produkt von zwei Spiegelungen,

jede ungerade ein Produkt von drei Spiegelungen.
Beweis: a) Ist § € B, so gibt es nach 21. ein g € G mit §(6(0)) = 0. Nun ist go d € B~
mit Fixpunkt 0, und nach 22. ist dann go d = h fiir ein h € G, also § = go h.

b) Ist & € B™, so ist kK o v € BT, also /{oaa:)dol;mit a,b € G und damit o = ko d o b.
O
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25. Satz. Sind g,h € G mit g||h, so ist §o h eine Translation.
Sind g,h € G und gibt es ein D € gN h, so ist go h eine Drehung um D.

Beweis: Ist a = C+RD und b= A+ RD mit A,C € C A D € C*, so ist &OI;(X):
A([%(Y_ZHA}_6)+02X_A+c+%(z_6> V X € C, also aob € Te.
Wenn es ein D € g N h gibt, istgoﬁ(D):D. O

Spiegelung Translation Drehung Gleitspiegelung

26. Satz. Ist a eine Gleitspiegelung, so gibt es genau eine Gerade g und genau eine
Translation T # idc mit

a=gorT=70g N T(9g)=9g N aoa=ToT|

Man nennt g die Achse und 7 den Schub wvon a.

Beweis: Es sei a(X) = AX +B V X € Cmit A€ Eund B € C. Dann ist a0 a(X) =
A(AX+B)+B=X+AB+B V X €C,alsoaoa =Tor fiir 7 := T(aB+B)/2- s folgt
7 Yoa(B/2) = A(B/2) + B — (AB + B)/2 = B/2, und nach 22. gibt es dann ein g € G
mit 77! o = g, also mit @« = 70 g und mit a o7 = g7! = g (vgl.7.10.(v)). Es folgt

-1 -1 ~ . ~ ~ ~ ~ —1 21(1}@) -
a=a to(aoa)=atoror = gor und damit Tog = gor, also g = Togor ="7(9)
und g = 7(g). Wegen 7 o7 = a o« ist 7 durch « festgelegt, damit aber auch g wegen
g =7 toa. Wire 7 = id¢, so wire « eine Spiegelung. O

27. Die folgende Tabelle liefert einen Uberblick iiber verschiedene Kollineationen der An-
schauungsebene (von denen einige noch zu definieren sind):

Kollineationen von C Stauchungen

Scherungen

gleichsinnige Ahnlichkeiten gegensinnige Ahnlichkeiten
zentrische Streckungen

gerade Bewegungen ungerade Bewegungen
Translationen Spiegelungen

Drehungen Gleitspiegelungen
Punktspiegelungen
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E. Der Dreispiegelungssatz

Viele elementargeometrische Sétze lassen sich sehr elegant mit Hilfe von Spiegelungen
beweisen (vgl. F. BACHMANN, ,Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff,
Berlin 1973).

Um eine der zentralen Aussagen aus diesem Bereich zu formulieren, setzen wir fest:

28. Wir sagen, Geraden von C liegen im Biischel, wenn sie
einen gemeinsamten Punkt besitzen, oder wenn sie paarweise
parallel sind.

Mit dieser Redeweise folgt

29. Dreispiegelungssatz. Fir g,h,k € G gilt:

(i) Liegen g, h,k im Biischel, so ist o hok eine Spiegelung.

(i) Ist johok = m mitm € G, so ist johok = kohog, und g, h,k,m liegen im

Biischel

Beweis: a) Gibt es ein D € gNhNk, so ist §o hok nach 22. wegen goho k(D) = D eine
Spiegelung.
b) Ist g||h||k, so sind 7 := Goh und o := hok nach 25. Translationen, und fiir X € k und
Y :=7(X) folgt johok(X) =Y sowie johok(Y)=gooor(X) L0 goToo(X)=
Gogohoho l%(X) X. Demnach vertauscht § o h o k die Punkte X,Y und hat deren
Mitte £(X+Y) gemé#f 9.38 als Fixpunkt. Nach 22. ist g o h o k dann eine Spiegelung.
c¢) Aus a) und b) folgt (i).
d) Es seigoﬁol;; = m vorausgesetzt. Dann gilt l;:oﬁog =m ' =m= goﬁol;: sowie
Goh=mok A gom = hok.Ist nun gNh = {D} mit D € C, so ist D der einzige
Fixpunkt von §o h = m o k, und mit 25. folgt D € g N h Nk Nm, also (ii).

Analog ergibt sich (ii) im Falle m }f g V h }f k, und andernfalls gilt g||h||k|jm. O

71

Bemerkung. Im Teil b) des Beweises von 29. kann man auch dadurch zum Ziel gelangen,
dal man sich g, h,k in der Form g = A+RD, h=B+RD, k= C+RD mit A,B,C € C
und D € C* vorgegeben denkt und fiir m := (A — B+ C) + RD die Identitit g o h(C)
1 o k(C) bestiitigt, denn mit 9.21.(v) und 25. fiihrt dies auf jo h = o k.

30. Corollar 1. Geraden g,h,k von C liegen genau dann im Biischel, wenn g o hotk
eine Spiegelung ist.

Beweis: 29.. DO \
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31. Corollar 2. Liegen g,h,k € G wm Biischel, so gibt es genau eine Gerade m
mit go h = m ok und genau eine Gerade n mit go h = kon, und die Geraden
g, h,k,m,n liegen im Biischel.

Bewers: Nach 21. und 29. sind m und n durch m = go hokund i =ko go h festgelegt
und liegen mit g, h, k im Biischel. O

Zum Beweis des nachfolgenden Corollars 3 benotigen wir
32. Lemma. Zu g, h € G ezistiert stets ein s € G mit 5(g) = h.

Beweis: Es sei g # h, denn sonst kann man s := ¢ wahlen. a) Ist g }f h, so gibt es
A BeC'und D € Cmit g=D+RAund h = D+ RB, und dann sei X := D + A sowie
Y =D+ B-|A|/|B|. Es folgt X € gund Y € h mit | X — D| = |A| =|Y — D], also mit
D € s := sxy, und wegen §(X) 2Ly ist dann 5(g) = h. b) Ist gNh = 0, so gibt es ein
ke Gmit klg A kLlh,und fir {X}:=knNng A {Y}:=kNh A s:=sxy ergibt sich
SX)VEY ASk) =k A S(g)=h O

Damit folgt

33. Corollar 3. Sind g, h,k,m € G mit Goh =mok, so gibt es eine gerade Bewegung &
mit §(g) =m A d(h) = k.

— ~

sowie 0(h) £ §ohodt =

Beweis: GemaB 32. sei s € G mit §(g) = m. Nach 21. ist §0 go § = 5(g) = m, und fur
=m 50 o
:§orho/~co§o§2:9'/~coﬁ10§o§o§:/;;O'rhoﬁl:/;:,also§(h): . O

d := §o g erhalten wir dann 6(g) = §(g)

Mit 21.-25. und 29.-33. haben wir einige grundlegende Aussagen iiber Spiegelungen vor
Augen. Als eine besonders wichtige Aussage iiber Drehungen notieren wir nun

34. Satz. Fir jedes D € C bilden die Drehungen um D eine abelsche Gruppe Dreh (D)(o).
Es ist Dreh (D) = {fap-ap | A€E} mit| fap-ap(X)=A-(X-D)+D V XeC|,
und ¢ : E(-) — Dreh(D)(o) : A — fap-ap ist ein Gruppenisomorphismus.

Der Punkt A von E wird auch der Drehwert von fa p_ap genannt.

Beweis: Nach 3. und 15. besteht Dreh (D) genau aus den angegebenen Abbildungen
fA,D—AD mit A € E, d.h. @ ist surjektiv. Sind Al,AQ € E mit fA1,D—A1D = fAQ,D—A2D7 SO
ist Ay +D = fa, p-a,p(1+D) = fa, p—a,0(1+D) = As+D, also A; = Ay, und mithin ist

. 4.
¢ injektiv. Wegen ©(Ay) 0 p(A2) = fa,,0-4,D © fay,0-4,0 = faya0,0-2,5.0 = (A1 - Ag)
ist ¢ dann ein Isomorphismus, und mit 7.8. folgt die Behauptung. O

35. Zum Drehwert 1 gehort in 34. die sog. 0°~Drehung um D, also id¢. Die Drehung
um D mit dem Drehwert ¢ bzw. —i bzw. —1 wird 90°~-Drehung bzw. —90°~Drehung
bzw. 180°~Drehung um D genannt, denn nach 9.38. und 11.(v) wird jede Gerade durch
eine 90°~Drehung und ebenso durch eine —90°-Drehung auf eine dazu senkrechte Gerade

abgebildet, wahrend die 180°-Drehung D:C—C:X— —X+2D| fir DeC wegen

D(D+Y) = D-Y V YeC alle Geraden durch D festlédfit und deshalb jede Gerade auf
eine dazu parallele Gerade abbildet.
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Die gerade Bewegung D ist zugleich Drehung mit dem Drehwert —1 und zentrische
Streckung mit dem Streckungsfaktor —1 (vgl. 9.24.), und wegen

(i)|DoD=id¢ A D= D"

wird D fiir D € C auch die Punktspiegelung an D genannt.

Nach 3. ist D der einzige Fixpunkt von D, und deshalb sind die Geraden durch D geméif
18.(i) auch die sdmtlichen Fixgeraden von D.

Wir setzen C:={X | X € C}. Fiir 4, B,C € C erhalten wir dann

oBoC (A—B+C)~:éoéo[1,

i) A
(ili) Ao B =mp A Ta=(A/2)~0
(iv) AoB=BoA & A=B,
(v) (CUT¢)(o) ist eine Gruppe.

Zum Beweis vgl. man die Ubungen.

36. Ist ¢ € Koll (C), so wird ¢ involutorisch genannt, wenn ¢ = ¢! # idc ist, wenn
also p o p =id¢ # ¢ gilt.

Wir wissen bereits, dafl die Spiegelungen und die Punktspiegelungen involutorische Kolli-
neationen sind.

Um festzustellen, ob es noch weitere involutorische Ahnlichkeiten gibt, bemerken wir
zunéchst folgendes:

Ist ¢ € Koll (C) involutorisch, so ist o({X,o(X)}) = {p(X),X} VX € C, und die
Mittentreue von ¢ (vgl. 9.38., 10.19.) impliziert dann ¢ (3(X + ¢(X))) = (X + ¢(X))
V X € C, d.h. bei einer involutorischen Kollineation ist die Mitte zwischen Bild und Urbild
stets ein Fizpunkt!

Ist Y € Cmit Y # (YY), so folgt aulerdem, da8 (Y, ¢(Y)) eine Fixgerde von ¢ ist, wenn
¢ involutorisch ist.

Damit erhalten wir

37. Satz. Die Punktspiegelungen sind die gleichsinnigen involutorischen Ahnlichkeiten

von C, und die Spiegelungen (an Geraden) sind die gegensinnigen involutorischen
Ahnlichkeiten von C.

Beweis: Ist ¢ eine involutorische Ahnlichkeit, so hat ¢ nach 2. einen Mafstab p mit % = 1,
denn es ist ¢ o ¢ = idc. Wegen p € R bedeutet dies p = 1, d.h. ¢ ist eine Bewegung.
Nach 36. hat ¢ (wenigstens) einen Fixpunkt, d.h. im Falle ¢ € B~ ist ¢ geméaf 22. eine
Spiegelung, und im Falle ¢ € B* hat ¢ gemifl 3. genau einen Fixpunkt D. Im letzteren
Fall fiihrt 36. auf 2(X + (X)) =D V X € C. d.h. esist p = D. O

38. Corollar. Sind g,h € G mit g # h, so sind dquivalent:
(i) go h ist eine Punktspiegelung.
(i) Goh=hoj.

(iii) g.Lh.
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Qe
—~
>=
S~—
I
>
Nyl
=
I

Beweis: Nach 37. ist (i) < (ii). Ferner ist (i) < gohoj=h &
h & (i), O

F. Scherungen und Stauchungen

39. Eine Kollineation ¢ von C heifit axial, wenn ihre Fixpunktmenge eine Gerade a,, ist.
Hierbei wird a,, auch die Achse von ¢ genannt, und ¢ wird als axiale Kollineation iiber
a, bezeichnet.

Wir zeigen zunéchst

40. Satz. Ist g € G und sind A,B € C\g mit A # B, so existiert genau eine axiale
Kollineation ¢ mit a, = g als Achse und mit p(A) = B. Die Fizgeraden von ¢ sind
g und die zu (A, B) parallelen Geraden.

/}WV
A
/
/
< s X

I’ 7

4 g= 4y

U \%
Y
Scherung Stauchung

Beweis: Es seien U,V € g mit U # V. Nach 9.37. gibt es genau ein ¢ € Koll (C) mit
eU)=U N ¢(V) =V A ¢(A) = B, und nach 19. ist ¢ dann die Fixpunktmenge a,,
von .

Fiir jedes X € C\g ist (X, (X)) eine Fixgerade von ¢, denn im Falle (X, ¢(X))||g ist
p(X) € o({(X, o(X)))lle(g) = g, also p((X, p(X))) = (X, (X)) gemiB 9.17.(iv), und
wenn es ein R € (X, p(X)) Ng gibt, dann ist o((X, p(X))) = p((R, X)) = (R, ¢(X)
(X, (X))

Ist Y € g\(4,B) und ist X € (A4,Y)\{Y}, so fiihrt die Teilverhéltnistreue von ¢ (vgl.
9.38.) mit 9.26 auf (X, (X)) || (A, B). Dies impliziert, dafl alle zu (A, B) parallelen Ge-
raden von ¢ festgelassen werden, und nach 18.(i) kann es dann keine weiteren Fixgeraden
geben. 0O

41. Eine axiale Kollineation ¢ mit der Achse a,, heiit Scherung, falls die Fixgeraden von
¢ zu a, parallel sind, sonst Stauchung.

(Hinweis: Bei einer Stauchung werden die Punkte - je nach Art der Abbildung - zur Achse
hin , gestaucht“ oder aber von der Achse weg ,gestreckt“. Deshalb ist der Name nur
teilweise anschaulich zutreffend.)

Bei Stauchungen kénnen wir unterscheiden zwischen Orthostauchungen, bei denen die
zu a, senkrechten Geraden Fixgeraden von ¢ sind, und den iibrigen Stauchungen, die wir
auch als Schrigstauchungen bezeichnen. Uber diese Vereinbarungen hinaus wird auch
id¢ als Scherung, als Stauchung und als Orthostauchung mit g als Achse Vg € G
bezeichnet.
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Eine axiale Kollineation ¢ wird Schréigspiegelung genannt, wenn sie involutorisch
und keine gewo6hnliche Spiegelung ist.
h=ph) X o(Y)
/ / / / / Da die Mitte zwischen Bild und Urbild bei ei-
- ner Schrigspiegelung nach 36. stets ein Punkt
* von a, ist, ist jede Schrigspiegelung eine spezielle
/ @ (X/ / / Y/ Schrigstauchung, nach 37. aber keine Ahnlichkeit.
42. Die axialen Kollineationen mit der speziell gewahlten Achse R lassen sich algebraisch
leicht darstellen:

(i) Die Scherungen tiber R sind die Abbildungen des Typs
a:C—-Cizx4+iy—ax+(a+i)-y| mit a€eR; _:/—/
sie haben sémtlich die Determinante det o = det(1,a + i) = 1.

(ii) Die Orthostauchungen iiber R sind die Abbildungen des Typs

B:C—-C:x+iy—ax+(b-i)-y| mit beR B_j:L

hierbei ist det 3 = b.
(iii) Die Schrigstauchungen iiber R sind die Abbildungen des Typs

v:C—C:x+iy—x+ (a+1ib)-y E__’ﬂ
mit a € R* A b e R\{0,1}; hierbei ist dety = b.
(iv) Die Schriagspiegelungen iiber R sind die Abbildungen des Typs ﬂ_'

0:C—-C:z+iy—ax+(a—i)-y| mit aeR s

sie haben sdmtlich die Determinante det o = det(1,a — i) = —1.

Wie man sieht, ist hier jede Schréigstauchung ein Produkt aus einer Scherung und einer
Orthostauchung; dieser Zusammenhang gilt fiir jede Achse.

1

Wenn ¢ und a Kollineationen sind und wenn ¢ durch oo ¢ o a™ ersetzt wird, so sagt

man, ¢ wird mit a transformiert. Hierzu zeigen wir

43. Satz. Sind p,« Elemente von Koll (C) oder von Koll (R*) und ist F ein Punkt,
eine Gerade oder eine Ebene, so gilt:

p(F)=F & (acpoa)(a(F)) =a(F))|

d.h. F ist genau dann Fizelement von ¢, wenn o(F) Fizelement von aopoa™" ist.

Beweis: Es ist (o gpoa ™) (a(F)) = alp(F)) und (p(F) =F < a(p(F))=a(F)). O

44. Corollar. Fir ¢,a € Koll (C) gilt:

(1) ¢ ist genau dann azvial mit der Achse a,, wenn aopoa™
i8t.

U azial mit der Achse a(ay,)

1

(it) @ ist genau dann eine Scherung tiber a,, wenn aopoa™" eine Scherung tber o(a.,)

18t.
(111) Jede Scherung hat die Determinante +1.
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Beweis: (i) und (ii) folgen direkt aus 43. und aus der Parallelitétstreue von a.

(iii): ¢ sei eine Scherung mit der Achse a,, und es seien U,V € a, mit U # V. Nach 5.
gibt es ein o € & mit a(U) =0 A a(V) = |V = U|. Wegen |a(V) — a(U)| = |V = U| ist
a € BY, und nach (ii) ist a0 p o a™! eine Scherung iiber R. Mit 42.(i), 9.35. und 15. folgt
l=det(aogpoa)=deta-detp -deta™ =detp. O

Die Sonderrolle der Scherungen und Orthostauchungen wird hervorgehoben durch

45. Satz. Jede Kollineation von C laft sich darstellen als Produkt aus einer gleichsinnigen
Ahnlichkeit, einer Orthostauchung iber R und einer Scherung tber R.

Beweis: Es sei ¢ € Koll (C). Nach 5. gibt es ein f € A" mit f(0) = p(0) A f(1) = (1),
also mit f~1op(0) =0 A flop(l) =1. Wir setzen f~' o p(i) =@ a+ib mit a € R
und b € R*. Fiir die Scherung o : C — C : x +iy — x + (a + )y und die Orthostauchung
B:C— C:x+iy — x+biy ergibt sich foa(0) =0 A foa(l)=1 A foa(i) = a+ib.
Nach 9.37. bedeutet dies foa = flop, also foBoa=¢p. O

Ergénzend notieren wir

46. Satz. Jede Ahnlichkeit von C ist darstellbar als Produkt aus einer Bewegung und
einer zentrischen Streckung.

Beweis: Ist A € C* und B € C, so ist
fap(X) = A-X+B = (A/|A]) - (|A] - X)+B = fajja.8 © 00)4/(X) und
gA,B(X) =A-X+B= (A/|AD . <|A| 'X)—i-B = gA/|A|,B 0007‘A|(X) V XeC. O

G. Das Determinantenmafl

Zur Flachenmessung gibt es umfangreiche und schwierige Untersuchungen, die wir im Rah-
men dieser Vorlesung kaum bringen konnen. Das mag iiberraschen, da wir doch intuitiv
eine recht deutliche Vorstellung von dem haben, was ,,Flache“ bedeutet.

Um mit wenig Aufwand weitrechende Ergebnisse zu erhalten, wihlen wir den folgenden
Ansatz:

47. Ist A := (A4, ..., A,) ein n-tupel von Punkten der Anschauungsebene C mit n > 2,
so wird die reelle Zahl

Det A := $(det (A1, Ay) + det (Az, A3) + -+ - + det (A1, A,) + det (4,, Ay))
das Determinantenmaf} von A genannt. Ferner wird

Rd(A) = [Al, AQ] U [AQ, Ag] U---u [An—b An] U [A'm Al]

als der Rand von A bezeichnet.

Als erste Haupteigenschaft beweisen wir

48. Zerlegungssatz. Ist A := (Ay,...,A,) € C" mit n > 2 und
ist B = (A,, Ay, ..., Ag) sowie C:= (As, ..., An, A, AL) AP A
mit r,s€{1,...,n} und r<s, so ist "DetA =DetB —I—DetC‘.

n=9,r=3,s=8

(Zur Verdeutlichung werden in Figuren stets die Rander mit eingezeichnet.)
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Beweis: Wegen det(X,Y) = —det(Y, X) V X,V € Cist DetA = L[det(A,, Ary1) + -+ +
+ det(Ay_1, Ay) +det(As, Ay)] + 5 [det(Ay, Agpr) +- - - +det(Ay, Ay) +- - - +det(A,_q, A,) +
+det(A,, As)] = DetB + DetC. O

49. In 48. wird (B, C) eine echte Zerlegung von A in die Teile B, C genannt, wenn
BecCO ACeC"mit3<j<n—1A 3<k<n-—1ist, wenn also B und C weniger
Ecken als A haben.

Im Falle n > 4 sind echte Zerlegungen von A offenbar moglich; man kann z.B.
B = (A3, A4;3,...,A4,) und C = (4,,A;,Ay) oder auch B := (A, A, A3) und
C .= (Ag, c. 7An7Al) wahlen.

A A,

Die bei einer echten Zerlegung erhaltenen Teile kénnen, soweit sie wenigstens 4 FEcken
haben, abermals echt zerlegt werden. Indem man diesen Zerlegungsprozess so weit wie
moglich weiterfithrt — z.B., indem man bei jedem einzelnen Zerlegungsprozess ein Tripel
abspaltet, so dal das Restteil dann eine Ecke weniger hat — | gelangt man zu einer
Zerlegung von A in lauter Tripel Ay, ..., A, die jeweils aus drei der Ecken Aq,... A,
von A gebildet sind; hierbei ist ¢t = n — 2, wenn n > 3 und A € C" ist. Man bezeichnet
(Aq,...,Ay) firt =n—2>1 als eine Trlangullerung von A € (C”

Beispiel:

Aq

o

)
a) Ay = (A3,A47A5)> Ay = <A5>A6>A3)> Az = (As, Az, A3), A4 = (A, A1, Az),
b) All = <A47A57A6)7 AIZ = (A67A37A4>7 Ag = (A67A27A3) (A67A17A2)7
C) A,ll - <A27A37A4)7 A/2/ = (A57A67A2)7 Ag - (A27A47A5) AZ - (AﬁaAlaAQ)‘

Fiir n > 4 hat A stets mehrere mogliche Triangulierungen, aber ganz gleich, wie diese
gewahlt werden, nach Satz 48 gilt:

50. Triangulierungssatz. Ist A € C" mit n > 3 und ist Ay, ..., A, o eine Triangulie-
rung von A, so ist |Det A = Det Ay + Det Ay + -+ + Det A,,_o|.

Weiter zeigen wir
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51. Satz. Fiir (A, B,C) € C3 gilt:
(i) Det(A,B,C) = 5 - det(B—A,C—A).
(ii) Det(A,B,C) =0 < A, B,C sind kollinear.

Beweis: (i) Nach 9.12. ist 1 - det(B—A,C—A) =
+det(A, A)) = 1 - (det(B,C) + det(A, B) + det(C
(i) folgt aus (i) und 9.12.(8). O

N[ =

- (det(B, C)— det(B, A)— det(A, C)+
A)) =Det(A, B,C).

52. Satz. Fir (A, ..., A,) € C" mit n > 2 gilt:

(i) Esist Det(Aq,...,An) =Det(A,, ..., Apn, A1, .. A1) Vre{2,...,n},
d.h. eine ,zyklische® Vertauschung der Ecken lafit das Determinantenmaf$ unver-
andert. Dagegen dndert sich bei einer ,antizyklischen® Vertauschung das Vorzei-
chen, denn es gilt

(11) Es ist Det(An, An—la ce ,A27 Al) = —Det(Al, PN 7An)
Beweis: (i) folgt direkt aus 47., und (ii) ergibt sich aus 47. in Verbindung mit 9.12.(3).
O
Ist A =(Ay,...,A,) € C"mit n > 2 und ist ¢ € Koll(C), so sei
P(A) = (p(A1), -, 9(An)),

Damit ergibt sich als weitere Haupteigenschaft des Determinantenmafles:

53. Satz. Ist v eine Kollineation von C und ist A € C" mit n > 2, so ist
Det p(A) =det p - Det A |.

Beweis: Nach 50. ist es hinreichend, den Satz fiir A = (A4, B,C) € C? zu beweisen:

a) Ist 7 die Translation C — C: X — X + U mit U € C, so ist

Det 7(A) Z 5 - det(7(B)—7(A),7(C)—7(A)) = 5 - det(B—A,C—A) L Det(A, B, C).

b) Ist a € GL(C), so fithrt 51.(ii) auf Det a(A) = 0 = DetA, falls A, B, C kollinear sind.
Ist dies nicht der Fall, so gibt es nach 9.37. ein 5 € GL(C) mit (1) = B—A A (i) = C—A,
und dann fithren 51. und 9.35. auf Det a(A) = 1 - det(a(B) — a(A),a(C) — a(A)) =
2 det(ao B(1), 0 B(i)) = & - det(wo ) = 5 - deta- det B = det v - 5 det(5(1), 3(2)) =
deta - L det(B — A,C — A) = det o - DetA.

c) Aus a), b) und 9.33. folgt die Behauptung. O
54. Corollar 1. Das Determinantenmaf bleibt unverdndert bei Anwendung

einer geraden Bewegung oder einer Scherung.
Es andert lediglich sein Vorzeichen bei Anwendung einer ungeraden Bewegunyg.

Beweis: 53., 15., 44.(iii). O

55. Corollar 2. Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm von C und ist E der Fuflpunkt
des Lotes von C auf (A, B), so gilt fir a:=|A— B
— ¢ und h :=|C — E|:
I

e & (i) Es ist |Det (A, B,C,D)| =a- h.
I
A a B E (it) Es ist |Det (A, B,C)| = 3a- h.
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Beweis: Nach Anwendung einer Bewegung diirfen wir geméf 54. 0.B.d.A. von A = 0,
B=a,D =d+hiund C = a+d+h-imit d € R ausgehen. Da die Dreiecke (A, B, C') und
(C, D, A) vermittels der Punktspiegelung an 3 (A+C') kongruent sind, folgt mit 50., 51. und
54.: |Det(A, B,C,D)| =2 |Det(A, B,C)| = |det(B—A,C—A)| = | det(a,d+hi)| = a - h.
O

H. Flachenmessung und Orientierung

56. a) Ist (A, B, C, D) ein Rechteck, also ein Parallelogramm mit (A, B) L(B, C), so ist es
aufgrund unserer intuitiven Vorstellungen vom Flachenbegriff naheliegend, die Fléche von
(A, B,C, D), die wir anschaulich als das vom Rand umschlossene Gebiet deuten, durch
die Zahl |A — B| - |B — C| zu messen (Figur (i)). Dies wird in Schulbiichern in der Regel
ausfiihrlich motiviert, und wir werden diesen Ansatz sinnvollerweise iibernehmen.

D C C C D C
- -

pz | | s |

To/ h h Ih - Ih

y l | _ < I

Ej ! 1

A a B A a B A a B E A a B E
(i) (ii) (iii) (iv)

b) Da sich das Rechteck (A, B,C, D) vermittels der Punktspiegelung an M:=1(A+C)
in die kongruenten rechtwinkligen Dreiecke (A, B,C) und (C, D, A) zerlegen 148t, ordnet
man dem rechtwinkligen Dreieck (A, B, C) den Flichenwert ;a - h mit a := |A—B| und
h = |B—C| zu (Figur (i)). Da sich der Flachenwert fiir ein beliebiges Dreieck aus Sum-
me oder Differenz der Flachenwerte zweier rechtwinkliger Dreiecke ermitteln 148t (Figur
(i), (iii)) und da sich ein Parallelogramm aus zwei gleichsinnig kongruenten Dreiecken
zusammensetzen 148t (Figur (iv)), betrachtet man die Zahl ., Grundseite mal Hohe* fiir

Parallelogramme und ,, %Grundseite mal Hohe fiir Dreiecke als Mafl fiir die Grofle der
Fléche.

c¢) Aus b) erkennen wir mit 55., dafl der Absolutbetrag des Determinantenmafses fiir Drei-
ecke und fiir Parallelogramme genau das zugehorige Flachenmafs liefert.

Deshalb legen wir nun mit Blick auf den Triangulierungssatz 50. fest:

57. Ist A € C" mit n > 3 und ist (Ay,...,A,_») eine Triangulierung von A, so wird
(Ay,...,A,_9) schlicht genannt, wenn entweder

() ’DetAkZOfﬁrk:L...,n—Q‘ oder  (B) ’DetAk§0fﬁrk:1,...,n—2

gilt, wenn also die Determinantenmafle keine unterschiedlichen Vorzeichen aufweisen.

Ferner wird A genau dann als orientiert bezeichnet, wenn A wenigstens eine schlichte
Triangulierung besitzt.

Wenn A orientiert ist, dann wird | F'(A) := |DetA| | das Flichenmaf3 von A genannt.

Anschaulich stellt man sich hierbei vor, dal F'(A) die Grofle des von Rd(A) ,,umschlosse-
nen Gebietes“ mifit, welches durch die Dreiecke einer schlichten Triangulierung festgelegt
ist. Dabei deutet man die Punktmenge [R,S,T] := Ux¢(s1 [/, X] als die Fléche eines
einzelnen zugehorigen Tripels (R, S, T).
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Ist A orientiert, so heifit A positiv orientiert im Falle Det A > 0 und negativ orien-
tiert im Falle Det A < 0.
Als wichtiges Ergebnis notieren wir
58. Hauptsatz der Flichenmessung.
Ist A € C" mut n > 3 und ist A orientiert, so gilt:
(i) Es ist | F(A) = F(A1) + F(Ay) + -+ -+ F(A,_9)
fiir jede schlichte Triangulierung (Aq, ..., A,_2) von A.
(11) Ist (B, C) eine Zerlegung von A mit DetB - DetC > 0 und sind B, C orientiert,
soist| F(A) = F(B) + F(C) |.
(11i) Ist ¢ eine Kollineation von C, so ist F(p(A)) = |det¢|- F(A).

Bewers: 48., 50., 53., 57.. O

59. Nach 58.(iii) ist die Determinante einer Kollineation ¢ vom Betrag her genau der
Flachenverzerrungsfaktor fiir Figuren bei Anwendung von ¢.

Insbesondere bedeutet dies, dal jede Bewegung und jede Scherung flichentreu ist.

Nachdem wir mit Hilfe des Determinantenmajfes wichtige Aussagen zur Flichenmessung
gewonnen haben, wenden wir uns nun der iiberraschenden Tatsache zu, dafl dieses Maf§
— aufgrund seines Vorzeichens — auch einiges iiber Orientierung aussagt.

Dazu zeigen wir zunéchst

60. Satz iiber Orientierung. FEs gilt:
(i) Kollineationen mit positiver Determinante erhalten die Orientierung, und
Kollineationen mit negativer Determinante kehren die Orientierung um.
(i) Die Dreiecke (0, B,C) mit B € R’ und Im(C) > 0 sind positiv orientiert.
(iii) Die Dreiecke (0, B,C) mit B € R und Im(C) < 0 sind negativ orientiert.
(iv) Jedes geordnete Dreieck und jedes Parallelogramm ist orientiert.
(v) Ein Parallelogramm (E, F, G, H) ist genau dann positiv orientiert,
wenn dies fir (E, F,G) zutrifft.
B B'

Cl

= 1B . fir

2

B,c,d € R gelten (ii) und (iii).

Ist (F, F,G, H) ein Parallelogramm, so ist ((E, F,G), (G, H, E)) eine Triangulierung aus
gleichsinnig kongruenten Dreiecken (vermittels der Punktspiegelung an %(E +@G)). Damit
folgen die verbleibenden Aussagen. O
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61. Ist ein geordnetes Dreieck (A, B,C) positiv orientiert, so wird sein Rand geméifl
A—B— C'—A anschaulich ,gegen den Uhrzeigersinn“ durchlaufen. Dagegen entspricht
eine negative Orientierung anschaulich einer Randdurchlaufung ,,sm Uhrzeigersinn.*

Ergénzend zeigen wir

62. Satz. Geordnete Dreiecke (A, B,C), (B, A, D) sind genau dann gleichorientiert, wenn

A, B)N|C, D St
(4, B)NIC, D[ 0 is Beweis: Nach Anwendung einer gleichsinnigen Bewegung

diirfen wir gemé 54. 0.B.d.A. von A = 0 und B € R}
ausgehen. Nach 60. und 52.(ii) sind (A, B,C) und (B, A, D)
genau dann gleichorientiert, wenn 0 €]Im C,Im D] ist. Set-

zen wir noch {E} := (C' + R) N (D + Ri), so erhalten wir
9,26.

D 0€]ImC, Im D[ < RNE, D[#0 *& (A, B)n|C,D[£0. O

63. Unter Beachtung von 62. erértern wir nun einige Beispiele:

a) Ist A € C" mit n > 3 gegeben und ist jede Triangulierung von A schlicht, so bedeutet
dies anschaulich geméafl 62., dal A keine ,einspringenden” Ecken hat:
Ag A

b) Wenn ein Viereck eine ,einspringende“ Ecke hat, aber nicht ,iiberschlagen® ist, dann
besitzt es nach 62. genau eine schlichte Triangulierung;:

((A,B,(C),(C,D, A))
ist keine schlichte
Triangulierung

(B,C,D),(D,A,B))
ist eine schlichte
Triangulierung

¢) ,, Uberschlagene Vierecke® sind Vierecke vom Typ (A, B,C, D) mit [A, B] N [C, D] # 0
oder mit [B,C] N [D, A] # 0:

A D A

Weder ((A, B,C), (C, D, A)) noch ((B,C, D), (D, A, B)) sind hier schlicht. Deshalb besitzt
das iiberschlagene Viereck (A, B, C, D) iiberhaupt keine schlichte Triangulierung und hat
somit keine Orientierung und kein Flichenmafs.

Wenn z.B. (A, D, B,C) ein Rechteck ist, dann ist Det(A, B,C, D) £ Det(A, B,C) +

Det(C,D,A) =0,da (A, B,C) und (C, D, A) — vermittels der Spiegelung an der Geraden
(:(A+C), 3(B+D)) — gegensinnig kongruent sind.
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I. Winkel zwischen Geraden

Die Behandlung des Winkelbegriffes im Mathematikunterricht ist komplizierter, als gemein-
hin angenommen wird.

Man betrachtet nichtorientierte und orientierte Winkel zwischen Strahlen, aber auch Win-
kel zwischen Geraden, und aus der Physik kennt man die Torsionswinkel.

Jeder Winkeltyp wird anders gemessen, und deshalb ist es sinnvoll, deutlich zwischen
diesen Typen zu unterscheiden.

Die nichtorientierten und orientierten Winkel zwischen Strahlen werden wir im Rahmen
der Analysis behandeln, und deshalb wollen wir hier jetzt nur Winkel zwischen Geraden
betrachten:

64. a) Sind g,h € G, so wird das (geordnete) Paar (g,h) als Geradenwinkel oder
G—Winkel mit g als erstem Schenkel und & als zweitem Schenkel bezeichnet. Wenn
ein Punkt A € g N h existiert, dann wird A auch ein Scheitel von (g, h) genannt.

Der G-Winkel (g, h) heifit Nullwinkel im Falle g||h und rechter Winkel im Falle g_Lh.

b) In Figuren werden G-Winkel stets durch einen gebogenen Pfeil markiert, der gegen
den Uhrzeigersinn (!) vom ersten zum zweiten Schenkel verlduft, denn hier spielt die
Reihenfolge der Schenkel eine wesentliche Rolle.

Mit Blick auf 61. bedeutet ,, gegen den Uhrzeigersinn®:
Sind g,h € G mit gNh = {A} und soll B € g\{A} den Anfangspunkt des Pfeiles bilden,

so muBl C' € h\{A} derart gewdhlt werden, dafl (A, B, C) positiv orientiert ist; der gebo-
gene Pfeil ist dann von B nach C' mit der Spitze bei C' zu zeichnen.

c) Es erweist sich als niitzlich, deutlich zwischen der geometrischen Figur ,G—Winkel“
und dem zugehorigen Winkelmafl zu unterscheiden, das erst noch zu definieren ist. Solan-
ge die Sprechweise dadurch nicht zu schwerféllig wird, werden wir diese Unterscheidung
beachten.

65. Als erstes legen wir fest, wie G-Winkel miteinander verglichen werden sollen:

Zwei G-Winkel (g, h), (m, n) heifien gleichgrof3 oder konform, in Zeichen: (g, h) £ (m, n),
wenn (g||lh A mln) gilt, oder wenn sie gleichsinnig kongruent sind, d.h. wenn es eine
gerade (!) Bewegung a mit m = a(g) A n = «(h) gibt.

In Bezug auf die damit erklarte ,, Winkelvergleichung“ beweisen wir nun eine Grundeigen-
schaft von G-Winkeln:
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66. Satz. Sind Geraden |g= A+ RB| und|h=C+RD|mit A,C € C und B,D € C*

k= R% =R BD | die einzige Gerade durch 0 mit |(g,h) 2 (R, k).

gegeben, so ist

Beweis: a) Es sei g||h. Dann ist R die einzige Gerade durch 0, die zu R parallel ist, und
es ist g|[h & RB=RD < D/BcR* & BD € R*.

b) EsseigNh ={FE}. Dannist o : C - C: X — (X — E) - |B|/B eine gerade Bewegung
mit a(E) =0, a(E+ B) = |B| € R%, o(E + D) = D - |B|/B € R*(D/B) = R*BD, d.h.
es ist a(g) =R, a(h) = k und damit (g,h) 2 (R, k).

Ist auBerdem auch m € G mit 0 € m und ist § € BT mit f(g) =R A [(h) = m, so ist
v:=pBoa ! € B" mit y(R) =R A (k) = m, und wegen R} k ist {v(0)} =~v(RNk) =
RN m = {0}. Es folgt y(1) € {1,—1}, also v = idc oder v = 0 (vgl. 35.) und damit
k=~(k)=m. O

67. Je nachdem, wie die Gerade k in 66. relativ zu R | liegt®, ist sie ein MaB fiir die
Grofle des G-Winkels (g, h).

Deshalb wird k auch als MeBnadel oder als Offnung von (g, h) bezeichnet, in Zeichen:
k=Z2(g,h)|

Mit dieser Notation erhalten wir

(*)  |Z(A+RB,C+RD)=R(D/B)=RBD

fir A,C € C und B, D € C* (vgl. 66.).

Wir interpretieren die Menge Gy aller Geraden von C durch den Punkt 0 hier nun als die
notricheinteilung eines 180°—Winkelmessers®.

Tatséchlich wollen wir die ,,Grofle von G-Winkeln vorldufig (!) nicht durch Gradzahlen,
sondern durch Offnungen messen, und zwar aus dem ecinfachen Grunde, weil es ohne
Kenntnisse in der Analysis kaum moglich ist, eine exakte Verbindung zwischen Mefinadeln
und Gradzahlen herzustellen. (Im Schulunterricht wird anhand einer Plausibilitdtsbetrach-
tung einfach erklart, ,dafl das geht*; im Rahmen einer wissenschaftlichen Mathematik ist
ein solches Vorgehen aber nicht akzeptabel.)

Wir nehmen hier einmal mehr den ,strukturellen Standpunkt ein, nach welchem es
gleichgiiltig ist, ob man Winkel mit einer Gruppe von Gradzahlen (,,Rechnen modulo
180°“) oder mit einer dazu isomorphen Gruppe Go(®) von Mefinadeln mift.

Auf diese Weise 1483t es sich vermeiden, Aussagen zu benutzen, die wir erst spéter beweisen
kénnen, und zugleich kommt der gruppentheoretische Standpunkt zum Zuge, der jede
Verkniipfung akzeptiert, die die Gruppengesetze erfiillt.

Die Moglichkeit eines widerspruchsfreien Rechnens mit Mefinadeln ergibt sich wie folgt:
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68. Aus der Menge Gy der MefSnadeln wird durch die Vorschrift
(1) RB®RD :=R(B-D) vV B,DeC*

eine abelsche Gruppe Gy(®) mit dem neutralen Element R.

Um dies einzusehen, miissen wir uns zuerst davon iiberzeugen, daf die Verkniipfung wohl-
definiert ist (vgl. 7.2.):

Sind B,D,E, F € C* mit RB=RE N RD =RF|, so gibt es 3,0 € R* mit £ = 3B und
F=¢D,und dann ist REGRF =R(E-F)=R(8-6-B-D)=R(B-D)=RB@&RD.

Damit ist nun klar, dal Go(®) ein  Gruppoid ist. Wegen

(i) RB&RD =R (B-D)=R(D-B)=RD&RB V B,D € C*

ist Go(®) kommutativ und wegen

(iii) (RB®RD)®RF =R (B-D-F)=RB& (RD®&RF) V B,D,F €C*
auch assoziativ. Wegen R =R - 1 und

(iv) ReRB=R(1-B)=RB V BecC*

ist die [Mefnadel R das neutrale Element | von Go(®),

und wegen RB @ RB = RBB = R gilt

(v) ©RB=RB=RB™! V BecC"

Mithin ist Go(®) eine abelsche Gruppe.

Fiir B € C* wird | ©RB = RB = x(RB) | die zu RB konjugierte Offnung genannt;
sie entsteht aus RB durch Spiegelung an R.

Wir verwenden das Verkniipfungssymbol @, weil wir es gewohnt sind, Mefigroflen fiir
Winkel zu addieren.

2

(B,D e C*)

RB

b)

Da (R,RB) (fiir B, D € C*) durch die Drehung a : X — % - X auf (a(R), a(RB)) =

(RD, R% -B) = (RD,R(B- D)) abgebildet wird, hat unsere Verkniipfung & tatséchlich

etwas mit Winkeladdition zu tun; vgl. Figur a).

Im iibrigen ist die Gruppe Go(P) vermittels ¢ : G — E : RB — B/B isomorph zu E(-),
wie man sich iiberlegen kann (Figur b)).
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69. Nach Beweis a) von 66. gilt
0 |glh & Zgh)=R| Vg heg,

und nach 11.(iii) haben wir

(i1) glh & Z(g,h)=Ri| Vg,heG.

Demnach ist die reelle Achse R die 0°~Offnung und auch die 180°~Offnung, und die
imagindre Achse Ri ist die 90°—~Offnung. Nach (ii) sind alle rechten Winkel konform.

Als wichtig erweist sich nun

(iii) Winkeladditionssatz. Es ist | Z(g,h) ® Z(h, k) = Z(g,k) Vg, hkeG,

:
denn firg= A+RB AN h=C+RD AN k=E+RF mit A,C,E € Cund B,D,F € C*
haben wir RBD @ RDF =RB - DD - F =RBF (vgl.67.(x)).

Da hier auflerdem BD = DB gilt, ergibt sich mit 68.(v) nun

(iv) Z(g,h)=06Z(h,g9)| VYg,heG.

Aus (iii) und (iv) folgt

(v) Z(g,h)® Z(h, k) & L(k,g) =R}|;

das ist der Satz tber die Winkelsumme im Dreieck in diesem Winkelkalkiil!
Da B* (o) eine Gruppe ist, filhrt 66. mit (g,h) 2 (R, Z(g,h)) und (m,n) 2 (R, Z(m,n))
auf

(vi) (g,h) 2 (m,n) & Z(g,h) = Z(m,n) Vg,h,mneG,

d.h. zwei G-Winkel sind genau dann konform, wenn sie die gleiche Offnung haben. Ins-
besondere ist die Konformitéit damit eine Aquivalenzrelation auf GxG.

Wir zeigen nun
70. Schenkelaustauschsatz. Sind g, h,k,m € G, so gilt

(h,g) = (m, k) < (g,h) = (k,m) & (g,k) = (h,m)|.

70. a)
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Beweis: Fir g = A+ RA, h = B+ RB, k = "+ RC und m = D'+ RD mit
A.B.C''D' e C A ABCD e C'ist RBA = RDC < RAB = RCD &
RAB-BC =RCD-BC & RAC=RBD. O

71. Corollar 1. Sind g, h,k,m € G mit| g||h |, so ist| k|lm < (g,k) 2 (h,m) |

Beweis: Esist k||m < Z(g,h) =R = Z(k,m) < (g,h)2 (k,m) & (g,k) 2 (h,m). O
72. Corollar 2. Sind g, h,k,m € G mit , so ist| klm < (g,k)2 (h,m) |

Beweis: Es ist kLlm < Z(g,h)=Ri=Z(k,m) < (g,h)2 (k,m) & (¢,k)2 (h,m). O

73. Satz iiber Abtragbarkeit. Sind g,h,k € G und A € C, so gibt es genau ein m € G
mitm>A A (g,h)2 (k,m) und genauw einm € G mit m> A A (h,g) 2 (m, k).

Beweis: Ist m € G und n := Z(R, k)& Z(g, h), so ist (h,g) & (m, k) & (g, h) 2 (k,m) <
o LRn)=n=2LR,k) & Lkm) Y 2R, m) B nfm. Mit 9.17.(iv) fithrt dies auf

die Behauptung. O

Die Konformitét 148t sich wie folgt durch das Rechnen mit Spiegelungen beschreiben:

74. Satz. Sind g, h, k,m € G mit gnhNkNm # 0, so ist| (g, h) 2 (k,m) < Goh =kom|.

Beweis: a) Nach 33. gilt joh=kom = (g, h)2 (k,m).

b) Es sei D € gnhNkNm. Ist Goh # konm, so gibt es nach 29. ein n € G mit n 3 D und
n=kogoh # m. Esfolgt n Jf m und damit (g, h) 2 (k,n)% (k,m) gemifl 33. und 71. O
Die Sonderrolle der rechten Winkel wird unterstrichen durch

75, Corollar. Sind g,h € G mit g f h, so ist|(g,h) 2 (h,g) & gLlh|

Beweis: Es ist (g, h) 2 (h, g) % Goh="hojg & gLlh. O

Von besonderer Bedeutung ist nun auch
76. Satz. Sind g, h € G, so gult:
(i) |aeh" = (alg),a(h)”(g,h)]

(i) [Beh = (Blg),B(R)* (h,g) |

d.h. gleichsinnige Ahnlichkeiten sind 6ffnungstreu, und gegensinnige Ahnlichkeiten
sind konjugiert—6ffnungstreu.

Beweis: Nach der Definition von 2 ist jede gerade Bewegung 6ffnungstreu, ebenso we-

gen 9.24.(iii) auch jede zentrische Streckung. Dagegen ist die Konjugation x konjugiert—
offnungstreu, denn fir g = A+ RB und h = C + RD mit A,C € C und B,D € C* ist

£(k(g),x(h)) = RB D =RDB = Z(h, g).
Da jede Ahnlichkeit nach 9.(iv) und 46. durch Verkettung der hier betrachteten Abbil-
dungen entsteht, ist der Satz giiltig. O

77. Nach 3., 6., 53., 57. und 76. sind die Elemente von A" orientierungstreu und éffnungs-
treu, die von A~ dagegen orientierungsumkehrend und konjugiert—6ffnungstreu.
Dies erkldrt hinreichend die Bezeichnungen ,,gleichsinnig” und , gegensinnig*.
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78. In 9.23. hatten wir gesehen, dafl die Addition der komplexen Zahlen nach dem
,Parallelogrammprinzip“ erfolgt, und in 9.25. hatten wir eine geometrische Konstruk-
tion fiir die Multiplikation der reellen Zahlen kennengelernt.

Nach 21.(i) wissen wir auch, daf§ die Konjugation von C aus geometrischer Sicht einfach
die Spiegelung an der Geraden R ist, und aus 46. geht hervor, dafl die Abbildung

a:C—-C:X—A-X mit Ae C\R| sich durch das Hintereinanderausfiihren der
Drehung § : C - C: X — X - A/|A| und
der zentrischen Streckung o : C — C :
Y — |A]'Y gewinnen 1a3t, weshalb « auch
als Drehstreckung bezeichnet wird.

Mit Hilfe des G-Winkelkalkiils kénnen wir
die Bilder der gleichsinnigen Ahnlichkeit o
nun aber auch direkt konstruieren:

Nach 76. ist Z({0, 1), (0, A))=Z((0, X), (0, A-X)) A Z((0, 1), (1, A))=2({0, X}, (X, A-X))
fiir jedes X € C*, und folglich 148t sich A-X aus 0,1, A, X durch Abtragen von zwei G-
Winkeln des Dreiecks (0,1, A) in 0 und in X gemé&B 73. konstruieren.

Die hervorragende Verwendbarkeit der komplexen Zahlen fiir die ebene Geometrie beruht
gerade darauf, dafl die elementaren Verkniipfungen von C einfache geometrische Operatio-
nen darstellen.

12. AUSGEWAHLTE SATZE DER ELEMENTARGEOMETRIE

Nach RENE THOM, der 1958 die Fields—Medaille erhielt — das ist gewissermaflen der
, Nobel-Preis fiir Mathematiker® — haben Mathematiklehrer die Aufgabe, die Fihigkeiten
der Schiiler maximal zu entwickeln und insbesondere Aktivitat, Eigeninitiative und Kreati-
vitdt anzuregen.

THOM sagt, dafl Theorien, die einen , spielerischen® Aspekt aufweisen, hier sehr wohl von
Nutzen sein konnen, und weiter, dafl unter allen ,Spielen* die euklidische Geometrie mit
ihren stédndigen Beziigen zum intuitiv Gegebenen das am wenigsten entbehrliche und das
bedeutungsreichste ist.

Es gibt in der Schule, so fahrt THOM sinngemé&fl fort, viele geometrische, aber keine
wirklichen algebraischen Probleme. Zur Losung von geometrischen Problemen bedarf es
einer Kombination aus Zeit, Anstrengung, Konzentration und Assoziationsvermogen, und
gerade dies hilft, die Fahigkeiten der Schiiler zu entwickeln. —

A. Ahnlichkeits— und Kongruenzsitze

1. Zwei geordnete Dreiecke (A, B,C) und (A’, B',C") von C (vgl. 9.36.) heiflen gleich-
sinnig dhnlich bzw. gegensinnig &hnlich bzw. dhnlich, wenn es ein o aus AT bzw.
aus A~ bzw. aus A gibt mit

(+) [W(A)=A" A W(B)=DB" A h(C)=C"]

Mit diesen Bezeichnungen ergeben sich die folgenden Aussagen fiir Dreiecke:
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2. Erster Ahnlichkeitssatz. Die geordneten Dreiecke (A, B,C), (A", B',C") von C

C-—A_C-A
B—A B -A

1st.

sind genau dann gleichsinnig dhnlich, wenn

Beweis: Nach 11.5. gibt es genau ein f € At mit f(A) = A A f(B) = B, nimlich

B'-A B'—A
f:(C—>C:X—>BA(X A)+ A’ Dann ist f(C)=C" & C'—A'= jr A(C A). O
3. Zweiter Ahnlichkeitssatz. Die geordneten Dreiecke (A, B,C), (A',B',C") von C

‘ o C-A_C-A] .
sind genau dann gegensinnig dhnlich, wenn T4 A 18t.
Beweis: Nach 11.10. gibt es genau ein ¢ € A~ mit g(A) = A" A ¢(B) = B’, nimlich
g:CHC:X%%(X A)+ A’ Dann ist g(0)=C" & C'—A'= B j(C A). O

Die folgende Aussage bezieht sich auf einen Vergleich vom Typ ,,Seite—Seite—Seite*:

4. Ahnlichkeitssatz (SSS). Die geordneten Dreiecke (A, B,C), (A', B',C") von C sind
B—A|_[A—C| _|C—B]
|B—A] ~ |A-C|  |C-B|

genau dann dhnlich, wenn | (x) gilt, und genau dann

kongruent, wenn | (¢) |B'=A'|=|B—A| N |A—=C'|=|A-C| N |C'=B'|=|C—-B]|| gilt.

Beweis: a) Es sei (x) als giiltig vorausgesetzt.
Nach 11.5. gibt es fi, f» € A" mit fi(A) = fo(A") =0 A fi(B) = fo(B') = 1, und fiir

— ._ / C—A _ O =A , :
D := f1(C) und FE := f5(C") folgt B4~ D sowie A= E gemif} 2.. Dann ist
|D| _[C-A]l [B'-A] _ 4, _C-B . c¢'-B
1B] ~|B=A] |o—a| = budwegen D=1="p77 N EF-1l="5"% A’

D-1 _|C-B| |B -4
|[E—1] |B—-A4| |C'—PB|
und (A’, B’,C") sind dhnlich vermittels f, ' o f; im Falle £ = D und #hnlich vermittels
fytorofiim Falle E = D. b) Die verbleibenden Aussagen folgen aus a) und 11.1. . O

= 1. Mit 11.7. ergibt sich nun F € {D, D}, d.h. (A, B,C)

Sind A, B,C € Cmit A # B AN B # C, so schreiben wir abkiirzend | Z(A, B, () | statt
Z((A, B),(B,C)). Damit ergibt sich die folgende Aussage vom Typ ,, Winkel-Winkel“:

5. Ahnlichkeitssatz (WW). Die Dreiecke (A, B,C), (A', B',C") sind im Falle
(x) Z(B,AC)=4B,A,C") N L(C,B,A) =£(C" B A"
gleichsinnig dhnlich und im Falle

(0) Z(B,A,C)=Z(C"A,B) N L(C,B,A) =Z(A,B,C")
gegensinnig dhnlich. Gilt neben (%) oder (o) zusdtzlich

(r) |A=B|=|A'-B'| v |B-C|=|B'-C'| v |[C-A|=|C"-A|

so sind die Dreiecke kongruent.
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B’
Ahnlichkeit von Dreiecken: gleichsinnig gegensinnig

Beweis: Tm Fall (%) sei @ € A" und im Fall (¢) sei o € A~ mit a(4) = A’ A a(B) = B’

(vgl. 11.5., 11.10.). Hierbei fithrt () nach 11.1. auf a € B. Mit der Winkeltreue bzw. der

konjugierten Winkeltreue von o gemafl 11.76. liefert 11.73. die Aussage o(C') = C’. O

6. Bemerkung. Der Ahnlichkeitssatz (WW) bezieht sich auf G-Winkel. Bei anderen Winkel-

typen ergeben sich weitere Ahnlichkeitssétze!

Als Corollar erhalten wir die folgende wichtige Symmetrieeigenschaft von Dreiecken:

7. Die Eselsbriicke. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so ist ¢
/(B A,C)= Z(C,B.A) & [A—C|=|B-C]] /ﬁ/\?\
A B
5.,11.76

Beweis: Es ist Z(B,A,C)=4£(C,B,A) & " JaeB:a((A,B,C)=(B,AC) <
HE" | A-0)=|B-C|. D

B. Séatze iiber Orthogonalitit und Kreise

8. Neben den in 9.36. eingefiihrten geordneten Dreiecken, bei denen es auf die Reihenfolge
der Ecken (Nr.1, Nr.2, Nr.3) ankommt, betrachtet man auch oft ,, gewéhnliche* Dreiecke,
bei denen die Reihenfolge der Ecken unerheblich ist.

Diese werden als Mengen {A, B, C'} nichtkollinearer Punkte A, B,C' von C bzw. von R?
definiert.

Ist {A,B,C} ein Dreieck, so werden A, B,C die Ecken, [A,B|,[B,C],[C,A] die
Seiten, (A, B),(B,C),(C,A) die Seitengeraden und s g, spc,sca (vgl. 11.11.) die
Mittelsenkrechten von {A, B, C'} genannt.

{A, B,C} heifit rechtwinklig, wenn zwei der Seitengeraden orthogonal sind, gleichsei-
tig, wenn |A — B| = |B — C| = |C — A| gilt, und gleichsschenklig mit der Spitze C und
den Schenkeln [A, C], [B,C], wenn |A — C| = |B — (| ist.

Als erstes zeigen wir

9. Satz vom Mittelsenkrechtenschnittpunkt.
Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks {A, B,C} schneiden sich stets in einem Punkt M,
dem Mittelsenkrechtenschnittpunkt von {A, B, C}.
Der Kreis um M mit dem Radius |A— M| geht durch A, B,C. Er ist der einzige existie-
rende Kreis durch die Punkte A, B,C und wird der Umkreis k(A, B,C') des Dreiecks
{A, B,C} genannt. Zugleich heifst M auch Umkreismittelpunkt von {A, B, C'}.
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k(4,B,C)

Beweis: a) Wire s g||sp,c, so wiirde s4 gL (A, B) A sgcL(B,C) (vgl. 11.11.) mit 11.12.
auf (A, B)||(B,C) und damit auf C' € (A, B) fihren. Demnach schneiden sich s4 p und
sp,c im einem Punkt M, und es folgt |[A — M| = |B— M| = |C — M]|, also M € s¢ 4 und
A B Ce kM,\A7M|-

b) Ist k ein beliebiger Kreis durch A, B, C' mit dem Mittelpunkt M’, so ist |A — M'| =
|B—M'|=|C— M|, also {M'} = sapNspc={M} und damit k = kpsja_ps. O

Unter Verwendung dieses Beweises erhalten wir

10. Satz. Gegeben sei ein Kreis k mit Mittelpunkt M.
Ist Ack und istta € G mitta > A N taLl(A, M), so gilt:
(i) Esisttank={A}.
(ii)) Istge Gmitgs> A N g#ta, soist|gNk|=2.
(i1i) Je drei verschiedene Punkte von k sind nichtkollinear.
(iv) M ist durch k eindeutig festgelegt.
(v) Ist h eine Gerade durch M, so ist h(k) =k und |h N k| = 2.
(vi) Ist m ein Kreis mit m # k, so ist [mNk| < 2.

Beweis: (i) folgt aus 10.43 wegen k = kygja—n (vgl. 9.2.).

(ii): Es sei @ € G mit a > M A alg. Dann ist A ¢ a, denn sonst wére a = (A, M) und
damit g = t4. Fiir X := a(A) folgt X # AN X € g AN | X—M|=]|A-M| (vgl. 11.21), also
X,A € gnkund damit [gNk| > 2. Ist Y € gNk mit Y # A, so fihrt |Y — M| =|A— M|
auf M € say, und mit sqy L g folgt say =a, also Y 1121 () Say(A)=a(A) = X.

(iii) folgt aus (i) und (ii), da A ein beliebiger Punkt von k ist.

(iv): Nach 9.2. ist |k| = oo, und wegen (iii) gibt es dann nichtkollineare Punkte A, B,C
auf k. Mit Beweis b) von 9. folgt nun die Behauptung.

(v): Esseir:=|A— M|, De C\{M}, s:=|D— M| und h:= (M, D).

) Fiir U € Cist |U — M| = [h(U) — h(M)| = |W(U) — M|, also (U € k < |U—-M|=r
& |h(U) = M|=r & h(U) € k) und damit h(k) = k.

B) Fir E == M+ (D — M) -r/sund F := M — (D — M) -r/s gilt E,F € h und
|[E—M|=r=|F— M|, also E,F € hNk und damit |h N k| =2 gemaf (iii).

(vi) Ware |m N k| > 3, so wiare m = k gemé$ 9. und (iii). O
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11. Ist k ein Kreis und ist g eine Gerade, so heifit g
cine Sekante von k£ im Falle [g N k| = 2,
eine Tangente von k im Falle [g N k| = 1,
eine Passante von k im Falle [gN k| =0,

und andere Moglichkeiten gibt es nach 10.(i),(ii) nicht.

Im Falle |g N k| = 1 sagt man auch, k beriihrt g oder g beriihrt k.

Ist k ein Kreis von C mit dem Mittelpunkt M, so hat k& nach 10.(i),(ii) in jedem seiner
Punkte A genau eine Tangente t,, und diese steht auf (M, A) senkrecht.

Zu U € Cund g € G gibt es nach 11.12. stets genau ein h € G mit h > U A hl g. Man
nennt h das Lot von U auf g und notiert & in der Form (UL g). Der Schnittpunkt von
g und h wird der Fulpunkt des Lotes von U auf g genannt.

Unter Verwendung von 9. erhalten wir nun

12. Satz von Hohenschnittpunkt. Die sogenannten Héhen h, = (AL(B,C)),
hy = (BL(C,A)), h. = (CL(A,B)) eines Dreiecks {A, B,C} schneiden sich
stets in genau einem Punkt H, dem sog. Hohenschnittpunkt von {A, B, C}.

Ist {A, B, C'} nicht rechtwinklig, so hat {A, B, H} bzw. {A, H,C} bzw. {H, B,C} den
Héhenschnittpunkt C' bzw. B bzw. A.

Chx ho_ Beweis: Ist A:=—A+B+C, B':=A-B+C,
I\ a =SBC " = A4 B — C, so ist (A B)|[(A,B),
SN TN B OBLC), (CACA) (vl 918
\ ¢ Gi), und mit A=L(B'+C"), B=L(C'+4),
C=3(A'+B') folgt dann h, = spc sowie

hy = scra und h. = sa p. Definieren wir

nun H als Mittelsenkrechtenschnittpunkt von
{A", B',C"}, so fiithrt 9. auf H € h,Nh, N k.. Die
verbleibende Behauptung folgt mit 11.12. direkt
aus den Definitionen. 0O

A
BV
13. Sind A, B € C mit A # B und ist M := %(A + B) die Mitte zwischen A und B, so

wird der Kreis um M durch A und B der Thaleskreis kr,{A, B} iiber A, B genannt.
X k,,{AB] Diese Bezeichnung wird nahegelegt durch

14. Satz des Thales. Sind A, B € C mit A # B, so gilt

B
y (x) | X ekm{A, B} & (A X)L(X,B)
vV X € C\{4, B}.
Beweis: Es sei X € C\{A,B}, M := %(A + B)

und Y = %(A—l—X). Dann ist Y # M mit YV € s4x,
und nach 9.26. ist (X, B)|(Y,M). Mit 11.11. folgt
X € bm{A B} & |X-M=|A-M| & ME€six
s (AX)LY,M) & (A X)L(X,B). O
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15. Tst ein Kreis ky, in C gegeben und ist A € kar,, 50 ist kar, = kpn(A, M(A)) (vel.
11.35.), denn fiir B := M(A) gilt M = %(A—I— B) und |A — M| = |M — B| = r. Demnach
ist jeder Kreis in vielfacher Weise als Thaleskreis interpretierbar.

Im weiteren benotigen wir

16. Satz. Ist ein Kreis ky,, in C gegeben und ist o € A mit dem Mafistab u,

so st |a(ky,r) = ka(m), pr |- Demnach werden Kreise durch Ahnlichkeiten stets

mittelpunktstreu auf Kreise abgebildet.

Beweis: Fiir X € Cist (|X — M| =r < |a(X)—a(M)| = p-r). Hierbei gilt ,,<*, weil
a~! nach 11.2. und 11.8. den MafBstab ! hat. O

17. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so werden die Punkte M, := 3(B + C), M, := 3(C + A),
M.:=3(A+B) die Seitenmitten und die Geraden s,:=(A, M,), sp:=(B, M,),s.:=(C, M)
die Seitenhalbierenden von {A,B,C} genannt. Nach 9.26. gilt (A, B)|[(M,, M),
(B, C)|[{My, M.y, (C,A)||(M., M,), und insbesondere ist {M,, M,, M.} ein Dreieck,
genannt Seitenmittendreieck.

Der Kreis f := k(M,, My, M.) heifit Seitenmittenkreis oder Feuerbachkreis von
{A, B, C}; sein Mittelpunkt wird mit F' bezeichnet.

Eine besondere Rolle spielen auch der sog. Schwerpunkt S := %(A + B + C) von
{A, B,C} und die sog. Hauptstreckung’o C—-C: X—--2-X+3-5
trische Streckung mit Zentrum S und Streckungsfaktor —2 ist.

Offenbar gilt |o(X)—S = —2(X—=S)| V X € C. Damit erhalten wir

, die eine zen-

18. Seitenhalbierendensatz. fiir jedes Dreieck {A, B,C'} gilt
(i) {S}=s.NspNse,
. A-S B-S _C-5 _
(i)

M,—S M,—S M-S
(i) o(M,)=A N o(My)=B N o(M,)=C A o(S)=2S5.
Beweis: GemaB 17. ist (iii) giiltig, und mit 17. und 9.24. impliziert dies (i) und (ii). O

2,

19. Satz iiber die Eulergerade.
Ist {A, B,C} ein Dreieck von C, so gilt mit den Bezeichnungen aus 8.,9.,12.,17.:

(i) Ist {A, B,C} gleichseitig, so ist M = H =S = F.

(i1) Ist {A, B,C} nicht gleichseitig, so sind M, H,S, F wvier verschiedene Punkte

einer Geraden, der sog. Eulergeraden, und es gilt F' = %(H + M) sowie

H-S_M-S__M-H_
M-S F-S5 F—H
Beweis: Da f der Umkreis und M der Hohenschnittpunkt von {M,, My, M.} ist, fiihrt
18.(iii) mit 16. und 11.14. auf o(F)=M A o(M) = H.
Demnach gilt M — S = —2(F —S)und H — S = —-2(M - S), also M — H = =2F +2M
und 2F = H + M sowie M — H =2(F — H).

—2.
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Wegen M = S —2(F —S8) N H=S5+4F —95) gilt entweder F = S = M = H
oder M, H € (F,S) mit |{M,H,F,S}| = 4. Hierbei ist (H =M < A€ h,=spc A
/\BEthSQA = ‘A—B‘:LA—C‘ A |B—C’:‘B—A|) O

Weiter beweisen wir nun
20. Satz iiber den Feuerbachkreis. Auf dem Feuerbachkreis f des Dreiecks {A, B,C'}
liegen die neun Punkte ’Ma, My, M., H,, Hy, H., A*, B*,C*| mit {H,} = h, N (B, C),
{H,} = h,N(C, A),{H.} = h."(A,B), A* = 3(A+H),B* = 3(B+H),C* = }(C+H).
Hierbei ist | f = kpp{A*, M} = kpp{B*, My} = kpp{C*, M.} |.

Man nennt H,, H,, H. die Hohenfulpunkte und A*, B*, C* die oberen H6henmitten
von {A, B,C}, und f wird auch als Neunpunktekreis bezeichnet.

C

Beweis: Ist A* # My, so ist (A%, My)|[(C, H) = h. gemé$ 9.26 mit h.L(M,, M), d.h.
es ist A* # M, N (A* My)L(M,, M,). Mithin gilt M, € kpp{A*, M,} und analog
M. € kpp{A*, M,}. Ferner ist auch H, € kp,{A*, M,} = k(My, My, M,) = f. Analog
folgt B*, H, € kTh{B*,Mb} = fund C*, H, € kITh{C*,MC} =f. O

C. Winkelhalbierende

21. Ist (g, h) ein G-Winkel und ist w € G mit w(g) = h, also auch mit w(h) = g, dann
wird w als eine Winkelhalbierende oder Symmetrieachse von (g, h) bezeichnet.

Offenbar ist jede Winkelhalbierende von (g, h) zugleich auch eine von (h, g).
Nach 11.32. hat jeder G-Winkel wenigstens eine Winkelhalbierende.

Genauer erhalten wir

22. Satz. Ist (g, h) ein G-Winkel und ist gN h ={D} mit D € C, so gilt:
(i) Ist w € G mit u(g) = h, so ist D € u.
(i) Ist X € g\h und Y € h\g mit | X — D| = |Y — D|, so sind (D|(X,Y)) und
(DL(X,Y)) Winkelhalbierende von (g, h).
(i1i) (g, h) hat genau zwei Winkelhalbierende. Diese gehen durch D und sind orthogonal.
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Beweis: (i): Es ist a({D}) = a(¢Nnh) = hng = {D},
also D € u. (ii): Ist w := sxy, so ist D € w, und mit
11.21. folgt w1l (X,Y) sowie w(X) = Y, also w(g) = h
mit w = (DL(X,Y)). Ist Z := D(Y), so fithrt 14. auf
(Y, X)L(X,Z), und wegen | X — D| = |Z — D| folgt jetzt
0(g)=nh fir v:=(DL(X, Z)). Nach 11.12. ist v=(D||(X,Y)).
(iii): Ist @ wie in (i) gegeben, so ist U := @(X) € h mit
|X — D| = |U — D|. Nach 10. (v) ist U € {Y,Z}, und
geméB 11.10. bedeutet dies u € {v,w}. O

23. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so hat der G-Winkel ((A,C),(C,B)) nach 22. genau
zwei Winkelhalbierende durch den Punkt C'. Diese werden die Winkelhalbierenden
von {A, B,C} in C genannt, und analog definiert man die Winkelhalbierenden von
{A,B,C} in A und in B.

Hierzu zeigen wir

24. Erster Winkelhalbierendensatz. Gegeben sei ein Dreieck {A, B, C'}.

Ist A = % und D = Al—:_/\)\B, so st

. D € JA, B[ mit ||g_g|| = ||g ll))|| und

T~ . (C, D) ist eine Winkelhalbierende von {A, B, C'}
E incC.
A—-)\B

Ist A\ # 1, soist (C, E) fir E := T die zweite Winkelhalbierende von {A, B, C'}
A-D _A-F

in C, und es ist E € (A, B)\[A, B] mit “BE-D-B_F =\ und mit
(x) B=(2DE—-AD—-AE)/(D+E-2A).
Ist A\ =1, ist also {A, B,C} gleichschenklig mit |A — C| = |B — C|, so ist (C||(A, B))

die zweite Winkelhalbierende von {A, B,C} in C.

Beweis: a) Wegen D4+AD=A+AB ist —4=2=)\eR*, d.h. nach 9.6. ist D€]A, B].

Fir {B'}:=(A,C) N (B|(C, D)) gilt B— £-¢ g =41 920 B4 _1=B=D_)\"! und damit

|B'—C|=\""|C—A|=|B—C|. Wegen (C’, D)||(B,B’) ist (C,D) nach 22.(ii) dann eine
Winkelhalbierende von {A, B,C} in C.

b) Ist A#1, so filhrt E—AE=A—\B auf 4=2=\ € R, d.h. es ist E€(A4, B)\[4, B]
(vgl.9.6.). Fir {B"}:=(A,C) N (BJ|(C, E)) 1st BN A e | 920 b _1=BE__)\1,
also | B"—C|=\"1|C—A|=|B—C|. Wegen (C, E) H(B, B") ist nach 22.(ii) dann auch (C, E)
eine Winkelhalbierende von {4, B,C} in C. Aus L=8=2=L ergibt sich (x).

c¢) Die verbleibende Behauptung folgt aus 22.(ii). O

Bemerkung. Nach 24. sind die Treffpunkte der Winkelhalbierenden von {A, B,C} in C
mit der Geraden (A, B) festgelegt durch das Seitenldngenverhéltnis |[A — C|/|B — C|.

Als Corollar erhalten wir
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25. Satz des Apollonius. Sind A,B,G drei wverschiedene kollineare Punkte
/ mit u::%#—l und st H::Alj_—MMB, so gilt:
/ (i) Esistkrp{G,H} ={X € C ’ |A—X| = |u|-|X—B|}.

1% (i) krp{G, HY\{G,H} ist die Menge aller Punkte
X € C\(A,B) mit der FEigenschaft, dafi (X,GQG)
Winkelhalbierende von ((A, X),(X, B)) ist.

Man nennt krp{G, H} den durch |u| bestimmten Apollonius—Kreis diber (A, B).

Beweis: Ist u<0, so sei i=—uAD:=GAE:=H, und ist >0, so sei \:=puA\D:=H AN E:=G.
Mit 14., 22.(iii) und 24. folgt dann k:=kp,{G, H} 2 {X€C||A-X|=|u||X—B|}.

Ist YEk\{G, H} und ist Fe€(A,G) mit (Y, G)" ((Y, A)) = (Y, F'), so fihrt 24.(x) auf F=B,
und mit 24. folgt |[A—Y| = |u| - |Y—BJ. Dies impliziert (i) und mit 24. auch (ii). O

Im weiteren benotigen wir die folgende Eigenschaft von Kreisen:

26. Satz. Ist k ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r, so gilt:
(1) Ist A € C mit |A— M| <r, so ist jede Gerade durch A eine Sekante von k.

(ii) Ist A € C mit |A— M| > r, so gehen durch A genau zwei Tangenten ty,ts von k,
und (A, M) ist Winkelhalbierende von (t1,t2). Die Berihrpunkte der Tangenten
sind konstruierbar als Schnitt von k mit dem Thaleskreis iiber A, M.

Beweis: (i) Es sei A € C mit |A — M| < r. Weiter sei g € G mit ¢ 5 A, und der FuBBpunkt
des Lotes von M auf g sei F. Nach 10.43. ist |[FF — M| < |A — M| < r, und folglich gibt
es ein s € R mit s> = r? — |F' — M|?. Der Kreis um F mit Radius s trifft g nach 10.(v)
in zwei verschiedenen Punkten U, V', und nach 10.42.(i) sind U,V € k. Mit 10.(iii) fiihrt
dies auf |[g N k| = 2.

(ii) Es sei A € C mit ¢ := |[A—M| > r, und es sei D := M+(r/c)*(A—M). Wegen
(r/c)*€]0,1[ ist D €]A, M[ mit q := |D—M| = (r/c)*|A—M| = (r/c)-r < r, und nach (i)
trifft (D1 (A, M)) den Kreis k in genau zwei Punkten C, E. Wegen r? = ¢-c und 10.42.(ii)
ist (A, C)L(C, M) und (A, E) L(E, M), und mit 10.(vi) und 14. folgt kr,{A, M} Nk =
= {C,E}. Nach 10.(i),(vi) und 14. sind t; := (A,C) und ¢, := (A, E) die sdmtlichen
Tangenten von k durch A. Die Spiegelung an h := (A, M) 148t k& und kpp{A, M} fest und
vertauscht deshalb C' mit . Folglich ist h(t;) = t,. O

27. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so sagt man, A liegt [B,C] gegeniiber, B liegt [C, A]
gegeniiber, C liegt [A, B] gegeniiber.
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Nach 24. gehort zu jeder Ecke X von {A, B,C} eine Winkelhalbierende w,, die die ge-
geniiberliegende Seite trifft, und eine weitere w’,, fiir die dies nicht der Fall ist. Man nennt
We, Wy, W, die inneren Winkelhalbierenden von {A, B, C'} und w),, w;, w!, die d&ufleren
Winkelhalbierenden von {A, B, C'}.

Ein Kreis wird als Beriihrkreis von {A, B, C'} bezeichnet wenn er (A, B), (B, C), (C, A)
als Tangenten hat.

Mit diesen Bezeichnungen folgt

28. Zweiter Winkelhalbierendensatz. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so gilt:

(i) Es gibt Punkte W, W, Wy, W, mit W € w, Nwy, N w.,, W, € w, N wj, N w,,
Wy, € wl, Nw, Nwl,, We € wl, Nwy, Nwe.

(ii) {Wa, Wy, W.} ist ein Dreieck mit W als Héhenschnittpunkt.

(iii) {A, B,C} hat genau vier Berihrkreise. Ihre Mittelpunkte sind W, W,, Wy, W.. Der
Beriihrkreis mit Mittelpunkt W heifit Inkreis, die ibrigen Beriihrkreise werden
Ankreise genannt.

eweis: Je zwel er eraden w,, wy, we, W, w,, w'. schneiden sic enn aus
B J d G d ay Wby We, (/17 ;;7 z; hneid ha d

W, o wWp((B,CY) = w,((A,B)) = (A,C) } (B,C) folgt w, }f wp gemaf 11.25., und in
den verbleibenden Féllen argumentiert man analog.

Wir setzen {W} = w, Nwy, {Wa} = w, Nwy, {Wh} := w), Nw,, {W.} 1= w, Nwj.
Wegen (A, B) # w,, w!, wy, w, A weLw!, A wy,Lwy sind je drei der Punkte W, W,, W,, W.
nichtkollinear.

Es seien F, F,, Fy, F,. die Fuipunkte der Lote von W, W,, W}, W, auf die Gerade (A, B),
und k, kg, kp, k. seien die Kreise mit den Mittelpunkten W, W,, Wy, W,, die (A, B) in
F, F,, Fy, F. beriihren (vgl. 10.).

Indem man an w,, wy, w),, wy spiegelt, erkennt man mit 10.(v), dafl auch (B, C) und (C, A)
Tangenten von k, k,, kp, k. sind, und mit 26.(ii) folgt dann W, W, W;,, W.. € w. U wL.

Um hier die genaue Zuordnung zu finden, verwenden wir 11.52. und 11.62.:

Wegen w,N|B, C[# 0 A wpN]C, A[# 0 haben (A, W, C), (W, A, B), (B, W, A), (W, B, C) die
gleiche Orientierung, damit aber auch (W, C, A) und (C, W, B), und nach 11.62. ist dann
(C,W)HNJA, B[# 0, also W € w,.. Wegen w, # wq, wy, folgt w, Z W,, W, also W, W, € w/,
und W, € w,. Damit ist (i) gezeigt, und nach 22.(iii) ist auch (ii) giiltig.
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Um zu bestéitigen, dafl mit k, k,, ky, k. alle Beriihrkreise von {A, B,C} gefunden sind,
sei jetzt m ein beliebiger Beriihrkreis von {A, B, C'} mit Mittelpunkt M. Mit 26.(ii) folgt
M € (w, Uwl) N (w, Uwy), also M € {W, W,, W,, W.}. Wegen |m N (A, B)| =1 und 10.
bedeutet dies aber m € {k, k,, kp, k. }, d.h. es gilt (iii). O

D. Der Randwinkelsatz

Der Randwinkelsatz, der auch Peripheriewinkelsatz oder Umfangswinkelsatz genannt wird,
gehort zu den wichtigsten Satzen der Elementargeometrie. Er schliagt eine Briicke zwischen
Winkeln und Kreisen und ist sehr flexibel in der Anwendbarkeit.

Bemerkenswerterweise ist die Aussage des Satzes abhéngig vom verwendeten Winkeltyp,
und es zeigt sich, dafl der Satz seine beste Qualitét in Verbindung mit G-Winkeln erreicht.
Zunéchst beweisen wir

29. Tangenten— und Mittenwinkelsatz.
Gegeben seien drei verschiedene Punkte A, B, X eines Kreises k mit Mittelpunkt M.
Die Tangenten an k in A, B seien ta, tg, und es set m := sy p. Dann gilt

Z(A,X,B) = Z(ta, (A, B)) = Z((A, B), tp) = Z({A, M), m) = Z(m, (M, BY) |

Beweis: Fir a := (A, M), b:= (M, B), x := s4 x und
y = sx,p gilt MeanbNmNxNy. Demnach bilden die
Drehungen @ o 7, mm o b, Z o § zugleich M auf M und
B auf A ab, und mit 11.5. folgt Gom = mob = F o7,
also (a,m) 2 (m,b) 2 (z,y) gemif 11.74..

Damit folgt die Behauptung, denn es gilt

(tAv (l) A (<A7 B>)7 m) : (tB7 b) 2
(A, X),2) 2 (X, B),y) ® (R,Rq),

und mit 11.70. fiihrt dies auf (¢4, (A, B)) 2 (a,m) A
N (<A7B>7tB> ~ (m> b) A (<A7X>> <X7 B>) = (ﬂf,y) O

Mit 29. erkennen wir fiinf gleichgrole G-Winkel am Kreis:

(ta, (A, B)), ((A, B),tg) heiflen (Sehnen—)Tangentenwinkel,

((A, M), m), (m, (M, B)) heien Mittenwinkel, und

(A, X, B) heiit Randwinkel oder Peripheriewinkel oder Umfangswinkel.

Man stellt sich hierbei vor, dafl k, M, A, B fest gegeben sind und dafl der Punkt X auf
dem Kreis ,,wie ein Waggon auf Schienen® lduft; ganz gleich, an welcher Stelle sich X
befindet, immer ist Z(A, X, B) gleich den festliegenden Offnungen bei A, B und M!
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Wenn man X in A hineinlaufen 1d8t, geht (X, A) in ¢4 und (X, B) in (A, B) iiber; wenn
man X in B hineinlaufen 148t, geht (A, X) in (A, B) und (X, B) in tp iiber. Diese ,,dy-
namische“ Betrachtungsweise ist fiir das Verstédndnis des Satzes sehr wichtig.

Wie man sieht, bleibt der Satz auch dann giiltig, wenn der Punkt X ,unter® die Sehne
[A, B] wandert.

Dies liegt an den hier verwendeten G-Winkeln; bei anderen Winkeltypen stimmt es nicht!

Uber 29. hinausgehend zeigen wir nun
30. Randwinkelsatz. Sind A, B, C' drei nichtkollineare Punkte, so gilt
X ek(AB,C) & LA X,B)=Z(AC,B)| VX € C\{A4, B}.

C

Beweis: Es sei X € C\{A,B},g:= (A, X) und U € k :=k(A, B,C) mit
1)Ist Beg,soist X € kund Z(A, X,B) =R # Z(A,C, B) (vgl.11.69.(i)).

29. 11,73,

=

2) Ist B & g, soist ZL(A,X,B) = Z(A,C,B) & Z(g9,(X,B)) = Z(g,(U,B))
& (X,B)y=(U,B) & X=Uck. O

Die Aussage ,, < “ in 30. wird auch als ,, Umkehrung des Randwinkelsatzes” bezeichnet; sie
besagt, dal man allein durch eine Winkelbetrachtung entscheiden kann, ob ein Punkt auf
einem Kreis liegt. Diese Umkehrung &8t sich so nur fiir G-Winkel aufstellen; bei anderen
Winkeltypen ist sie komplizierter.

Ubrigens bestétigt 30. mit 29. fiir den Fall (A, C)1(C, B) den Satz des Thales.

Als Corollarien zu 30. erhalten wir

31. Satz. Vier verschiedene Punkte A, B,C, D liegen genau dann gemeinsam auf einer
Geraden oder einem Kreis, wenn |Z(A,C, B) = Z(A, D, B)| ist.

Beweis: Sind A, B, C' nichtkollinear, so gilt dies geméf} 30., und sind A, B, C' Punkte einer

Geraden h, soist D € h < (A, D)= (D,B) &Y £(4,0,B)=R=£(A,D,B). O

X 32. Beriihrsatz. Sind A, B € C und istt € G mit A & t
und B € t, so gibt es genau einen Kreis k durch A, B mit
kNt ={B}. Fir X € C\{A, B} ist

Xek & Z(AX,B)=Z({AB),t)].

% Beweis: Fiir das Lot b von B auf t gilt b }f s4 p, denn aus
B b||sa,p ergédbe sich (A, B)1b und damit A € (A4, B) = t. Fiir
{M}::bﬂsAyB und kiZkM7‘B_M‘ gilt k> A B N kNt = {B}
(vgl. 10.), und mit 29. und 30. folgt nun die Behauptung. O
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E. Anwendungen des Randwinkelsatzes

Aus der Fiille dessen, was sich mit Hilfe des Randwinkelsatzes beweisen 148t stellen wir
im folgenden drei bemerkenswerte Aussagen vor.

Wir bezeichnen Punkte als konzyklisch, wenn sie gemeinsam einem Kreis angehoren. Mit
dieser Redeweise folgt:

33. Kreisviereckssatz. Sind A,B,C,D und A',B',C', D" jeweils vier verschiedene
Punkte mit (A, B)|[(A", B') N (B,C)|(B'.C") A (C,D)|[{C",D') A (D,A)|(D',A")
und sind A, B,C, D konzyklisch, so auch A’, B',C’, D’.

Beweis: Nach 30. gilt Z(A,C,B) =

C Z(A, D, B), und wegen der gegebenen

ST Parallelitédten fithren 11.70. und 11.71.

auf Z(A',C'",B") = £L(A', D', B"). Wie-

b der mit 30. folgt nun die Behauptung.
A B =

Im weiteren benotigen wir

34. Lemma. Sind k, m zwei verschiedene Kreise und ist A € kN\m, so gilt kN'm = {A}
genau dann, wenn k und m in A eine gemeinsame Tangente haben.

Beweis: Sind R, S die Mittelpunkte von k bzw. m, so ist R#S wegen AckNm A k#m.
a) Wenn die Tangenten an k£ und m in A verschieden sind, dann nach 10. auch die Geraden
(A, Ry und (A, S). Es folgt A ¢ g := (R, S), und nach 10.(v) sind A, §(A) € kNm. Dies
bedeutet aber |k Nm| = 2. b) Wenn k£ und m in A eine gemeinsame Tangente haben,
dann fihrt 32. auf kNm = {A}. O

Mit 34. ergibt sich nun
35. Satz von Miquel-Simson—Wallace. Sind in C sechs verschiedene Punkte A, B, C,
A B C" mit A € (B,C) N B € (C,A) N C'"e (A, B) N C¢ (A, B) gegeben, so
existiert genau ein Punkt X mat
k(A,B',C") N k(B,C"A) = {X,C'} | Hierbei ist X € k(A,B,O)
ANEk(B,C'A) N k(C,A,B) = {X A} genau dann, wenn A', B', C'
NK(C/A,B) N k(A B,C") = {X,B'}. kollinear sind.
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Beweis: Wir setzen k := k(A,B',C"), m := k(B,C',A"), n := k(C, A", B'), a := (B,(C),
b:=(C, A), c:= (A, B). Dann existiert genau ein X € C mit kNm = {X, C'}, und es gibt
Geraden o/, b, ¢ mit o/ "m ={X, A}, Nk ={X,B'}, Nk ={X,C"}. Wegen B,C & k
und A € mist X € {A, B,C}. Nach 34. ist auch ¢ Nm = {X,C"}, und mit 29. und 30.
folgt Z(a',a) = £(¢,¢) = Z(V,b). Nach 11.70. ist dann Z(a’, V') = Z(a,b) # R, also X € n
geméB 30., und nun fithrt 29. mit Z(a’,a) = Z(b',b) und 34. auf o’ Nn = {X, A’} =mnn
und O’ Nn={X,B} =kNn.

Wieder nach 29. gilt Z((A",C"),c) = Z(a,(B,X)) und Z((B',C"),d) = Z(b,(A, X)),

und dann ist (A’,C") = (B',C") "&" L((A,C"),¢) = Z((B,C"),¢) < Z(a,(B,X))
11.70. 30.

= /(b (A, X)) " L(a,b) = £(B, X, A) & X ek(A,B,C)). O

Als Corollar erhalten wir

36. Satz von Miquel—Clifford. Bilden vier Geraden zu je dreien ein Dreieck, so gehen
die Umkreise dieser Dreiecke durch einen Punkt.

Beweis: Sind a, b, ¢, d die betrachteten Geraden, so findet man Punkte A, B,C, A’, B', '
mit A", B,C€a N B,C;Aeb N C' A Bec N A,B' C" € d, und damit folgt geméaf
35. die Behauptung. 0O

F. Sekantensatz und Biischelsatz

Unter Verwendung von 29., 30., 3. und 6. zeigen wir

37. Sekantensatz. Sind A,B,C nichtkollineare Punkte eines Kreises k wund ist
7Z € (A, B)\k, so gilt fir D € C\{Z}:

(1) (Z,CYnk={C,D} & (A-Z)-(B-Z)=(C-Z)-(D-2),

(i) (Z,C)nk={C,D} = |A-Z|-|B-Z| = |C-Z|- |D-Z]|.

29.,30.

Beweis: Es ist (Z,C) Nk={C, DY*3" /(B, Z,C)=/(A, Z,D) A Z(C, B, Z) = /(Z,D, A)

"8 ((z,B,C) und (Z, D, A) sind gegensinnig &hnlich) &

Z
7 =

LR

o (A-2)-[F=7) = (C=2)-(D—-Z2) = |A—Z| |B—Z| = |C—Z|-|D—Z]|. ©

38. Anmerkungen. Nach 11.67.(%) und 11.69.(i) gilt in 37. die Aussage
() (A-2)-(B=2)=(A=2)-(B-Z) € R,

da Z, A, B kollinear sind. Weiter erkennt man, daf die Zahl (A—2)-(B — Z) in 37. allein
durch Z und k festgelegt ist, denn 37.(i) besagt gerade, dafl sie sich nicht &ndert, wenn
(A, B) durch (C, D) ersetzt wird, wobei C' beliebig auf k gewihlt werden kann. Man setzt
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(i) (A—2)-(B-2)=:Z[K|

und nennt Z[k] auch die Potenz von Z bzgl. k.

Wegen Z[k] € R* fihrt 11.11.(i) auf

(i) (A—Z2)-(B—2Z)=(A—2)o(B—2),

und mit 10.7. (ii), (iii) folgt

(iv) Z€ABl= (A-Z2)-(B-2Z)=—-|A-Z| 1B~ Z|,

~v) ZdAB[= (A-2)-(B-Z)=+|A-Z|-|B-Z|.

Abgesehen vom Vorzeichen ist Z[k| also durch |[A — Z| - |B — Z| gegeben.

Ist k = kppp, s0 ist |[A— Z| - |B — Z| im Falle |Z — M| < r mit negativem Vorzeichen und
im Falle |Z — M| > r mit positivem Vorzeichen zu versehen (vgl. 26. mit Beweis).

Dies steht in Einklang mit der folgenden Beobachtung:
Ist |[Z—M/|>r und ist T der Beriithrpunkt einer Tangente ¢ durch Z an k, so fithrt (v) auf

i) (A—2)-(B=Z)=|T—Z2|*>>0.

Der Sekantensatz schligt eine Briicke zwischen Abstandsbegriff und Kreisbegriff und
gehort — wie der Randwinkelsatz — zu den wichtigsten Sitzen der Elementargeometrie!

39. Als eine Anwendung des Sekantensatzes erwédhnen wir
hier eine Konstruktion fiir die Teilung einer Strecke [A, B|
nach dem goldenen Schnitt:

Das Lot von A auf (A, B) treffe kyq4 fiir d := |A—DB| im
Punkt C. Ist M der Mittelpunkt des Thaleskreises k iiber
{A, C'} und trifft dieser die Gerade (M, B) in D und E mit
|D—B| < |E—DB], so teilt der Schnittpunkt X von kg |p_p
mit [A, B] die Strecke [A, B] im goldenen Schnitt. Denn
fir z = |[A—X| und y = |X—B| folgt & = |[A—B> Z |D—B| - |E—-B| = y - (d +y), also
(d —y)-d = y* und damit (z + y)/z = (y/x)?. Fiir ® := y/x gilt dann 1 + & = &2 und
® = (1++/5)/2, d.h. @ ist das ,,goldene* Teilverhltnis (® = Phi erinnert an PHIDIAS).

4 x x Yy B

Als eine weitere Anwendung des Sekantensatzes zeigen wir

40. Biischelsatz. Sind A, ..., F sechs verschiedene Punkte
und sind k,m,n drei verschiedene Kreise in C mit
ENnm={A,B} N mnNn={C,D} N nNnk={E,F},
so liegen die Geraden (A, B),(C, D), (E, F) im Biischel.

Beweis: Ist (A, B)||(C, D)||(E, F), so gilt die Behauptung,.
Ggf. nach einer Umbenennung sei deshalb (A, B)N(C, D) =:
{Z} mit Z € C. Wire Z € m, so wire |[{A, B,C,D}| < 3.
Also ist Z € {A, B,C, D} und damit Z ¢ kUm Un.
Esseit:=(Z,E),tNk={E,G} undtNn=:{E,H}. Nach 37.ist (F — Z) - (G—2) =
(A-Z)(B-2)=(C—-2)(D-2Z)=(E—-Z)-(H—Z),also G=H € knn={FE, F}.
Wire G =H =FE # F,so wire F ¢ tund t Nk =tNn={F} im Widerspruch zu 32..
Alsoist Z € (E,G) = (E,F). O
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G. Die Satze von Menelaos und Ceva

41. Sind X, A, B drei verschiedene Punkte von C, so liefert das Teilverhéltnis

_X-A_ A-X
© X-B B-X

eine exakte Information iiber die Lage von X relativ zu A und B. Offenbar ist |t ¢ {0,1}

X—-A - __tB—-A -
m S tX—tB=X-A & X = 1 ) gllt.

(i) Die Abbildung C\{A,B} — C\{0,1}: X — XA st eine Bigektion.

X-B
X—-A A-X ., _ B-A .1 _ A-B )
X_E = =X & 11—t = =X &S 1t = —A—X) und 9.6. folgt im

t

von X bzgl. (A,B)| (vgl. 9.6.)

und wegen (t =

Wegen (t =
Falle t € R:
(i)t <0 & X €JA,B|,

(i) 1<t & 1-t<0 & Be€A X],
iv)0<t<l & 1—-t'<0 & A€X,B]
In Verbindung mit 9.7. bedeutet dies

(v) | X € (A, B)\{A,B} <& teR\{0,1}|,

d.h. das Teilverhdltnis von X bzgl. (A, B) ist genau dann reell, wenn X, A, B kollinear
sind.

Die wichtigsten Sétze iiber Teilverhéltnisse sind die Strahlensétze 9.26.(i),(ii).
Als Ergédnzung zu 9.26.(i) notieren wir hier

42. Projektionssatz. Sind drei verschiedene parallele Gera-
den g, g1, 92 € G gegeben, die eine Gerade m in den Punkten
A, Ay, Ay und eine Gerade n in den Punkten B, By, By schnei-

., |A-A; B-B
den, so st A4, ~ BB,

Beweis: Die Parallele zu n durch A treffe gq,g9 in Cy, Cs.
Ist 7 die Translation X — X — A + B, so folgt

A—Aq 926.() A—Cy T(A)=7(C) _B-5B

A=Ay, — A-Cy  7(A)-7(Cy) B-By

Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir

43. Satz des Menelaos. Ist {A,B,C} ein Dreieck
und sind A" € (B,C), B € (C,A), C'" € (A B) mit
A B, C" ¢ {A B,C}, so sind A',B',C" genau dann
A—-B B'-C (C'-A
A-C B'-A C'-B

kollinear, wenn

=1\ gilt.

Beweis:  Wegen B'¢(B,C) existiert De(B,C) mit
(A, D)||[{A’, B"). Dann ist C"e(A’", B") < (A',C")||(A,D) &
w42 C'—B _ A=B _ A~B A-C 2 A-B B—C

C'-A A-D A-C A-D A-C B-A

O
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Die folgende Aussage, die mit 43. eng verbunden erscheint, wurde erst etwa 1800 Jahre
spater entdeckt:

44.Satz von Ceva. Ist {A, B,C} ein Dreieck und sind A" € (B,C), B" € (C,A),
C" e (A, B) mit A, B",C" ¢ {A, B,C}, so liegen die Geraden (A, A'), (B, B’), (C,C")

genau dann im Biischel, wenn (%) ﬁi:g : gi:i : g,,:g =—11 gilt.
4 I _ A-B A-(C'
C Beweis: Wg/segenBoz .A A—C A-B
B’ =22 7v D=
c B P und (3 -4 B_C"

a) Es sei (A4, A)||(C,C"), also a=l1
)

gemifB 42.. Dannist ((B, B)||(C,C") &
41,42,

A C' B 4 C' B &7f8=1% a-(-0)=-1 & (x).
b) Es sei (A, A") N (C,C") =: {E}, also a = %%g geméfl 43.. Dann ist (F € (B, B') <
B 5 E-C (—B) = —

84-EC oo (-fh=-1¢ () O

H. Ausblick

Es gibt hunderte von elementargeometrischen Sitzen, z.T. mit sehr iiberraschenden und
asthetisch beeindruckenden Aussagen. Viele wurden bereits im Altertum von den Grie-
chen entdeckt, viele aber auch im 19. Jahrhundert, dem sog. ,goldenen Zeitalter der
Geometrie®.

Aber auch heute noch beschiftigen sich Mathematiker wie Hobby—Mathematiker gern mit
diesem Gebiet.

Wir schlieflen diesen Paragraphen mit zwei Beispielen:

1997 fand die Hamburger Diplomandin K. DIERCKS die folgende Verallgemeinerung des
Satzes von NAPOLEON:

45. Satz. Sind (A, B,C",C"),(C, A", B, A"),(B’,C, A, B") gleichsinnig ihnliche Vierecke,
so sind (B",A",C"), (A, B,C"),(C, A", B),(B',C, A) gleichsinnig dhnliche Dreiecke,
oder es ist A” = B" = C".

Beweis: Nach 2. gilt r := (C"—B)/(A-B) = (B-A")/(C-A4") = (A-C)/(B'—C) sowie

s .= (C"-B)/(A-B) = (A"-A)/(C-A") = (B"-C)/(B'-C), also r[B"-A"] =

r[C+s(B'—C)—A'—s(C—A")] = B—A'+s(A—C)—s(B—A") = B+s(A—B)—A'—s(C—-A’)

= C"—A". Mit 2. fiihrt dies auf die Behauptung. O
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Der iiblicherweise NAPOLEON zugeschriebene Satz bezieht sich auf den Spezialfall von
45., daf die Dreiecke (A, B,C"), (C, A’, B), (B’,C, A) gleichseitig mit den Schwerpunkten
C", A" B"” sind. Dazu bemerken wir folgendes:

2 @:#

C:= A+w(B—-A), C':= A+w(B—-A)

46. Fiir |w = (1++/34)/2| gilt und w-w=1+3=1,

also und sowie w =1 —w. Dies impliziert

’w2:w—1 A w=—-1A w6:1‘ und

1-0/=1=|w| =|w—0] =[w-0| = |&w| = 1-w| = |1-|.

Ist D € C, so nennt man die Drehung § : C — C : X — w(X — D)+ D eine 60°~Drehung
um Dund 6':C—C: X - w- (X — D)+ D eine (—60)°~Drehung um D.
Offenbar erzeugt 6 die zyklische Gruppe {3,482, 8%, 6%, 6°, 65} (o) mit 6 = D A ¢ = idc.
Sind A, B € C mit A # B, so sind {A, B,C} und {A, B,C’} fiir C := A+w(B—A) und

C'":= A4+w(B—A) gleichseitige Dreiecke. Wegen k4 a—p N kpja—p = {C,C"} gibt es nur
diese beiden Moglichkeiten, {A, B} zu einem gleichseitigen Dreieck zu ergénzen.

Wegen C,C" € s, p ist hiermit insbesondere auch aufgezeigt, wie man s4 p ausgehend
von A, B mit Zirkel und Lineal konstruieren kann.

47. Die folgende Aussage wurde im Jahre 2000 im Internet verbreitet:

E Windmiihlensatz. In der Anschau-

ungsebene seien gleichseitige  gleich-
sinnig dhnliche Dreiecke (M, A, B),
(M,C,D), (M,E,F) gegeben .

Dann  bilden die Mittelpunkte der
Strecken [B,C|, [D,E], [F,A] ein
gleichseitiges Dreieck, falls sie mnicht
zusammengfallen.

Beweis: O.B.d.A. seien M=0 und

B=p-A, wobei pe{w,w} gemiB

46. ist. Dann ist D=p-C" und
B F=p-E, und mit p? ES p—1 folgt

p-[(B+C)/2—(F+A)/2] = (p?A+D—p*E—p - A)/2 = (—A+D—pE+E)/2 =

= (D+FE)/2—(F+A)/2, wie behauptet. O
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13. GRENZWERTE VON FOLGEN KOMPLEXER ZAHLEN

Im folgenden behandeln wir Elemente der Grenzwerttheorie im Bereich der komplexen
Zahlen. Damit begeben wir uns in eines der wichtigsten Gebiete der Mathematik, welches
auch ANALYSIS genannt wird.

A. Konvergenz von Folgen

1. Ist a € C und € € R, ist also a ein Punkt der komplexen Ebene und ¢ eine positive
reelle Zahl, so wird kq. := {z € C| |z —a| = €} der Kreis um a mit dem Radius € und
U(a) :== {a: € C||z — a| < €} die e=Umgebung von a genannt. Zugleich heift U.(a)
auch die offene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt a und dem Radius €, jedoch werden
wir die kiirzere Bezeichnung ,,e—Umgebung von a* bevorzugen (Figur 1.a)). Die Menge
U.(a) := U.(a) Uk,. wird die abgeschlossene Kreisscheibe um « mit dem Radius
€ genannt.

Wir interessieren uns hier nun nicht nur fiir eine e-Umgebung von a, sondern fiir al-
le e-Umgebungen von a, wobei wir uns diese von auflen nach innen mit immer kleiner
werdendem Radius e durchlaufen denken (Figur 1.b))

‘ . Figur 1

Mit Hilfe der e-Umgebungen von a kénnen wir ndmlich ,testen”, ob die Punkte einer
Folge (ay)neny mit a,€C (vgl. 6.23.) zu dem Punkt a , hinstreben* oder nicht (Figur 1.b)).

Um dies deutlich ausdriicken zu konnen, verwenden wir die folgenden Redeweisen:

a) Wenn wir von |fast allen | Elementen einer Menge M sprechen, so meinen wir

’ alle bis auf endlich viele Ausnahmen .

(Z.B. gilt fiir jede natiirliche Zahl n: Fast alle Elemente von N sind grofler als n.)

b) Im weiteren bedeute ,, Folge* stets ,, Folge komplexer Zahlen*
und ,,reelle Folge* stets ,,Folge reeller Zahlen*.

¢) Ist (an)nen eine Folge und sind r, s € N mit r < s, so heifit a, ein Nachfolger von a,
(auch dann, wenn a, = a; sein sollte).

Unter Verwendung dieser Redeweisen setzen wir nun fest:

Definition. Ist (a,)nen eine Folge und ist a € C, so sagen wir, (a,)n,en strebt gegen
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a oder (a,),eny konvergiert gegen a, wenn jede vorgegebene e~Umgebung von a die
Elemente a,, fiir fast alle n € N enthélt, d.h., wenn es zu jeder e-Umgebung von a ein
Folgeglied gibt, dessen simtliche Nachfolger in U.(a) liegen.

Demnach gilt

(i) Eine Folge (ay)nen konvergiert genau dann gegen die komplexe Zahl a, wenn es

zu jedem e € RY | einn. € N mit||la —a,| <e V n>n.| gibt.

¢

Hierbei wird durch die Schreibweise ,,n.“ angedeutet, dafl es sich bei n, um eine von der
Wahl von e abhéngige natiirliche Zahl handelt. In der Tat: Wenn ¢ sehr klein ist, mufl n.
unter Umsténden sehr grof§ gewéhlt werden. Wir zeigen nun:

(i) Ist (an)nen eine Folge, die zugleich gegen a € C und gegen b € C konvergiert, so ist
a=b.

Beweis: Es sei € := %|a — bl. Wire a # b, also ¢ > 0, so gibe es n.,m. € N mit

la—a,] <e ¥V n>n.und mit |b—an,| <e V¥V m >m,, und fir k := n. + m. ergébe
sich dann der Widerspruch |a — b| < |a — ag| + [b — aix| < e +¢e = |a —b| (vgl. 8.28. und
1.22.).

Demnach ist € = 0, und mithin ist a = b. O

Wegen (ii) gibt es zu einer vorgegebenen Folge stets hochstens eine komplexe Zahl, gegen
die diese Folge konvergieren kann.

Entsprechend setzen wir fest:

a) Ist (a,)nen eine Folge, die gegen a € C konvergiert, so nennen wir a den Grenzwert
oder den Limes von (a,),ey und schreiben

@
(gelesen ,a gleich Limes a, fiir n gegen Unendlich®).
B) Ist (an)nen eine Folge, die nicht gegen irgendeine komplexe Zahl konvergiert, so heifit

(@n)nen divergent, und wir sagen, (a,)nen divergiert.

) Da die Anfangsglieder einer Folge fiir die Konvergenz bzw. Divergenz dieser Folge ohne
Bedeutung sind, iibernehmen wir die gegebenen Definitionen und Redeweisen fiir Folgen
des Typs (an)nen, und (an)pem(i,...ry (mit 7 € N) anstelle von (ay,)nen-

2. Beispiele.

(i) Die Folge (%)neN konvergiert gegen 0.

Beweis: Es sei ¢ € R* (beliebig!) gewihlt. Nach 2.12. existiert ein n. € N mit % < ne,

und fiir n € N erhalten wir dann (n>n5 = n>n5>% = ‘O—%‘ =%<6>. O
Bemerkung. Es ist %7& 0 V neN | Gleichwohl gilt | lim % = 0 |, d.h. der Grenz-

wert, dem die Folgenglieder beliebig nahe kommen, ist die Zahl Null!
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(ii) Die Folge ((—1)")nen divergiert.
Beweis: Es sei ¢ := 1. Wire lim (—1)" = a € C, so gibe es ein n. € Nmit [a—(—1)"| < ¢

n—oo

vV n > n., und fiir m := 2n, erhielten wir dann mit 8.28. den Widerspruch 2 = |[1—(—1)| <
<[l—al+fa—(=D[=la— ()" +|a—(-1)""<et+e=2 O

(iil) Es ist nhi& e 2i.

Beweis: Es sei € € R7.. Zu ¢ existiert eine natiirliche Zahl n. mit % < ng, und fiir n € N

2

giltdann(n>n5:>g<n<n+1:>‘22'_ 2m‘ ‘

2
—£1|:n+1<5)' =

(iv) Ista € Cunda,=a V neN, soist lim a, = a.

n—oo

Beweis: 1.(1) ist fir n. := 1 erfillt. O

3. Eine Teilmenge M von C heiit beschrankt, wenn es ein 7 € R% mit M C U,(0)
gibt. Demnach ist M genau dann beschrinkt, wenn alle Punkte von M in einer festen
(moglicherweise sehr grofien) Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 0 liegen.

Eine Folge heifit beschriankt, wenn die Menge aller Folgenglieder beschrénkt ist.

Demnach ist die Folge (a,)nen genau dann beschrénkt, wenn es ein festes » € R* mit
la,| <7 ¥V n €N gibt.

In diesem Zusammenhang zeigen wir
4. Satz. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis: Die Folge (a,)nen konvergiere gegen a € C. Zu ¢ := 1 existiert dann ein n. € N
mit |a —a,| <e=1 VYV n>n.. Wirsetzen r :== 1+ |a| + |a1| + - -+ + |an_| und erhalten
lan| < lap|+1 < r fur n < n. sowie |a,| = |a,—0| < |ap—al+|a—0] < 1+|a| < 7 fir
n>mn. U

5. Bemerkungen. a) Wenn eine Folge beschrankt ist, braucht sie nicht konvergent zu sein.
Dies erkennt man aus 2.(ii).

b) Die Folge (n),en ist offenbar nicht beschriankt. Nach 4. ist sie dann auch nicht konver-
gent.

B. Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen

Als vielseitig verwendbare Aussage zeigen wir
6. Satz. Sind c¢,d,e € C und sind (a,)nen und (b,)nen konvergente Folgen, so gilt:
(i) Die Folgen (e + ¢+ ap +d-by)neny und (a, - bp)nen sind konvergent.

(ii) Esist lim (e+c-a, +d-b,) =e+c- lim a, +d- lim b,.
(iii) Es ist hm (an bn):(lim a,) - ( lim by,).

(iv) Ist lim b, # 0, so gibt es ein € N mit b, #0 V n >r, und dann ist die Folge

n—oo

(an/bp)nemq1,...ry konvergent mit ~ lim  (a,/b,) = (lim a,) / (lim b,).

r<n,n— oo
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Beweis: Es sei lim a, = a und lim b, = b. AuBlerdem sei ein beliebiges ¢ € R* gewihlt.

a) Zu § = m gibt es ng,ms € N mit |a—a,| < d V n > ns und [b—b,| <

V' m > mg. Fiir n. := ns + mg und n € N mit n > n. folgt dann
(e+ca+db) —(e+c-a,+d-b,)| =|c(a—a,)+db—0,)| < |c|-|a—ay|+]|d|-|b—b,| <
< (1+|c|+|d|) -0 = e. Damit ist (ii) bewiesen.

b) Zu § := /e gibt es ng,ms € Nmit |[a —a,| <0 Vn>nsund [b—b,| <J ¥V m > ms.
Fir n. := ns + ms und n € N mit n > n. folgt dann |0 — (@ — a,) - (b — b,)| =

=la—ay|-|b—"0, < -6 =c¢, dh. die Folge ((a — a,) - (b — by))nen konvergiert ge-
gen 0.

Zusammen mit (ii) zeigt dies, daf (an-bn)nen = ((a,—a)- (b, —b)+a-b,+b-a,+(—a-b))nen
gegen 0+a-b+b-a—a-b=a-bkonvergiert, und mithin sind (i) und (iii) giiltig.

c) Esseib# 0 und 0 := min{l—g‘ o 5-¢}. Dann gibt es ein nge€N mit |b—b,[<d ¥ n>ns,
und es folgt |b] = [0—b| < [0=b,| + |bn—b] < [bn]+6 < |by |+| | V' n > ng, also 1 |<|b |

2
= |b—b,| - |b|1|bn|<<|b| 5)-(&-%)25 YV n > ns.

YV n > ng, und weiter dann ‘

1 1)_
b by

; o . 1 . 1
Demnach ist b, # 0V n > r := ng, und die Folge (E)%N\{l ..... " konvergiert gegen 7
i oy g . an . 1 1 -
— o —_— pu— .= D
Mit (i) und (iii) fihrt dies auf 7q<nh1£n_> b T<nl’1£n_> N (an bn) a-g, also auf (iv).

7. Beispiele.
(i) FirreN ist lim 4 = (lim +)" =0.
n—oo T

n—oo n

Der Beweis ergibt sich aus 2.(i) und 6.(iii) durch Induktion.

2 -3 —4 -5
e i L

—2n" + 3i . —24+3i-n""
Esist lim ————-"— =1

(i) Bs is nbo 5n” — 4in + 1 e 5—4i-n%+n7

(iv) Es ist lim @7712_+1 lim Lﬂ‘z =L

n—oo TM° —1 nﬂOO'Y—Z n

|
SN

Weiter zeigen wir nun

8. Satz. Ist (a,)nen eine konvergente Folge, so sind auch die Folgen (|an|)nen, (@n)nen,
(Re(an))nen und (Im(ay))nen konvergent (vgl. 8.27.), und es gilt

(i) lim la,| = | lim A,

(i

(iii

i)

) nILnQO Re (a,) = Re (nhg)lO ),
)
)

lim Im (a,) = Im (lim a,),

n—oo n—oo

(iv

(v

lim a, = llm Re (a,) + - lim Im (a,).

n—oo n—oo
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Beweis: Es seie € RY und a := lim a,. Dann gibt es ein n, € Nmit [a—a,| <e Vn > n..
n—oo

Wegen 8.27. und 8.28. gilt |la| — |a,|| < |a —a,| = [@ —a@,| < e ¥V n > n., und mithin sind
(i) und (ii) giiltig. Aus (ii), 8.27. und 6. folgen (iii), (iv), (v). O

9. Corollar 1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge reeller Zahlen ist stets eine
reelle Zahl.

Beweis: Ist (a,)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen, so fithrt 8.(iii) auf lim a, =
= lim Re(a,) = Re(lim a,) € R. O

n—oo

10. Corollar 2. Die Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn die reellen Folgen
(Re(an))nen und (Im(ay))nen konvergieren.

Beweis: 6., 8. . O

11. Gelegentlich benétigen wir die Bernoullische Ungleichung;:

i) neNAzeR A -1<z = |[I1+nz<(1+2)"|

Diese wurde bereits in 2.21. bewiesen.

Ferner verwenden wir auch die erweiterte Dreiecksungleichung.

n n
(i) neN A ay,...,a, € C = ‘Za,,‘g > Jaul |,
v=1 v=1

die sich aus 8.28.1. durch Induktion ergibt.

12. Corollar. Fiir a € C* mit |a| < 1 ist lim a™ = 0.
1

Beweis: Es sei ¢ € R} und z := m — 1, also x > 0. Nach 2.12. gibt es ein n. € N mit
11.

ne > %, und fiir n € N mit n > n, folgt dann # = (142)" > 14+nzx > nx > n.x > %,

also |0 —a"| = |a|" <e. O

C. Konvergenzsitze

Die folgenden Sétze haben z.T. einen mehr theoretischen Charakter. Sie bilden den Grund-
stein zum Beweis wichtiger weiterer Sétze:

13. Satz. Es seic € R} und b € C. Ist (an)nen eine konvergente Folge
mit a, € U.(b) ¥V n €N, so liegt auch lim a, in U.(D).

Beweis: Ist v € C\U.(b) und z € U.(b), so ist § := |v —b| —& > 0 und |v — b <
<|v—zl+[z=b] <|v—2]+¢, also § < [v— 2| und damit z ¢ Us(v). Dies bedeutet nach

1.(i), daB v nicht der Grenzwert einer Folge von Elementen aus U.(b) ist. O

14. Satz. Sind a, f € R mit a < 3 und ist (a,)nen €ine konvergente Folge reeller Zahlen
mita<a,<p V néeN, sogqgilta< lima, <pf.

Beweis: Es sei € := (f—a)/2 und b := (a+)/2. Firx € Rist (a <2 < f & b—a <

< (a+B)/2—a=¢ N z=b< f—(a+p)/2 =¢ & |b—zx| <e & x € U.(b)). Deshalb

folgt die Behauptung aus 9. und 13.. O
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15. Satz. Sind (an)nen und (b,)nen konvergente Folgen reeller Zahlen
mit a, < b, VnéeN, sogit lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

Beweis: Nach 6.(i) ist (¢, )nen mit ¢, := b, —a, eine konvergente Folge von nichtnegativen
reellen Zahlen, und nach 4., 6.(i) und 14. ist 0 < lim ¢, = lim b, — lim a,. O

n—oo n—oo n—oo
16. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heifit
streng monoton steigend, wenn a, <a,;;1 VnéeN gilt,
monoton steigend, wenn a, <a,.1 VneN gilt,
streng monoton fallend, wenn a, >a,,; VneN gilt,
monoton fallend, wenn a, >a,;; VnéeN gilt,
und monoton, wenn sie monoton steigend oder monoton fallend ist.

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich das folgende Konvergenzkriterium, das haufig ange-
wendet werden kann, da in der Praxis viele Folgen monoton sind:

17. Satz. Ist (a,)neny eine beschriankte monoton steigende (bzw. monoton fallende)
Folge reeller Zahlen, so ist (a,)nen konvergent, und es gilt lim a, = sup{a, | n € N}
(bzw. lim a,, = inf {a, | n € N}). A

Beweis: Es sei a := sup{a, | n € N} (bzw. a := inf {a, | n € N}) (vgl. 1.35., 1.36.). Ist

e € R* , so gibt es nach der Definition von a ein n. € Nmit a —¢ < a,_ (bzw. a,. < a+¢),

und dann fiihrt die Monotonie fiir jedes n € N mit n > n. aufa —¢ < a,, < a, < a
(bzw. a < a, < a, <a+c¢e), also auf |a — a,| < €. Dies bedeutet aber lim a, =a. O

n—oo

18. Ist (ay)nen eine Folge und ist (k,)nen eine streng monoton steigende Folge natiirlicher

Zahlen, gilt also |k, < kny1 Vn € N

, so heiit (ay, Jnen eine Teilfolge von (a,),en. Durch

Induktion ergibt sich hier ’n <k,VneN ‘

Aufgrund der Definitionen erhalten wir

(x) Konvergiert die Folge (ay,)nen gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge von (ay,)nen
gegen a.

Als besonders wichtig erweist sich im weiteren

19. Satz von Bolzano—Weierstrafl. Jede beschrinkte reelle Folge besitzt eine mono-
tone konvergente Teilfolge.

Beweis: Gegeben sei eine beschrinkte reelle Folge (a,)nen. Der Index n von a, heifle
Stiitzzahl, wenn a,<a,.r V k€N ist, wenn also kein Nachfolger von a, kleiner als a,, ist.
a) Es gebe unendlich viele Stiitzzahlen unter den Indizes. Nach 6.24. kann man dann
eine streng monoton steigende Folge von Stiitzzahlen betrachten. Dieser entspricht eine
monoton steigende Teilfolge von (a,)nen, welche nach 17. konvergiert.

b) Es gebe nur endliche viele Stiitzzahlen, und keine sei grofier als m € N. Wir definieren
nun geméif 2.20. rekursiv eine Folge (k,)nen durch

(RD1) Es sei ky :=m + 1;

(RD2) Ist k, gefunden, so sei k,,;1 € N minimal derart, da88 k, < k,41 und ay,,,, < ag, ist.
(Dies geht, weil k,, keine Stiitzzahl ist.) Dann ist (ag, )nen eine monoton fallende Teilfolge
von (ay)nen, und diese konvergiert nach 17. O
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20. Corollar. Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Gegeben sei die beschrinkte Folge (an)nen. Dann ist die Folge (Re(an))nen
beschrankt und hat nach 19. eine konvergente Teilfolge (Re (ag,))nen. Nun ist auch die
Folge (Im (ay,, ))nen beschrankt und hat nach 19. eine konvergente Teilfolge (Im (a,,))nen-
Als Teilfolge von (Re (ag,))nen konvergiert (Re (a,,))nen geméf 18.(x), und nach 10. ist
(@, )neny nun eine konvergente Teilfolge von (a,)pen. O

21. Gelegentlich ist es moglich, die Konvergenz einer Folge festzustellen, ohne den zugeho-
rigen Grenzwert zu kennen. Um dies ndher auszufiihren, setzen wir fest:

Definition. Eine Folge (a,)nen heifit Cauchy—Folge, wenn es |zu jedem € € R | eine

natiirliche Zahl n. mit | (x) |a, —an| <e V n,m > n.| gibt, wenn also der Abstand

von je zwei Nachfolgern von a,_ kleiner als ¢ ist (man beachte den Unterschied zu

1.(1)). Zunéchst bemerken wir

22. Satz. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge.

Beweis. Die Folge (an)nen konvergiere gegen a, und es sei ¢ € R%. Dann existiert ein

r € N mit |a — a,| < % V' n > r, und fir n,m € N mit n,m > r folgt |a, — a,,| <
€, € _

<l|ap, —a|l+la —an| < 5t5=¢e O

Umgekehrt gilt

23. Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Folgen: Jede Cauchy-Folge komplexer
Zahlen konvergiert in C.

Beweis: (ay)nen sei eine Cauchy—Folge.

Wiére (ap,)nen unbeschriankt, so géibe es zu jedem n € N ein m > n mit |a,,| > |a,| + 1,
also mit |a,, — a,| > 1 (vgl. 8.28.), und dann wire die Bedingung 21.(x) fir ¢ = 1
verletzt. Demnach ist (a,)nen beschrénkt, und nach 20. existiert eine Teilfolge (ay,, )nen
von (a,)nen, die gegen eine komplexe Zahl a konvergiert.

Jetzt sei € € RY beliebig vorgegeben. Da (ay,)nen eine Cauchy—Folge ist, gibt es ein s € N

mit |a, — a,| < % V' m,n > s. Wegen lim ay, = a gibt es auBerdem ein ¢ € N mit k; > s
n—oo
und mit |a — a,| < % Es folgt |a — a,| < |a — ag,| + |ag, — an| < %+% = vV o n>s,

und damit ist lim a,, = a gezeigt. O

n—oo

14. GRENZWERTE VON REIHEN KOMPLEXER ZAHLEN

A. Definition von Reihen komplexer Zahlen

1. Gegeben sei eine Folge (ay,)neny komplexer Zahlen. Dann bezeichnen wir die Folge

(Sn)neN mit Sy = Z::l a,=a,+---+a,

als die aus der Folge (a,)nen gebildete Reihe und nennen s, die n—te Partialsumme
von (an>n€N-
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Demnach ist die aus (a,)n,eny gebildete Reihe einfach die Folge der Partialsummen von
(an)neN:

S1 = da,
Sy = a1+ ag,
Sp = a1+ ag+ -+ ap,
Statt (sp)nen schreiben wir auch | (3 a,)nen| Gibt es ein s € C mit s = lim s,, so
n—oo
o0 n o0
schreiben wir auch Y a, statt s und erhalten  (x) |lim (Y a,) =Y a,
v=1 n—ooy=1 v=1

im Falle der Konvergenz von (Y ay)nen-

Die Reihe (> an)nen heiBt konvergent bzw. divergent, wenn die Folge (s,)nen konvergent
bzw. divergent ist.

Wir verwenden analoge Bezeichnungen, falls anstelle von N andere Teilmengen von Z als

Indexmengen fiir die Summation zugrunde gelegt werden.

Anmerkung. Bei vielen Autoren steht , Z a,* nicht nur fiir den Grenzwert s, sondern auch

fiir die Reihe (3 ay,)nen. Durch unsere Symbohk versuchen wir, diese Doppeldeutigkeit
zu vermeiden.

2. Kennen wir die Terme s, einer Reihe (s,),en, so konnen wir sofort die Folge angeben,
aus der diese Reihe gebildet wurde: Man setze einfach a; := s; und a, := s, — s,_1 fiir
n > 2, denn dann ist s, =a; +---+a, Vn € N.

B. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir zeigen zunéchst

3. Satz. Sind (D an)nen und (O by)nen konvergente Reihen, so sind auch die Reihen
(> (c-an+d-by) Jnen fir c,d € C und (3 an)nennsr fir r € N konvergent, und es gilt

So(cantdby) =c- Y an+d- Y by| sowie | Yoan = an+ > an|

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=r+1

Beweis: Fiir m € Nsei s, ;== a1+ -+ anm, ty := by +---+ b, und u,, := s,, — s,. Durch
Induktion folgt > (c-a,+d-b,) =c- sy +d-t,, ¥ m €N, und nach 13.6.(ii) gilt dann
lim (¢-sp,+d-t,) = c hm Sm+d- lim t,, sowie lim  w, =(lim s,)-s,. O

m—00 m>r,m—0o0 m—00

Mit Hilfe von 13.23. erhalten wir

4. Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen. Die Reihe (D ay,)nen konvergiert

genau dann, wenn es|zu jedem € € R | ein n. € N derart gibt, daf gilt:

m
(%) Fir allem,n € N mit m >n>n. ist | Y a,| <e|
rv=n
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Beweis: Fiir n € N sei Spi=ai+- -+ a, Ist meNmit m>n>1,so0ist [s,_1 — 8| =
= |$p — Sn_1| = | Z a,|. Demnach entspricht () der Bedingung (*) aus 13.21., und

mithin folgt die Behauptung aus 13.22. und 13.23.. O
5. Corollar. Ist die Reihe (> a,)nen konvergent, so ist lim a, = 0.

Beweis: Satz 4. mit m=n. 0O

1 . . 1
6. Satz. Es ist lim = =0, aber die Reihe (z =

n—00 n)nEN
Mithin ist 5. nicht umkehrbar.

1st divergent.

Beweis: Fir m € N sei s, ::1+%—|—- % Fiir n € N ist dann
_ L, 1 o ooy oy 1
s = 1+g+(g+g)+(E++g)+ +(2n_1+1+ +5m) >
1 1 1 n—1 1 n
und folglich ist die Folge (s,,)men unbeschréankt. Mit 13.4. fithrt dies auf die Behauptung.

O

Wir zeigen nun

7. Vergleichskriterium. Gegeben seien eine Folge (ay)neny komplezer Zahlen und zwei
Folgen (bn)nen, (¢n)nen reeller Zahlen. Dann gilt:

(1) Ezistiert ein r € N mit |a,| < ¢, V n > r und ist die Reihe () ¢,)nen konvergent,
so konvergieren auch die Reihen (D ap)nen und (> |an|)nen, und es gilt

o0 (o] o0 o0
|3 an| < 3 laal | sowie | Y Jan] < 3 cu
n=1 n=1 n=r n=r

(ii) Existiert ein s € N mit 0 < ¢, < b, V' n > s und ist die Reihe (_ ¢,)nen divergent,
so divergiert auch die Reihe (> by)nen-

Beweis: (i) Ist ¢ € R* vorgegeben, so existiert nach 4. ein n. > r mit » " ¢, < ¢

fiir m > n > n., und durch Induktion folgt ‘Zy:n a,,‘ <3yt ‘al,| <3 e, < e fiir
m > n > n.. Mit 4. fithrt dies auf die Konvergenz von (> ap)neny und (3 |an|)nen. Die
verbleibende Behauptung folgt aus ‘ Soay| <30 |aw| Vm e Nund aus 300" a,| <
<3 ™ e, VmeN\{l,...,r} in Verbindung mit 13.15..

(il) Wére (D by)nen konvergent, so nach (i) auch (3 ¢p)pen. O

8. Eine Reihe () a,)neny heiit absolut konvergent, wenn die Reihe (> |an|)nen
konvergiert. Nach 7.(i) gilt

(x) Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Umgekehrt braucht eine konvergente Reihe aber nicht absolut konvergent zu sein, wie wir
noch sehen werden.

Alle voranstehenden Sétze gelten entsprechend, wenn von 0 bis n statt von 1 bis n sum-
miert wird. Insbesondere erhalten wir
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9. Konvergenzverhalten geometrischer Reihen. Fir a € C wird (D a")nen,
die zu a gehdrige geometrische Reihe genannt (vgl. 2.23.). Es gilt
m _ ,m+l
(i) Firm € Ny ist > a” = 11+a’ falls a # 1 ist.
v=0

1
1—a’

(ii) Im Falle |a] <1 ist Y a™ =
n=0
(iii) Im Falle |a| > 1 divergiert (D> a™)nen, -

Beweis: Durch Induktion folgt (i) (vgl. 2.23.), und aus (i), 1.(x), 13.12. und 13.6. ergibt
sich (ii). Im Falle |a| > 1 gilt |a"| = |a|® > 1 ¥ n € N, und dann fithrt 5. auf (iii). O
Mit 9. erhalten wir jetzt

10. Quotientenkriterium. (a,),en sei eine Folge komplexer Zahlen, und es gebe ein

r € N mit a, # 0V n > r. Ezistiert nun eine feste reelle Zahl X mait
derart, dafy die Bedingung | (%) %
Reihe (> ay)nen absolut.

<AV n>r|erfillt ist, so konvergiert die

Beweis: Ist d := |a,| - A™", so fithrt Induktion mit Hilfe von (%) auf |a,| < d- A"V n >r.
Nach 3. und 9. konvergiert die Reihe () d - \"),en, und mit 7.(i) und 8. folgt dann die
Behauptung. O

Anmerkung. Das Quotientenkriterium ist ein sehr brauchbares Instrument, um die Konver-
genz gewisser Reihen zu beweisen. Es beruht, wie der Beweis zeigt, auf dem Konvergenz-
verhalten geometrischer Reihen.

C. Stellenwertdarstellungen rationaler und reeller Zahlen

In §3 D hatten wir Zifferndarstellungen fiir natiirliche Zahlen (vgl. 3.19.) und fiir reel-
le Zahlen (vgl. 3.22.) betrachtet. Diese wollen wir nun mit Grenzwerten in Verbindung
bringen.

Hierzu zeigen wir

11. Satz. Sind a,b € C mit |a| > 1, so st >~ a_b” == E T

Beweis: Nach 9.(ii) ist > 7, (%)V =1 —ll/a = - 7> und mit 3. folgt

oo b o0 1 a b
Zyil?:b(_1+ZV:0?):b(_1+a_1):a—l U
12. Satz. Es sei g € N mit g > 2. Ist |r € [0,1]| und gehort zu r gemdfy 3.22. die
Ziffernfolge (221,222, 2n, - | mit 2 € {0,1,...,9 -1} = Z,V k € N, s0

o
st |[r=> 2,-9g7"|
v=1

Beweis: Nach 3.22(¢) ist [r — >0 _ 2z, - ¢g7”| < g™ V n € N. Dies fithrt mit 13.12. und
1.(x) auf die Behauptung. O
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13. Satz. Es sei g € N mit g > 2. Ist (¢,),en eine Folge von Zahlen mitc, € Z,V v € N,

soist |s:= Y. ¢, g Y| eine reelle Zahl mit 0 < s < 1.
v=1

Wir notieren s in der Form |s = (0,¢i1¢a...Cp... )|, @m Falle g = 10 auch einfach

als|s =0,c1¢a...¢p ... |, und nennen dies eine g—adische Stellenwertdarstellung

vons. Es qilt  |(x) s=1 < ¢, =9g—1 VveN|

Beweis: Wegen 0 < c¢,-g7" <(g—1)-¢7¥ Vv € Nund wegen (¢) > 2 (¢9—1)-g7" £
fithrt 7. auf die erste Behauptung, und es gilt , < “ in (x). Auflerdem fithrt 1 =
= Y%, dyg7" fir d,€Z, mit 3. und (o) auf > > (9—1—d,) - g7¥ = 0, und wegen
g?V>0 AN g—1—d, >0V v e Nimpliziert diesg—1—d, =0V v eN. O

14. Wenn s = (0,¢1 ... ¢y ... ), geméB 13. gegeben ist und wenn in der Ziffernfolge (c,,)nen

ab einer Stelle £ € Ny eine Ziffernsequenz cjy1¢gio ... Cprm mit m € N auftritt, die sich
(jeweils direkt anschliefilend) ad infinitum wiederholt, so dafl dann

’ck+uzck+u+y.m‘ Vwpe{l,....m}, VveN

gilt, so schreiben wir s=(0,¢1...CkCxi1 -~ Chigm ---)g| (ohne ci...c; im Falle k=0)

und sagen, s besitzt eine periodische Darstellung mit |p := (c441. .. Chtm)y € No| als

Periode. Hierbei ist p < ¢™ (vgl. 3.19.). Wir setzen |d = (¢;...¢), € No|im Falle k>1

und im Falle k=0. Dann ist g*-s = d+t mit ¢ = (0,Cry1---Chim - -- )y und es folgt

g™ -t —t =p, da die (identischen) Nachkommawerte sich wegheben.

Dies impliziert (g —1) - (¢"-s—d) = (¢"~1) -t =p, also |s = Lk<d+ gmp 1) € Q|
p -

15. Beispiele.
a) Nach 13.(x) gilt |0,9... =0,99...9... =1|.

An dieser Identitdt kann man erkennen, ob man verstanden hat, was ein Grenzwert ist:

Es wird nicht behauptet, daf§ > 1%,, fiir irgend ein n € N gleich 1 sei; in der Tat, diese
v=1

9

Zahl ist fiir jedes n € N kleiner als 1. Aber die Reihe () 107

1, da die Partialsummen der 1 beliebig nahe kommen.

)V N hat den Grenzwert

Es sollte damit klar sein, dal das Symbol 0,9... einen Grenzwert bezeichnet, und dieser
ist wirklich die Zahl 1.

b) Nach 3.22. ist % =0,142857 ... = %Sgg Man priife dies nach!
<t 0.7 Wl o7, & 1 00T, & L
¢) Bsist 0,1... =g, 0,0I... = g5, 0,001... = 55g:
w5 14237 AErg 4o 0-3 578
0,237... = Gog: 0,2310578... = 107"+ (231 + gggg) € Q.
d) Es 1st%:0,256... —0,249... .
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Bei Zahlen mit Periode 0 148t man die Periode 0 und die Punkte bei der Darstellung fort
und bezeichnet die Darstellung als abbrechend. So ist also =0,25.

Andererseits zeigt dies Beispiel, dafl die gleiche Zahl auch mit Periode 9 (und allgemein
mit Periode g — 1, vgl.13.(x)) darstellbar ist.

16. Die g—adische Darstellung einer reellen Zahl s € [0, 1] wird als iiblich bezeichnet,
wenn sie nicht die Periode g — 1 hat.

Die in 3.22. gewonnene Zifferndarstellung ist gemafl 13.(x) eine iibliche Darstellung, da
die auftretenden Reste stets kleiner als 1 sind.

Uberdies kénnen wir nun auch sehen, da8 zwei wverschiedene iibliche g-adische Stellen-
wertdarstellungen stets verschiedene reelle Zahlen repriasentieren, denn wir erhalten

17. Satz. Es sei g € N mit g > 2. Sind s = Z c,g" und s = Z d,g™" zwei tbliche
g—adische Darstellungen der reellen Zahl s E]O 1[, so gilt ¢, = d V veN.

Beweis: Wenn es ein k € N mit ¢, # di gibt, dann diirfen wir uns £ minimal gewé#hlt
denken. Ggf. nach einer Umbenennung ist ¢; < dj. Indem wir s mit ¢*¥ multiplizieren
und die identischen Anfangssummanden fortlassen, erhalten wir ¢ + Y 0| Cpi0 - g77 =
=di+> 00 dyrn-g" > dp > ¢+ 1. Mit 13. fithrt dies auf ¢34, = g— 1V v € N entgegen
der Voraussetzung. Also gilt die Behauptung. O

18. Corollar. Ist g € N mit g > 2 und ist r € [0,1[, so liefert das Berechnungsschema
(x) aus 3.22. die einzig maogliche tbliche g—adische Stellenwertdarstellung von r.

Beweis: 16., 17. O

19. In 14. hatten wir gesehen, dafl jede periodische Stellenwertdarstellung eine rationale

Zahl reprasentiert. Als Ergdnzung zeigen wir nun

20. Satz. Ist g e N mit g > 2 und ist r € Q mit 0 < r < 1, so ist die tbliche g—adische
Stellenwertdarstellung von r periodisch .

Beweis. Es sei r = % mit n,m € N A n < m. Indem wir fiir » das Berechnungsschema

(x) aus 3.22. ansetzen und jede der Gleichungen mit m multiplizieren, entsteht

(r-m-g = z_1-m -+ ri-m mit r1-meNyg A ri-m<m
r-m-g = Z_o-m —+ ro-m mit r9-meNy A ra-m<m
(©)
Tm M+ g = Z_(mg1) M + Tpyr-m mit 7, -meNy Ay -m<m

L : :
Nach dem Taubenschlagprinzip 6.20. sind (wenigstens) zwei der in {0,1,...,m — 1} ge-
legenen Zahlen r; - m, ..., 7.1 - m gleich, und dann stimmen auch die jeweils nachfol-
genden Gleichungen in (¢) iiberein. Dies bewirkt eine periodische g—adische Stellenwert-
darstellung fiir . O

21. Die hier fiir reelle Zahlen aus [0, 1] erzielten Ergebnisse lassen sich nach 3.23. und 3.
auf alle Intervalle vom Typ [z, z + 1] mit z € Z iibertragen und gelten mutatis mutandis
dann fiir alle reellen Zahlen. So erhalten wir
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22. Hauptsatz zur Stellenwertdarstellung reeller Zahlen. Ist ¢ € N mit g > 2
und ist r € R, so besitzt r genau eine ibliche g—adische Darstellung. Diese ist genau
dann periodisch, wenn r rational ist.

Beweis: 3.22., 3.23., 12.-21.. O
D. Produkte von Reihen

Wenn man zwei endliche Summen aus m bzw. n Summanden multipliziert, so geschieht
dies nach dem Distributivgesetz, und das Ergebnis hat m - n Summanden. Eine Multipli-
kationsvorschrift fiir konvergente Reihen kann deshalb sicher nicht analog zu 3. gebildet
werden. Vielmehr geht man wie folgt vor:

23. Cauchy—Produkt von Reihen.
Gegegeben seien zwei absolut konvergente Reihen (3 an)nen, und (O by)nen, -

Die Produktreihe (> ¢, )nen, ist durch
(i) cn:=> aybp_, = agby + a1bp_1 + -+ +abp Vn e Ny 1)
v=0

definiert. Die Reihe (D ¢y)nen, ist konvergent, und es gilt
(ir) ( z_zoan) - Z:Obn) = Z_:Ocn.

Beweis: Wir setzen A := %> '|a,| und B := "> |b,|

sowie p, == (>on_pa) - (Xon_gby) und g, :== > I_ ¢, fiir n € Ny.

a) Es sei ¢ € R* . Nach 4. gibt es r, s € N mit

o - o &
A=Y lal < gy wmd Bem L bl < 5y

Firn=k+smit k € N A k > r ergibt sich dann
Pn — Gn| = |akbss1 + (ak + ap—1)bsio + -+ (ap + ap—1 + - -+ a1) - b+

Fapp1(bs + - b)) F appa(bey + o Fby) A+ an(by o+ 0)] )
13.11.(44)
< A (o] F bssol + -+ [a]) + (Jawa] + lapse] + - -+ an]) - B

<A+ B+ A (B+1)<§5+5=

b) Nach a) und 13.6. ist hm (pn — ¢n) =0 und ( o Oa,,) . (Zf’:o b,,) = lim p, =

= lim p, — lim (p, — qn) = lim (p, — (pn — qn)) == hm Gn =Y popCu. O

Als Anwendung von 10. und 23. zeigen wir

24. Satz. Die Exponentialreihe (ZZ—n st fir jede komplexe Zahl z absolut

!)nEN
konvergent.

1) Hier werden alle Produkte a,b, mit v,u € Ng A v+ p = n aufsummiert.
2) Hier sind alle Produkte a,b, mit 0 <v<n A 0<pu<n A v+ p>n aufzusummieren.
Die spezielle Wahl der Reihenfolge der Summanden erméglicht die nachfolgende Abschétzung.
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Wair setzen

(i) | e*:=

n 2 3 4

_ 22 2z z
IR E S W e P B

8
|l\2

S

_|_..._|_Z_'_|_...
n.

n=0

und bezeichnen exp : C — C : z — €7 als die Exponentialfunktion. Die Zahl

11 1 1
2t tro gt Tt

wird auch die Eulersche Zahl genannt.

(1) e:=el =1+1+

Es gilt die Funktionalgleichung

(ii1) ’ eV =t YV z,weC,
und auflerdem gelten die Aussagen
(iv) e’ =1,

(v) e¢-e*=1 AN e #0 VzeC,
(vi) (e*)*=¢e"" V2zeC, VnelZ,
[2*

— 2]

Beweis: Aus (i) folgt € = 1. Nach 10. ist die Exponentialreihe wegen

(vii) |e —1—z|< V z € Uy(0).

2"

2= Bl ynza.y

Tn+l1-—2

e
(n+1)!
fiir jedes z € C* absolut konvergent. Sind z,w € C, so fithrt 23. in Verbindung mit dem
binomischen Lehrsatz 3.16. auf

¢ret = g(;y_j (n—v) )ZHZ% (Zy'nniu)" > ;%Z+w

und damit ist (iii) bewiesen.

Fiir z € Cist e e7* = €% = ¢ = 1 gemiiB (iii). Demnach ist (v) giiltig, und (vi) ergibt
sich durch Induktion aus (iii)—(v).

Ist z € Uy(0), so ist d := |z] < 1 und mit (i), 3., 7.(i) und 9.(ii) erhalten wir

2
|&—1—4:p2(L+ +@+— N<d - Q+d+d*+--) = d

2 73! 1—d -

25. Anmerkung. Man darf die Exponentialfunktion als die wichtigste Funktion der Mathe-
matik bezeichnen.

Wir werden uns mit dieser Funktion noch genau befassen. Wir weisen an dieser Stelle
lediglich darauf hin, dafl mit 24.(i) ein sehr gutes Berechnungsverfahren fiir die ndherungs-
weise Bestimmung der Funktionswerte gegeben ist und dafl die Exponentenschreibweise
gemaf 24.(i) wegen 24.(iii),(vi) mit 3.14. und 7.22. vertréglich ist.

Als wichtige Eigenschaften der Eulerschen Zahl e erwiéhnen wir

26. (i) Es gilt Z—<e< +Z VneN. Firn=6 fihrt dies auf

720 1320 T2 720 “”d da"”tCMd? 2. 71805 < e < 2, 71829.
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Fine genauere Berechnung (mit n = 48) liefert
e = 2.7 1828 1828 4590 4523 5360 2874 7135 2662 4977 5724 7093 6999 5957 4966 9676...

Tatséchlich ergibt sich mit 9. die Beziehung
= 1 1 1 1 _ 1 1 _ 1
> < )!<1+ + 1)2+ )—< = 1, vnel,

n—+
und dies fithrt mit 24.(ii) auf (i) und (ii). O
27. Satz. Die EULERsche Zahl e ist irrational.
Beweis: Wire e = % mit m,n € N, so wiirde eine Multiplikation der Ungleichung

aus 26.(1) mit n! auf g < m-(n —1)! < %—1—9 mit ¢ :=nl- >, % € N fiihren,
v=0 "
und dann gébe es zwischen g und g 4+ 1 eine ganze Zahl. O

Eine génzlich andere Beschreibung der Zahl e, die diese z.B. mit der Zinseszinsrechnung
in Verbindung bringt, ergibt sich aus

28. Satz. Es gilt
n n+1
(i) <1+l) <e<<1+%> VneN sowie

n
oy 1\" . 1\t
(ii) lim <1 + ﬁ> e= JLIEO (1 + ﬁ> :

n—oo

2
1
Beweis: Es sei n € N. Nach 24.(vii) ist enr1 < 1+ =+ (l’i“l =1+ %,
n+1 ntl n
also e < (1 + %) , und wegen 24.(i) gilt 1 +% < en, also (1 + %) < e (vgl. 2.24.
und 24.(vi)). Sowohl |e — (1 + %)n‘ als auch |(1 + %)nﬂ — el ist geméB (i) kleiner als
(1 + %)nﬂ — (1 + %)n = (1 + %)n(l + % — 1) < %, und damit folgt die Behauptung. O

E. Alternierende Reihen

Wir schlieflen diesen Paragraphen mit zwei Konvergenzkriterien fiir reelle Reihen, also
fiir Reihen, die zu reellen Folgen gehoren:

29. Satz. Fine Reihe () apn)nen mz’t Vn € N konvergiert genau dann, wenn die
Folge ( > ay)neN der Partialsummen beschrdnkt ist.
1

v=

Beweis: Wegen a,, > 0V n € N ist die Folge der Partialsummen monoton steigend. Des-
halb folgt die Behauptung aus 13.4. und 13.17. O

30. Leibnizsches Konvergenzkriterium. Ist (a,)nen, €ine monoton fallende Folge

mit V neNg und mit| lim a,, = 01, so konvergiert die Reihe (> (—1)"apn)nen,

und es gilt

2n+1 2n

) S (=1)a, < 2(—1)%1,, <3S (=1)a, VneN|

v=0 v=0
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Beweis: Es sei s, :== Y (—1)"a, ¥ n € Ny. Fiir jedes n € Ny gilt dann
v=0

_ 1/, . _
Snt2 — Sp = (—1)" M (ap11 — Gni2) sowie Son, — Sopt1 = aongr > 0, also

(0) 0<51<853<855< - <Sopp1 < Sgpp < -0 <5y <59 < s

Nach 13.17. existiert A := lim sy,. Ist e €RY, so gibt es ein 7 €N mit |A—sy,| < %

A agni| < % V' n > r, und es folgt |[A—soui1| < |A—s0,| + [S2n—S2ns1| < %—l—% =

V' n>r, also lim sg,+7 = A und zugleich auch lim s, = A. Wegen 13.4., 13.17. und (o)
n—oo n—od

ist sup{sant+1 | n € No} = A = inf{ss, | n € Nyg}, und mithin gilt die Behauptung. O

31. Ist (@y)nen, eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit lim a, = 0,

n—oo

so wird jede Reihe der Form (> (—1)"n)neno(oderneny und jede Reihe der Form

(> (=1)""ay,)neng(oderneny als eine alternierende Reihe bezeichnet.
t

t
Wegen > (—1)""a, = — > (=1)"a, Vt € Ny folgt aus 13.6. und 30.,
n=0 n=0

daB jede alternierende Reihe konvergiert.

32. Nach 31. sind durch

0 =S -1-1+3-

+ 4+ ... und

P L
[Sail=
=

n=1

. > (=)

o R R AL R A A Ao
wohlbestimmte reelle Zahlen beschrieben. Unter Verwendung von Differential- und
Integralrechnung 148t sich beweisen, da8 (i) eine Reihendarstellung fiir In 2 (,natiirli-
cher Logarithmus von 2¢) ist, wéihrend (ii) die berithmte LEIBN1Zsche Darstellung fiir
ist.

(_1>n+1

Wegen ‘(_I—)HH‘ = 1 und 6. ist die Reihe (>
& on ' n

m )neN zwar konvergent, aber

nicht absolut konvergent (vgl. 8.).

Hier wird deutlich, dal die absolute Konvergenz einer Reihe allein durch das geniigend
schnelle Kleinwerden der Betréige zustandekommt, wihrend die Konvergenz einer nicht
absolut konvergierenden reellen Reihe u.a. auf dem Ausgleich zwischen positiven und
negativen Gliedern beruht.

15. STETIGE ABBILDUNGEN

Im folgenden sollen Abbildungen betrachtet werden, die mit der Grenzwertbildung
,vertraglich® sind.

Unter Verwendung von Ergebnissen aus Paragraph 13 und Paragraph 14 werden wir fiir
derartige Abbildungen einige allgemeine Sétze entwickeln und werden dann insbesondere
in der Lage sein, wesentliche Eigenschaften der Exponentialfunktion und anderer Funk-
tionen zu erkennen.
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A. Grenzwerte von Funktionen

1. Ist D eine nichtleere Teilmenge von C und ist a € C, so sagen wir, a beriihrt D, in
Zeichen: a ~ D, wenn wenigstens eine Folge (a, )nen von Elementen aus D mit lim a,, = a

n—oo
existiert.
Mit Blick auf 13.1. konnen wir dies auch so formulieren:

Die komplexe Zahl a berihrt D genau dann, wenn U-(a) N D # 0 V e € R ist.

Beispiele: 1) Nach 13.2.(iv) gilt ’a ~D V ac D‘.
2) Ist a € C und € € Ry, so gilt zwar ¢ U.(a), aber trotzdem z ~ U.(a) Y z € k.(a).

3) Es gilt 0 ~ {% | n € N} sowie 0 ~]0,1], ferner auch 0 ~ C*.

Im folgenden betrachten wir nichtleere Teilmengen D, B von C und eine Abbildung
f : D — B, also eine Abbildung von D in B mit dem Definitionsbereich D C C und
dem Bildbereich B C C.

Derartige Abbildungen werden im weiteren auch als Funktionen bezeichnet.

Sind a,c € C und gilt a ~ D, so schreiben wir

(%) lim f(x) =c¢| oder egm flz)=c|,

wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

(0) Ist (zn)nen eine beliebige Folge von Elementen aus D mit lim z, = a, so ist
lim f(x,)=c.

n—oo

Demnach bedeutet (x): |Immer dann, wenn eine Folge von Elementen aus D gegen a
strebt, strebt die Folge der zugehorigen durch f bestimmten
Bildelemente gegen c.

Kurz. | Wenn z gegen a strebt, dann strebt f(z) gegen c.

Entsprechend lesen wir (k) als ,,Limes von f(x) fiir x gegen a ist ¢ und bezeichnen c als
den Grenzwert von f fiir  gegen a (vgl. 13.1.(i)).

2. Beispiele:
(i) Ist f die konstante Funktion C — C : x — ¢ mit ¢ fest aus C, so gilt lim f(z) = ¢

r—a

fiir jedes a € C.
Denn strebt (z,)nen gegen a, so strebt (f(x,))nen wegen f(x,) =c¢ V n € N gegen c.

(ii) Fir f:C—-C:2z —bx+dmitb,de C gilt lim f(x) =ba+d ¥ acC.

r—a

Dies folgt aus 13.6.(i).

ez—lzl.

(iii) Fsist lime* =1 und lim
z—0 zeC* z—0
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Beweis: TIst (x,)nen eine Folge mit lim x, = 0, so gibt es ein ng € N mit |z,| < 1

n—oo

2
V' n > ng, und fiir n > ng fithrt 14.24(vii) dann auf | — 1 — x,| < 1 ’f"ﬂr | sowie auf
T 1‘ ST im Falle z,, # 0
Die zweite Ungleichung fithrt mit 13.6. und 13.15. direkt auf lim <€ nx_ L 1) = 0.
Die erste 1a8t sich wegen |e™ — 1| — |z,| < |e*™ — 1 — z,| (vgl. 8.28.2.) umformen zu
2
le*r — 1| < 1 ’f”“x | + |25, und mit 13.6. und 13.15. ergibt sich dann lim (e"™ — 1) = 0.

Demnach ist die Behauptung giiltig. O

3. Nach A. CAuUCHY kann man anstelle von 1.(¢) auch den folgenden Grenzwerttest
verwenden:

Sind D,B C C mit () # D, B und ist f : D — B eine Abbildung, so gilt fir a,c € C mit

a ~ D genau dann l[i)m f(xz) =c|, wenn es zu jedem ¢ € R* ein § € R gibt mit
xelD,x—a

(A) lze€D A la—z| <0 = |c— f(x)] <el

Beweis: ) Es sei € € R

(i) Ist (A) fur ein § € RY erfiillt und ist (2,)nen eine Folge von Elementen aus D mit
lim z,, = a, so gibt es ein ng € N mit |a — z,| < § V n > ng, und fiir n > n, := ny ist
dann |c — f(x,)| < e.

(ii) Ist (A) fiir kein 6 € RY erfiillt, so gibt es zu jedem n € N* ein y, € D N U1 (a) mit
f(yn) € Uc(c), und dann strebt (y,)nen gegen a, wihrend (f(yy,))nen nicht gegen c strebt.

) Da die Uberlegungen aus «) fiir jedes ¢ € R* gelten, ist die Behauptung geméf 1.
giiltig. O

B. Definition stetiger Funktionen

Eine Funktion soll als ,stetig® bezeichnet werden, wenn eine geringfiigige Verdnderung
der Urbilder stets nur eine geringfiigige Veranderung der Bilder bewirkt. Es hat die Ma-
thematiker viel Miihe gekostet, dieses Konzept so zu prézisieren, dafl es allen Exakt-
heitsanspriichen standhélt.

Mit dem in Abschnitt A. eingefithrten Grenzwertbegriff gelingt dies wie folgt:
4. Definition. Gegeben seien zwei nichtleere Teilmengen D, B von C und ein Element

a € D. Eine Funktion f : D — B heifit stetig im Punkt a, wenn |lim f(z) = f(a) | ist.

Eine Funktion f : D — B heifit stetig auf D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Definitionsgeméfl bedeutet die Stetigkeit von f im Punkt a € D, daf$ fir jede gegen a
konvergierende Folge (x,,)nen von Elementen aus D die Stetigkeitsbedingung

n—oo

erfiillt ist.
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Aus (%) geht hervor, in welchem Sinne f mit der Grenzwertbildung , vertraglich“ sein
muf}, wenn Stetigkeit vorliegen soll.

5. Beispiele:
(i) Die identische Abbildung idc ist offenbar stetig auf C.
(ii) Fir c € C ist die konstante Funktion f:C — C:z — ¢ gemaf$ 2.(i) stetig auf C.

(iii) Ist f : D — B stetig auf D und sind D',B' CC mit ) # D' C D N f(D') C B,
soistg: D — B :x — f(z) stetig auf D'.

Denn ist a € D’ und ist (x,),en eine Folge von Elementen aus D' mit lim z,, = a, so gilt

lim f(z,) = f(a) € B, da f auf D stetig ist.

n—oo

(iv) Ist f : D — B stetig auf D und ist a ¢ D, so ist f nicht stetig in a, da f(a) nicht
definiert ist.

Statt ,nicht stetig“ sagen wir auch ,unstetig*.

(v) Gegeben sei eine Abbildung f : D — B mit D,B C C, und es sei a € D. Dann gilt:
Existiert ein € € R derart, daf$ die Restriktion f|pnu.(a) in a stetig ist, so ist auch f

m a stetig.
Denn ist (z,)nen eine Folge von Elementen aus D mit lim x,, = a, so gibt es ein ng € N
mit z,, € Uz(a) ¥V n > ng, und es folgt lim f(z,) = lim  f(z,) = f(a).
n—0o0 n>ng,n—0o0
Yy Yy
a) b) c)
1 1
0‘ 1 X 0‘ 1 X
x, fallsx >0 N
fw) = { 1 sonst f(z) = la

x, fallsx >0

1 sonst , 50 1st f stetig in jedem

(vi) Ist f : R — R erklirt durch f(x) := {
Punkt von R*, aber nicht stetig im Punkt 0 (vgl. Figur a)).
Denn nach (i), (ii) und (v) ist f stetig in jedem Punkt a € R*, aber wegen lim (— %) =0

n—oo

und lim f( - %) =1 f(0) ist f unstetig in 0.
1, fallszeQ

(vii) Die Dirichletsche Sprungfunktion f: R —- R:z — { 0 somst ist in

keinem Punkt von R stetig.
Denn ist a € Q, so ist lim (a — #) = a und lim f(a — #) =0# f(a) (vgl. 4.20.).

Ist dagegen a € R\Q, so gibt es nach 3.12. zu jedem n € N ein z,, € Q mit a—% <z, <a,

und dann ist lim z, = a mit lim f(z,) =1 # f(a).

n—oo n—oo
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(viil) Nach 13.8.(i) ist f : C — Ry : z — |z| stetig auf C (vgl. Figur b) beziiglich f|r).
(ix) Nach 13.8.(i1) ist k: C — C: z — Z stetig auf C.

(x) Nach 13.6.(iv) ist f : C*— C*: z — % stetig auf C* (vgl. Figur c) bzgl. flr«).

(xi) Die Abbildung f : R — Z : x — |x|, die jeder reellen Zahl ihren ganzzahligen

Boden zuordnet (vgl. 3.7.), ist in jedem Punkt von R\Z stetig und in jedem Punkt
von 7, unstetig.

Tatséchlich ist f geméB (ii) und (v) in jedem Punkt von R\Z stetig. Ist aber z € Z, so
gilt lim (z — %) =z und lim f(z — %) =z —1# f(x), d.h. f ist unstetig in z.

n—oo n—oo

(xii) ’Die Exponentialfunktion ist stetig auf C ‘

Denn ist a € C und ist (x,),en eine Folge mit lim x, = a, so konvergiert die
Folge (yn)nen fur y, == z, —a ¥V n € N gegen 0, und mit 2.(iii) folgt lim e¥» = 1,
also lim e™ 2" lim (e®-e¥) = ¢+ lim e = e® gemiB 13.6.(ii). O

n—oo n—oo n—oo

C. Rechenregeln fiir stetige Funktionen

Als Anwendung der Grenzwertséitze aus 13.6. erhalten wir

6. Satz. Gegeben seien Elemente r,s,t € C, eine nichtleere Teilmenge D von C und
Funktionen f : D — C, g: D — C, die im Punkt a € D stetig sind. Dann gilt:

(i) Die Funktion r-f+s-g+t: D — C:x — r-f(x)+s-g(x)+t ist stetig in a.
(i1) Die Funktion f-g:D — C:x — f(x)-g(x) ist stetig in a.

(iii) Ist a € D} :={x € D | g(x) # 0}, so ist die Funktion g :D; - C:x — —ﬁéi?

stetig in a.

Beweis: Ist (zy,)nen eine Folge von Elementen aus D (bzw. D) mit lim z, = a, so fiihrt
n—oo

die Stetigkeit von f und ¢ in @ auf lim f(z,) = f(a) und lim g(x,) = g(a), und damit
ergeben sich die Aussagen geméif} 13.6.. O

7. Corollar 1. Ist k € N und sind ag, . ..,ar € C mit a, # 0, so ist das Polynom
f:C—C:2— Zfzoal,z” =ag+aiz+ -+ ap_12" +aps®
stetig auf C.

Der Beweis ergibt sich aus 5.(i),(ii) und mit Hilfe von 6.(i),(ii) durch Induktion nach k.
|

8. Corollar 2. Sind f und g Polynome auf C (vgl.7.) und ist D} := {x € C|g(z) # 0},
so ist die sog. rationale Funktion f/g stetig auf Dy.

Beweis: 6.(iii), 7.. O
9. Corollar 3. Die Funktionen Re und Im sind stetig auf C.
Beweis: 8.27.b), 5.(ix) und 6.. O
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10. Corollar 4. Jede Kollineation von C ist stetig.

Bewers: Nach 9.30. 1488t sich jede Kollineation von C in der Form
f:C—>C:z—r-Re(z)+s-Im(z) +t mit r,s,t € C
darstellen. Mit 9. und 6. fiithrt dies auf die Behauptung. O

Als besonders wichtig erweist sich nun

11. Satz iiber die Verkettung stetiger Funktionen. Sind D, E nichtleere Teilmen-
gen von C und sind f:D—C, ¢g:E—C Abbildungen mit f(D)CE, so gilt:
Ist’f n a€D stetz’g‘ und ist | g in b:=f(a) stetig|, so ist ’g of:D—Cina stetig‘.

gof:a—g(fla)=

Beweis: Wir betrachten eine Folge (z,)neny von Elementen aus D mit lim z, = a und
setzen y,, := f(z,) ¥V n € N. Wegen der Stetigkeit von f in a ist lim ynn:);‘(a) = b, und
wegen der Stetigkeit von g in b ist nlljg(}(g o f)(x,) = T}Lrgo 9(Yn) :n;@v) = (g0 f)(a).
Mithin ist go f in a stetig. O
12. Corollar 1. Ist f : D — C stetig auf D, so sind auch die Funktionen
() 1fl:D—Ry 2= [f(),

) f:D—C:z— f(2),
(iii) Ref:D —R:z— Re(f(2)),

) Imf:D—R:z—Im(f(2)),

(v) expof:D —C:z—ef®

stetig auf D.
Der Beweis ergibt sich aus 11. in Verbindung mit 5. und 9.. O

13. Corollar 2. FEine Funktion f : D — C st genau dann stetig auf D, wenn die
Funktionen Re f und Im f auf D stetig sind.

Beweis: 5.(viii), 5.(ix), 6. und 12.. O
D. Allgemeine Sitze iiber Stetigkeit

Die folgenden Aussagen sind von zentraler Bedeutung fiir die spéatere Untersuchung
spezieller Funktionen.

Sind a,b € R mit a < b, so werden die Mengen [a,b], [a,b[, |a,b], ]a,b[ (vgl.1.32.) als
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eigentliche Intervalle und die Mengen R, [a, o[, |a, 00, |—00,a], |—00,a[ als unei-
gentliche Intervalle bezeichnet. Hierzu zeigen wir

14. Lemma. Fine Teilmenge I von R mit |I| > 2 ist genau dann ein eigentliches oder
uneigentliches Intervall, wenn die Bedingung

(%) r,z€l N x<z = [z,2]C 1
erfillt ist.

Beweis: 1) Es gelte (), und es sei y € R. Dann gibt in jedem der Félle (Finf I A Isup I A
inf/ <y <supl), (Finfl A Asupl A infl <y), (AinflI A Jsupl A y < supl),
(AinfI A Asupl) Elemente z,z € [ mit z < y < z, und mit (%) folgt y € I. Dies
bedeutet, dal I ein eigentliches oder uneigentliches Intervall ist.

2) Fiir jedes eigentliche oder uneigentliche Intervall ist (%) erfiillt. O

Unter Verwendung von 14. erhalten wir

15. Zwischenwertsatz. Ist [ ein eigentliches oder uneigentliches Intervall von R und
ist f I — R stetig auf I, so ist auch f(I) ein eigentliches oder uneigentliches
Intervall, falls |f(I)] > 2 ist.

y
v (N O
f(u) £
Z /\ f (V) f (b) /\/
£ (u) X  f(a)

' V) f(c)

a) u s v x b)

Beweis: a) Es seien u,v € I mit u<v A f(u)<f(v), und es sei z € R mit f(u)<z<f(v).
Wir betrachten s := sup{x € [u,v] | f(z) < z} € [u,v] (Figur a)):

Zu jedem n € N gibt es r,,, t, € [u,v] mit s —% <1, <s A f(r,) < zund mit
s<t, < S—I—% A z< f(t,). Aus 13.14. und der Stetigkeit von f folgt f(s)= lim f(r,) <z
und z < lim f(t,) = f(s), also f(s) = z. Damit ist [f(u), f(v)] C f(I) gezeigt.

b) Esseien u,v € I mitu < v A f(v) < f(u) (Figurb)). Dannist —f : I - R: 2z — —f(x)
nach 6.(i) stetig, und mit a) folgt [—f(u), —f(v)] C —f(I), also [f(v), f(u)] C f(I).

¢) Aus a), b) und 14. folgt die Behauptung. O

16. Maximum—-Minimum-Satz. Sind a,b € R mit a < b und ist f : [a,b] — R stetig
auf [a,b], so gibt es c¢,d € [a,b] mit f([a,b]) = [f(c), f(d)]. Man sagt, f nimmt in c

das Minimum und in d das Maximum an (Figur c)).

Beweis: a) Angenommen, f([a,b]) ist nach oben unbeschriankt. Dann gibt es eine Folge
(Zn)nen von Punkten aus [a,b] mit f(z,)> n ¥V neN. Nach dem Satz von BOLZANO—
WEIERSTRASS 13.19. existiert eine konvergente Teilfolge (g, )nen von (2, )nen, und nach
13.14. ist r::nlirgo xk, €[a,b]. Da f stetig ist, folgt f(r) = nlmgo f(zk,) im Widerspruch zu

f(zg,) >k, >n VneN (vgl. 2.12., 13.4.). Mithin existiert s := sup f([a, b]).
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.
s — f(x)
dann stetig auf [a,b]. Da es zu jedem n € N ein z, € [a,b] mit s — % < f(z,) gibt, folgt

b) Angenommen, es ist f(x) #s ¥V x € [a,b]. Nach 6.(iii) ist g : [a,b] = R: 2z —

s — f(zn) < %, also n < g(z,) ¥V n €N, dh. g([a,b]) wire nach oben unbeschrinkt im
Widerspruch zu a). Demnach gibt es ein d € [a,b] mit f(d) = s> f(z) V z € [a,b].

¢) Nach 6.(i) ist —f : [a,b] = R: 2 — — f(x) stetig auf [a, b], und nach b) existiert dann
ein ¢ € [a,b] mit —f(c) > —f(z) VY x € [a,b], also mit f(c) < f(z) YV z € [a,b]. GemaB
15. bedeutet dies f([a,b]) = [f(c), f(d)]. O

17. Anmerkung. Nach 16. wird durch eine stetige Funktion jedes

eigentliche abgeschlossene Intervall auf ein eigentliches abgeschlossenes Intervall
abgebildet.

Dagegen kann das Bild eines offenen Intervalls ein uneigentliches Intervall sein, wie das

Beispiel f :]0,1[—]1,00[: z — % zeigt.

Als Folgerung aus 15. und 16. notieren wir
18. Satz. Ist k € N, sind ag,...,ar € R mit ap # 0 und ist f das Polynom
f:R—>R::c—>Eff:oal,:c”:a0+a1x—|—~~—|—akx’“,
so gilt:
(i) Im Falle k € 2Ng+1 ist f(R) = R. Insbesondere gibt es ein xy € R mit f(xg) = 0.
(i1) Im Falle ap, >0 A k € 2N gibt es ein ¢ € R mit f(R) = [¢, +o0].
(111) Im Falle ap, <0 A k € 2N gibt es ein d € R mit f(R) =] — o0, d].

Beweis: 1) Es sei a; > 0 und g(z) = 20 4 ... 4 a’;l
T

. fiir x € R*. Nach 2.24.,
13.7.(i) und 13.11.(ii) gibt es ein r € N Iflit (zeR A |z|>r = |g(z)] < ax/2), also mit
(1) (z€R A |z|>7 = ap+g(z) >a) fira:=a,/2>0. Hiermit und wegen
(2) f(z) = 2" (ax +g(z)) VxR
ergeben sich nun fiir jedes n € N die Aussagen
B)(xeR A |z|>r+n A (x>0VEke2N) = flx)>azF-a>n-a),
(4) (reR- AN —z>r+n A k€2Ng+1l = —f(z) > (—2)"-a>n-a).
Damit ist (i) geméafl 15. fiir ay > 0 bewiesen. Ist & € 2N, so gibt es wegen (3) ein
s € [r,oo[ mit f(x) > f(0) A f(—x)> f(0) V x € [s,00[, und nach 16. gibt es ¢, € R
mit f(0) € f([—s,s]) = [¢, ¢]. Mit (3) und 15. fithrt dies auf (ii).
2) Ist a < 0, so fithrt 1) mit —f anstelle von f auf (i) und (iii). O

19. Ist eine reelle Funktion f : D — B mit () # D, B C R gegeben, so heifit diese
streng monoton steigend, wenn (z,y € D AN z <y = f(x) < f(y)) gilt,

streng monoton fallend, wenn (z,y € D A z <y = f(z) > f(y)) gilt,
monoton steigend, wenn (z,y € D AN z<y = f(x) < f(y)) gilt,

monoton fallend, wenn (z,y € D N x <y = f(z) > f(y)) gilt,

streng monoton, wenn sie streng monoton steigend oder streng monoton fallend ist,
monoton, wenn sie monoton steigend oder monoton fallend ist.
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Offenbar ist jede streng monotone Funktion injektiv. Umgekehrt erhalten wir

20. Satz. Ist I ein eigentliches oder uneigentliches Intervall und
st f I — R stetig und injektiv, so ist f streng monoton.

Beweis: Angenommen, es gibt x,y,u,v € I mit xt <y A f(z) < f(y) einerseits und mit
u<v A f(u) > f(v) andererseits. Dann ist
g: 0.1 SRt = fluttlz—w) — f(o+ty — )

wegen (t € [0,1] = wu+t(x —u), v+tly —v) € I) eine Abbildung, die nach 6.(i)
und 11. stetig ist. Wegen ¢(0) = f(u)—f(v) > 0 und g(1) = f(x)—f(y) < 0 gibt es
geméB 15. ein s €]0, 1] mit g(s) = 0. Es folgt f(u+s(z—u)) = f(v+s(y—v)), aber wegen
st < sy N (1=s)u < (1=s)v ist uts(z—u) = szx+(1—s)u < sy+(1—s)v = v+s(y—v)
im Widerspruch zur Injektivitit von f. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Unter Verwendung von 20. erhalten wir nun

21. Satz iiber die Umkehrfunktion. Gegeben seien ein eigentliches oder uneigentliches
Intervall I und eine stetige Injektion f : I — R. Dann existiert eine stetige streng
monotone Bijektion g von J = f[I] auf I mit go f =1id; N fog=id;.

Beweis: Wegen 15. ist J ein eigentliches oder uneigentliches Intervall, und wir kénnen uns
f als Bijektion von I auf J definiert denken. Dann ist g := f~! ebenfalls bijektiv, und es
gilt go f =1d; N fog=1d;. Wegen 20. ist f streng monoton, und damit ist auch g
streng monoton. Zu beweisen bleibt, dafl g auf J stetig ist:

Dazu sei y € J vorgegeben, und es sei (y,)nen eine Folge von Elementen aus J mit
lim y, = y. Ist nun z := ¢g(y) und ist =, := g(y,) ¥V n € N, so ist lim z,, = z zu zeigen.

n—oo n—oo

Zu diesem Zweck sei € € R beliebig ausgewéhlt. Wir betrachten u,v € I mit
r=u<v<z+e im Falle x =min/1,
r—e<u<v=uc im Falle x =max/ und
r—e<u<zx<v<z+e sonst.

Wegen nll_{rolo Yy, = y und wegen der Monotonie von f gibt es dann ein r € N mit

JYn € | f(u), f(v)], falls f monoton steigt,
neNAnzr= { g,zn € %gvg,j:((u;%, falls ; monoton féilltgi

Mit der Monotonie von g fiihrt dies auf r —e <u <z, <v<zx+e Vn e Nmitn>r.
Da e € R’ beliebig gewéhlt war, bedeutet dies lim x, =z. O

n—oo

E. Logarithmus und allgemeine Potenz

In diesem Abschnitt wollen wir anhand der gewonnenen Resultate einige wichtige reelle
Funktionen behandeln.

Zunéchst zeigen wir

22. Satz iiber die reelle Exponentialfunktion. Die Funktion exp,:= exp |g: z — €*
ist eine streng monoton steigende und auf R stetige Bijektion von R auf R mat
exp,(R.) = [1,00[ A exp,(R_) =]0,1] (Figur a)).

Die zu exp, inverse Funktion wird der natiirliche Logarithmus In genannt und

ist eine streng monoton steigende und auf RY stetige Bijektion von R auf R mit
In1=0 A Ine=1 A In([l,00]) =R; A In(]0,1]) =R_ (Figur a)).
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Beweis: Aus 14.24.(i) folgt e €]l,400[ V z € R%, und wegen 14.24.(v) gilt dann
e’ €]0,1[V z € R*. Sind w,v € R mit u < v, so ist  := v — u > 0, und mit 14.24.(iii)
erhalten wir " = e¥-1 < e"-e* = "™ = ¢*, d.h. exp, ist gemaB 5.(iii),(xi) eine stetige und
streng monoton wachsende Injektion von R in RY. Wegen 14.24.(i) ist n < e” V n € N,

und mit 14.24(v) folgt e™" < % vV n € N. Geméf$ 15. bedeutet dies, daf exp, ein Bijektion

von R auf R ist, und nach 21. besitzt In dann die angegebenen Eigenschaften. O

23. Corallar. Die reelle Exponentialfunktion ist ein Gruppenisomorphismus von R(+)
auf R (+), und der natiirliche Logarithmus ist ein Gruppenisomorphismus von R (-)

auf R(+). In der Tat gilt
(1) exp.(u+v)=exp,u-exp,v Vu,veR sowie
(i) In(z-y)=Inzx+Iny VazyecRi
Beweis: Ist © = e* und y = €” mit u,v € R, so ist Inz = u und Iny = v, und geméaf

14.24.(iii) ist e*™* =% - e’ = x -y = @Y alsou+v=In(r-y). O

24. Im folgenden sei b € R’.. Unte Verwendung von 22. setzen wir fest: Die Abbildung

z-Ilnb

(1) exp,:R—=R;:z—e
wird die reelle Exponentialfunktion zur Basis b genannt (Figur b)).

Im Falle b = 1 ist exp,(R) = {1}, wéhrend exp, im Falle b # 1 nach 11. und 22. eine auf
R stetige und streng monotone Bijektion mit exp,(R) = R ist, steigend fiir b > 1 und
fallend fiir b < 1.

Aus 14.24.; 22. und 23. folgt

(2) expy(z +y) = expy(x) - expy(y) VYV a,y €R,
(3) expy(0) =1 A expy(1) = b,

(4) exp,(—x) = (expy(v))™! Vz €R,

(5) expy(n-z) = (expy(z))” VneZ, Vzek
Aus (3) und (5) ergibt sich

(6) exp,(n) =b" VneZ,

aber auch (exp,(1/n))" =b Vn € N und damit
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(7) expy(1/n) = Vb =0b"" ¥V neN.

Wegen (6) und (7) und wegen In e = 1 ist es mit den in 2.20., 2.27., 7.22. und 14.24.
eingefithrten Notationen vertriglich, die Schreibweise

(8) [0 := expy(x) = ¥ VzeR

alnz.

zu verwenden. Aus (2)—(4) erhalten wir dann y ¢ =
9) [b67v = b - bv| Va,yeR,

(10) [0 =1 A b =),

(1) b =1/0" = (b")"'| VzeR,

@by — . Inb auf die Regel

und weiter fithrt In(e
(12) |In(b*) =2 -Inb| VzeR.
Aus e¥n(t") = evenb vy gy € R ergibt sich dann

(13) [0 = "] Va,yeR

und damit insbesondere

(14) [/ = (b)Y = Jbm | ¥YmeZ, VneN.

Wegen e®n(ab) —

(15) |(a-b)* =a”-b"| VaecRi, VazecR.

erna  orinb fy o ¢ R’ und z € R erhalten wir auBerdem

Aus (14) geht hervor, daf sich die reelle Exponentialfunktion zur Basis b fiir rationale
Exponenten % in natiirlicher Weise auf Potenzieren und Wurzelziehen zuriickfithren 1a3t

und damit die ,richtigen* Werte liefert.

Offenbar ist exp, eine stetige Fortsetzung der Funktion exp,|g auf den Definitionsbereich
R. Der folgende Satz zeigt, daBl dies die einzige Moglichkeit ist, exp,|g stetig fortzusetzen:

25. Satz. Ist D ein reelles Intervall oder ein reelles uneigentliches Intervall und sind
f:D—R, g:D—R stetig auf D mit f|pno = g|png, so gilt f =g.

Beweis: Ist a € D\Q, so existiert eine Folge (x,),en von Elementen aus D N Q mit
lim z,, = a, und mit der Stetigkeit von f und g ergibt sich dann f(a) = lim f(z,) =

n—oo

= lim g(z,) = g(a). O

26. Im folgenden sei b € R% \{1}. Die nach 21. und 24. zu exp, gehorige inverse Funktion
wird der Logarithmus zur Basis b genannt und mit log, bezeichnet. Nach 21. und 24.
ist log, eine auf R* stetige streng monotone Bijektion von R* auf R (Figur b)).

Fir z € R und u := b* gilt = = log, u sowie Inu = In(b*) = x - Inb, und mithin folgt

Inu

(1) logbu:m VueR:.

Mit 23. und 24. fiihrt dies auf

(2) [logy(u - v) = logy u +logyv| Vu,velRY,
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(3) [logy(u”) =z -logyu| VueR:, VzeR,

(4) llogbl =0 A log,b=1

Y

(5) logb%:—logbu VueRy,

(6) llogcb -log, u = logcu‘ VeeRI\{1}, VueR:.

Offenbar ist log, = In. Statt ,,In“ wird auch ,log®“ geschrieben, und iiberdies setzt man
lg :=log.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit bemerkenswert einfachen Kennzeichnungen der gerade
betrachteten Funktionen. Dazu zeigen wir zunéchst

27. Satz. Ist f : R — R stetig und gilt (x) |f(zx+y)=f(x)+ f(y)| Vz,y €Q,

so gibt es eina € R mit |f(z)=a-z| VzeR.

Beweis: Es sei a := f(1). Aus f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) folgt f(0) = 0. Durch
Induktion ergibt sich f(n-xz) =n- f(x) Vn € N, V2 € Q und damit insbesondere
n-f(m/n)=f(m)=m-f(1)=m-a Vm,n e N*

Wegen O=f(z+(—x))=f(z)+f(—x) Vx € Qist dann f(—x)=—f(z)=—2z-a YV z €Q,, also
flz)=a-x ¥V xeQ. Mit 5.(i),(iii), 6.(i) und 25. fithrt dies auf die Behauptung. O

28. Corollar 1. Ist g : R — R stetig und gilt (x) |g(x+y) =g(x) g9(y)| ¥V z,y € Q,

so gibt es ein b € Ry mit |g(x) =b"| Vo € R.

Beweis: Da f :=Inog die Bedingung (x) aus 27. erfiillt, gibt es ein a € R mit Inog(x) =
=a-x Vo€ R, und fir b := e fithrt 24. dann auf g(z) = e*® = (e*)* =b" Ve € R. O

29. Corollar 2. Ist h : R* — R stetig und gilt (x) |h(z-y) =h(z)+h(y)| Vz,y € Q,

so gibt es ein a € R mit |h(z) =a-Inz| ¥V x € R, und im Falle a # 0 existiert
ein b e RI\{1} mit h = log,.

Beweis: Da f := h o exp, die Bedingung (x) aus 27. erfiillt, gibt es ein a € R mit
h(e’) =a-v =a-In(e’) Vv € R, also mit h(z) = a-lnz V x € RY. Ist a # 0, so ist
a = 1/Inb fiir b := e'/* # 1, und mit 26.(1) folgt h = log,. O

Schliefllich erhalten wir
30. Corollar 3. Ist p: R% — RY stetig und gilt (x) |p(z-y) =p(z) ply)| Vz,y€Q,

so gibt es ein a € R mit |p(x) = z* = ™| Vz e R:.

Ist a=0, so ist p(x)=1V w€RY. Ist a # 0, so ist p eine streng monotone stetige
Bijektion von RY. auf R% mit p(1) = 1, steigend fiir a > 0 und fallend fiir a < 0.

Beweis: Nach 29. gibt es zu h:=Inopein a € R mit h(z) =a-Inz 0 g vz e R%,

und durch Vorschalten von exp, folgt p(z) = 2*V x € R* (vgl.24.(15)). Die verbleibenden
Aussagen folgen mit 14.24.(iv) und 22. und 24.(8) aus p(z)=e*™* V z € R*. O
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16. TRIGONOMETRIE

A. Die Funktionen Cosinus und Sinus

Im folgenden werden wir zu der iiberraschenden Erkenntnis gelangen, daf§ wir mit der
komplexen Exponentialfunktion nicht nur die reelle Exponentialfunktion, sondern auch
die trigonometrischen Funktionen Cosinus und Sinus ,,im Griff* haben.

1. Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Aussage
(i) Es gilt |e? =e* VZE(C‘.
Diese folgt geméfl 15.4(x) und 15.5.(ix) aus
e = lim Y7 (=*/vl) = lim Y77 (z/v]) = lim 370 (z¥/v)) = VzeC.
Wegen it = —it V¢ € R fithrt (i) mit 8.27.f) und 14.24.(iii) auf
(ii) |e*? =€t - et =¢ et =1 VtER
und damit auf

(iii) | " € ko1 =E V1 €R| (vl 8.25.).

Es wird sich herausstellen, dafi der Einheitskreisbogen von 1 bis e fiir gewisse
t € R, die Linge t hat (Figur a)), so da ¢ dann als Bogenma$ fiir den durch 1,0, ¢’
festgelegten Winkel verwendet werden kann. Allerdings wird es einige Miihe kosten, diesen
Zusammenhang exakt zu begriinden.

Deshalb werden wir die Funktionen Cosinus und Sinus zunéchst unabhéngig von Winkel-
betrachtungen als reelle Funktionen definieren, werden dann eine Reihe von Eigenschaften
dieser Funktionen entwickeln und werden schliellich mit Hilfe dieser Eigenschaften die
Verbindung zum Bogenmaf} herstellen.

2. Wir setzen
(i) [cost := Re(e™)| und |sint:=Im(e")| VieR

und bezeichnen die Abbildungen cos : R — R : ¢t — cost bzw. sin : R — R : ¢t — sint
als Cosinus bzw. Sinus (Figur a), b)).

Nach 15.5.(iii), (xii) und 15.12. sind die Funktionen cos und sin auf R stetig.

cos sin

b)

Aufgrund von (i) gilt die sog. EULERsche Formel
(i)

(iii) ’coth—l—sith = 1‘ A |cost,sint € [—1,1] VteR.

e“:cost%—i-sint‘ VteR, und aus |e|* = 1 folgt
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Fiir s,t € R ist

cos(s + 1) +i-sin(s+1) = e+ = ¢ . ¢t = (coss+isins) - (cost +isint) =
=coss-cost —sins-sint+1i-(coss-sint 4 sins - cost),

und damit sind die sog. Additionstheoreme

(iv) [cos(s +t) = coss-cost —sins-sint| Vst eR,

(v)|sin(s+t) =sins-cost+coss-sint| Vs, teR

n 1424 (v0)

bewiesen. Wegen (') '™ und (i) gelten die sog. MOIVREschen Formeln

(vi) | (cost + i - sint)™ = cos(nt) + i - sin(nt) VneZ, VteR, und dies impliziert

(vii) ’coth:coszt—sin%‘ A |sin2t = 2sint - cost| ¥Vt € R,

(viii) ’COSgt = 4cos3t—3cost‘ A ’sin3t = SSint—4sin3t‘ VteR,

(ix) [cos0 =1 A sin0=0].

Aus /=t = ¢it erhalten wir

(x) [cos(—t) =cost| A |sin(—t) = —sint| VteR,

und mit 1.(i) und 8.27.b) ergibt sich

1

(xi) cost = §(eit +e ™) A sint = l.(eit —e™  VteR.

2
Sind s,t € R und setzen wir u := (s +t)/2 A v = (s—1)/2,s0gilt s =u+v A
ANt=u—v A €% —¢l=ee" —e ™) =e™. 2 sinv, und mit (i) und (ii) folgt

(Xii)COSS—COSt:—2-Sin8—2|_t-sin85t Vs, teR,

(xiii)sins—sintzZ'cosS—Qi_t-sinsgt Vs, teR.

Fir v € Ny und t € R gilt
iQV — (_,L')QV — (_1)1/ A ,in/-‘rl i (_1) ( )21/—1—1 (_1)V
A (i) 4 (=it)? T =0 A (i) — (—it)* =0,

und deshalb fiihren (xi), 14.3. und 14.24.(i) auf

- S~ (1)t N A S
(xiv) COSt:yz::o(_D (2y)!: —otpTata T VteR,
S (! £t
(xv) smtfyzzjo(—l) ES =togitg - tgr ¥ ViteR.

Mit (xiv) und (xv) stehen sehr gute Berechnungsverfahren fiir die ndherungsweise Bestim-
mung der Funktionswerte zur Verfiigung, die insbesondere auch bei Taschenrechnern Ver-
wendung finden und die natiirlich auch zur Erstellung eines Graphen fiir cos und sin
dienen konnen (Figur b)).
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. . v v t tV—‘rl .

_ > b, = > n.
3. Ist n € Ny und ist ¢ € [0,n + 1], so gilt i 7 Sl o 31 VveNymitv>n
Wegen 14.5. konnen wir deshalb bei geeigneter Wahl von ¢ die Formel (x) aus 14.30. auf

2.(xiv) und 2.(xv) anwenden und erhalten die Bezichungen

2 2

() 0<1-5H<cost<1-5 45 <1 vieo,
3

(i) 0<t—l <sint<t V€02,

t3 t5 t7 . t3 t5

(111) t—ﬁ—Fa—ﬁSSlntSt—?—F? VtG[O,Q],

. 1 _1 22 20 1

(iv) cosl>1—5=5 ANcos2<1l—5+75=—3

s+t
2

Sind s, t, €]0, 2] mit ¢ < s, so fiihren (ii) und 2.(xii) wegen 0 < ¢t < <sANO<s—t<2
auf coss — cost < 0.

In Verbindung mit (i), 15.5.(iii), 15.16. und 2. bedeutet dies:

(v) cos |10, st eine stetige und streng monoton fallende Bijektion von dem Intervall [0, 2]

auf das Intervall [cos 2, cos0] mit cos0 =1 A cosl > % A cos2 < —% (Figur b)).

Die Aussage (v) ist der Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Erérterungen.

B. Die Zahl =

4. Nach 15.15. und 3.(v) gibt es in |1, 2[ genau eine Zahl a mit cos a = 0. Wegen 2.(iii)
und 3.(ii) folgt sin @ = 1 und damit ¢ = i. Wir bezeichnen die Zahl 2a €]2,4[ mit , 7
und werden uns spéater davon iiberzeugen, dafl es sich hierbei um die berithmte , Kreis-
zahl“ handelt. Vorerst haben wir lediglich die Information, dafl = diejenige Zahl aus dem
Intervall ]2, 4| ist, die die Bedingung

(i) ez =i| A COS%:O A singzl

erfillt. Aus (i) folgt durch Quadrieren der ersten Gleichung die Beziehung

(i) |&™ = —1] A [cosT = —1]| A [sin 7 =0
und damit die beriihmte EULERsche Gleichung
(i) [0 = 1 + 7]

in der die fiinf ,Fundamentalzahlen“ 0,1, e,7, 7 ,auf gar wundersame Art“ miteinander
verwoben sind. Indem wir die erste Gleichung aus (ii) quadrieren, erhalten wir

(iv) [e2™ = 1| A [cos2m = 1] A [sin27 = 0],

und zusammen mit 14.24(iii), (vi) fithren (i), (ii), (iv) auf
(V) et2™ =" .e* VzeC, Vnez,
(vi) e#t™ = (=1)"-¢* VzeC, VnezZ,

(vii) |e#T*"™ = ¢*| V2zeC, VneLZ.
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Wegen 2.(i) und 2.(x) fithrt dies mit z € {it, —it} auf

(viii) — cos (2n2+17r+t) = (—1)"-sint = cos (2n2+17r —t) = cos (t — 2”;177),
ix) sin(2n2+17r—|—t) =(—1)"-cost = sin(2n2+17r—t) = —sin (t— 2”;17T),

(=1)™ - cost = cos(nm — t) = cos(t — nr),
xi) sin(nm+t) = (=1)"-sint = —sin(nw — t) = sin(t — nw),

1
1

(
(x) cos(nm+t) =
(
(

xii) |sin(2nm +t) =sint| A |cos(2nm +t) = cost | fiir alle t € R und alle n € Z.

Da cos [jp,z] gemdB 3.(v) und 4.(i) eine streng monoton fallende Bijektion von [0,%2] auf

[0, 1] ist, folgt aus cos (% +1) = — cos (% —t) Vte |0, %] (vel. 4.(viii)), daB cos|(z - eine
streng monoton fallende Bijektion von [%,ﬂ auf [0, —1] ist. Demnach ist cos [jo - eine

stetige und streng monoton fallende Bijektion von [0, 7] auf [—1, 1], und mit 4.(x) folgt

5. Satz. cos|[m7(n+1)7r] ist fir n € 27 (bzw. n € 27 + 1) eine stetige streng monoton
fallende (bzw. steigende) Bijektion von [nm, (n+ 1)x] auf [-1,1] (vgl. d. Figur).

y

cos sin
7<\7t 3n X

21 0 w2 i 21

In Verbindung mit sin (% +1t) =cost VteR (vgld.(ix)) fithrt 5. auf

6. Satz. Sinh%ﬂ,’QLﬁﬂ_] ist fir n € 27 (bzw. n € 2Z + 1) eine stetige streng monoton

fallende (bzw. steigende) Bijektion von [%ﬂ', %ﬂ auf [—1,1] (vgl. d. Figur).

7. Gemé$ 3.(ii) ist sint > 0 V ¢ € 0, %}, und wegen 4.(ix) ist sin (% +t) = sin (% — 1)
vitelo, %] Demnach gilt sint > 0 V ¢t €]0, 7[, und mit 4.(ix), (xi) erhalten wir

(i) sint >0 fir t €nm, (n + 1)7[ und n € 2Z,

(i) sint <0 fiir t €]nm, (n+ 1) und n € 2Z + 1,

(iii) cost>0fﬁrt€}2n2_ 17?, 2”;17[undn€2Z,
(iv) cost <0 fiir t € 2n2_17r, 2n2+17r[undn€2Z+1.

Ist z=a+iy €c Emit z € Rund y € R;, soist y = V1 — a2, also —1 < z < 1, und
wegen 5. gibt es dann genau ein t € [0, 7] mit z = cost. Hierbei ist sint = /1 — 22 =y
gemiB (i) und 2.(iii), und folglich existiert genau ein t € [0, 7] mit z = €™.

Ist w € E mit Im(w) < 0, so ist Imw > 0, und mithin gibt es genau ein s €]0, 7[ mit
w = €', also mit w = (%) = €'®=%)_ In Verbindung mit (i) und (ii) bedeutet dies:

8. Satz. Die Abbildung |[0,27[— E: t — €| ist eine Bijektion.
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s—1
27

<n+1und damit 2mn < s —t < 27n+ 27, also 0 < s —t — 27n < 27. Es folgt

Sind s,t € R mit e = e, so ist €™ = 1. Ist nun n = {

s—1
27
ei(s=t=2m) — oi(s=t) — 1 und mit 8. dann s —t — 27n = 0, also s — t € 277Z.

Mit 4.(vii) fithrt dies auf

J (vgl. 3.7.), so gilt

n <

9. Satz. Fliir s,t € R gilt ¢ = e genau dann, wenn s —t € 277 ist.

10. Nach 2.(iii),(vii) ist 0 = cos 5 = cos® T — sin®

T 2T _ 1 _ o 2T
5 1 1= 1+ 2cos 471 2sin 4,und

mithin gilt

V2

. m™T_ V4 _ .. T
(i) cos g = = sin 7|

Nach 2.(viii) ist 0 = cos% = 4 cos® % -3 COS% = cos% - (4 cos® % — 3), und dann fiithren
2.(iif), (vii) und 3.(ii), (v) auf

T _ V3 T _ V3

y _ V3 Tl T_1 in T — V9
(ii) cos g =5 | A|sing =35 Ajcosg =35 A|sing = 5|

.. . 1 .
Wire m < 3, so wére 5 = sin

2
(i) B<r <4

11. Einen Naherungswert fiir 7 findet man bereits um 1900 v. Chr. im Rechenbuch des
AHMES mit 3,16, um 500 v. Chr. im indischen SULBASUTRAS mit 3,08, um 400 v. Chr.

bei PLATON mit v/2++/3 & 3, 146, um 240 v. Chr. bei ARCHIMEDES mit 3%<w<3%, um

150 n. Chr. bei PTOLEMAIOS mit 3, 14166, um 260 n. Chr. bei dem chinesischen Gelehrten
Liu Hul mit 3,14159 und um 1450 n. Chr. bei dem islamischen Astronomen AL—KASI
von der Sternwarte in Samarkand (Turkmenistan) mit 7 = 3, 1415926535897 . . ., also auf
14 Stellen genau!

3_ 1 )
< 59 Deshalb gilt

B

LupoLPH VAN CEULEN (1540-1610, Leiden) gab m auf 36 Stellen genau an; daher wird 7
auch oft die “LubpoLPHsche Zahl” genannt. WILLIAM SHANKS (1812-1882) berechnete 7
auf 527 Stellen genau; er verwendete darauf 20 Jahre seines Lebens, und sein Rekord blieb
bis 1945 bestehen. Im Jahre 1999 bestimmte der japanische Mathematiker YASUMASA
KANADA die Zahl 7 mit Hilfe einer elektronischen Rechenanlage auf mehr als 6 - 10
Stellen.

12. Wie bereits erwéhnt, hat man mit der Sinus-Reihe 2.(xv) ein sehr gutes Verfahren
zur Berechnung von Sinus—Werten.

Hiervon ausgehend kann man nach W. BENZ eine Folge angeben, die sehr schnell gegen
7 konvergiert. Man definiert diese rekursiv durch

(i)’al =3 A Gpy1 = a, +sina, vV néeN.
Um

(i) | im a, =7

n—oo
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zu beweisen, zeigen wir zuerst induktiv

(iii) ]3§an<an+1<w\ vV neN.
10.(444)
In der Tat: Esist 3<a; < m, und aus 3 <a, <m <4 fiirn € N folgt

0 < sina, = sin(r—a,) < 7™—a,, also3 <a, <a,+sina, =a,4 <.

Damit ist (iii) gezeigt, und nach 13.17. existiert a := lim a, mit 3 < a < 7w geméaf 13.14..

Da die Sinusfunktion auf R stetig ist, folgt

13.1.(3) . 13.6. 1. . . 15.4.(%) . .
a = lima,y; = lim a, + lim (sina,) = "a+sina, also sina = 0.
n—oo n

Mit 7. und 4.(ii) impliziert dies a = 7, also (ii).

Wie ,;schnell“ (a,).en gegen m konvergiert, erkennt man an
(iv) as =|3,1415926535. .. | (11 korrekte Stellen)

bzw.

(v) as = 3.1415 92653 58979 32384 62643 38327 95028 84197 16939 93751 05820 97494
45923 07816 40628 62089 98628 03482 53421 17067... (100 korrekte Stellen),

wobei diese Angaben mit ,Mathematica“ anhand der Befehlszeilen
BZ[u_Real] :=u+Sin[u]; Nest[BZ,N[3,30],2] bzw.
BZ[u_Real] :=u+Sin[u]; Nest[BZ,N[3,105],4]

erstellt wurden.

Hierbei 148t sich die Korrektheit der Ziffern wie folgt ermitteln:

o 1 R , _
Nach 3.(ii) ist ¢- ( 6) <t-(1 6) <sint Vte€|0,1],also (t—ay,)-

=sina, VYV n € N, und folglich gilt

< sin(m—ay) 2

[ep[dy

(Vl) ‘W_anl S g'(anJrl_an) vV néeN.

Hat man also a, und a,.; bis zu einer bestimmten Stelle errechnet und ist a, 1 — a, <
< % -10~**Y mit k& € N, so sind k& Nachkommastellen von a,, identisch mit denen von T,

falls die anschlieBende (k + 1)-te a,,—Ziffer # 9 ist.

C. Die Funktionen Tangens und Cotangens

13. Man bezeichnet die Funktion

: ) ) sint . o T
(i) [tan : Dy — Rt — cos7| mit Dy i= R\(§ + Wz)

als Tangens und die Funktion

(i) |cot : Deoy — Rt — % mit  Deyy := R\7Z

als Cotangens (vgl. 4.). Offenbar gilt

(iii) tan t = Vite R\%Z,

1
cot ¢
und mit 2. und 4. folgt

(iv) [tan (nm +t) =tan t| V¢ € Dian, YV n € Z,
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v) |cot(nm+t)=cott| Vit €& Do, ¥VneEZ,

—t)=—tant YVt € Diap,
)=—cott Vt€ De,

—1 :cott:—tan(%

— 1) :tant:—cot(%—l—t) ‘v’tGR\%Z

—t

~—

tan t

+t) VteR\GZ

NI I

"
—
-+
&
=
o

:cotgzo/\tan%:cotgzl, 1

tans + tant
1 —tans-tant

(xi) |[tan(s+1t) = fir s,t,s+t € Dian,

(xii) |cot(s+1) = cots - cott — 1

fir s,t,s+1t € Dey,

cot s + cot t
. I S
(xiii) 1+ -tant = cost € y
V te Dtan»
(XiV) i1+ cott = L . eit cot tan cot tan cot tan
sint
v t S Dcot7 1
1 — tan?t
XV) cos2t = ————
(ev) 1+ tan?t
V't € Dyan, T a2 0 2 n 32
. . 2tant
xvi) sin2t = —————
(evi) 1+ tan?t
V te Dtana
. _ sin2t
(xvii) [tant = T cos o7
V't € Diayn (vgl. d. Figuren).

14. Nach 15.6.(iii) und 2. sind tan und cot auf ihrem Definitionsbereich stetig.

cos
fiir tan, und mit 13.(vi) folgt dann

Da —— und sin geméaf 5. und 6. auf [O 72r[ streng monoton steigend sind, gilt dies auch

(i) tan |j_x = ist stetig und streng monoton steigend.
Entsprechend erhalten wir

(i) cot |jo,x] st stetig und streng monoton fallend.

Wegen lim L — lm tant = 0 ist cotf{ nach oben unbeschrinkt, und wegen
t50,6—0 COb ¢ 0,60
13.(iv)—(ix) gelten dann geméaB 15.15. die Aussagen

auf R,

(iii) tan [j_z = st eine Bijektion von |- %, %[
(iv) cot |jo. ist eine Bijektion von |0, 7[ auf R

(vgl. d. Figuren).
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15. Die zu cos |jp,- bzw. sin [

T x
272

inversen Bijektionen

(i) arccos: [—1,1] — [0, 7]

(il) arcsin: [—1,
. T
(iii) arctan: R — }—5, 5

(iv) arccot : R —]0, 7|

Trigonometrie

] bzw. tan|j_z = bzw. cot |jo - nach 15.21. existierenden

mit (¢t = arccosx < x = cost) bzw.

7T
1] — [—%, %] mit (¢t = arcsine < z =sint) bzw.
[ mit (t = arctanz < x = tant) bzw.

mit (¢ = arccot * < x = cott),

die Arcus Cosinus bzw. Arcus Sinus bzw. Arcus Tangens bzw. Arcus Cotangens
genannt werden, sind nach 15.21.; 5., 6. und 14. auf ihren Definitionsbereichen streng

monoton und stetig (vgl. d. Figuren). y
T
y y y=arccot(x)
T /2
y=arccos(x) y=arcsjn(x /2
/4
/2 1 0 1 X
/ -1 0 1 X
/2 y=arctan(x)
-1 0 1 X
—1/2

D. Kreisbogen und Kreissektoren

16. Es seien a € C,r € R} und 5,2 € Rmit 0 <t — s < 27. Ist nun n € N\{1,2} und ist

.t
T =

— S .. . . .
5, SO konnen wir auf dem Kreis k,, die Punkte

ay =a+r- et — g 4. els,
R i(s+1-2x

a; =a+r-el ),
. i1(s+2-2x

as ‘=a-+r-e ( ),

a-+r- ei(s+(n71)-2x)’

Ap—1:=
An =a 47 eltn2m) — gy it
betrachten.

Abgesehen von der Moglichkeit a,=aq (im Falle t—s=27) sind die Punkte ay,...,a,
nach 9. paarweise verschieden.

Wir nennen S, := [ag, a1] U [a1,a2] U -+ U[a,_1,a,] den dem Kreisbogen

B:={a+r-e*|ze€ st}

einbeschriebenen n—Streckenzug. Aufierdem bezeichnen wir L, = > |ap—a_1]
n k=1
als die Lange von S,, und nennen F,, := >  F(a,ax_1,ax) die durch S,, bestimmte ein-

k=1

beschriebene n-Sektorfliache.

Die Punktmenge

K:={a+u-e"|uel0,r] A ve]st]}

Kreissektor genannt.

wird der durch B bestimmte
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Fir k£ € {1,...,n} sei by der Schnittpunkt der Tangenten in ax_; und in aj an k,,.
Dann nennen wir S), := [ag, by] U [b1,ba] U -+ - U [by—1,b,] U [by, @] den dem Kreisbogen B

umbeschriebenen n—Streckenzug, bezeichnen L, : |bl —ap|+|an —by|+ Z |br, — b1
als dessen Lange und F) := F(a,ap,b1) + F(a, by, a,) + Z F(a,bk_1,b;) als d1e durch S/,
bestimmte iiberdeckende n-Sektorflache.

Fir k € {1,...,n} erhalten wir

lap—ay_1| = |r-e¥-e*?.(1—e720)| = r.|[1—e~22].|e| = r-|e!®—e | 229 91 sin T,

also

r-sin X

- — 9 sin =8
(i) |L, = 2rn-sin o |

I-COS X

Fiir ke{l,...,n} sei ¢ der Fupunkt des Lotes von a auf
(ag—1,ar). Wegen |ay—cy| = 3|ay—ax_1| = r-sinz fiihrt der

Satz des PYTHAGORAS auf |a—c|=1/r2—7r2-sin® x =r- cos .

2

Demnach ist F(a,ax_1,a) = % -2.r2coszsing = % - sin 2z, und wir erhalten

.. o t—s
(ii) Fo= % n-sin=—/=|

Da die Dreiecke (a, ¢k, ax) und (a, ay, by) dhnlich sind, gilt

lax—bi| /T = |ar—ck|/|cr—al = tanz, also |ag—bg| =7 tan x = |by—ay_1|, und damit folgt

t—s 2 t— s
o A | F, =mnr®-tan o |

(iii) L, =2nr-tan

(i 15.2 (i) i . sin z _ . eiz._I efiz—l _ l 1
Nach 2.(xi) und 15.2.(iii) ist Zeﬂ%l*tylzlﬂo == zeﬂ%l*lzlzlﬂo< 5 T35 (—iz)) 5 T 5 also

. . sinz
| S

Da cos in 0 stetig ist, ist lim cosz = cos0 = 1, und mithin gilt

0 L= Jim o= lin (=) ST =0

- (t—s)  sin((t—s)/2n)
A L= lim L = JHEO(COS(@ S/ (—s)2n )

:T‘(t—S),

A F:= lim F, = lim (%(t—) M):T—Z-(t—s),

/ r_ 2(t S) sin((t—s)/2n) _ 7'2
A FT= D By = Tim (QCos((t S (=)o )=z ()

Dies bedeutet: Fiir n — oo streben L, und L] gegen den gleichen Grenzwert, ebenso
auch F, und F)!

2sinx 2s8inx

<2tan2 1+ cosx 2cosx

< 2sinZ

. o ..
Wegen sinx = 2sin 5 5 5 5

sich nun aulerdem die Ungleichungketten

cos & = tanx ergeben
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(vi) |Ln < Loy <Ly, <L N F,<Fy,,<Fy,<F, <F|

Demnach sind (Lorp)rengs (Lyrp)reng bZW. (Farp)reng, (For)ren, monotone Folgen
(steigend/fallend) mit dem Grenzwert L bzw. F', und mit (v), (vi) folgt

(vii) L,<L<L /| AN |F,<F<EF]| VneN

Wegen (v) sind die reellen Zahlen L und F' durch (vii) eindeutig festgelegt.

Deshalb und weil es anschaulich naheliegend ist, wird L nun als die Linge L(B) des
Bogens B und F als die Flidche F(K) des Kreissektors K bezeichnet, und wir erhalten

a+r_els

i) [ZB) =r-(t-s)] A |FE)=L-(t-s))

Im Falle s =0 A t =27 ist_ B der Kreis k,, und K die
abgeschlossene Kreisscheibe U,.(a) (vgl. 13.1). Dann wird

L(k,,) der Umfang von k,, und F(k,,) = F(U,(a)) die
Flache von k,, genannt, und es folgt

(ix) L(k,,) = 2mr A F(ko,) = mr?|. K

Speziell fiir a = 0 und r = 1 bedeutet dies
(x) LE)=2r| AN |FE)=m|

o . _ 9 a2 sinw  _ x
Mit sin2z -tanx = 2 sin“x und T+ cost tan2 folgt

i) |Fw=+F, - F| A [F =2 Fp FJ(Fo+ F)|

Geht man hier von a=0 Ar=1As=0At=27 An=6 aus, so ist Fz=3-sin(7/3)=3-v/3/2 und
F}=6-tan(7/6)=2-v/3, und man kann mit (xi) sukzessive die Zahlen Fiy, Fly; Foy, Fy,;
Fis, Fig; Fog, Fg; . .. zur Bestimmung von 7 errechnen.

Dies ist das von ARCHIMEDES verwendete Verfahren; er ging 5 Schritte bis zum 192-Fck
und fand 3+10/71 < © < 3+10/70. Will man 7 mit diesem Verfahren auf 10 korrekte
Stellen ermitteln, so mufl man 15 Schritte bis zum 196608-Eck gehen.

E. Winkel und Winkelmessung

17. Ist z € C*, so ist | z/|z| € E| wegen |z/|z|]| = |z|/|z] = 1. Nach 8. existiert genau ein

t €]0,27) mit z/|z| = €, also mit |z = |z] - e |.

Hierbei ist ¢ gem&fl 16. die Lénge des Bogens B; :=
= {e”| 0 < z < t}, der auf dem Einheitskreis E von
1 bis e verlauft, wobei Im € > 0 V z €]0, [ gilt. Nach

9.ist |z =z| € & s—te€2nZ)|

Ist z€ Cinder Form z = r-e® mitr € R, A s € R
gegeben, so bezeichnet man das Paar (r;s) := r - e als
eine Polarkoordinatendarstellung von z mit r = |z| als

Absolutbetrag und mit s als Argument.
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Sind 21, 2o € C in der Form z; = (r1;s1) und 25 = (rg; s9) gegeben, so fithrt 14.24.(iii) auf

(%) |z1-20=1(r1-79; 81+ S2) |,

d.h. zwei komplexe Zahlen werden multipliziert,

indem man die ’Absolutbetrdge multz’plizz’ert‘ und die ’ Argumente addz’ert‘.

18. Sind zwei Strahlen g* = A+ R, B und A" := A + R, C mit dem Scheitel A € C und
den Richtungsvektoren B,C € C* gegeben (vgl. 9.9.), so wird die Menge {¢g*, h*} als ein
Winkel mit dem Scheitel A und den Schenkeln ¢g*, h™ bezeichnet, und

. BoC
i . hT} := arccos
ORI DeC

wird das Bogenmaf} von {¢g", h*} genannt.

Mit den Umrechnungsformeln

(ii) xo::%-x A y:(%-y)o fir z,y € R,

¢

als ,x Grad“ gelesen wird, hat man mit dem Bogenmaf} y zugleich auch das

zugehorige Gradmafl (%&y)o Insbesondere gilt

wobei ,,z°°

(iii) [0°=0 A 90°=75 A 180°=m A 360°=2m|.

m
2

Wir wollen uns iiberlegen, dafl (i) eine sinnvolle
Definition ist:

Nach 10.7.(v) ist |[Bo C| < |B|-|C|, also —1 <
<(BoQ)/(|B|-|C|) < +1, und folglich ist durch

(iv) ‘oz := arccos((B o C)/(|B| - |C\)‘

geméf 15.(i) eine eindeutig bestimmte reelle Zahl

a aus dem Intervall [0, 7] = [0°, 180°] festgelegt.
Hierbei ist a wirklich durch g™ und At bestimmt, denn ist D € g"\{A} und E € h"\{A},
so gibt es \,p € RL mit D =A+AB N E= A+ puC, und dann ist

(AB) o (uC) Bo(C + o4
I{[A, D>, [A, E>} = arccos (W) = arccos <]B\ : \C\) =4{g",h"}.

Weiter wollen wir uns jetzt davon iiberzeugen, dafl man dem Winkel {g*, A"} einen Kreis-

bogen B des Kreises A + E derart ,,einbeschreiben” kann, dafl B genau die Linge a hat
(vgl. d. Figur):

Dazu bemerken wir zunéchst, daf man (i) wegen (iv) und 15. auch notieren kann als

(v) BoC = |B|-|C|-cosal|

Wegen 17. gibt es nun eindeutig bestimmte Zahlen s, ¢ € [0, 27| mit B = |B|-¢* und C' =

|C| - €, und damit folgt BoC = |B|-|C|- (% o) L0 |B|-|C|-4(e'-e~ e ) ed

=|BJ-|C|- cos(s—t), also cos a= cos(s—t)Qg) cos(\s—t|)4'(:x) cos(2m—|s—t|). Wegen a€[0, 7]
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und 5. ist dann « = min{|s—t|, 2r—|s—t|}, d.h. « ist die Linge des kleineren der beiden
Bogen, die auf A + E durch A + € und A + e festgelegt sind (vgl. d. Figur).

In diesem Sinne wird die Grofle des Winkels {g*,h"} also durch die Linge a eines
dem Winkel einbeschriebenen Kreisbogens gemessen, und damit ist die Redeweise, dafl
a=<{g", h'} das Bogenmaf} von {g*,h"} ist, gerechtfertigt.

Zugleich verstehen wir nun auch, warum ,arccosz* als ,Bogenlénge, deren cos gleich z
ist“, gelesen werden kann. (Entsprechend liest man arcsin, arctan, arccot).

SchlieBlich ersehen wir aus (v), wie das Skalarprodukt B o C' mit den Langen |B|, |C| und
dem Winkelma 4{R;B,R,C} verbunden ist.

F. Satze iiber Winkel und Dreiecke

19. Im folgenden verwenden wir die Abkiirzung |4 (A, B,C) :=4{[B, A>,[B,C>}| fiir
A,B,C € Cmit B# A,C. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so sei
a:=|B-C| «a:=<4(B,AC),

?
b:=|C—-A|, p:=9(C, B,A), A<7]
c:=]|A—=B|, ~v:=9(A,C,B). a
Damit erhalten wir fiir das Dreieck {A, B, C'}: c @

20. Cosinussatz. Es gilt

(i) |a* = b? + & — 2bc - cos

, (i) ’a:b-cosv—i-c-cosﬁ

i

(iii) ¥®*=c*+a*—2ca-cosB, (iv) b=c-cosa+a-cosvy,
(v) ¢ =a*+b*—2ab-cosy, (vi) c=a-cosf+b-cosa.

Beweis: Es ist a® = ((A—C)+(B—A)) o (B-C) RS cosy + ac- cos 3, d.h. es gilt (ii).

Entsprechend gelten auch (iv) und (vi). Multipliziert man (ii),(iv),(vi) mit a bzw. b bzw.
¢, so folgt b* + ¢ — a? = 2bc - cos v, also (i). Entsprechend gelten auch (iii) und (v). O

21. Sinussatz. Es ist Siga = Slrgﬁ - SHCI'V

Beweis: Aus b cosza%ém)(c—a- cos 3)? = c2—2ac- cos f+a’- cos?3 20.8) b2 —a?+a?- cos’f3

und 2.(iii) folgt b% sin’a = a?-sin? und damit die erste Gleichung. Entsprechend gilt
auch die zweite. O

22. Satz iiber rechtwinklige Dreiecke. Ist v = 90°, so werden [A, C],[B, C]|
als Katheten und [A, B] als Hypotenuse bezeichnet, und es gilt
b _  Ankathete a _ Gegenkathete

(i) [cosa == Hypotenuse | (ii) |sina =7 = Hypotenuse |

_a _ Gegenkathete . b Ankathete
(iii) |tana = 3= Ankathete I (iv) |cota = @ = Gegenkathete |
(v) 0<a<90°, (vi) 0< B <90°,

.. _a . o b . b _a
(vil) cosf = o sin 8 = o (viii) tanf = o cot B = 7
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Beweis: Wegen 4.(i), 5., 20.(ii),(iv) und 21. sind (i),(ii) und (v) —(vii) giiltig, damit aber
auch (iii), (iv) und (viii). O

23.Sind A, B,C € Cmit A # B,C und ist « =< (B, A, C), so heifit { [A4, B>,[A,C>}
ein Nullwinkel im Falle a = 0°, ein spitzer Winkel im Falle 0° < a < 90°,

ein rechter Winkel im Falle a = 90°, ein stumpfer Winkel im Falle 90° < o < 180°,
ein gestreckter Winkel im Falle a = 180°. Mit 10.7.(ii), (iii) und 18.(v) folgt

(i) [a=0" & [A,B>=[A4,C>] (i)[a=90° < (4,B)L(A C)|

(i) |a =180° < [A, B> U [4,C> = (A,C)|.

(iv) Sind A, B, C nichtkollinear, so sind J(A, B,C), <(B,C,A), 4(C, A, B) €]0°,180°[.
Wir zeigen nun

24. Satz. Jede Ahnlichkeit ist winkelmaftreu. Genauer: Ist f € A und sind
A,B,C€C mit A# B,C, soist [3(f(B), /(4), f(C)) =3 (B, A,0) |

Beweis: Wegen 23. gelte 0.B.d.A. C ¢ (A, B). Hat f den Mafistab pu, so fithrt 20. auf

2002 4 2 _ 2
(b + ¢ —a®)

cos 3 (/(B), F(4), /(C)) = 23 = cos (B, 4,0)
25. Bemerkung. Gehen zwei Winkel durch eine Trans-
lation oder durch eine Punktspiegelung auseinander her-
vor, so sind sie geméf} 24. gleichgrof3 und heiflen Stufen-
winkel bzw. Wechselwinkel (vgl. d. Figur).

Ergénzend notieren wir a+B=180°

26. Satz. Ist {g", h*} ein Winkel mit dem Scheitel A und ist g~:=A(gt) A h—:=A(h"),

soist | S{gt,ht} =3{g7,h } =180°—I{¢g",h"} =180°—<{g~,ht}|
Man nennt {g~,h~} den Gegenwinkel und {g",h™}, {¢g7,h"} die Nebenwinkel
von {g*,ht}.
Beweis: Es sei gt=A+R; B und ht=A+R,C mit |B|=|C|=1. Dann ist g-=A+R, (- B),
und fiir a:=4{g*, h*t} und G:=<4{g~,h"} folgt cos(180°—3)=— cosﬁl&z(v)—(—B) o C=

=Bo(C 1) cos«, also 180° — 3 = . Durch Punktspiegelung an A ergeben sich mit 24.
die verbleibenden Gleichungen. O

27. Satz. Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°. Jedes Dreieck hat wenigstens
zwer spitze Winkel. Mit den Bezeichnungen aus 19. bedeutet dies: Es gilt

(i) |a+B+y=180°], (i) (o <90°) V (8,7 <90°) V (y,a < 90°).

Beweis: Nach 20.(ii),(iv),(vi) sind wenigstens zwei der Zahlen cos «, cos 3, cosy positiv,
d.h. es gilt (ii). Fiir o, 5 < 90° ergibt sich cos(180°—~)=— cos~y 2000 l-(c-cos B—a) 2000

b A
—=(% cos 3+ cos a)-cos ﬁ—%: % sin? 3 2L cosa cos (B—sin asin 3 2() cos(a+/3),

b
also 180°—~ = a+f geméiB 5.. Entsprechend folgt (i) in den verbleibenden Fillen. O

cos o cos f—
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28. Satz zur Winkeladdition. Ist {A, B,C} ein Dreieck und ist D € C\{A}, so gilt:
() [AD>N]BC[£0 = ¥(BAD)+ 4(D,AC) =4(BAC) (Figur a).
(i) [A,A(D)>N]B,C[# 0 = ¥(B,A,D)+ %(D,AC)+ X(B,A,C) = 360° (Figur b).

D
Beweis: Mit den Bezeichnungen der Figur a) folgt (§+¢)+180° L (0+¢€)+(o+T1)=(64+0)+
+(e+7) L (180°—(3)+(180°—~) L 44180°, also (i). Mit den Bezeichnungen der Figur b)
erhalten wir -+ 2 180° £ e+¢ und +¢ 9 o, also a+C+n = (6+n)+(e +¢) =360°. O
29. Corollar. Ist (A, B,C, D) ein Viereck mit (A,C)N]B,D[# 0, so hat (A, B,C, D)
die Innenwinkelsumme 360° (Figur c)).

Beweis. Mit den Bezeichnungen der Figur ¢) ist (0 +¢)+ 0+ ((+n)+v=(0+5+n) +
+Ee+C+7) %L 360° nach 28. die Innenwinkelsumme von (A,B,C,D). O

C
Weiter erhalten wir
30. Satz iiber Groflenvergleiche am Dreieck. ¢ d) a
Mit den Bezeichnungen der Figur d) gilt: b a b
(i) (a=be a=p0)A (a<b & a<f),
(i) (b=c & B=7) A (b<c & B<7), o o
(iii) (c=a & y=a) A (c<a & y<a), A ¢ B A ¢ B

Demnach liegt der griffere Winkel stets der grofieren Seite gegentiber.
Beweis: Wegen 20.(ii), (iv) ist 8 —a*> =c- (b-cosa—a-cosf3), also a < b & a-cosf <
<b-cosa sinacos 8 < sin 3 cos « Qg) 0 < sin(f — «) & o< (. Diese Rechnung
gilt auch mit ,=* anstelle von ,,<“. Damit ist (i) gezeigt, und entsprechend gelten (ii)
und (iii). O
31. Kongruenzsatz. Sind Dreiecke (A, B,C) und (A’,B',C") gegeben und sind die

Bezeichnungen wie in 19. bzw. analog 19. gewdhlt (vgl. Figur d)), so sind dquivalent:

(SSS) Esgilt a=d N b=V AN c=(.

(SWS) FEsqilt a=d N b=b N vy=4.

(WSW) Es gilt a=d N =0 N v=4.

(SSW) FEsgilt a=d Nb=0 N a=d N (<90 < [ <90°).

() Die Dreiecke (A, B,C) und (A', B',C") sind kongruent.

Beweis: Es gilt ((SSS) 2 (SSW) =% (Wsw) =" (Sws) & (SSS)). Mit 12.4. (o)
fithrt dies auf die Behauptung. O

32. Ahnlichkeitssatz (WW) fiir gewdhnliche Winkel.
Die Dreiecke (A, B,C), (A, B',C") sind genau dann dhnlich, wenn
J(A,B,C)=5(A",B,C") und ¥(B,A,C) =< (B, A" C") ist.
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Beweis: Mit den Bezeichnungen aus 31. folgt: Durch Anwendung einer zentrischen Strek-
kung auf (A, B, C) 148t sich aus (A, B, C') ein Dreieck (A”, B”,C") mit a” = a’ erzeugen.
Wegen 27. und 31. sind (A", B”,C") und (A’, B’,C") dann kongruent, und mit 11.9.(ii)
und 24. folgt die Behauptung. O

G. Der Zusammenhang zwischen G-Winkeln und gew6hnlichen Winkeln

33. Wir stellen nun eine Verbindung zwischen den in 11.64. eingefithrten G-Winkeln und
den in 18. definierten ,,gew6hnlichen Winkeln“ her:

Sind g,h € G mit g }f h, so existiert ein Drei-
eck (A, X,)Y) mit g := (A, X) AN h = (AY) A
A Det(A, X,Y) > 0, und dann setzen wir

() [20h) = 3{g" b7} € J0°, 180°]
fir g7 :=[A, X> und A" :=[A,Y>. Im Falle |g | h| setzen wir |Z£°(g,h):=0°=0].

Damit haben wir jedem G-Winkel (g,h) € GXG ein Winkelmaf3 £°(g, h) zugeordnet;
dies ist eine Zahl aus dem Intervall [0°,180°[= [0, 7.

Wir miissen uns tiberlegen, dal Z°(g,h) wohldefiniert ist. Da dies fiir g || h klar ist,
sei g }f h. Sind nun U € g und V € h mit Det (A, U, V) > 0, so gibt es \,u € R*
mit U—A = A~ (X—A) und V-4 = u- (Y—A), und wegen 0 < Det (A,U,V) 2
= Ldet(U — A,V — A) = A+ - Det (A, X,Y) und Det (4, X,Y) > 0 folgt A- x> 0, d.h.

A und g haben das gleiche Vorzeichen. Dies bedeutet aber, dafl ([4, U>,[A, V>) eines der

Paare (g%, hT), (A(g"), A(ht)) ist, und nach 24. ist dann J{[A, U>,[A,V>} =3 {gT, h'}.

Mit Blick auf 11.64.b) erkennen wir jetzt, dafl die in Figuren eingezeichneten gebogenen
Pfeile bei G—Winkeln stets die korrekten Mafzahlen repréisentieren.

Bei gewdhnlichen Winkeln verwenden wir Bogen ohne Pfeilspitze, weil hier die Reihen-
folge der Schenkel unerheblich ist.

Die Verbindung zwischen den in Paragraph 11 betrachteten Offnungen und den hier
eingefithrten Maf$zahlen zur Groflenmessung von

t o
G—Winkeln ergibt sich wie folgt: PLV

i

Ist m € Gy eine Offniung # R, so gibt es genau ein
z € R mit m = R(z,1), und dann ist

18.(1) x = R
a:=2L°(Rm)=<9{R, R (x,1)} =" arccos , 21 0 1
( ) =H{Ry, Ry (z,1)} T+ 22 m/
. 1
also cos a=—=% A sina= A cot a=x. m=R (cot a, 1) A a=2L°(R,m
V14 a2 V14 a2 ( ) ( )

Mithin gehort zur Offnung m die Gradzahl o = £°(R, m) und zur Gradzahl o # 0° die
Offnung R (cot o, 1). Erginzend zeigen wir

34. Satz. Setzt man o+ [ = { atp, falls o+ 5 <m fir a, 8 € [0,7], so ist
a+ 3 —m sonst

[0, 7] (4) eine abelsche Gruppe, die zur Gruppe Go(®) isomorph ist vermittels der
Abbildung f : [0, 7[— Go mit f(0) =R und mit f(a) =R (cota, 1) fiir a €]0,7].
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Demnach entspricht die Addition modulo 7 +* der Winkelmafie genau der Ver-
knipfung & “ der Offnungen.

Beweis: [0,7[(+) ist offenbar ein Gruppoid mit dem neutralen Element 0 und mit
a + (m—a) = 0 fiir a €]0, w[. Nach 33. ist f eine Bijektion, und mit 2 = cota A y = cot
folgt /(a4 ) = R(cot(a+ ), 1) = E(cot(a+),1) = B(L L 1) = Rley —La+y) =
=R(z,1)®R(y,1) = f(a)df(B) fir a, B €]0, 7[ mit B # m—a. Ferner ist f(a+(m—a)) =
=R=R(z-(—z)-1L,z+ (—2)) =R(z,1) R(—=z,1) = f(a) ® f(7m — ). Damit ist klar,

daBl f die Homomorphiebedingung erfiillt, und mit 7.5., 7.8. folgt die Behauptung. O

H. Der Randwinkelsatz fiir gew6hnliche Winkel

Indem wir 33. mit 12.30. verbinden, erhalten wir

35. Randwinkelsatz fiir gewdéhnliche Winkel. Sind
(A,B,C) und (A,B,X) Dreiecke mit gleicher
Orientierung, also mit [X,C] N (A, B) = 0 (vgl.
11.62.), so gilt

X€k(A, B,C) (A, X,B)=4(A,C,B)|.

Beweis: Ggf. nach einer Vertauschung von A und
B konnen wir davon ausgehen, dafi (A, B,C) und
(A, B, X) positiv orientiert sind. Nach 33. und
12.30. ist dann Xek(A, B,C) & J(A X, B)=
=/°(A, X,B)=/°(A,C,B)=<4(A,C,B). O

Indem wir 33. mit 12.29. verbinden, erhalten wir

36. Mittenwinkelsatz fir gewohnliche Winkel. Auf
emnem Kreis k mat dem Mittelpunkt M seien zwei
verschiedene Punkte A, B mit M & (A, B) gegeben.
Dann gilt:

(i) Xek A [X,MN{AB)=0
= J(A,X,B) = %-%((A, M, B) < 90°,

(i) Y €k ANJY,M[N(A,B) #0
= J(A,Y,B) = 180° — 3-%(A, M, B).

Beweis: Es sei {F}:=(A, B) N sy pund A" € [A,Y>\ [A,Y]. Ggf. nach einer Vertauschung
von A und B sind (M, A, B), (M, A, F), (X,A,B), (Y, A, B) gemif} 11.62. positiv orien-
tiert. Nach 12.29. ist £°(A, M, F)=£°(A, X, B)=/°(A",Y, B), und mit 33. folgt 90°>
>1-3(A,M,B)=9(A,M,F)=<%(A,X,B)=%(A",Y,B) & 180°—<4(A,Y,B). O
37. Anmerkung. Sind A, B € C mit A # B und ist a €]0, 7|,
so kann man nach der Menge m aller Punkte X € C\{A4, B}
mit (A, X, B)=a fragen. Ist «=90°, so ist m=kp,{A, B}.
Ist a#90°, so ist m nach 35. und 36. die Vereinigung zweier
Kreisbogen mit den Endpunkten A, B. Zwar ist m symme-

trisch zu (A, B), aber im Falle o # 90° ist m kein Kreis!
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Wenn wir die gleiche Frage fiir G-Winkel stellen, entsteht der Kreis
k={A B}U{X € C\{A,B} | £°(A, X, B) = a}.

Damit erkennen wir nun, dafl der Randwinkelsatz fiir verschiedene Winkelbegriffe eine
unterschiedliche Qualitat aufweist und daf er fiir G-Winkel definitiv einfacher und damit
besser handhabbar ist als in Verbindung mit gewthnlichen Winkeln.

In Anbetracht dessen, dafl der Randwinkelsatz zu den wichtigsten Satzen der Elementar-
geometrie gehort — selbst bei Gebrauch gewohnlicher Winkel — | wird hier eine gewisse
Uberlegenheit der G-Winkel sichtbar. Gleichwohl gibt es Bereiche in der Elementargeome-
trie, in denen man auf gewohnliche Winkel nicht verzichten kann. Deshalb haben beide
Winkelbegriffe ihre Daseinsberechtigung.

I. Metrische Formeln fiir Dreiecke und Vierecke

38. Gegeben sei ein Dreieck {A, B, C'}. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus 19. und
wihlen die Symbole

o fiir den Inkreisradius, r fir den Umkreisradius sowie s := 1(a + b+ ¢) fiir den
halben Dreiecksumfang.

Ist I der Mittelpunkt des Inkreises, so hat die Dreiecksfliche F' := F(A, B, C') den Wert
F(A,B,I)+ F(B,C,I)+ F(C,A,I) = 3co+ 3a0 + 3bo = so, d.h. es gilt

0 [F=sd
Andererseits ist F' = 5 - b+ hy, fiir by := [B—H,| (vgl. 11.56. und 12.20), und mit 22. folgt
hy = a - sin+y, also

(ii) |F =3a-b-siny| Entsprechend gilt (iii) |F =3a-c-sinf3| A |F=3b-c-sina|

Nach dem Mittenwinkelsatz 36. und nach 22. ist siny = (¢/2)/r, und mit 21. folgt

: a _ b _ ¢ _ _a-b-c ) 0
(iv) Sin’y_sinﬁ_sinfy_2r7 (v) | F = 4r | (vi) ’43 o-r=a-b C‘.

Nun ist 4s - (s —a) = (b+¢) + a)((b+ ¢) — a) = 2bc + b* + ¢ — a® 2 2bc(1 + cos o) und
4(s—=b)-(s—c)=(a—(b—c))-(a+(b—c)) = a®— (b* — 2bc+ *) £S 2bc(1 — cos ), also
165(s—a)(s—b)(s—c) = 4b%c*(1 — cos® a) = 4b?c? sin* a = 16 F2.

Damit haben wir die HERONsche Formel
(vii) F=./s(s—a)-(s=b) (s—c)

bewiesen, mit der sich die Flache direkt aus den Seitenldngen bestimmen la8t, und mit

(i), (v) folgt
(viii) |¢? = (s—a)-(s=b)-(s—c)/s |, (ix) |r = ab-c/\/16-5-(s—a)-(s—b)-(s—c)
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Uber Vierecke zeigen wir

39. Satz des PTOLEMAIOS. Sind A, B,C, D vier verschiedene Punkte
von C und ist a :== |A—B|, b:=|B-C|, ¢:=|C—-D|, d:=|D—-A|,

e:=|A=C|, f:=|B=D|, so gilt (*) ‘a-c+b-d26-f‘.

'd‘
In (x) liegt Gleichheit genau dann vor, wenn A, B,C, D konzyklisch "A

oder kollinear sind mit B b C
%ﬁ(A,B,C)218OO—§:<A,D,C) A <A,C>Q]B,D[%®. IOX—]%_&_IOD

Beweis: Nach Anwendung einer Translation diirfen wir von D = 0 ausgehen.

Wir setzen R := (A—B)-C und S := A-(B—C). Dann ist R+S = (A—C)-B, und mit
8.28. folgt |R| +|S| > |R+ S|, also ().

Nach 10.7.(vii) ist ac+bd=ef & |R|+|S|=|R+ S| & S/ReR: (o).

Fiir die gleichsinnige Ahnlichkeit ¢ : C—C : X—A-(X—B)/(A-B) gilt ¢(A)=A,
©(B)=0 und ¢(C)=—S5/(A-B)=(—S/R)-C. Deshalb ist S/ReR} & ¢(C)e R*C,
und mit (o), 11.62., 11.73., 11.77., 12.31., 24. und 26. folgt die Behauptung. O

40. Flichensatz. Ist (A,B,C,D) ein Viereck und existiert E €]A,C[N]|B,D][, so
hat (A, B,C, D) die Fliche |F = L[A—C||B—D|- sin4(A, E, B) |

Beweis: Ist e;=|A—E| N ea=|E—C| A fi=|B—E| A fi=|E—D| AN e=J(A, E, B), so fiithren
4(Xl) und 38(11) auf F:%(61'f1—|—€1'f2+62'f1—|—62'f2)' sin 82%(61+62)'(f1—|—f2)~ sine. 0O

J. Winkel und Kongruenz im R3

Zum Abschlufl soll nun noch erértert werden, wie sich einige unserer Resultate vom R?
auf den R? {ibertragen lassen.

Wir bezeichnen F; := (1,0,0), Fy := (0,1,0), E5 := (0,0,1) als die Einheitsvektoren
des R? und erinnern daran, dafl C = R? nach 10.45. vermittels der Identifikation

() ’x—l—z’y:asEleyEg‘ Va,yeR

als Ebene des R? betrachtet wird. Wieder sei 0 := (0,0, 0).

41. Um geometrische Gebilde des R? miteinander zu vergleichen, benétigen wir den Begriff
der Kongruenz, und dieser wird zuriickgefiithrt auf den Begriff der Bewegung:

Analog zum ebenen Fall wird eine Abbildung f : R* — R? als distanztreu oder als
Bewegung des R? bezeichnet, wenn die Bedingung

O X -fO)=X-Y] VXYVeR
erfiillt ist (vgl. 11.1.). Ist B3 die Menge aller Bewegungen des R?, so fiihrt (i) direkt auf

(i) [f.geBs = fog, gofeBs
Als wichtig erweist sich nun

42. Fundamentalsatz. Die Bewegungen des R? sind die Kollineationen des Typs
(%) [ R —R: (r,y,2) >2-A+y-B+2-C+D
mit A,B,C,D eR* AN |A|=|B|=|C|]=1 AN ALB A BLC N CLA. Es gilt
(0) Bs(o) ist eine Gruppe.
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Beweis: 1) Nach 10.49. ist die durch (x) definierte Abbildung f eine Kollineation des R?,

denn nach 10.18.(i) gibt es ein A € R* mit B x C' = AA, und dann ist det(A, B, C') 1032 )
=Ao(BxC)=Ac (M) =X#£0.

Ferner ist f auch eine Bewegung, denn fiir u, ...,z € R gilt

(2,9, 2))— F (1, 0,0)) = (2~ ) A+{y—0) B+(2—0)C)o((z—u) A+ (y—v) B+(2—w)C)
= () (g0 (r—w)? = |(2,9, 2)— (0, w) 7.

2) Die Kollineation f~! (vgl. 10.47.) ist ebenfalls eine Bewegung, denn sind X,Y € R3,
so gibt es U,V € R3 mit X = f(U),Y = f(V), und es folgt

XTI = U=V = [f(U)=f(V)| = |X-Y].

3) Es sei g € Bs beliebig vorgegeben. Wir setzen D:=g¢(0), A:=g(E1)—D, B:=g(Ey)—D,
C:=g(F3)—D und erhalten |A| = |E1—0| = 1, |B| = |E2—0| =1, 1-2Ao0B+1 =
= (A-B) o (A-B) = |A—B|*> = |E1—E,* = 2, also Ao B = 0 und damit ALB.
Entsprechend gilt auch |C] =1 A BLC A CLA. Fiir die hier durch g bestimmten
Vektoren A, B, C, D betrachten wir nun die gem#8 (%) definierte Kollineation f. Wegen
f(0)=D A f(E1))=A+D N f(Ey) =B+ D A f(E3) =C+ D hat die Bewegung
ftog (vgl. 2) und 41.(ii)) die Fixpunkte 0, Ey, Es, F3. Gébe es einen Punkt S € R3
mit 7 := f~'og(S) # S, so wiren 0, F, F5, F35 Punkte der Ebene mgr (vgl. 10.19.).
Demnach ist f~! o ¢ = idgs und damit g = f.

4) Aus 1), 2), 3) und 41.(ii) folgt die Behauptung. O

43. Corollar 1. Jede Translation 7 € Tgs (vgl. 10.52.) ist eine Bewegung des R® mit
det 7=1. Zu jedem f& B3 gibt es ein g€ By und ein 7€ Trs mit | g(0)=0| A ’f =70 g‘.

Beweis: Wegen 42. und 10.54. gilt die erste Behauptung und wegen 42. und 10.53. dann
auch die zweite. O

44. Corollar 2. Ist A € R3, so ist AR SR X — —X + 24 cine Bewegung des R?,

genannt Punktsplegelung an A. FEs gzlt

(i) AoA=idgs AN A=A A det A= —1.

(ii) A ist der einzige Fizpunkt von A.

(iii) Fir g € G gilt: A\(g) =g & g3 A.
Beweis: Nach 42. ist 0 : R3 — R?: X — —X eine Bewegung des R* mit det0 = —1, und
nach 42., 43. ist dann auch A € B3 mit det A = —1. Mit Ao A(X) = X V X € R? folgt
(i), und wegen 3(X + A(X)) = A V X € R3gilt (i) und ,, < “ in (iii). Hétte A weitere
Fixgeraden, so hétte A auch weitere Fixpunkte. O

45. Corollar 3. Jede Kollineation ¢ von C ist fortsetzbar zu einer Kollineation des R3.
Jede Bewegqung o von C ist fortsetzbar zu einer Bewegung des R3.

Beweis: Ist ¢ : C — C geméB 9.30. durch ¢((z,y,0)) = x-A+y-B+D mit A, B, DeC
A det(A, B) # 0 gegeben, so ist ¢ : R® — R3 : (z,9,2) — z-A+y-B+2-F3+D wegen
det(A, B, E3) = det(A, B) # 0 eine Kollineation des R?® mit ¢|c = ¢ (vgl. 10.49.). Wenn
¢ eine Bewegung ist, haben wir |[A|=1 A Be{iA, —iA} (vgl. 11.15.), also |B|=1=|Es]
AN ALB A BLE3; AN E3;LlA, und nach 42. ist ¢ dann eine Bewegung des R3. O

46. Sind M, N Mengen von Objekten des R3, so heiflen diese kongruent, wenn es ein
f € By mit f(M) = N gibt. Ebenso heiBlen zwei n—tupel (Ay,..., A,),(By,...,B,) von
Punkten des R? kongruent, wenn es ein f€ B3 mit f(A;) =B; fiir i =1, ...,n gibt (n €N).
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Mit diesen Bezeichnungen folgt

47. Satz. Ist ¢ eine beliebige Ebene des R3, so gilt:
(i) Die Ebene ¢ ist kongruent zur Ebene C.
(ii) Es gibt genau eine Bewegung € € B3 mit € als Fizpunktmenge. Diese wird die
Ebenenspiegelung an ¢ genannt.
(iii) Es ist €0 & = idgs und € =& 1.
(i) Ist X € R*\e, so ist € = mxzx).
(v) Ist X € R*\e und ist F' der Fufpunkt des Lotes von X aufe, so ist£(X) = F\(X)

(vi) Sind X, Y € R® mit X #Y und ist § :== mx.y, so ist 5S(X)=Y.
(vii) Es ist a(e) = aofoa™ V a € Bs.
(viii) Es ist det € = —1.

Beweis: 1) Nach 10.17., 10.18. und 10.21. und wegen {|X|_1-X‘ =1V X € R*\{0} gibt es
A/B,C,D€R*mite =D+RA+RB AN ALB AN BLC AN CLA A |A]=|B|=|C|=1.
Ist f wie in 42.(x) definiert, so folgt f(C) = f(RE; + RE,) = . Damit ist (i) gezeigt.

2) Die Kollineation v : R? — R3 : (x,y, 2) — (z,y, —2z) ist gemiB 42. eine Bewegung, und
es gilt v = v~ sowie dety = —1. Uberdies ist C die Fixpunktmenge von . Nach 42. und
11.43. ist £ := fovyo f~! dann eine Bewegung mit der Fixpunktmenge e, und nach 10.55.
ist det & = —1. Offenbar gilt auch £ o & = idgs, also € = & 1.

3) Es sei € B3 mit ¢ als Fixpunktmenge, und es sei X € R3\e. Dann ist Y := 3(X) # X,
und geméf 10.19. ist ¢ € myy, also € = myy. Ist nun F' der FuBlpunkt des Lotes von

X auf ¢ (vgl. 10.43.), so fithren 10.19.(iii) und 10.41.(iii) auf F = $(X +Y), also auf

Y =2F-X&F (X). Demnach ist Y durch X und e festgelegt, und wir erhalten § = €
sowie (v). Insgesamt sind (ii)—(vi) und (viii) hiermit bewiesen, und mit (ii) folgt (vii), da
a(g) und aogoa~! Bewegungen mit der gleichen Fixpunktmenge «(¢) sind (vgl. 11.43.).0

48. Anmerkung. Aus 47.(i) geht hervor, daf in allen Ebenen des R? die gleichen geometri-
schen Verhiltnisse vorliegen — wie wir es anschaulich erwarten.

49. Corollar 1. Ist a € B3\ {idgs} mit det o > 0 und besitzt a wenigstens einen Fixpunkt,
so gilt:
(i) Die Fizpunktmenge von « ist eine Gerade g, und o heifft Drehung um g.
(ii) Es gibt €1,60 € B3 mit « = €108 N g =1 Ney.
(i1i) Es ist det v = 1.

Beweis: Es sei F' € R mit a(F) = F. Wegen « # idgs gibt es ein I/ € R3\{F} mit
a(F') # F', und dann ist F' € €1 := mpr (s, also &1 0 a(F) = F. Nach 47.(vi) gilt auch
groa(F")=F'"und damit ey0a(U)=U VU € (F, F') gemaf} 11.19.. Wire jetzt £;0a = idgs,
so wire det = dete < 0. Also gibt es ein F” € R3\(F, F') mit F := & o a(F") # F”,
und fiir e5: = mpg pr folgt (F, F') C g9 sowie eq0c10a(X)=X V X € (F,F')U{F"} (vgl.
47.(vi)). Mit 11.19. erhalten wir nun g0 0v = idgs, denn andernfalls wire €507 0« eine
Ebenenspiegelung mit Determinante —1 geméaf 47.(viii), wihrend doch det(g20810a) > 0
ist. Damit ist @ = & 0 & und det a = (—1)? = 1 gezeigt. Wegen a # idgs ist £, # &5, und
wegen I € €1 Neg ist dann g := €1 Neg € Gs. Es folgt a(Y) =Y VY € g, und weitere
Fixpunkte hat o nach 47.(viii) und 11.19. nicht wegen det v > 0 A « # idgs. O
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50. Corollar 2. Ist 3 eine Bewegung mit det 3 < 0, aber keine Ebenenspiegelung, und
besitzt 3 wenigstens einen Fixpunkt F, so gilt:

(i) Es gibt eine Ebene € und eine Drehung o um eine Gerade g mit f=oa Aelg
N eNg=A{F}. Man nennt  eine Drehspiegelung um g mit dem Spiegel ¢.
(ii) Die Fizpunktmenge von 3 ist {F}, und tberdies gilt 5(g) = g sowie 3(g) = €.
(7ii) Es ist det § = —1.

Beweis: Es sei § :== F o B, also det § > 0 (vgl. 44.(i)). Ist 0 = idgs, so sei g eine beliebige
Gerade durch F. Ist 0 # idgs, so ist d nach 49. wegen §(F) = F eine Drehung um

eine Gerade g mit ¢ > F. In beiden Féllen sei ¢ € E3 mit ¢ 5 F A elg. Fir X € g

haben wir o0 3(X) =0 Fo§(X) =Zo ﬁ(X) e X, und nach 49. ist £ o § dann wegen

det(g03) > 0 und wegen /3 # € eine Drehung o mit der Fixpunktmenge g. Es folgt § = coa

7.(iv)

mit det 3 = —1. Fiir A € g\{F} ist A £ F(A) = 5(A) = B(A) € g sowie £ =" muz),
und mithin gilt a(e) = ¢ und £(g) = g, also B(¢) = ¢ und B(g) = ¢g. Ist & € E3 mit
glle N eng={B},soist f(e') € E5 mit 5(e')|]le N B(e)Ng={B(B)} ={e(B)}, also
mit ¢’ N G(e’) = 0 im Falle B ¢ . Deshalb liegt jeder Fixpunkt von 3 in £. Da « in € nur
den Fixpunkt F' hat, ist F' der einzige Fixpunkt von 4. 0O

51. Corollar 3. Jede Bewegung des R? ist ein Produkt von drei oder vier Ebenenspiege-
lungen und hat die Determinante —1 oder +1.

Beweis: 1) Fiir e € E3 ist £0& = idgs =E0E0EOE.

2) Ist f € B3\ {idgs}, so gibt es ein X € R* mit X # f(X), und fiir &1 := mx yx) folgt

g10 f(X) = X geméB 47.(vi). Nach 1), 47.(ii), 49. und 50. gibt es nun eq,e3,4 € E3 mit

gl Of € {gg Ogg, gg Og3 Og4}, also mit f c {51 Ogg Ogg, gl Ogg Ogg Og4}, und wegen 47(V111)

und 10.55. ist dann det f € {—1,1}. O

52. Jede Menge des Typs A+R,B := {A+AB|A€R,} mit A, Be R> A B#0 wird
Strahl oder Halbgerade des R? mit dem Scheitel A und dem Richtungsvektor B
genannt (vgl. 9.9.). Nach 10.9. und 10.10. ist jeder Strahl Teilmenge einer Geraden des R3,
und wegen 10.57.(x) werden Strahlen durch Kollineationen stets auf Strahlen abgebildet.

Sind nun zwei Strahlen g* := A+R,Bund h" := A+R,C mit A € R* A B,C € R*\{0}
gegeben, so wird {g*, h"} als ein Winkel mit dem Scheitel A und den Schenkeln g*, h*
bezeichnet, und

. BoC
i T hT} = arccos mm——=
CIETS. L

heifit das Bogenmaf} von {g*, h"}.

Wie in 18. erkennt man, dafl |a :=<{g", h'}| eine wohlbestimmte Zahl des Intervalls

0, 7] ist, die sich gemé&$ 18.(ii) in das entsprechende Gradmaf aus dem Intervall [0°, 180°]
umrechnen la8t, und dafl

(ii) BoC =|B|-|C]-cosa

gilt. Wegen |B—C|?> = (B—C)o(B—C) = |B|*+|C|*-2BoC = |B|*+|C|*—2|B|-|C|-cos «
ist a durch die Seitenléngen des Dreiecks {A, A + B, A + C'} festgelegt, und mithin gilt

(iii)  Jede Bewegung des R ist winkelmaftreu (vgl. 24.).
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Insbesondere bedeutet dies
(iv)  Jede Bewegung des R® ist orthogonalititstreu.

Da die in 18. fiir C eingefiihrte Winkelmessung durch (i) auf den R?® {ibertragen wird,
folgt nun mit 47.(i) und 10.7., daf die Aussagen in 20.—23. und in 25.—31. fiir jede Ebene
des R? gelten, wenn man die Bezeichnungen aus 23., 25. und 26. fiir den R? iibernimmt.

Ergénzend zeigen wir

53. Erster Kongruenzsatz fiir den R?. Zwei geordnete Dreiecke (A, B,C), (A, B',C")
des R® sind genau dann kongruent, wenn (wenigstens) eine der Bedingungen
(SSS), (SWS), (WSW), (SSW) aus 31. erfillt ist.

Beweis: Nach 47.(i) gibt es f, g € By mit f((A, B,C)) = C = g((A’, B',C")), und nach 31.,
45. und 52. existiert genau dann eine Bewegung h € B3 mit ho f(A) = g(A") A ho f(B) =
= g(B') N ho f(C) = ¢g(C"), wenn (wenigstens) eine der Bedingungen (SSS), (SWS),
(WSW), (SSW) giiltig ist. O

54. Corollar. Zwei Winkel {g™,h*}, {rT,s"} des R? sind genau dann kongruent, wenn
sie die gleiche Grifie haben.

Beweis: Es gibt eindeutig bestimmte Punkte A, B,C, A’, B',C" € R3 mit g* = [A4, B) A

ht=[A,CYANrt =[A,BYANstT=[A,CY\N|A-B|=|A-C|=|A'-B'| = |A-C" = 1.

Sind A, B,C und A’, B, C" jeweils nichtkollinear, so folgt die Behauptung aus 53. mit

(SWS). Dies impliziert nun mit 10.17., daB je zwei Strahlen des R3 kongruent sind, und

deshalb gilt die Behauptung auch fiir Nullwinkel und fiir gestreckte Winkel. 0O

Damit gelangen wir zu

55. Satz iiber Abtragbarkeit von Winkeln. Ist ¢ € E3 und sind A, B € ¢ mit A # B,
ist auferdem o €0, [ vorgegeben, so gibt es in € genau zwei Strahlen [A,C),[A, D)
mit (B, A,C)=<(B,A,D) = a.

Beweis: Wegen 47.(i) und 54. diirfen wir 0.B.d.A. vone = C A A =0 A B € R’ ausgehen.

Setzen wir nun C' := €' und D := e™* so haben [A,C) und [A, D) die gewiinschten

Eigenschaften. Ist ¢ €]—m, 7| mit J(B, A, e") = q, so fithrt 52.(ii) auf cost = cos a, und

mit 5. folgt ¢ € {o, —a}. Mithin ist die Behauptung giiltig. O

Abschlieflend zeigen wir

56. Zweiter Kongruenzsatz fiir den R3. Zwei geordnete Tetraeder (A, B,C, D),
(A", B",C", D) des R? sind genau dann kongruent, wenn

(x) [|X=Y|=|X'=Y'|| VX,Y€{A B,C D} gil.

Beweis: 1) Es gelte (x). Nach 53. bzgl. (SSS) gibt es ein f € B; mit f(A)=A" A f(B)=bB’
A f(C) = C" Ist f(D) = D', so liegt Kongruenz vor. Ist D" := f(D) # D', so sind
A" B',C" € mp pr =: €, und nach 47.(vi) sind (A, B,C,D) und (A’,B’,C’,D') dann
vermittels € o f kongruent.

2) Sind die Tetraeder kongruent, so folgt (%) aus 41.(i). O
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17. ANHANG

Im folgenden gehen wir auf fiinf Einzelthemen ein, die neben vielem anderen in den
Ubungen zu den Vorlesungen behandelt worden sind.

A. Goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen

Sind A,B zwei verschiedene Punkte der Anschauungsebene C und ist C € [A, B]\{A, B},
so sagt man, C teilt die Strecke [A, B] im goldenen Schnitt, wenn fir a = |A—C| und
b = |B—C| die Bedingung

a b

(1) [(a+b)/b = b/a ) - B

erfiillt ist, wenn sich also die Gesamtstrecke zum gréfleren Streckenabschnitt so verhalt
wie der groflere Streckenabschnitt zum kleineren.

Die Zahl| ® := b/a| wird die grof3e goldene Schnittzahl genannt, und | ¢ := ®~!| heifit

kleine goldene Schnittzahl.
Aus (1) folgt p+1=a/b+1= (a+b)/b=0b/a=P > 1, also 1 > ¢ > 0 und

2) [p+1=| A |p24+p =1| A|1+D =D

Die quadratische Gleichung z*—x—1 = 0 hat die Losungen x5 = %(1 +/5). Wegen (2)
und ¢ > 1 gilt dann
(3) |® = 2(V5+1) = 1,6180339887498948482045868343656... | A |0 = 3(V5—1) .

(4) Die Losungen der Gleichung sind ® und —p. Esist|¢+ ® =+/5/.

Seit der Antike wird die Proportion des goldenen Schnitts als &sthetisch besonders an-
sprechend empfunden, und so kann man bis heute in Kunstwerken und Bauwerken immer
wieder eine Realisierung dieses Verhiltnisses vorfinden. Zur vertiefenden Lektiire wird das
schone Buch ,,Der goldene Schnitt* von A. BEUTELSPACHER und B. PETRI empfohlen.

Durch’fo =0,f1:=1 ‘ und’fnﬂ = fo1+ fn‘ vV n € N ist rekursiv eine Folge fy, f1, fo,
f3, ey fn, ... natiirlicher Zahlen festgelegt, genannt Folge der Fibonacci-Zahlen.

Diese ist eine der berithmtesten Zahlenfolgen der Mathematik. Z. B. ist

fi=1, fo =34, fir = 1597, fas = 75025, f33 = 3524578,
fa=1, f10 = 59, fi1s = 2084, fa6 = 121393, f3a = 5702887,
f3=2, fu =89, fi9 = 4181, for = 196418, fas = 9227465,
fi =3, fiz =144,  foo = 6765, fog = 317811, f36 = 14930352,
fs =5, fiz =233,  for = 10946,  fo9 = 514229, fa7 = 24157817,
fo =8, fia =377, fo = 17711,  f35 = 832040, f3s = 39088169,
fr=13,  fi5 =610,  fo3 = 28657,  f3; = 1346269,  f39 = 63245986,
fs = 21, 16 =987,  foq = 46368,  f3o = 2178309,  fi = 102334155.



202 Anhang Elemente der Mathematik

Wir zeigen

(5) Ist # € R mit 2? = z+1, sogilt’m":fn_1+x-fn‘ VneN.

Denn dies gilt fiir n = 1, und aus 2" = f,,_1 + 2 - f, mit n € N folgt 2" = 2 f,,_1 + 2%f,
=zfpa+ (@+1)fn=fo+xfri. Mit (4) und (5) erhalten wir

(6) [ " =far +P-fu] A [(=9)"=far—9-fo| VR EN,
also " — (—¢)" = fn - (p +®) = f, - /5 und damit

(7) | fo = \/Lg (P —=(—¢)")| VneN (Formel von Binet).

Mit (7) haben wir eine genaue Brechnungsformel fiir Fibonacci-Zahlen. Dies ist insofern
staunenswert, als hier natiirliche Zahlen durch irrationale Zahlen bestimmt werden.

Wegen 0 < " < p <1 VnéeN erhalten wir mit (7) die Abschitzung

(8) |fn—\/L5<I>"|:\/Lg<,0”<\/ig VneN,

d.h. die Fibonacci-Zahlen wachsen wie die Potenzen von ®.

Nunist f#t - @ = ftthe (14 p) = oot , @ 9" vy €N, und damit folgt
O || -] =52 —p| =5 < 1| ¥neN.

Nach (9) lassen sich ® und ¢ durch Fibonacci-Zahlen hervorragend approximieren!

B. Die harmonische Reihe

Die sogenannte harmonische Reihe 1 + % + % + % + ...+ % + ... divergiert nach 14.6.;

ihre n-te Partialsumme ist |s, := > ;_; +| Vn eN.

Die zugehorige alternierende Reihe 1 — % + % — }l + % — % =+ ... konvergiert nach 14.30.;

(—1)kt

ihre n-te Partialsumme ist |, := >} *——| Vn €N,

Wegen 1+ 1 = 2t ynd 14.28.(i) gilt 2 < e'/" und /") < 2 v p € N, also
(1) m2: <2 und (2) 5 <ln2 ¥YneN.

1
Mit Inn <In(n+1) =In(3-3.2.2. . '"“)(<)1+%+§+%1+---+%an folgt

1 23 1 T
) [In <o) Vnen

Setzen wir nun ’an =Sy — lnn‘ VneN, soist 0<a, gemaf (3), und wegen

)

an—anﬂzln(n+1)—lnn+sn—sn+1:ln"TH—n%l >0 VneN

ist (a,)neny dann eine monoton fallende Folge mit |0 < a, < a; = 1‘ VneN.

Demnach wachsen die Werte s,, der harmonischen Reihe gerade so wie die Werte Inn der
natiirlichen Logarithmusfunktion, und nach 13.17. gibt es ein a € [0, 1] mit a = lim  a,.
— 00

n
Die Zahl |a=0,577215664901... | heift EULER-MASCHERONTsche Konstante.
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Durch Induktion erhalten wir

(4)’32n_3n:t2n VneN.

1_
1=

e 1 I S
S2(nt1) ~ Sntl = Son — Snt 507 T 50 T aign) = e T 3 T sngz = La(nt))-
Damit gilt

(5)’a2n—an+ln2:t2n‘ VHEN,

Denn es ist s — 51 = ty, und aus sg, — S, = to, mit n € N folgt

denn es ist ag, —a, +In2 = s9, —In(2n) — s, +Inn+1n2 = sy, — s, @ ton.

Da (an)nen und (t,)nen konvergent sind, fithren 13.6. und 13.18. nun auf

In2= lim (ag, —a,+1n2) ©) lim t9, = lim t,, und mithin gilt
n—oo n—od n—

o

—1-4iy1 1,1 1,1 1
m2=1-5+3—-7+s—gt+tz—g*|

(6) !

C. Nullstellen von Polynomen

Ist n € Ny und sind ay, ...a,, € R mit a,# 0, so wird

fiR=R:z— Y0 a2 = ap + a1z + agr® + aza® + ... + a2
als reelles Polynom vom Grad n bezeichnet.
Die Abbildung po: R — R: 2z — 0 wird Nullpolynom vom Grad —1 genannt.

a) Durch Induktion erhélt man (1) |2*—2} = (z—21) - gr1(2)| V2,7, €R, Vke€EN,

wobei g1 ein Polynom vom Grad k—1 ist.

b) Gegeben sei das reelle Polynom | f(z) = >_}_, a;z" | vom Grad n € N, also mit a,#0,

und es sei ;1 € R mit | f(z1) = 0| Dann existiert ein reelles Polynom h,_; vom Grad

n—1mit (2) |f(z)=(x —x1) - hp_1(z)| Yo €R.

Denn ist k € {1,...,n}, so ist ap-z*—ap-2} = ap-(2¥—2}) L ag-(r—x1)-gr—1(x) der k-te

Summand der Differenz f(x)— f(x1), wobei gi_1 ein Polynom vom Grad k—1 ist. Dann ist

f@) = fo)=f (1) = Xhoo an- (2 =) = 205y awe (@¥ =) = 320, an-(2—21)- g1 (7) =
= (x—x1)- Y p_y @ gp—1(z) = (x—2x1)-hy_1(x), wobei h,_; (als Summe aus einem Poly-
nom vom Grad n—1 und n—1 weiteren Polynomen vom Grad < n—2) ein Polynom vom
Grad n—1 ist.

c) Folgerung aus b): Das Polynom f sei wie in b) gegeben, d.h. es gebe ein x; € R mit
f(z1) = 0 und damit auch die Darstellung f(z) = (z—x1)-h,_1(z) Vz€R. Wenn nun
ein zy € R mit h,_i(z2) = 0 existiert, so gibt es nach b) eine Darstellung h,_(z) =
= (x—x9)-hp_o(z) Vo €R, wobei h,_s ein reelles Polynom vom Grad n—2 ist. Féhrt man
in dieser Weise so weit wie moglich fort, so entsteht eine Darstellung der Form

(3) | f(x) = (x—x1)-...c(x—2p) hpyr(z) V2 ER

mit r€{l,...n} A z1,...,2, €R A hy,_.(x) #0V z€R wobei h,_, ein reelles Polynom
vom Grad n—r ist.
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d) Ist f ein Polynom vom Grad n mit n € Ny, so hat f hochstens n Nullstellen, d.h. es ist
|{x€R‘f(x):0}| <n.

Denn wenn f keine Nullstelle hat (dies gilt insbesondere, wenn f den Grad Null hat), dann
ist die Behauptung giiltig. Andernfalls diirfen wir von der Darstellung c¢)(3) ausgehen; hier
ist r <nund f(z) = (z—x1)-....(r—2)-hpr(x) #0 V z€R\{21, ..., 2, }, wie behauptet.

e) Gegeben seien die Polynome fi(z) = >}, ara® und fo(z) = Y ) _, bpz® mit n € Ny
und mit ag, by € R V k € {0,...,n}.
Wenn die Graphen von f; und f; mindestens n+1 verschiedene Punkte gemeinsam haben,

dann gilt fiir K =0, ...,n und damit insbesondere .

Zum Beweis betrachten wir g := f;—f>. Nach Voraussetzung hat ¢ wenigstens n+1 ver-
schiedene Nullstellen, und der Grad von g ist < n. Wire ay # by, fiir ein k& € {0,...,n}, so
wére der Grad von ¢ nicht negativ, und g hitte nach d) héchstens n Nullstellen. Wegen
dieses Widerspruchs ist a, = b, V k € {0,...,n} und damit f; = f5.

D. Die Eulersche Darstellung der Zahl =2/6
Nach L. EULER (1707 — 1783) hat die Reihe (3" L)

5 den Grenzwert 72/6 , d.h. es
n

ne N

ist 2
o1 1 1 1 1 1 1 1
6 ettt e

Zum Beweis nach J.—P. Delahaye (,m—die Story®, Seite 241) zeigen wir zunéchst

. L km .. . .
Lemma. Ist n € N und ist u := cot T firk=1,...n, so gilt
2

wdtud+ .+ ud = %T_”
Beweis: Firk=1,...,n sel t := % Firl <k <m <ngilt dann 0 <ty <t,, <7/2
und wy > Uy, > 0 (vgl.16.14.(ii)), d.h. es sind uy, ...,u, € R% mit [{uq, ..., u, }| = n.
Ist nun w:=—i -y, mit k € {1,...,n}, so ist w? = —u3, und es gilt

on+1_ (., COSty )2”“_ (COS i - sintk>2"+1 B o it (2n+1) :
(1) (wprt = (=i ) = (S = T g © R

wegen eltr@ntl) — oimhcr] 1Y und 1/i2M e{i, —i}
(vl 8.25., 14.24., 16.2. und 16.4.). GeméB 3.16.(o) ist
(w4 1)+t = 32 (Q”V‘H) w0 wobei w?" 7Y im Falle 2n41—v € 2N reell
und sonst imaginir ist. Wegen (1) ist Re[(w+1)*"*1] = 0, und folglich gilt
2n+1 n 2n+1 n— 2n+1 n— 2n+1
) () @)+ () @)t () () e (i) w1 =0,

Demnach ist —u? fiir jedes k € {1,...,n} eine Nullstelle des Polynoms

3) f(z):= <2nl+l> "+ (2n?;|—1> 1 4 (271;—1) "2 4+ (%th z+ 1.
Nach 2.24. ist [{—u?, —u3, ..., —u2}| = n, und nach Anhang C. c) ld8t sich f(z) dann in
der Form f(z) =a-(z+u?) - (x+ud)-...- (x+u?) mit a € R* darstellen. Wenn man
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dieses Produkt ausmultipliziert, ergibt sich

(4) fle) =a-a"+a-(uituz+ .. +uy)- 2"+ pla),

wobei p(z) ein Polynom vom Grad < n—2 ist, und ein Koeffizientenvergleich zwischen
(3) und (4) liefert nun gemafl Anhang C. e) die Gleichungen

(5) a= (2”1‘*‘1> und  a- (uitus + ... +ul) = (27%—1—1)

o 2, 92 2 _ 1 (2n+1\ _ 1 (2n+1) 2n-(2n—1) _ 2n%—n
Dies impliziert aber u1+u2—|—...+un——~< 3 ) = i) o3 = g O

a
Mit Hilfe des Lemmas ergibt sich der Beweis der EULERschen Darstellung wie folgt:

Ist ¢ €]0 so gilt t-cost < sint <t gemaf 16.2.(xiv) — (xv), 16.3.(ii) und 16.7.. Mit 2.24.

1

2 .2
und 16.2.(iii) folgt cot?t < t% < Mzstmt cot?t+1. Fiir t, = 2k fihrt dies mit

sin
dem L f 2” t2 ¢ G2V SR 1) = 2nion nd

em Lemma au Zco k<z Z P <cho e+ 5 0,
k =1
SN E ; ; 72 ; : 2. 2n%-n_ 2. 2n%—n+3n

durch Multiplikation mit G ergibt sich (%) = B@nt 1P Z @i

Fiir n — oo streben die Faktoren von 72 in () gegen % Mithin gilt die Behauptung. O
1 .1 1

Anmerkung. Fiir n € N sei s, := 2 + =5 59 + 5 52 + .. —|— . Dann fiihrt die Eulersche Formel
Y S R N 1 7r2_7r2 2 2
mit ¢- = G- —gg = m (sm—gpsn) und 5= G-~ = lim (s —5350)
1 1 1 1 1 1
e LAt A P TR

und —=%——+———+———ﬂ:....

E. Der Beriihrsatz von Feuerbach

Nach K. W. FEUERBACH
(1800 - 1834) gilt:

Der Seitenmittenkreis eines
Dreiecks beriihrt stets die
Beriihrkreise dieses Drei-
ecks (vgl. 12.20. und 12.28.).

A

1
Vorbemerkung zum Beweis

Sind X,Y,ZeCmit X £Y A Y # Z, sosei ZXYZ = Z({(X,Y),(Y,Z)) (vel. 11.67.).
Ist k ein Kreis und gilt X € £ VY € k, so sei (X,Y), im Falle X =Y die Tangente an
k in X und sonst die Gerade (X,Y). Uberdies setzen wir £, XY Z := Z((X,Y )i, (Y, Z)1)
im Falle X, Z €k VY €k.
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Mit diesen Vereinbarungen lassen sich der Tangentenwinkelsatz 12.29. und der Randwin-
kelsatz 12.30. zusammenfassen zur Aussage

TR Sind A, B,C Punkte eines Kreises k von C mit |{A, B,C}| =3, so gilt:
Xek & Lt AXC=/ABC VYV XeC|

Das Symbol |, £ « hedeute ,,Gleichheit aufgrund von TR beziiglich k“.

Figur F'1

Beweis des Satzes von Feuerbach

Gegeben sei ein Dreieck {A, Ay, A3}, und k sei ein Kreis mit Mittelpunkt Ay, der (A4;, A;)
in H;; beriihrt fiir 7,5 € {1,2,3}. Wir setzen Mij::%(Ai+Aj) fir i,5 € {0,1,2,3}.
Neben dem Seitenmittenkreis kg := k(Mia, Moz, M3) betrachten wir die Hilfskreise ki :=
= k(Mass, Moa, Mys) und ko := k(Mys, Moy, Mos) (vgl. Figur F1).

Wegen Moz € ki Nky konnen wir X € ky Nky wahlen mit X # Mz im Falle |k Nkq| > 2.
Im 1. Beweisschritt werden wir X € ko (Figur F1) und im 2. dann X € k (Figur F2)

zeigen. Mit den zugehorigen Winkelbetrachtungen werden wir im 3. Schritt dann sehen,
daB sich ky und k in X beriihren:

1) a) Wegen Mik_Mjk = %(AZ—AJ) gllt <Mzk7 M]k> || <AI,AJ> fiir i,j, k § {O, 1,2,3}
b) Um X € kg zu zeigen, gehen wir wegen M3, Mas € ko von X # Mg, Myz aus. Fiir
a = LA A3 A fithrt a) auf o = £ M3 Moy M3, und mit TR erhalten wir dann
a2 £, Moz X M. Ebenso ist 3 1= LAgA3 Ay = £ Moy Moy Moz = £y, Moz X M.
c¢) Aus b) folgt LMy X Mi3=0 & «, denn es ist (X, Mos)r, = (X, M3)x, wegen
(X =Moys & k1 Nky={Mpsz}). Nun ist aber auch 4M23M12M13a:) LAIA3A =0 a,
und gema TR gilt dann X € k.
d) Sind rg, 7, die Tangenten an kg bzw. k; in Msg und ist v := LAgAzA;, so ist
B® =L My MaMis™ £(ro, (Mag, Mis)2 Z(ro, (A1, As)) und
6 = 4M23M02M03 g 4(7“1, <M23, M03>) a:) 4(7”1, <A0, A2>), also
Z(T(), T1> = 4(7‘0, <A1, AQ)) ) 4A1A2A0 %) Z(<A07 A2>, 7"1) = (ﬁ ) Oé) ) Y ) ﬁ: a5 Y-
2) a) Um X € k zu zeigen - vgl. Figur F2 -, bemerken wir zunéchst, da§ 12.20. und 12.26.
auf k‘l N <1427 A3> = {Mgg, H23} und auf ]{?2 N <A1, A3> = {Mlg, ng} ﬁihren, denn H23, H13
sind die FuBipunkte der Lote von Ay auf (A, A3) bzw. (A;, As).
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Da (A1, As), (Ag, A3), (A1, A3) Tangenten von k sind, erhalten wir mit 12.26. auflerdem
o= ﬁ N Y= 4A3A2A0 = ZAQAlAO = ZA()AlAg sowie <AQ, A1>J_<H13, H12> und
(Ao, Ag) L(Hyg, Ha3), also LHosHigHy3 = /A3 AgA1 = LAgA2 A @ LA A1 Ag =7 @ 6.

b) Um X € k zu zeigen, gehen wir wegen Hisz, Hog € k von X # Hy3, Hog aus. Mit 1) a)
folgt = 2y, Ha3 Moz Moz & Ly Hyz X Moz und 6 = 2y, Moz My3H 13 k2 Ly, Moz X Hiz.

c) Aus b) ergibt sich ZHy3 X Hyj3=~ @ 6, denn nach 1) c) ist (X, Mos), = (X, Mo3),-
Wegen a) und geméafl TR gilt dann X € k(Has, Hio, H13) = k.

d) Sind s,s; die Tangenten an k bzw. ki in Hag, so ist s = (Ay, A3), und nach 1) d)
ist Z(r1,8)=Z(r1, (Ao, Aa)) ® L({Ao, A2),s) = O ~v=a©~. Aus Symmetriegriinden gilt
dann Z(s,s1)=a 6.

3) Sind t,tg,t; die Tangenten an k bzw. kg bzw. k; in X, so fithren 1) d) und 2) d) aus
Symmetriegriinden auf Z(t1,ty) =a © v= Z(t1,t), und mithin ist t,=¢. O

\/ Figur F2

Anmerkungen

Die Beweisfithrung bezieht sich auf einen beliebigen Beriihrkreis eines beliebigen Dreiecks,
also gleichermaBen auf den Inkreis wie auf die drei Ankreise dieses Dreiecks (vgl. 12.28.).

Der hier vorgelegte Beweis entsteht durch Spezialisierung von Erorterungen aus
»Zwei 8 -Kreise-Sétze fiir Vierecke“, erschienen in den ,,Mitteilungen der Mathematischen
Gesellschaft in Hamburg®, Band 18 (1999), 105 -117.

Andere Beweise verwenden die sog. ,,Spiegelung am Kreis“. Ein weiterer Beweis, der ohne
dieses Hilfsmittel auskommt und der auch in nichteuklidischen Geomtrien gilt, findet sich
z.B. in Mitt. Mat. Ges. Hamburg 17 (1998), 113 — 126.
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Abkiirzungen und Symbole §1 — §7

la| 3

|A| 46

a/m 13

+aa ‘a 32

Tog 30

alb, atb 25
aZ 31,40

Al A% A 48

A<B, A<t , s<A 7

(A1), (A2) 3
Abb(A,B) 41, 53
(Abg) 53

(An) 40

(Ass) 54
Aut(M(x))(o) 59
Beh. 15

(DB) 10
f:A-B, ALB 41
f:A—=B:x—f(x)
ggT 26

(IA), (IB) 10
idg 43

inf 7

inj 42

(Inv) 55

(IS), (IV) 10
keV 27

(Kom) 54
max, min 8
mod 30

m 8,9

N 9

—-N, Ny 17

(7) =20

(Ntr) 55

P(M) 36

P 28

(P1), (P2), (P3) 38
Per(M) 53

Q Q" 18
Q+7 Q— 18
Q:, Q18
R 1

R2 37

R* 2,6
R*, R* 3,6
R., R_ 6
R\S 15

(R1) - (R6) 1,33
(RD1), (RD2) 11
(Rf) 1, 30,38
sup 7

surj 42

(Sy) 1, 30, 38
(Tr) 1,30, 38
(V) 7

Vor. 15

(W) 1,53

aZ, 31, 40
r+aZ 40

7, 7, Zs, 17
Z, 30

(Z1), (7Z2) 8

Verkniipfungen:

+, — -/ 1,2, 57
+a; ta 32

* D3

Mengenlehre:

JIr=nm
L NN w.l

3 Ol
—
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Logik:

-, A, V, V14
& 1,16
=,Beh.,Vor. 15
31,35

vV 1,35

Ordnung:

< < >, > 3,7,58
[a,b]; [a,b] 6

Ja,b]; Ja,b[ 6

|z|, |A| 3,46

Abbildungen:

Potenzen:

% 4

" 27t 2,19, 61
/" 13,19
Va, Va 13
Al A% A™ 48

Relationen:
alb, atb 25
= =, 30

Sonstiges:
1,..,10 4
m 8,9

n! 11

T 30
[.I']R 39
oo, —oo 6

ZZ:I Tl 11
HZ:I Tk 11
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Abkiirzungen und Symbole §8 — §12

Abbildungen:

Koll(C) 88
GL(C) 89
Koll(R?) 108
GL(R3) 109

Geraden und Ebenen:

RA 77

RX 94

B+RA 77,94

RX + RY 97

RX +RY +RZ 97
G 79

Gs 95

(A, B) 79,94

ma B 98

E; 98

Komplexe Zahlen:
i:=(0,1) 72
i?=—172

C*(-) 74
det(A, B) 80

Parallelitat:

gl h79

g h 79

| 101

¥ 101

(A || h) 83,101

(9 1I) 83,101

4 (A, B,C, D) 84,102

Ringe:

(R1),(R2),(R3) 65
(Kom) 65

R(+,-) 65

R(+,-) =2 R'(+',") 66
Or 65

xr—1y 65

1r 65

R* 65

ER 67

E; 67

EZa('a> 67

a™' 67

r/a, & 67
nZ(+,-) 65

ngr 67

R*(+,4) 69

ir 69

R x {0g} 69
x+ig-y 69

r = (x,0) 72

Orthogonalitot:

X 1A 9
At 96

x Ly 106
(ULg) 138

Strecken und Strahlen:

[A, B] 78,94
[A, B[ 78

[A, B) 79
R, X 77,94
B+R,ATT

Translationen:
TA 84

TR,S 84

Tc 84,114
Trs 110

209

Vektoren:
R*(+) 91
Ao B 92
A? 93

Ax B 92
091

1108

i 108

|A| 93
d(A, B) 93
det(A, B,C) 104

Streckungen:

UZ,a 86, A(Z) 86

Ahnlichkeiten:
A, A A 112,113

Bewegungen:
B, B—, BT 114

Punktspiegelungen:
C 120, D 120

Spiegelung, Symmetrie:
g 116, sxy 113

Dreieck, Kreis:
ha, hy, he 138
k(A, B,C) 136

G-Winkel:

Z(g,h) 130

g®h 131

6g 131

Go(®) 131,193,194

Determinantenmaf:
Rd(A) 123
Det A 123
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Abkiirzungen und Symbole §13 — §16

Grenzwerte:

nh_{go an 153, 3> a, 159
S0 16

lim f(x) 168

a~ D 168

e 165,166, m 167,181

Kongruenz:

(SSS), ... 192,200

Funktionen:

Ifl, f 172; b* 177
Ref, Imf 172

In 175, log,x 177
cos, sin 179

tan, cot 183, 184
arccos, arcsin 186
arctan, arccot 186

A 197, €198

FElemente der Mathematik

Winkel:

Go(®) 131,193,194
(r;s) 188
JI{g*,ht} 189,199
Z°(g,h) 193

+ 193
0°,90°,180°: 191

Vektoren im R3:
Ey, By, E5,0 196
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A

Abbildung 40,42
abbrechend 163
ABEL,N.H.
(1802-1829) 54
abelsch 54
abgeschlossenes
Intervall 174
Abgeschlossenheit 53
abhéngig 95,105
absolut
konvergent 160,167
Absolutbetrag 73,93,188
Abstand
4,73,76,93,107,108
Abtragbarkeit 133,200
Abtrennungsregel 16,34
abzéahlbar 47,49
Achse 117,121
Achsenabschnitt 82
addieren modulo a 32
Addition 2,69,72,85,91
Additionstheoreme
180,185
Adjunktivitat 34
ghnlich 134
Ahnlichkeit 111,113
Ahnlichkeitssitze 135,192
dquivalent 16
Aquivalenzklassen 39
Aquivalenzrelation 38
AHMES
um 500 v. Chr. 183
AL-KAST 183
Allquantor 35
Alternative 15
alternierende
Quersumme 31
alternierende Reihe 167
Analysis 152
Anfang 85,91
Anfangsunterricht 51
Ankathete 190
Ankreis 143

Stichwortregister

Anordnung 3
Anschauungsebene
37,72,76
Anschauungsraum 91
Antisymmetrie 40
antizyklisch 125
APOLLONIUS
(262?-1907) 142
Apollonius—Kreis 142
ARCHIMEDES
(2877-212) 9,183,188
Arcus Cosinus 186
Arcus Cotangens 186
Arcus Sinus 186
Arcus Tangens 186
Argument 188
assoziativ 45,54
Assoziativgesetz 1,34,54
aufgespannt 100,102
Aufpunkt 101
Aussage 14
Aussagenlogik 34
Automorphis-
mengruppe 59
Automorphismensatz 76
Automorphismus 54,66,73
axial 121

B

BAcCHMANN,F.

(1909-1982) 118
Basis 11
Behauptung 15
BENZ,W. 183
BERNOULLI,J.

(1654-1705) 11,156
Bernoullische

Ungleichung 11,156
beriihren 138,168
Beriihrkreis 143
Beriihrsatz 145
beschréankt 7,154
Betrag 3,73,93
Bewegung 111,114,196,197
Beweis 10,16
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Bijektion 43

bijektiv 43,45

Bild 40,42

Bildbereich 40,168

binar 22

binden 34

Binomialkoeffizient 20,51

binomischer Lehrsatz 20

Bogen 188,193

Bogenmaf} 189,190,199

BoLzaNo,B.
(1781-1848) 157

BoMBELLLR.(16. Jh.) 72

Boolesche Summe 15

Bruch 2

Biischel 118

Biischelsatz 148

C

CAYLEY,A. (1821-1895) 59
CARDANO,G.

(1501-1576) 72
CAUCHY,A.

(1789-1857) 158,169
Cauchy-Folge 158
Cauchy—Produkt

von Reihen 164
Cauchysche Konvergenz-

kriterien 158,159
CEvA,G.

(1647-1734) 150
CLIFFORD,W.K.

(1845-1879) 147
Cosinus 179
Cosinusreihe 180
Cosinussatz 190
Cotangens 184
CRAMER,G. (1704-1752) 81
Cramersche Regel 81,105,106

D
Deckungsgleichheit 115
definiert 1
Definitionsbereich 40,168
dekadisch 22
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DE MORGAN, A.
(1806-1871) 34,35
DESCARTES,R.
(1596-1650) 91
Determinante
80,90,104,110
Determinantenmafl 123
Diagonalen 84
DiercKS, K. 150
Differenz 2,15
direkter Nachfolger
10,1747
direkter Vorgénger 10,17
direktes Produkt 55
DiRrRICHLET, L.
(1805-1859) 46
Dirichletsche
Sprungfunktion 170
disjunkt 39
Disjunktion 14
Distanz 73
distanztreu 111,196
Distributivgesetz 1,34,65
divergent 153,159
Division 2,72
Division mit Rest 18
Divisionsrest 30
Divisionsring 68
Doppelzahlen 71
Drehspiegelung 199
Drehstreckung 134
Drehung 115,198
Drehung
um 0°,90°,180°: 119
Drehung
um 60°, (—60)°: 151
Drehwert 119
Dreieck 136
Dreiecksflache 195
dreieckstransitiv 90
Dreiecksumfang 195
Dreiecksungleichung
74,94,156
Dreispiegelungssatz 118
Dualzahlen 71
durch 3 teilbar 31

Stichwortregister

durchnumerieren 47
Durchschnitt 15,36
dyadisch 22

E

Ebene 98
Ebenenspiegelung 198
echte Teilmenge 6
Ecke 123,136
eigentliche Intervalle 173
einbeschreiben 189
eineindeutig 42
einelementig 5
eingebettet 69
Einheit 67
Einheitskreis 73
Einheitskreisbogen 179
Einheitsvektoren 196
Eins 1
Einselement 57,65
einspringende Ecke 128
Element 1,5
Elferprobe 31
endlich 45,60
Endpunkte 78
enthélt 5
enthalten 5
entweder — oder 15
erweiterte Dreiecks-

ungleichung 156
Erweiterung 108
erzeugendes Element 61
es existiert ein 1
es gibt ein 1,35
Eselsbriicke 136

EUKLID
(ca. 365-300 v.Chr.) 28

euklidischer
Algorithmus 27
EULER, L.

(1707-1783) 67,139,204
Eulergerade 139
EULERsche Formel 179
EULERsche Gleichung 181
Eulersche Zahl e 165
Existenzquantor 35
existiert 1

Exponent 11

Exponential-
funktion 165,171

Exponentialreihe 164

F
Fakultat 11
falls — dann 15
falsch 14
fast alle 152
FERMAT,P.
(1601-1655) 62
FEUERBACH,K.W.
(1800-1834) 139
Feuerbachkreis 139,205
Fields—Medaille 134
Fixgerade 115
Fixpunkt 115
Fléchensatz 196
Fldachenverzerrungs-
faktor 90
Flédche 126,188
Flachenbegriff 126
Flachenmafl 126
Flachenmessung 123
Flachensatz 107
floor 18
Folge 47,152
Folgenglied 47
folgt 15
Fortsetzung 41
Fundamentalsétze der
Geometrie 88,109,196
Fundamentalsatz der ele-
mentaren Zahlentheorie 28
Fundamentalzahlen 181
Funktion 40
Funktionalgleichung 165
Funktionen 168
fiir alle 1,35
Fuf3 85,91
Fupunkt 107
FuBpunkt des Lotes 138

G

g-adisch 23,25
ganze Zahl 17



ganzzahliger Boden 18
GAuss,C.F.
(1777-1855) 72
gebogener Pfeil 129,193
Geburtstag 52
Gegenkathete 190
gegensinnig dhnlich 134
gegensinnige
Ahnlichkeit 112
gegensinnig kongruent 115
gegeniiberliegend 142
Gegenwinkel 191
gemeinsamer Teiler 26
gemeinsames Lot 108
genau dann, wenn 1,16
geometrische Summe 12
geometrische Reihe 161
geordnetes Paar 37
geordnetes Dreieck 90
geordnetes Tetraeder 110
Gerade 79
gerade Bewegung 114
gerade Zahl 30
Geradenwinkel 129
gestreckter Winkel 191
gewohnliche
Winkel 193,195
gleich 6,37,41,47
gleichgrofl 129
Gleichheit 41
Gleichheitsbegriff 6
Gleichheitszeichen 1
gleichméchtig 46
gleichseitig 136,151
gleichsinnig &hnlich 134
gleichsinnige
Ahnlichkeit 111
gleichsinnig kongruent 115
gleichsschenklig 136
Gleichungssystem 103
Gleitspiegelung 115
goldener Schnitt 148,201
Gradmafl 189,199
Gradzahl 30,193
Graph 37,41
Grenzwert 153,168

Stichwortregister

Grenzwerttest 169
Grenzwerttheorie 152
Grofle des Winkels 190
GroBenvergleich 192
grofler 3
grofiter gemeinsamer
Teiler 26
grofites Element 8
Grundpunkte 90,110
Grundrechnungsarten 2,72
Grundzahl 22
Gruppe 55,56
Gruppeniso-
morphismus 176
Gruppoid 53
G—Winkel 129,193,195

H
Halbgerade 79,199
Halbgruppe 54
halboffenen 78
Hauptsatze 61,63
Hauptsatz der
Flachenmessung 127
Hauptsatz zur
Stellenwertdarstellung
reeller Zahlen 164
Hauptstreckung 139
HERONsche Formel 195
hinreichend 16
Hintereinander-
ausfithren 44
Hohen 138
HohenfuBpunkt 140
Hohensatz 107
Hohenschnittpunkt 138
homogen 99
Homomorphie-
bedingung 53,66
Hypotenuse 190

I
Idempotenz 34
Identifikation 72,108
identifizieren 69
identische Abbildung 43
Identitét 43
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imaginére Achse 73,79
imagindre Einheit 72
Imaginéarteil 73

impliziert 15

Index 11

Indexmenge 47

indirekter Beweis 16
Induktion 10
Induktionsanfang 10
Induktionsbehauptung 10
Induktionsprinzip 10,17,18
Induktionsschlufy 10
Induktionsvoraussetzung 10
induzierte Abbildung 42
Infimum 7

inhomogen 99

Injektion 42

injektiv 42

Inkreis 143

Inkreisradius 195
Innenwinkelsumme 192
innere Verkniipfung 53
innerer Automorphismus 59
Intervall 6,173
Intervallnotation 78
inverse Abbildung 43
Inversenbildung 55,57
Inverses 67

inverses Element 1,2
invertierbar 67
involutorisch 120
Inzidenzsatz 83
irrationale Zahl 30
isomorph 53,66
[somorphiesatz 70
Isomorphismus 54,66

K

KANADA, YASUMASA 183
kartesisches Produkt 37,48
Kathete 190

Kathetensatz 107
Kennzeichnungen 178
Klammern 34,47

Klassen 38
Klasseneinteilung 38,39



214

kleiner 3
Kleiner Satz
von Fermat 62
Kleinsche Vierergruppe 64
kleinstes Element 8
kleinstes gemeinsames
Vielfaches 27
kollinear 79,95
Kollineation 88,108,117
Kollineationsgruppe 108
kommutativ 54
Kommutativgesetz
1,34,54,65
komplanar 105
komplexe Zahlen 71
Komponente 37,47
komponentenweise 55
konform 129
kongruent modulo a 30,40
kongruent 115,197
Kongruenz 196
Kongruenzsatze
135,192,200
Konjugation 73
konjugierte Offnung 131
konjugiert —
offnungstreu 133
Konjunktion 14
konvergent 153,159
konzyklisch 146
Kopf 85,91
Korper 68
Korperisomorphismus 68
Kreis 77,137
Kreisbogen 186
Kreisgleichung 77
Kreisscheibe 152,188
Kreissektor 186,188
Kreisviereckssatz 146
Kreiszahl m 181,204
Kreuzprodukt 92
Kriterium A, B 58
Kiirzungsregel 32

L
Lénge
6,78,93,186,187,188

Stichwortregister

LAGRANGE,J.L.
(1736-1813) 60
laufender Index 11
leere Menge 5
LeEiBNIZ, G.W.
(1646-1716) 80,166
Leibnizsches Konver-
genzkriterium 166
Limes 153,159,168
linear abhingig 95,105
linear unabhéngig 95,105
lineare Bijektion 89,109
lineare Gleichung
82,99,102
linearer Anteil 89
Liv Hur 183
Logarithmus 177,203
logisch dquivalent 16
Losung 99
Losungsmenge 103
Losungspaare 82
Lot 107,138
Lotto 52
LubpoLpH VAN CEULEN
(1540-1610) 183
LubpoLprHsche Zahl 183
Maflstab 111
mafistabstreu 111
Mafzahl 193

M

mal—-a 32
Mathematica 184
Maximum-—

Minimum—Satz 173
Maximum 8
Maximumprinzip 9
Mefinadel 130
MENELAOS

(um 100 v.Chr.) 149
Menge 5
Mengenlehre 34
Mengensysteme 36
Minimum 8
Minimumprinzip 9
MIQUEL,A.(um 1840) 146
Mitte 5,57

Mittelpunkt 77,99,137
Mittelpunktsform 77
Mittelpunktskoordinaten 77
mittelpunktstreu 139
Mittelsenkrechte 98,113,136
Mittenwinkelsatz 144,194
modulo 7 194
modulo 30
MoivREsche Formeln 180
monoton 157,174
monoton fallend 174
monoton steigend 174
Monotoniesatz 12
Multiplikation komplexer
Zahlen 72,134,189
Multiplikation 2,69
multiplizieren modulo a 32
multiplizieren 2,69,72,134,189

N
Nachfolger 10,17,152
Néherungswert fiir 7 183
NAPOLEON B.
(1769-1821) 150
natiirliche Zahl 9

natiirlicher
Logarithmus 167,175

Nebenwinkel 191
Negation 14,35
negativ 1,3
negativ orientiert 127
Negatives 2,65
Nenner 2
Neunerprobe 31
Neunpunktekreis 140
neutrales Element 1,55,57
Neutralitat 55
nichtkollinear 79,95
nichtkomplanar 105
nichtleer 6
nichtorientierte
Winkel 129
nichtparallel 79
nichttrivial 82,99
notwendig 16
n-tupel 48
Null 1



Nullvektor 92
Nullwinkel 129,191

@)
obere Hohenmitte 140
obere Schranke 7
oder 14
offen 78
Offnung 0°,90°,180°: 132
Offnung 130,193
offnungstreu 133
Ordnungsrelation 40
orientiert 126
orientierte Winkel 129
Orientierung 127
orthogonal 96,106,107
orthogonalitétstreu 200
Orthogonalitat 106
Orthostauchung 121
Ortsvektor 85,91

P
Paare 48
parallel 79,101
Parallelbiischel 83,101
Parallele 83,101
parallelgleich 85,91
Parallelitat 101
Parallelogramm 84,102
Parallelogrammfléache 80
Parallelogrammpunkt 84
Parameter 79,95,100
Partialsumme 158
Partition 38
PascaL,B.

(1623-1662) 20
Pascalsches Dreieck 20
Passante 138
Periode 162
periodisch 162,163
Peripheriewinkelsatz 144
Permutation 43
Permutationsgruppe 55
Pfeil 85,91
PLATON (7429-348) 183
plus—a 32
Polarkoordinaten 188

Stichwortregister

Polynom 171,174,203
positiv 3
positiv orientiert 127
Potenz 11,23,61,148
Potenzieren 177
Potenzmenge 36
Potenzmengen-
abbildung 42

Potenzschreibweise 29,62
Primfaktor 28
Primfaktorzerlegung 28
Primzahl 28,29
Prinzip des Archimedes 9
Produkt 1,11
Produktreihe 164
Projektionssatz 149
PTOLEMAIOS

(um 150 n.Chr.)183,196
Punkt 91
Punktspiegelung 120,197
PYTHAGORAS

(ca.580-500 v.Chr.) 107

Q
a—quadratisch 69

quadratische
Gleichung 13,75
quadratische
rung 71
Quadratwurzel 75
Quadrupel 48
Quantoren 35
Quersumme 31
Quintupel 48
Quotient 2
Quotientenkriterium 161

R
Radius 77
Rand 123
Randdurchlaufung 128
Randpunkt 6
Randwinkelsatz
144,145,194,195
rationale Funktion 171
rationale Zahl 18
Realteil 73

215

Rechnen modulo n 32
Rechteck 126
rechter Winkel 129,191
Rechtsnebenklasse 60
rechtwinklig 136
rechtwinkliges Dreieck 190
reelle Achse 79
reelle Exponential-
funktion 175,176
reelle Folge 152
reelle Zahl 1
Reflexivitat 1,30,38
Reihe 158,202,204
Reihenfolge 48
Rekursives Definieren 11
Relation 37
reprasentieren 40
Rest 18
Rest modulo a 30
Reste-Ring modulo a 33
Restklasse modulo a 40
Restriktion 41
Richtung 83,101
Richtungsvektor 101
Richtungsvektor 199
Ring 65

Ringerweiterung 69

Rlngerwelte_Ringisomorphismus 66

Ringschluf} 16
RUSSEL,B.

(1872-1970) 36
Russelsche Antinomie 36

S
Satz des Apollonius 142
Satz des Menelaos 149
Satz des Thales 138
Satz tiber den
Feuerbachkreis 140
Satz iiber die
Eulergerade 139
Satz iiber die
Umkehrfunktion 175
Satz vom ausge-
schlossenen Dritten 34
Satz vom Hohen-
schnittpunkt 138



216

Satz vom Mittelsenkrech-
tenschnittpunkt 136
Satz vom Widerspruch 34

Satz von
Bolzano—Weierstrafl 157
Satz von Cayley 59
Satz von Ceva 150
Satz von der doppelten
Verneinung 14,34
Satz von Euler 67
Satz von Lagrange 60
Satz von Miquel—
—Clifford 147
Satz von Miquel—-
—Simson—Wallace 146
Scheitel 79,129,189,199
Schenkel 129,136,189,199
Schenkel-
austauschsatz 132
Scherung 121
Schiefkorper 68
schlichte
Triangulierung 126
schneiden 83
schneidend 101
Schrigspiegelung 122
Schriagstauchung 121
Schranke 7
SCHREIBER,P. 111
Schub 117
Schwarzsche
Ungleichung 94
Schwerpunkt 139
ScriBA,C.J. 111
Seiten des Dreiecks 136
Seitengeraden 84,136
Seitenhalbierende 139
Seitenhalbieren-
densatz 139
Seitenmitten 139
Seitenmittendreieck 139
Seitenmittenkreis 139
Sekante 138
Sekantensatz 147
Sektorflache 186188
senkrecht 96,106,107

Stichwortregister

SHANKS,W.
(1812-1882) 183
SIMSON,R..
(1687-1768) 146
Sinus 179
Sinusreihe 180
Sinussatz 190
Skalar 91
skalare Multiplikation 91
Skalarprodukt 92,190
Spiegel 199
Spiegelung 115
Spiegelung an R 73
Spitze 85,91,136
spitzer Winkel 191
Stauchung 121
Steigung 82
Stelle 40
Stellenwertdarstellung 162
stetig 169
Stetigkeit 169,170
Strahl 79,199
Strahlensétze 87
strebt gegen 153
Strecke 78
Streckenzug 186,187
Streckungsfaktor 86
Streifen 60
streng
monoton 157,174,175
streng
monoton fallend 174
streng
monoton steigend 174
Struktur 54
strukturerhaltende
Abbildung 54
strukturgleich 53,66
Strukturiibertragung 54,56
Stufenwinkel 191
stumpfer Winkel 191
Subjunktivitdt 34
Subtraktion 2,72
Summe 1,11
Supremum 7
Surjektion 42

surjektiv 42,43
Symmetrie 1,30,38
Symmetrieachse 113,140
Symmetrieebene 98
symmetrische Gruppe 55

T

Tangens 184
Tangente 138
Tangentenwinkelsatz 144
Taubenschlagprinzip 46
Teilbarkeitsregeln 31
Teile 38,124
Teiler 25
Teilerdiagramm 64
teilerfremd 26
Teilfolge 157
Teilmenge 5
Teilring 66
teilt 25
Teilverhéltnis 78,90,149
Tetraeder 200
tetraedertransitiv 110
THALES

(um 600 v.Chr.) 138
Thaleskreis 138
TraoMm,R. 134
Tilde 30
Torsionswinkel 129
transformieren 122
Transitivitat 1,30,34,38
Transitivitéatsregel 16
Transitivitatssatz 90,110
Transitivitéitssatze fiir

Ahnlichkeiten 112,113
Translation

84,109 197
Translationsanteil 89
Trennzahl 7
Triangulierung 124
Triangulierungssatz 124
trigonometrische

Funktionen 179
Tripel 48
triviale Untergruppen 58
tupel 48



U
iiberabzahlbar 47,49
iiberschlagenes

Viereck 128
iiblich 163
Uhrzeigersinn 129
Umfang 188
Umfangswinkelsatz 144
Umgebung 152
Umkehrabbildung 42
umkehrbar eindeutig 43
Umkreis 136
Umbkreismittelpunkt 136
Umkreisradius 195
unabhéngig 95,105
und 14
uneigentlich 6
uneigentliche

Intervalle 173
unendlich 6,46,153
unendliche Treppe 18
ungerade Bewegung 114
ungerade Zahl 30
unitar 65
unstetig 170
untere Schranke 7
Untergruppe 57
Untergruppen-

diagramm 64
Unterring 66,69
Unvollstéandigkeit 50
Urbild 40,42
Urbildbereich 40
Ursprung 73,91

A\
Variable 35,82,99,102

Stichwortregister

Vektor 85,91
Vektorprodukt 92
Vektorraum 92
Verbindungs

gerade 79,82,94
Verbindungsstrecke 78,94
Vereinigung 15,36
Vergleichskriterium 160
Verketten 44
Verkettung 44
Verkettung

stetiger Funktionen 172
Verkniipfungsgebilde 53
Verschiebung 84,109
vollstéandige Induktion 10
Vollstéandigkeit 3,7
Voraussetzung 15
Vorgénger 10,17
Vorschrift 40,41

A%
wahr 14
Wahrheitstafel 14
Wahrscheinlichkeit 52
WALLACE,W.
(1768-1843) 146
Wechselwinkel 191
WEIERSTRASS
(1815-1897) 157
wenigstens 35
wenn — dann 15
Wert von f 40
Widerspruchsbeweis 16
Windmiihlensatz 151
windschief 101
Winkel 189,199
Winkeladdition 192

217

Winkeladditionssatz 132,192
Winkelbegriffe 129
Winkelhalbierende 140,141
Winkelhalbierenden-

satze 141,143
WinkelmaBl Z°(g, h) 193
Winkelmaf§ 129
winkelmaftreu 199
Winkelmessung 130,193,200
Winkelsumme 191
Winkeltypen 129
Winkelvergleichung 129
wohlbestimmt 1,5
wohldefiniert 53
Wurzel 13
Wurzelziehen 177
x—Achse 79

Z

Zahlabschnitt 8
Zahlbereichserweiterung 72
Zahlen 1,9,17,18
Zahlengerade 1,4,7
Zahlentripel 91

Zahler 2

zentrische Streckung 86
Zentrum 86

Zerlegung 38,124
Zerlegungssatz 123
Ziffer 22
Zifferndarstellung 22
Zweipunkteform 82
zwischen 78
Zwischenwertsatz 173
zyklisch 61,125



