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Dynamische Systeme:
Allgemeine Begriffe und
Aspekte der diskreten Theorie






Kapitel 1

Grundlegende Definitionen und
Beispiele

Prinzipiell ldsst sich der Begriff dynamisches System sehr allgemein fiir ein beliebiges Sys-
tem verwenden, dessen Zustand sich im Laufe der Zeit verindert (oder zumindest po-
tentiell verdindern kann); dies kann ein physikalisches, technisches, biologisches, noch ein anderes
praktisch auftretendes oder auch ein rein mathematisch-theoretisches System sein. Tatsédchlich
interessiert man sich in der Theorie dynamischer Systeme aber vor allem fiir das Verhalten eines
Systems im Hinblick auf einen sehr grofien Zeithorizont, fiir das sogenannte Langzeitver-
halten, und spricht nur in diesem Zusammenhang von einem dynamischen System (oder der
Dynamik eines Systems).

Als allgemeines mathematisches Modell fiir ein dynamisches System betrachtet man eine
Abbildung ®: T x X — X. Dabei bezeichnet X eine Menge von moglichen Zustdnden des
Systems, T eine Menge von Zeitpunkten, zu denen jeweils ein solcher Zustand eintritt, und der
Funktionswert ®(¢,x) € X steht fiir den Zustand, der sich aus einem Initialzustand x € X’ von
der Initialzeit 0 € T bis zu einem Zeitpunkt ¢ € T entwickelt. Als prézise Definition wird hier,
mit den fiir die ganze Vorlesung giiltigen Konventionen

N=1{1,2,3,...}, Ny = N U {0}, R = (0,00), Rd = [0,00),
vereinbart:

Definition 1.1 (Fliisse, dynamische Systeme). Seien X' ein metrischer Raum und T eine
der vier Mengen No, Z, R, R. Als (globalen) Fluss auf dem Zustandsraum X (mit Zeitmenge
T) bezeichnet man eine stetige! Abbildung

O TxX—> X,
die die Identititseigenschaft
®(0,2) ==z fir alle x € X (1.1)
und die Halbgruppeneigenschaft
O(s+t,z) = (s, P(t,z)) fiir alle s,t € T und x € X (1.2)

'Um von Stetigkeit von ® _iberhaupt sprechen zu kénnen, wird der Definitionsbereich T x X von ® mit der
Produkt-Metrik dryxx ((¢,z), (¢, T)) := |[t—t| + dx(z, T) versehen und damit als metrischer Raum betrachtet.
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erfillt. Die partiellen Abbildungen

mi

dy = B(t, -) € COX, X)

tt € T heiffen dann die Flussabbildungen von ®, die Funktionen ®(-,z): T — X mit

x € X nennt man die Fluss- oder Bahnlinien von ®, und das Tripel (T, X,®) bezeichnet
man als (stetiges) dynamisches System (auf X mit Zeitmenge T).

Bemerkungen und Erliuterungen (zur Definition dynamischer Systeme).

(1)

Notiert man den metrischen Raum als Paar (X, dx) mit Grundmenge X und Metrik dy, so
kann man ein dynamisches System auch als Quadrupel (T, X', dy, ®) betrachten. Stellt man
sich auf den Standpunkt, dass mit der Abbildung ® auch ihr Definitionsbereich gegeben ist,
so kann man andererseits auf die explizite Angabe von T und X verzichten.

Man unterscheidet bei dynamischen Systemen nach Beschaffenheit der Zeitmenge T zwi-
schen diskreter (T € {INo,Z}) und kontinuierlicher’ (T € {RJ,R}) sowie zwischen
irreversibler (T € {INo, R$}) und reversibler (T € {Z,R}) zeitlicher Entwicklung. Bei
diskreter Zeit erfolgt die Entwicklung des Systems Schritt fiir Schritt (mit abzéhlbar vielen
Schritten), bei kontinuierlicher Zeit lduft sie ununterbrochen. Bei irreversibler Zeit beginnt
die Entwicklung des Systems zum festen Initialzeitpunkt 0, bei reversibler Zeit dauert sie
(zumindest idealisiert) schon seit unendlich langer Zeit an.

Man spricht bei Vorliegen des diskreten Falls auch von dynamischen Systemen in dis-
kreter Zeit, von (Zeit-)diskreten dynamischen Systemen oder kurz von diskreter
Dynamik, und &hnlich verwendet man die anderen Adjektive. Bei Auslassung des Wortes
Zeit* gilt es aber darauf zu achten, dass die Eigenschaft von T nicht mit einer Eigenschaft
von X verwechselt werden kann.

Die Forderung der Identitétseigenschaft (1.1) ist in Anbetracht der eingangs gegebenen
Motivation (und der Konvention, stets 0 als Initialzeit zu betrachten) plausibel: Sie besagt
tatsdchlich nur, dass sich aus dem Initialzustand z zur Zeit 0 bis zur immer noch gleichen
Zeit 0 wieder der Zustand ®(0,2) = x entwickelt; ohne Vergehen von Zeit erfolgt also
naheliegenderweise keine Zustandsdnderung.

Die Halbgruppeneigenschaft (1.2) beinhaltet tatséchlich eine bisher noch nicht erwéhnte
Einschrinkung an das modellierte System, niamlich die, dass gleichbleibende dufle-
re Umstédnde vorliegen. Um sich dies zu veranschaulichen, denke man an eine zeitliche
Entwicklung mit Initialzustand x, die sich im Laufe der Zeit von ¢ bis s+t von ®(¢,x)
zu ®(s+t, z) entwickelt. Die Gleichung (1.2) besagt dann, dass bei Vorliegen des Zustands
®(t, x) zum Initialzeitpunkt 0 die Entwicklung zum Zustand ®(s, ®(¢,z)) im Laufe der Zeit
von 0 bis s im selben Zustand resultiert, also dass ®(s, ®(¢,z)) = ®(s+t,z) gilt. Es kommt
bei der Evolution des Systems somit nur auf die verstrichene Zeit s an, nicht auf die Anfangs-
und Endzeiten selbst, wie man es eben bei zeitlich konstanten dufleren Umstédnden erwartet.

Die durch (1.2) auferlegte Einschrankung wird zumindest fiir den ersten Teil dieser Vorlesung
aufrecht erhalten, ist aber im dort relevanten Kontext auch in weiten Teilen der Literatur
durchaus {iblich.

2Gelegentlich wird auch von stetiger statt kontinuierlicher Zeit gesprochen. Im Deutschen ist es aber ratsam,

diesen Sprachgebrauch zu vermeiden, um Verwechslungen mit der Bezeichnung als stetiges dynamisches System
(bei der das Adjektiv auf die Stetigkeit von ® verweist) vorzubeugen. Im Englischen lisst sich das Problem nicht
so einfach 16sen und erfordert unter Umsténden eine zusétzliche Klarstellung.



(5) Die wesentliche Gemeinsamkeit der zuldssigen Zeitmengen INy, Z, R, R besteht
(neben der Tatsache, dass es sich um abgeschlossene Teilmengen von R handelt) darin,
dass sie beziiglich der Addition Halbgruppen mit neutralem Element, auch Monoide
genannt, bilden. In diesem Kontext wird die Benennung von (1.2) als Halbgruppeneigen-
schaft verstindlich, denn diese Gleichung besagt gerade, dass durch ® eine Operation® der
Halbgruppe T auf X gegeben ist. Man kann (1.2) auch noch etwas anders auffassen und
in der einpréigsamen Form

¢)5+t = q)s o (I)t fur S,t eT (13)

schreiben; diese Gleichung besagt dann, dass die Zuordnung ¢t — ®; ein Halbgruppenho-
momorphismus von T auf C°(X, X) (mit der Komposition als Verkniipfung) ist. Die Iden-
titdtseigenschaft (1.1) ist in diesem Kontext ebenfalls natiirlich und bedeutet, dass t — ®;
das neutrale Element 0 von T auf das neutrale Element &, = idy von C(X, X) abbildet.

(6) Bei den beiden zuléissigen Zeitmengen Z und R handelt es sich nicht nur um Halbgruppen,
sondern sogar um Gruppen (beziiglich der Addition), in denen alle Elemente invertierbar
sind. Unter dem Halbgruppenhomomorphismus ¢ +— &®; konnen diese Elemente nur auf
invertierbare Elemente in C(X,X) abgebildet werden, also auf Homdomorphismen* von
X auf sich. Insgesamt entspricht ® somit einer Gruppenoperation, und ¢ — ®; wird zu
einem Gruppenhomomorphismus von T auf die Gruppe der Homéomorphismen von X auf
sich. Insbesondere sind im Gruppenfall T € {Z,R} alle Flussabbildungen &,
Homdéomorphismen, und durch Einsetzen von s = —t in (1.3) erhélt man fiir ihre Inversen
die Formel

(@) '=d_, firteT.

An dieser Stelle wird verstdndlich, warum solche Systeme als reversibel bezeichnet werden:
Anders als im Fall T € {INg, R{} kann die Anwendung von ®; im Fall T € {Z, R} nimlich
immer riickgingig gemacht werden — einfach durch die Anwendung von ®_;.

(7) Die Bahnlinien ®( -, ) beschreiben die zeitliche Evolution der Initialzustinde z € X'. Daher
stehen bei der Untersuchung eines dynamischen Systems die Bahnlinien und besonders
ihr Langzeitverhalten (das heifit das Verhalten von ®(t,z) bei ¢t — oo und fiir T € {Z, R}
auch bei t — —o0) oft im Zentrum des Interesses.

Bemerkungen (zu Varianten und Verallgemeinerungen der Definition). Weitgehende
FEinigkeit besteht bei der Definition von dynamischen Systemen in der Literatur — jedenfalls
sofern man sich nicht von vornherein auf diskrete Systeme beschrankt — einzig darin, wie oben
mit Abbildungen ®: T x X — X sowie mit (1.1) und (1.2) zu arbeiten. Dariiber hinaus finden
sich bei vielen Autoren Abweichungen von Definition 1.1, die fiir die Vorlesung zwar nicht weiter
von Bedeutung sind, aber kurz erwadhnt werden sollen:

e Statt metrischen Rdumen X werden oft auch (Klassen von) topologischen Riume(n)
als Zustandsrdume X zugelassen.

3 Allgemein versteht man unter einer (Links-)Operation einer Halbgruppe (7, -) auf einer Menge X eine Ver-
kniipfung ®: T'x X — X mit (s-t) @z = s ® (t ® z) fiir alle s,t € T, z € X. Schreibt man die Halbgruppen-
verkniipfung additiv und ersetzt ® durch die Anwendung von @, so erkennt man die vorausgehende Formel als
Umformulierung von (1.2).

4Als Homdomorphismus von X auf sich bezeichnet man eine bijektive, stetige Abbildung X — X mit stetiger
Umkehrabbildung.
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e Noch allgemeiner wird manchmal nur gefordert, dass X eine Menge ohne jede Zusatz-
struktur ist und dementsprechend wird die (dann nicht mehr sinnvolle) Stetigkeitsfor-
derung an ® fallengelassen. Somit reduziert sich der Kern der Definition auf ein rein
algebraisches Konzept, ndmlich das einer Halbgruppenoperation (bei der das neutrale
Element als Identitét operiert).

e Statt den oben zugelassenen Zeitmengen Ny, Z, Ra“ , R kann man auch allgemeine(re)
Halbgruppen T mit neutralem Element erlauben (die anders als die obigen vier nicht
unbedingt kommutativ sein miissen). Zur Aufrechterhaltung der Stetigkeitsforderung an
® ist dabei zu fordern, dass die Halbgruppe T eine mit ihrer Verkniipfung kompatible®
Topologie oder Metrik trigt und damit eine sogenannte topologische Halbgruppe ist.
Verzichtet man auf Stetigkeit von ®, so kann man die Definition aber auch fiir rein alge-
braische Halbgruppen T treffen.

e Statt der in Definition 1.1 verlangten Stetigkeit von ® wird manchmal nur eine schwiche-
re Stetigkeitsbedingung gefordert, die unter Umsténden leichter nachzuweisen ist. Es
handelt sich dabei um die Bedingung, dass fiir alle ¢t € T die Flussabbildungen ®; und
gleichzeitig fiir alle x € X die Bahnlinien ®(-,z) stetig sind. Dies macht aber nur bei
kontinuierlicher Zeit iiberhaupt einen Unterschied.

Andererseits bildet, gerade bei kontinuierlicher Zeit, das Studium glatter dynamischer
Systeme eine der Hauptrichtungen der Theorie, und in diesem Zusammenhang sind auch
die deutlichen stéirkeren Forderungen, dass ® eine C'- oder sogar C*°-Abbildung ist,
durchaus {iblich.

e In der sogenannten Ergodentheorie beschiftigt man sich mit mafitheoretischen Frage-
stellungen bei dynamischen Systemen und arbeitet typischerweise mit Maflrdiumen X
oder auch mit metrischen Mafiriumen statt einfachen metrischen Rdumen. Die Stetigkeits-
forderung an ® wird dabei unter Umsténden durch eine geeignete Messbarkeitsforderung
ersetzt.

Wichtige Typen dynamischer Systeme. Es werden nun (die vielleicht wichtigsten) drei
Typen dynamischer Systeme genauer diskutiert. Der erste Typ wird im unmittelbar Folgenden
wiederholt auftreten. Der zweite Typ wird im zweiten Teil der Vorlesung ausfiihrlich behandelt,
der dritte geht iiber den Vorlesungsstoff hinaus.

(A) Diskrete Dynamiken sind typischerweise durch Iterationen von Selbstabbildungen
gegeben:

Ist p € CY(X, X) eine stetige Abbildung eines metrischen Raums X" auf sich, so erhilt man
durch
Bk, z) = "(x) = (popo...0p)(z) firkeNg,ze X
|\ S —
k mal
(mit der iiblichen Konvention ¢° = idy) ein Zeit-diskretes dynamisches System (INg, X, ®)
mit Zeitmenge INg. Um dies einzusehen, muss man nur die Giiltigkeit der Bedingungen

(1.1) und (1.2) priifen, wobei erstere per Konvention klar ist und letztere sich aus der
kurzen Rechnung ®(k+¢,z) = " (x) = ©F(p(x)) = ®(k, ®(¢,x)) ergibt. Die zu diesem

SKompatibilitét bedeutet hier, dass die Halbgruppenverkniipfung T x T — T und, soweit definiert, auch die
Inversenbildung T — T stetig sind.



System gehérigen Flussabbildungen sind die Iterationen ®;, = ¢* von ¢, und insbesondere
ist (I)l = Q.

Ist ¢ sogar Homdomorphismus von X auf sich, so kann man " fiir alle k € Z erkliren, indem
man wie iiblich ¢! fiir die zu ¢ inverse Abbildung schreibt und ¢ =" := (¢~1)" = (") 7!
vereinbart. Durch ®(k,z) := ¢¥(z) fir k € Z, x € X erhiilt man dann sogar ein Zeit-

diskretes dynamisches System (Z, X', ®) mit Zeitmenge Z und Flussabbildungen ®; = ¢*.

Tatséchlich sind alle Zeit-diskreten Systeme von der gerade betrachteten Form, das
heiflt genauer: Bei jedem stetigen dynamischen System (INg, X', ®) ist ¢ := &1 € CO(X, X),
und es gilt ®(k,z) = ¢*(z) fiir alle k € Ng, z € X. Und bei jedem stetigen dynamischen
System (Z, X, ®) ist ¢ := ®; Hombomorphismus von X auf sich mit ®(k,z) = ©*(z) fiir
alle k€ Z, r € X.

Im Lichte dieses Zusammenhangs notiert man bei Systemen in diskreter Zeit auch
(T, X, ) statt (T, X, ®) mit der Selbstabbildung ¢ anstelle des Flusses o.

(B) Die wichtigsten kontinuierlichen Dynamiken erhélt man aus (Systemen von) gewShn-
lichen Differentialgleichungen:

Gemif} Sétzen des zweiten Vorlesungsteils gibt es ndmlich fiir eine geeignete Teilmenge X ei-
nes vollstdndigen normierten Raums und unter gewissen Voraussetzungen an ein Vektorfeld
F € CO(Xx, X) eine eindeutige Losung u € CO(R, X) der gewshnlichen Differentialgleichung

u'(t) = F(u(t)) fiir alle t € R

mit Anfangsbedingung u(0) = z, * € X sowie eine eindeutige Losung ® € CO(R x X, X)
der zugehorigen Flussgleichungen

d

a@(t,x} = F(®(t,x)) firallete R,z € X

mit Anfangsbedingung ®(0,z) = x. Unter den entsprechenden Voraussetzungen ist dann
durch (R, X, ®) ein kontinuierliches dynamisches System mit Zeitmenge R gegeben.

AuBerdem wird sich herausstellen, dass kontinuierliche dynamische Systeme mit C!-Fliissen
(auf einem normierten Raum) stets von dieser Form sind.

Fiir eine genauere Diskussion sei auf den spdteren Abschnitt 6.6 verwiesen.

(C) Des Weiteren sind zufillige Dynamiken von Interesse, die beispielsweise bei Markov-
Ketten in diskreter Zeit und bei Markov-Prozessen in kontinuierlicher Zeit auftreten.
Eine ernsthafte Untersuchung solcher Dynamiken geht iiber den Rahmen der Vorlesung
hinaus, daher soll hier nur vage angedeutet werden, wie homogene Markov-Ketten mit
Werten in {1,2,..., N}, N € IN als diskrete dynamische Systeme aufgefasst werden kénnen.

Hierzu sei daran erinnert, dass es sich bei einer solchen Markov-Kette um eine Folge
von messbaren Abbildungen, genannt Zufallsvariablen, (X )ren, von einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2,.4,P) nach {1,2,..., N} handelt, bei der ,X;,1 nur von X} abhingt“
(d.h. préziser, dass fiir alle & € IN die bedingten Verteilungen von Xy bei Kenntnis
von (Xo, X1,...,Xp_1,Xx) mit den bedingten Verteilungen von Xj,; bei Kenntnis von
einzig X iibereinstimmen) und die Eintriige® M;; := P({Xp=j}|[{X_1=i}) der Uber-

Per Definition ist {X;=5} = {w € Q : X (w)=5} und P(A|B) = P(P’?;;B) , wobei bei Verwendung der Notation
P(A|B) automatisch P(B) > 0 vorausgesetzt sei.
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gangsmatrix M € [0,1]"*" nicht von k abhingen. Die Verteilungen aller Xj, (und da-
mit alle relevanten Informationen iiber die Kette) sind vollsténdig bestimmt durch die
Verteilung von Xy und die Matrix M, fiir deren Eintrédge iibrigens 2;\7:1 M;; = 1 gilt.
Bezeichnet nun W := {w € [0,1]% : S_¥ w; = 1} den Raum der Wahrscheinlichkeits-
(Zeilen-)Vektoren mit N Eintrégen und beschreibt man die Verteilung von X durch den
Vektor v := (P({Xo=i}))i=1,2,..~ € W, so ist die Verteilung von X; beschrieben durch den
Vektor vM € W und die von X}, durch vM* € W. Ausgehend von dieser GesetzméiBigkeit
konnen obige Markov-Ketten nun als dynamische Systeme vom Typ (A) mit W anstelle
von X betrachtet werden; dazu geht man bei gegebener Matrix M mit den vorausgehenden
Eigenschaften von der Abbildung ¢(v) = vM aus und erhélt durch

®(k,v) :=oM"  firkeNg,veW

ein diskretes dynamisches System (INg, W, ®) mit Zeitmenge INg. Auf diese Art und Weise
entsprechen alle Markov-Ketten mit gleicher Ubergangsmatrix M (aber unterschiedlichem
v und damit unterschiedlich verteilten Xy und X}) einem dynamischen System.

Als Néchstes werden konkrete Beispiele Zeit-diskreter dynamischer Systeme des Typs (A)
angegeben und verschiedene Moglichkeiten zu deren Veranschaulichung aufgezeigt.

Beispiele (fiir Zeit-diskrete Dynamiken).

(1) Fiir jeden Parameter g € IR(J)r ist eine Selbstabbildung : IR(“)L — IRSr des Zustandsraums ]Rg
durch
SO(x) _ 5.7} fiir € R(—)i_ (I),l(ﬂf) T (I)1<I) (I)Q(.’E) (I)3<I) @4(.%)
gegeben. Fiir 3 € R handelt es sich
sogar um einen Homo&omorphismus,
und das zugehorige System vom obigen
Typ (A) ist (Z, Ry, ®) mit ®(k,z) =
B%z. Es handelt sich also um ein Sys-
tem mit exponentiellem Wachstum
der Zuwachsrate 8 > 1 (fiir diesen Fall
veranschaulicht in Abbildung 1) oder
mit exponentiellen Abfall der Ab-
fallrate 8 < 1. Dieses System kann als
sehr einfaches Modell fiir das Wachs-
tum von Populationen (eventuell bis

auf Rundungsproblematik), fiir radio- Abb. 1: Eine Veranschaulichung des diskreten ex-

aktiven Zerfall und vieles andere ein- ponentiellen Wachstums aus Beispiel (1) mit 5 > 1.
gesetzt werden.

(2) Die Collatz-Abbildung ¢: N — IN des Zustandsraums IN in sich ist gegeben durch

1 firneN.

3n+1 fiir ungerades n
p(n) = )
5n fiir gerades n

Hier lasst sich fiir den Fluss ® des zugehorigen Systems (INp, IN, @) vom Typ (A) keine so
explizite Formel angeben. Fiir spezielle Initialwerte ergibt sich aber eine einfache Flusslinie,

10
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Abb. 3: Veranschaulichung von Beispiel (3) fiir den Fall der dritten Einheitswurzel ¢ = —1+ V3,

zum Beispiel erhélt man fiir den Initialwert 1 die 3-periodische
Folge
O(-,1)=(1,4,2,1,4,2,1,4,2,1,4,2,...),

und sehr viele andere Initialwerte miinden schliefllich in diesel-
be Folge wie beispielsweise

®(-,17) = (17,52, 26,13, 40,20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,...).

FEine naheliegende und fiir dynamische Systeme typische Fra-
gestellung ist nun die, ob fiir alle natiirlichen Zahlen als Initi-
alwerte die Folge schlieBlich in die Wiederholung von (1,4, 2)
iibergeht. Es wird vermutet, dass dies so ist, aber ein Be-
weis steht noch aus, und es handelt sich tatsdchlich um ein
beriihmtes offenes Problem, bekannt als Collatz-Problem
oder (3xz+1)-Problem. Man kann die Collatz-Abbildung und
dieses Problem teilweise durch den in Abbildung 2 gezeigten
gerichteten Graphen veranschaulichen. Das offene Problem be-
steht dann in der Frage, ob der entsprechende abzéhlbar un-  Aph. 2: Veranschaulichung
endliche Graph, in dem alle natiirlichen Zahlen auftreten, zu- op Beispiel (2) durch
sammenhéngt (und somit nur den einzigen Zyklus (1,4,2) auf-  eipen gerichteten Graphen.
weist).

Fiir jeden Parameter ¢ € S! ist ein Homéomorphismus ¢: S' — S der Einheitskreislinie
St:={z¢€ C : |z| = 1} auf sich gegeben durch die komplexe Multiplikation

o(z) =z fiir z € S,

Das zugehorige System vom Typ (A) ist (Z,S!, ®) mit ®(k, z) = z-¢~.

Ist nun & € S* eine /-te Einheitswurzel (mit £ € IN), so erhélt man wegen & = 1 fiir jeden
beliebigen Initialzustand z € S! eine f-periodische Folge, nimlich

(I>( T Z) = (Zv Z'é—v Z'£27 2.53’ s ’Z‘ge—l, 2, Z'gv .- ) )

und anschaulich entspricht jeder Zeitschritt des Systems einer Drehung der Einheitskreislinie
um den Winkel % — wie in Abbildung 3 fiir ¢ = 3 illustriert. Damit ist das Verhalten fiir

k=0,3,6,... k=1,4,7,... k=2508,...

2
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12 KAPITEL 1. Grundlegende Definitionen und Beispiele

alle Parameter der Form & = exp(27iq), ¢ € @ vollstéindig beschrieben. Fiir £ = exp(2wir),
r € R\ Q jedoch tritt in diesem Beispiel ein anderes nicht-periodisches Verhalten auf; dazu
spéater etwas mehr.

Kontinuierliche dynamische Systeme werden im Laufe der Vorlesung noch ausfiihrlich unter-
sucht, weswegen an dieser Stelle nur ein Beispiel (und so ziemlich das allereinfachste) erwihnt
wird.

Beispiel (fiir eine kontinuierliche Dynamik).

(4) In kontinuierlicher Zeit werden ein z und ®(t, z)
exponentielles Wachstum bezie-
hungsweise ein exponentieller Ab-
fall mit Zuwachs-/Abfallrate €7, v €
R durch die (sehr einfache) gewthn-
liche Differentialgleichung

u'(t) = yu(t) fiir allet € R

beschrieben. Man kann u(t) = ez
als eindeutige Losung mit Anfangs-
bedingung u(0) = x, x € RJ erraten

und erhélt das dynamische System ‘//
(R,R{, ®) mit Fluss ®(¢,z) = e'x.

\ !

Dieses System ist fiir v > 0 in Ab-

bildung 4 illustriert und sollte, wie Abb. 4: Graphen einiger Bahnlinien des kontinuierlichen

auch die Ahnlichkeit der Abbildun- exponentiellen Wachstums aus Beispiel (4) mit v > 0.
gen nahelegt, als kontinuierliche Ver-

sion von Beispiel (1) mit 8 = e betrachtet werden. Das kontinuierliche System kann eben-
falls als Modell fiir diverse Wachstums- oder Zerfallsprozesse eingesetzt werden.

Bemerkungen (Zusammenhinge zwischen diskreter und kontinuierlicher Dynamik).

(1) Der Zusammenhang zwischen den Beispielen (1) und (4) ist iibrigens kein Einzelfall. Auch
allgemein kann man némlich ein kontinuierliches dynamisches System immer in ein
Zeit-diskretes System verwandeln, einfach indem man von T = ]RS‘ auf T = INg bezie-
hungsweise von T = R auf T = Z einschrinkt. Ist ® der Fluss des (alten) kontinuierlichen
Systems, so besteht das (neue) diskrete System vom Typ (A) dann aus den Iterationen
der Zeit-1-Abbildung ®;.

(2) Umgekehrt kann man aber nicht immer von einer diskreten Zeitmenge auf eine
kontinuierliche fortsetzen, das heifit mit anderen Worten, nicht jedes ¢ € CO(X, X) ist
die Zeit-1-Abbildung ®; eines Systems (Rd, X', ®) (und nicht jeder Homéomorphismus ¢ von
X auf sich die eines Systems (R, X, ®)). Dies liegt zum einen daran, dass wegen moglicher
topologischer Hindernisse nicht einmal eine stetige Abbildung ®: [0,1] x X — X mit
®(0, ) = idy, ®(1, -) = ¢ existieren muss (man sagt dann, dass ¢ nicht stetig in idxy
deformiert werden kann, oder auch, dass id y und ¢ nicht homotop sind). Ein extremer Fall ist
der eines diskreten Zustandsraums wie beispielsweise IN; dann ist ndmlich die einzig mogliche
kontinuierliche Dynamik ®(¢,z) = z konstant (und damit trivial), wihrend in Beispiel (2)

12
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13

schon eine nicht-triviale diskrete Dynamik vorgestellt wurde. Ein anderer einfacher Fall ist
der der Selbstabbildungen ¢(z) := z¥ der Einheitskreislinie S' € C mit Umlaufzahlen k €
Z\ {1} (fiir k = —1 handelt es sich sogar um einen Homéomorphismus); diese Abbildungen
sind wegen der unterschiedlichen Umlaufzahlen nicht zu idg: homotop und daher keine Zeit-
1-Abbildungen eines kontinuierlichen Systems.

Selbst wenn fiir einen Homdomorphismus ¢ von X auf sich keine direkten topo-
logischen Hindernisse vorliegen, ist er aber immer noch nicht unbedingt als Zeit-
1-Abbildung einer kontinuierlichen Dynamik realisierbar. Als Beispiel hierfiir wird
typischerweise der Fall herangezogen, dass es bis auf Vertauschung genau zwei verschiedene
Punkte xo,z1 € X gibt, die durch ¢(zg) = x1, p(z1) = o abgebildet werden (solche Abbil-
dungen gibt es; eine explizite auf X = [0, 1] ist ¢(x) = %—4(1’—%)3 mit {zg,z1} = {0,1}).
Wire dann ¢ = ®; Zeit-1-Abbildung eines kontinuierlichen Systems (T, X, ®), so bekidme
man geméf der Halbgruppeneigenschaft auch ¢(®(t, xg)) = (¢, 21), p(P(t,z1)) = P(t, x0)
fiir alle t € T, und wegen der Eindeutigkeit der Punkte x¢, z1 konnte ®( -, xg) nur die beiden
Werte zyp und z; annehmen. Bei kontinuierlicher Zeit miisste die Flusslinie ®( -, xo) damit
einerseits konstant sein und andererseits aber ®(0,z¢) = xo mit ®(1,z9) = ¢(x0) = =1
verbinden, ein Widerspruch! Das (im Wesentlichen) gleiche Argument erfasst tibrigens auch
viel allgemeinere ¢ € C%(X, X') und zeigt, dass sie keine Zeit-1-Abbildungen eines kontinu-
ierlichen Systems sein konnen: Es funktioniert, sobald es irgendeine Zahl ¢ > 2 gibt, so dass
— in der Terminologie des néchsten Kapitels — die Menge aller diskreten Orbits der Periode
¢ mehrere Zusammenhangskomponenten aufweist und mindestens einer dieser Orbits auch
mehrere der Zusammenhangskomponenten schneidet.

In spezifischen Situationen gibt es {ibrigens noch andere Moglichkeiten, aus kontinuierlichen
Dynamiken diskrete zu erhalten, vor allem durch sogenannte Poincaré-Abbildungen. Dies
wird im Verlauf der Vorlesung eventuell noch thematisiert.

Als Kuriositét am Rande sei schliefllich erwiahnt, dass man durch Abinderung des Zu-
standsraums ,schummeln“ und dann diskrete Systeme (in den allermeisten Fillen)
doch kontinuierlich erweitern kann: Ist X metrischer Raum und ¢ € C°(X, X), so be-
trachtet man dazu die Aquivalenzrelation ~ auf [0, 1]x X, die von den Relationen (0, ¢(z)) ~
(1,z) mit © € X erzeugt wird. Der Faktorraum X5 := ([0, 1]xX’)/~ nach der gerade erklirten
Aquivalenzrelation kann, jedenfalls fiir Lipschitz-stetiges ¢, selbst als metrischer Raum auf-
gefasst” werden. Auf diesem neuen Zustandsraum X, erhilt man — nach Verifikation der
Wohldefiniertheit und der entsprechenden Eigenschaften, worauf hier aber nicht im Detail
eingegangen wird — einen Fluss U IRSr X Xy — X, den sogenannten Suspensionsfluss,
durch

U(t,[60,2].) = [t+6 — |[t+0], o0 (2)] . firalle t € R, [0, 2] € &,

wobei [0, z]_ fiir die Aquivalenzklasse von (6, z) € [0,1]xX beziiglich der Relation ~ steht
und |7] := max{z € Z : z < r} fiir den ganzzahligen Anteil von r € R.

erk

"Fiir den Faktorraum )/~ eines metrischen Raums ) nach einer Aquivalenzrelation ~ und [p]_,[q] . € Y/~

lart man allgemein dy,/~([p]_,[q].) := inf Y ", dy(pi, i), wobei das Infimum iiber alle m € IN und alle

D1,D2y -3 Pm, 41,42, -, qm € Y gebildet wird, fiir die p ~ p1, q1 ~ P2, g2 ~ D3, ..., Gm—1 ~ Dm, ¢m ~ q gelten.
Diese Bildung liefert im Allgemeinen nur eine Pseudo-Metrik, beziiglich der zwei verschiedene Punkte Abstand

0a

ufweisen konnen, im Fall des oben betrachteten Faktorraums X; und unter der Lipschitz-Voraussetzung an ¢

ergibt sich aber sogar eine echte Metrik.

13
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KAPITEL 1. Grundlegende Definitionen und Beispiele

Anschaulich kann man sich das dynamische System (]Rar , Xs, U) vorstellen, indem man die
Faktorisierung nach ~ zunéchst vergisst und die von (0,z) € [0, 1]x X ausgehende zeitliche
Evolution betrachtet. Diese bewegt sich fiir Zeiten aus [0, 1] bei konstantem x entlang der
Linie [0, 1]x{x} bis (1, ). Dann kommt die Relation ~ ins Spiel, ¢ wird praktisch instantan
zum Zeitpunkt 1 angewendet, und der mit (1,z) identifizierte Punkt (0,¢(z)) ,auf der
anderen Seite* von [0, 1]x X ist ebenfalls erreicht. Fiir Zeiten aus [1, 2] folgt die Entwicklung
der Linie [0, 1]x{¢(x)} bis (1,¢(z)), und mit der zweiten instantanen Anwendung von ¢
wird auch (0, p?(z)) erreicht. Analog erfolgt der weitere Verlauf.

In gewisser Weise ist das diskrete System (INg, X, ¢) hier also im kontinuierlichen System
(Rg, Xs, ¥) enthalten. Nichtsdestotrotz agiert der Fluss ¥ aber statt auf X' auf dem neuen
Zustandsraum A, der iiblicherweise auch topologisch anders beschaffen ist. Ist zum Beispiel
X ein Intervall und ¢ bijektiv, so ist Xy hombomorph zu einem Zylindermantel oder einem
Mobiusband, je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend ist; und
ist X = S' die Kreislinie und ¢ bijektiv, so ist X, homéomorph zu einem Torus oder einer
Kleinschen Flasche, wieder je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend oder -umkehrend ist.

14



Kapitel 2

Geometrische Begriffe bei
dynamischen Systemen

2.1 Orbits und periodische Punkte

In den vorausgehenden Beispielen (2) und (3) trat bereits ein periodisches Verhalten auf. Im
Folgenden werden einige hierzu passende Begriffe formal eingefiihrt und der diskrete Fall genauer
untersucht.

Definition 2.1 (Orbits, Bahnen). Sei (T, X, ®) ein dynamisches System und x € X. Dann
nennt man

Ot (z) :={®(t,z) : 0<teT} und O (z) :={®(t,x) : 0>t T}
den positiven und den negativen Halborbit von x (unter ®) sowie
O(x) == OT(x) UO~ (x) = {®(t,z) : t € T}
den Orbit oder die Bahn von x (unter ®).
Bemerkungen.
(1) Stets gilt z € O (z) N O~ (x) C O(x).
(2) Fiir T € {INo, R} geniigt es, O(x) zu betrachten, da O~ (z) = {z}, OT(z) = O(z) gelten.
(3) Fir T € {Z,R} (also T Gruppe) und z,y € X gelten
y€0(z) <= z€0(y),

ye Ot (z) <= 20 (y).

(4) Der Orbit O(x) ist das Bild der Bahnlinie ®( -, ) und wird bei manchen Autoren gar
nicht allzu genau von dieser unterschieden. Auch bei priziser Verwendung der Terminologie
spricht man im Zeit-diskreten Fall aber vorzugsweise iiber Orbits und im kontinuierlichen
Fall vorzugsweise iiber Bahnlinien.

15



16 KAPITEL 2. Geometrische Begriffe bei dynamischen Systemen

Definition 2.2 (Ruhelagen, Fixpunkte). Man nennt x € X eine Ruhelage, eine Gleichge-
wichtslage oder ein Equilibrium eines dynamischen Systems (T, X, ®), wenn O(x) = {z} (mit
anderen Worten also ®(t,z) = x fir alle t € T) gilt. Insbesondere in den Fillen T = INg und
T = Z bezeichnet man eine Ruhelage oft auch als einen Fixpunkt des Systems (T, X, ®).

Definition 2.3 (periodische Punkte). Man nennt x € X einen Punkt der (minimalen)
Periode £ fir ein dynamisches System (T,X,®) mit 0 < ¢ € T, wenn ®({,z) = x sowie
O(t,x) # x fir allet € (0,£) N'T gelten.

Bemerkungen.
(1) Bei diskreter Zeit T € {INg, Z} sind die Punkte der Periode 1 genau die Fixpunkte.

(2) Fiir einen Punkt x der Periode ¢ ist O(z) (als stetiges Bild von [0,¢] N T) stets kompakt
und besteht bei diskreter Zeit T € {INg,Z} aus genau ¢ Punkten. Fiir T = Z gilt auch
umgekehrt, dass ein Punkt mit einem Orbit aus genau ¢ Punkten Periode ¢ besitzt.

(3) Ist x ein Punkt der Periode ¢, so besitzt auch jeder andere Punkt im Orbit O(z) Periode ¢,
daher nennt man O(x) dann auch einen (4-)periodischen Orbit.

Beispiele (fiir Fixpunkte und periodische Punkte). Das Verhalten in den Beispielen aus
Kapitel 1 lidsst sich wie folgt zusammenfassen:

e In Beispiel (1) ist 0 stets ein Fixpunkt. Fiir 8 = 1 sind auch alle anderen Punkte Fixpunkte,
andernfalls gibt es keine weiteren Fixpunkte oder periodischen Punkte. In Beispiel (4) verhélt
sich dies analog (wobei der Fall v = 0 dem Fall 8 = 1 entspricht).

e In Beispiel (2) gibt es keine Fixpunkte, aber 1, 4 und 2 sind Punkte der Periode 3. Teil der
ungeldsten Vermutung ist die Aussage, dass es keine weiteren periodischen Punkte gibt.

e In Beispiel (3) sind fiir £ = 1 alle Punkte Fixpunkte, und fiir den Fall einer ¢-ten Einheits-
wurzel & (mit £ € IN) weisen alle Punkte die Periode ¢ auf. Fiir £ = exp(27ir), r € R\ Q
gibt es keine periodischen Punkte.

Fiir Zeit-diskrete Systeme in einer Dimension (d.h. mit einem Intervall in R als Zu-
standsraum) gelten die folgenden beiden Sétze iiber die Existenz von Fixpunkten und den Zu-
sammenhang zwischen Punkten unterschiedlicher Periode.

Satz 2.4 (Fixpunktsatz fiir Intervalle). Sei I kompaktes Intervall in R und ¢ € C°(I,R). Gilt
entweder o(I) C I oder ¢(I) D I, so besitzt ¢ einen Fizpunkt x € I (d.h. es ist p(x) = x).

Bemerkung. Im Fall der Alternative ¢(I) C I ist ¢ eine Selbstabbildung von I, und es handelt
sich bei  um einen Fixpunkt des Systems (INg, I, ¢) (wobei (INg, I, ¢), daran sei hier erinnert,
im vorigen Kapitel als abkiirzende Schreibweise fiir (INg, I, ®) mit ®; = ©* eingefiihrt wurde).

Satz 2.5 (von Sarkovskii, ~1964). Seien die natiirlichen Zahlen gemdf der Sarkovskii- Ordnung
3,5,7,9,...,32,5:2,7-2,9.2,...,3.22 5.22 7.22 9.22 . 3.23 523 7.23 9.23 .. 2% 93 22 21

sortiert. Ist I ein Intervall in R, besitzt das System (No, I, @) mit o € CO(I,I) einen Punkt der
minimalen Periode m € IN, und steht n € N in der Sarkovskii-Ordnung rechts von m, so besitzt
(INo, I, ) auch einen Punkt der minimalen Periode n.
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2.2. Limesmengen und (andere) invariante Mengen 17

Bemerkungen.

(1) Anders als in Satz 2.4 bendtigt man in Satz 2.5 keine Kompaktheits- oder andere Zusatz-
voraussetzung an das Intervall 1.

(2) Ein Spezialfall von Satz 2.5 ist die Aussage, dass das Auftreten eines Punktes einer beliebigen
Periode schon die Existenz eines Fixpunktes erzwingt. Eine andere Teilaussage ist, dass das
Auftreten eines Punktes des Periode 3 die Existenz von Punkten aller anderen Perioden
impliziert. Die letztere Aussage lduft auch unter der Parole ,,Three implies Chaos*.

(3) Satz 2.5 gilt nicht fiir andere Zustandsriume als Intervalle. Insbesondere zeigt
Beispiel (3) aus dem vorigen Kapitel, dass der Satz nicht einmal auf der Einheitskreislinie
S! giiltig bleibt.

Die Beweise von Satz 2.4 und vieler Teilaussagen von Satz 2.5 benotigen im Wesentlichen nur
den Zwischenwertsatz und werden Thema der Ubungen sein. Ein vollstéindiger Beweis von Satz
2.5 lésst sich ebenfalls nur mit diesem Hilfsmittel bewerkstelligen, ist aber kombinatorisch und
beziiglich der Anzahl der Fille etwas aufwendiger, weshalb er hier nicht ausgefiihrt wird. O

2.2 Limesmengen und (andere) invariante Mengen

Wie schon erwéhnt ist das Langzeitverhalten bei dynamischen Systemen von besonderem Inter-
esse. Als Néchstes werden einige Konzepte eingefiihrt, die dem Studium eben dieses Verhaltens
dienen.

Definition 2.6 (Limesmengen). Sei (T, X', ®) ein dynamisches System. Die w-Limesmenge
oder w-Grenzmenge w(x) eines Punktes x € X ist definiert durch

wix)= (] OF(®(t,x)) CX

0<teT

und die a-Limesmenge oder a- Grenzmenge o(x) durch

a(z) = [ O (®(t,z) CX.

0>teT
Bemerkungen.

(1) Die w-Limesmenge w(z) ist die Menge aller Haufungspunkte von ®(¢,z) in X bei
t — oo. Dies erkennt man im Wesentlichen durch explizites Ausschreiben der Definitionen.

(2) Im Fall T € {INg, R{ } ist a(z) = {2} keine interessante Bildung. Im Gruppenfall T € {Z, R}
ist a(x) die Menge aller Hiufungspunkte von ®(¢,z) in X’ bei t — —o0.

(3) Die Limesmengen w(z) und «(z) sind stets abgeschlossen, denn beliebige Schnitte abge-
schlossener Mengen sind abgeschlossen.

(4) Ist OT(x) beziehungsweise O~ (z) relativ kompakt in X (d.h. der Abschluss in X
ist kompakt), so ist w(x) beziehungsweise a(x) nicht-leer und kompakt. Dies folgt
einerseits daraus, dass jede Folge im Kompaktum O (x) einen Hiufungspunkt besitzt, und

andererseits daraus, dass jede abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums O*(z) selbst
kompakt ist.
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18 KAPITEL 2. Geometrische Begriffe bei dynamischen Systemen

(5) Fiir X = R" und jeden anderen metrischen Raum X mit der Heine-Borel-Eigenschaft!
bedeutet die relative Kompaktheit von OF(x) in (4) nichts anderes als Beschriinktheit von
O*(z).

(6) Ohne die Voraussetzung der Kompaktheit (oder Beschrinktheit) von O*(x) kénnen w(x)
und a(z) durchaus leer oder unbeschrinkt sein; dies zeigt sich an einfachen Beispielen spéter
in diesem Abschnitt.

(7) Fiir einen Fixpunkt z gilt natiirlich w(x) = a(z) = {z}. Bei periodischem z ist w(x) =
Ot (z) = O(x), und im Fall T € {Z, R} stimmt diese Menge mit a(z) = O~ (z) iiberein.

Dartiber hinaus haben Limesmengen noch folgende generellen Eigenschaften, die hier der
Einfachheit halber nur fiir w(x) formuliert werden.

Satz 2.7 (Konvergenz gegen und Zusammenhang von Limesmengen). Sei (T, X, ®)
ein dynamisches System, und fiir v € X sei O (z) relativ kompakt in X (oder beschrinkt, wenn
X = R" ist oder X die Heine-Borel-FEigenschaft hat). Dann gilt

tliglo dist(®(t, z),w(x)) =0, (2.1)

und bei kontinuierlicher Zeit T € {R{, R} ist w(x) zusammenhidngend.

Beweis. Zum Nachweis von (2.1) lésst sich ein Widerspruchsargument verwenden. Wire (2.1)
falsch, so gibe es ein € > 0 und eine co-Folge (t;)ken in T mit dist(P(tg, z),w(x)) > e fiir alle
k € IN. Wegen Kompaktheit von O+ (x) miisste dann eine Teilfolge von (®(tx, z))ren gegen einen
Limes y € X konvergieren. Einerseits miisste y € w(x) gelten, andererseits wegen der Stetigkeit
von dist(-,w(x)) aber auch dist(y,w(z)) > e. Dieser Widerspruch vervollstindigt den Beweis

von (2.1).
Um den Zusammenhang von w(x) nachzuweisen, wird eine Zerlegung w(x) = w; U ws in
disjunkte, relativ offene Teilmengen w; und wy betrachtet. Dann sind w; = w(z) \ we und

we = w(z) \ wy auch abgeschlossene Teilmengen des Kompaktums w und damit selbst kompakt.
Es wird nun der Fall wy # () # wy betrachtet. In diesem ist ¢ := dist(wy,w2) € RT. AuBlerdem
gibt es, da w; und wy jeweils mindestens einen Haufungspunkt von ®(¢, ) bei t — oo enthalten,
beliebig grofie t; € T mit dist(P(¢1,2),w1) < §/2 und ebenfalls beliebig grofie (andere) to € T
mit dist(®(t2, z),ws) < §/2 und folglich dist(P(t2, x),w1) > §/2. Bei kontinuierlicher Zeit finden
sich zwischen solchen ¢; und to gemafi dem Zwischenwertsatz weitere beliebig grofie t3 € T mit
dist(®(t3,z),w1) = §/2. Wegen Kompaktheit von O (z) besitzt dann ®(¢,z) bei t — oo einen
Haufungspunkt z mit dist(z,w;) = 0/2. Nun kann z € w(x) weder in w; noch in wo liegen,
aber es gilt w(z) = w; U ws. Somit kann der betrachtete Fall wy # 0 # wy tatséichlich nicht
eintreten, und es verbleibt nur die Moglichkeit, dass entweder w; = 0 oder wy = ) gilt. Damit
ist der Zusammenhang von w(x) (anhand der Definition einer zusammenhidngenden Menge)
nachgewiesen. ]

Anhand ihres Langzeitverhaltens bei ¢ — 400 unterscheidet man (unter anderem) folgende
Typen von Zustédnden beziehungsweise Punkten.

!Ein metrischer Raum besitzt die Heine-Borel-Eigenschaft, wenn jede beschriinkte abgeschlossene Menge kom-
pakt ist. Diese Eigenschaft kann man so interpretieren, dass der metrische Raum in einem gewissen Sinne endlich-
dimensional ist.
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2.2. Limesmengen und (andere) invariante Mengen 19

Definition 2.8 (transitive, rekurrente, (nicht-)wandernde, fast-periodische Punkte).
Seien (T, X, ®) ein dynamisches System und x € X. Dann heifit der Punkt x ...

e (anhaltend) transitiv, wenn O (®(t,x)) fir alle t € T dicht in X ist,

o rekurrent, wenn es zu jeder Umgebung U von x beliebig grofie t € T mit ®,(z) € U (oder
dquivalent mit> x € (®,)~1(U)) gibt,

e nicht-wandernd, wenn fiir jede Umgebung U von x beliebig grofie t € T mit ®,(U)NU # ()
(oder dquivalent mit (®;)~Y(U)NU # 0) ewistieren,

e wandernd, wenn es eine Umgebung U von x mit ®(U) NU = O (oder dquivalent mit
(@)1 (U)NU = 0) fiir alle hinreichend grofen t € T gibt,

e fast-periodisch, wenn fiir jede Umgebung U von x ein { € R*Y emistiert, derart dass
([T, T+ NT,x) NU # O fiir jedes T € T gilt. (Man spricht auch von beschrinkten
Liicken der Menge {t € T : ®(t,x) € U}; die Liicken zwischen verschiedenen ,Sticken’
dieser Menge haben dann nédmlich héchstens Linge £.)

Dabei bedeutet die Formulierung ,beliebig grofie t € T jeweils, dass es zu jedem T € IN ein
solchest € T mitt > T gibt; und der Passus .fiir alle hinreichend grofien t € T° steht fir die
Existenz eines T' € N, so dass das Gesagte allet € T mit t > T betrifft.

Bemerkungen.
(1) Beiden ersten drei Begriffen sind alternative Charakterisierungen mdoglich und niitzlich:

e Ein Punkt x € & ist genau dann transitiv, wenn es zu jedem y € X eine gegen 400
konvergente Folge (t)ren in T mit limg_,o, @ (¢, ) = y gibt, mit anderen Worten also
genau dann, wenn w(x) = X gilt.

e Ein Punkt z € X ist genau dann rekurrent, wenn es eine gegen +oo konvergente Folge
(tr)ken in T mit limg_, o ®(tx, z) = = gibt, mit anderen Worten also genau dann, wenn
x € w(x) gilt.

e Ein Punkt x € X ist genau dann nicht-wandernd, wenn es eine gegen x konver-

gente Folge (zp)rew in X und eine gegen 400 konvergente Folge (tx)gen in T mit
limg 00 P(tg, xx) = x gibt.

(2) Jeder transitive Punkt und jeder fast-periodische Punkt sind rekurrent, und
jeder rekurrente Punkt ist nicht-wandernd. Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen
nicht.

(3) Ein periodischer Punkt der Periode ¢ ist fast-periodisch und damit rekurrent sowie nicht-
wandernd; transitiv kann er hochstens bei f-elementigem X (im Zeit-diskreten Fall) bezie-
hungsweise kompaktem X (im kontinuierlichen Fall) sein.

(4) Aus der Definition ist klar: Die Menge der wandernden Punkte ist stets offen, und ihr
Komplement, die Menge der nicht-wandernden Punkte, ist stets abgeschlossen.

*Hier steht (®,)"'(U) fiir das Urbild von U unter der im irreversiblen Fall nicht unbedingt invertierbaren
Flussabbildung ®;.
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20 KAPITEL 2. Geometrische Begriffe bei dynamischen Systemen

Bemerkung (zur Definition der Transitivitdt in der Literatur). In der Literatur wird ein tran-
sitiver Punkt € X oft einfach als ein Punkt mit in X dichtem Orbit O(z) definiert. In den
Kontext der anderen obigen Begriffe, die nur das Verhalten bei ¢t — 400, nicht das fiir beschréank-
te Zeiten ¢t oder bei t — —oo betreffen, fiigt sich (anhaltende) Transitivitét im stérkeren Sinne
der Definition 2.8 aber konsistenter ein, weist im allgemeinen Fall bessere Invarianzeigenschaften
auf und scheint insofern etwas stringenter. Ist die Zeit diskret und besitzt X keinen isolierten
Punkt?, so ist anhaltende Transitivitit von x im Fall T = Z #quivalent zu Dichtheit von O (x)
in X und im Fall T = INj sogar zu Dichtheit von O"(z) = O(z) in X und damit zum in der
Literatur verbreiteten Begriff.

Zwei grundlegende (Existenz-)Sétze fiir Punkte der obigen Typen folgen.

Satz 2.9 (Existenz fast-periodischer Punkte). Jedes dynamische System (T,X,®) mit
kompaktem X besitzt einen fast-periodischen Punkt (der nach Bemerkung (2) auch rekurrent
und nicht-wandernd ist).

Der Beweis von Satz 2.9 benétigt noch ein weiteres Konzept und wird daher erst spéter in
diesem Abschnitt gefiihrt.

Satz 2.10 (Existenz keiner oder vieler transitiver Punkte). Fiir jedes dynamische System
(T, X,®) mit separablem® metrischen Raum X ist die Menge der transitiven Punkte leer oder
eine dichte Gg-Menge® in X.

Bemerkung. Als direkte Konsequenz von Satz 2.10 ergibt sich, dass die Menge der transiti-
ven Punkte entweder leer oder residuell® (und damit in einem topologischen Sinne grof)
ist.

Beweis von Satz 2.10. Sei T die Menge der transitiven Punkte des Systems. Ist 7 # (), so gibt
es ein £ € T und bereits die Teilmenge O (£) von T liegt dicht in X.
Um einzusehen, dass 7 eine Ggs-Menge ist, iiberlegt man sich

7= U @) "Biu) (2.2)

1, TelN T<teT
yeD

fiir jede dichte Teilmenge D von X, wobei die Abkiirzung By /;(y) := {{ € & : dx(§,y) < 1/i}
fiir Kugeln verwendet wurde. Zum Nachweis von (2.2) gilt es im Wesentlichen, die Definition

beider Seiten auszuschreiben: Die Inklusion eines x € X in der Menge auf der rechten Seite von
(2.2) bedeutet, dass es zu jedem y € D und i € IN beliebig grofie t € T mit ®(¢, ) € By /;(y) gibt.

3Ein isolierter Punkt eines metrischen Raumes X ist ein Punkt = € X, fiir den dist(z, X \ {z}) positiv und
damit die Ein-Punkt-Menge {z} offen ist.

4Man nennt einen metrischen (oder topologischen) Raum X separabel, wenn er eine abzihlbare, dichte Teil-
menge enthélt.

5Als Gs-Menge bezeichnet man einen abzihlbaren Durchschnitt offener Mengen. Das Pendant hierzu sind F,-
Mengen genannte abzdhlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen. Jede offene oder abgeschlossene Menge in
einem metrischen Raum ist sowohl F, als auch Gs, und jede F,- oder Gs-Menge ist auch Borel-Menge.

5Sei A Teilmenge eines metrischen (oder topologischen) Raums X. Dann heifit A mager oder von erster
(Bairescher) Kategorie in X, wenn A abzihlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist, und A heifit residuell
in X, wenn A Komplement einer mageren Menge in X ist. Im Kontrast dazu heifit A fett oder von zweiter
(Bairescher) Kategorie in X, sobald A nicht mager ist, und der Bairesche Kategoriensatz besagt, dass jeder
nicht-leere, vollstindige metrische Raum X (in sich) von zweiter Kategorie ist.
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2.2. Limesmengen und (andere) invariante Mengen 21

Dies ist gleichbedeutend damit, dass jedes y € D Haufungspunkt von ®(¢, x) bei t — oo ist, und
nach Bemerkung (1) zu Limesmengen auch damit, dass D C w(z) gilt. Da w(x) abgeschlossen
und D dicht in X ist, ist dies weiterhin dquivalent mit X = w(x), also gemé Bemerkung
(1) zu Definition 2.8 auch mit Transitivitit von x. Damit ist (2.2) verifiziert. Da die Mengen
(@)~ (Byi(y)) als Urbilder der offenen Kugeln By /;(y) offen sind, folgt aus (2.2) sofort, dass T
eine Gg-Menge ist. O

Es folgt ein weiteres zentrales Konzept dieses Abschnitts.

Definition 2.11 (invariante Mengen). Sei (T, X, ®) ein dynamisches System. Eine Teilmen-
ge A von X heifit (unter ®) tnvariant, wenn O(x) C A fir alle x € A gilt. Analog spricht man
von einer (unter ®) positiv invarianten beziehungsweise negativ invarianten Menge A,
wenn O (z) C A beziehungsweise O~ (z) C A fiir alle x € A gilt.

Bemerkungen.
(1) Eine Menge ist genau dann invariant, wenn sie zugleich positiv und negativ invariant ist.

(2) Beliebige Vereinigungen und Schnitte von unter ® (positiv/negativ) invarianten Mengen
bleiben (positiv/negativ) invariant unter ®.

(3) Im Fall T € {INo, Rj} ist negative Invarianz trivial (fiir jede Menge erfiillt), und positive
Invarianz stimmt mit Invarianz {iberein. Somit verbleibt dann nur ein nicht-triviales Konzept
von Invarianz.

(4) Trivial gilt: Ein Orbit O(z) ist stets invariant, ein Halborbit OF(z) ist positiv/negativ
invariant, und jede (positiv/negativ) invariante Menge kann als Vereinigung von (Halb-)
Orbits geschrieben werden.

(5) Eine Umformulierung der Definition ergibt
A unter ® (positiv) invariant <= ®;(A) C A fiir alle (positiven) t € T'.

Im Zeit-diskreten Fall reicht es dabei auch schon, auf der rechten Seite nur ¢t = +1 zu
betrachten, also nur ¢(A) C A und eventuell noch ¢~1(A4) C A fiir die Zeit-1-Abbildung
¢ = ®; zu verlangen. Im kontinuierlichen Fall kann man sich analog auf nur solche ¢ mit
0 < |t| < e fiir ein € > 0 beschriankten. Im Gruppenfall T € {Z,R} und bei Invarianz

schliefflich kann man rechts ,C* durch ,=* ersetzen.

Die néchsten beiden Sétze zeigen, dass fast alle in diesem Kapitel betrachteten Konzepte
tatséchlich invariant sind. Dies ist fiir Konzepte des Langzeitverhaltens, fiir die das Verstreichen
einer endlichen Zeit (tendenziell) irrelevant ist, auch sehr plausibel.

Satz 2.12 (Invarianz von Limesmengen). Sei (T, X, ®) ein dynamisches System. Fiir alle
x € X sind die w-Limesmenge w(x) und im Gruppenfall T € {Z,R} auch die a-Limesmenge
a(z) unter ® invariant.

Beweis. Zum Beweis der Invarianz von w(z) sel y € w(x). Geméfl Bemerkung (1) zu Definiti-
on 2.6 gibt es dann eine oo-Folge (tx)ren in T mit limg oo ®(tg, ) = y. Sei weiterhin z ein
beliebiger Punkt im Orbit O(y). Dann ldsst sich z als ®(7,y) mit 0 < T € T schreiben. Mit
der Halbgruppeneigenschaft (1.2) und der Stetigkeit von @ ergibt sich limy_,oo ®(T+1tg, x) =
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22 KAPITEL 2. Geometrische Begriffe bei dynamischen Systemen

limg_ 00 (T, (tg,z)) = ®(T,y) = 2. Unter erneuter Verwendung der erwéhnten Bemerkung
(1) folgt z € w(z), also insgesamt O(y) C w(x). Damit ist die Invarianz von w(z) anhand ihrer
Definition nachgewiesen.

Ist T € {Z,R}, so weist man die Invarianz von a(x) durch ein vollig analoges Argument mit
(—o0)-Folgen nach. O

Satz 2.13 (Invarianz verschiedener Punktmengen). Sei (T, X, ®) ein dynamisches Sys-
tem. Dann sind stets invariant: die Menge der transitiven Punkte, die Menge der rekurrenten
Punkte, die Menge der nicht-wandernden Punkte, die Menge der fast-periodischen Punkte so-
wie die Menge der {-periodischen Punkte (letztere entweder mit freiem oder beliebig fixierten
positivem ¢ € T). Bei reversibler Zeit T € {Z,R} ist auch die Menge der wandernden Punkte
tmvariant.

Bemerkung. Bei irreversibler Zeit muss die Menge der wandernden Punkt nicht invariant sein;
dies zeigt das triviale Beispiel (INg, R,0) mit der Nullabbildung 0 € C%(R,R), bei dem genau
die Punkte in R\ {0} wandernd sind.

Beweis von Satz 2.13. Die Invarianz transitiver und periodischer Punkte ergibt sich direkt aus
den jeweiligen Definitionen, daher werden in den folgenden Absédtzen nur die Invarianz fast-
periodischer, rekurrenter und (nicht-)wandernder Punkte behandelt:

Sei z € X ein fast-periodischer Punkt und s € T. Ist dann U eine Umgebung von ®4(x)
in X, so folgt mit der Stetigkeit von ®, dass das Urbild V := (®,)~!(U) eine Umgebung von
z in X ist. Gemif der Definition der Fast-Periodizitit gibt es dann ein £ € R™, so dass jedes
Intervall [T, T+ NT mit 7" € T ein ¢t € T mit ®;(x) € V enthélt. Fiir dieses ¢ gilt aber auch
Dy (Dy(x)) = Ps(Py(x)) € Pg(V) = U, und damit ist ®4(x) fast-periodischer Punkt.

Die Invarianz rekurrenter Punkte erhélt man mit einer vollig analogen Argumentation.

Sei x € X ein nicht-wandernder Punkt und s € T. Ist dann U eine Umgebung von ®4(x) in
X, s0ist V := (®,)"1(U) eine Umgebung von z in X. Es gilt dann V N ®4(V) #  fiir beliebig
grofie t € T, und daraus folgt ) # @5(VNP(V)) C @s(V)ND(P5(V)) = UNP(U) fiir beliebig
grofie t € T. Also ist ®4(x) nicht-wandernder Punkt.

Im Gruppenfall T € {Z, R} wurde schon bemerkt, dass Invarianz mit Hilfe von Gleichhei-
ten des Typs ®;(A) = A charakterisiert werden kann. In Anbetracht dieser Charakterisierung
ergibt sich die Invarianz der wandernden Punkte durch Komplementbildung aus der der nicht-
wandernden Punkte. O

Mit Hilfe des Konzepts invarianter Mengen kann nun auch der zuvor ausgelassene Beweis
des Existenzsatzes fiir fast-periodische (und rekurrente) Punkte nachgetragen werden:

Beweis von Satz 2.9. Es gilt zunéchst zu begriinden, dass das System & der nicht-leeren, abge-
schlossenen und invarianten Teilmengen von & ein beziiglich Mengeninklusion minimales Ele-
ment K enthélt. Die Existenz eines solchen Elements folgt tatséchlich direkt aus dem Zornschen
Lemma’, sobald man die hierfiir benétigten Voraussetzungen verifiziert, nimlich die, dass S
nicht-leer ist und jedes total-geordnete Teilsystem P von S eine untere Schranke besitzt. Erste-
res folgt aus der Beobachtung &' € S und fiir zweiteres kann man den Durchschnitt () 4o A aller

"Das Zornsche Lemma besagt, dass eine nicht-leere halb-geordnete Menge, in der jede total-geordnete Teil-
menge eine untere/obere Schranke besitzt, stets ein minimales/maximales Element enthilt. Die Giiltigkeit dieses
Lemmas ist dquivalent zum Auswahlaxiom der Mengenlehre.
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2.2. Limesmengen und (andere) invariante Mengen 23

Mengen des Teilsystems P als Schranke verwenden. Dabei ist () ,.p A per Konstruktion abge-
schlossen und invariant, dass dieser Durchschnitt auch nicht-leer ist, wird aber erst durch die
Kompaktheit von X sichergestellt: Wre némlich () .p A = 0, so wiirden die Komplemente der
Mengen in P eine Uberdeckung von X bilden, und diese beséfle eine endliche Teiliiberdeckung.
Folglich wire auch schon ein endlicher Durchschnitt von Mengen in P leer, was in Anbetracht
der totalen Ordnung auf P unmoglich ist. Damit ist die Existenz des minimalen Elements K € S
begriindet.

Als Néchstes wird gezeigt, dass jedes © € K fast-periodischer Punkt ist. Sei dazu U eine
offene Umgebung eines solchen x. Dann ist

K\ [J@) ()

teT

abgeschlossen, invariant und Teilmenge von K \ {z}, also muss diese Menge wegen der Minima-
litit von K leer sein. Damit ist ((®;)~!(U))ser offene Uberdeckung des Kompaktums K und
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung durch Mengen (®¢,)~Y(U), (®4,) " 1(U), ..., (@) (V)
mit t1,te,...,t, € T. Fiir £/2 := 14 max{|t1], |t2|,- .., |[tx|} € T und beliebiges T € T gilt dann
Orie/2(z) € K (wegen Invarianz), und es gibt einen Punkt der Form T+¢/2+t; € [T, T+{]N'T,
so dass ®pgpo(z) € (P4,) H(U) ist. Letzteres bedeutet aber ®(T+¢/2+t;,2) € U und somit
insbesondere ®([T, T+¢| NT,z) N U # (). Folglich ist Fast-Periodizitéit von x nachgewiesen. [J

Zur (zumindest teilweisen) Illustration der in diesem Abschnitt besprochenen Konzepte sei
schliefllich noch einmal auf die einfachen Beispiele des ersten Vorlesungskapitels zuriickgegriffen:

Beispiele (zu Limesmengen, speziellen Punkten und invarianten Mengen). Das Ver-
halten in den Beispielen des Kapitels 1 ldsst sich wie folgt zusammenfassen:

e Beispiel (1): In den trivialen Fillen = 0 und g = 1 gilt a(z) = w(z) = {z}. Fir g > 1,
x> 0ist a(x) = {0}, w(z) = 0. Fir § < 1, x > 0 ist umgekehrt o(z) = 0, w(z) = {0}. Im
Fall g = 1 sind auflerdem alle Punkte in IR(J{ Fixpunkte und somit fast-periodisch, rekurrent
und nicht-wandernd. Fiir 8 # 1 ist jede dieser Eigenschaften einzig fiir den Punkt 0 erfiillt.
Transitive Punkte treten nicht auf.

e Beispiel (2): Die Collatz-Vermutung besagt in der inzwischen eingefithrten Terminologie
w(n) = {1,4,2} fir alle n € IN. Fast-periodisch, rekurrent und nicht-wandernd bedeuten
hier wegen des diskreten Zustandsraums IN nichts anderes als periodisch, geméfi Vermutung
haben also nur 1, 4, 2 diese Eigenschaften. Transitive Punkte treten nicht auf.

Neben {1,4,2} gibt es in diesem Beispiel iibrigens viele weitere invariante Mengen (z.B.
die Menge der Zweier-Potenzen oder die endliche Menge der in Abbildung 2 auftretenden
Zahlen). Eine weitere Umformulierung der Vermutung ist die, dass jede nicht-leere invariante
Menge die Elemente 1, 4, 2 enthilt.

e Beispiel (3): Im Fall einer /-ten Einheitswurzel ¢ ist jedes z € S ein Punkt der Periode ¢
und ist folglich fast-periodisch, rekurrent und nicht-wandernd mit w(z) = a(z) = O(z) =
{2,2:€,2:€%, 263, ..., 2-€""1}. Transitive Punkte treten in diesem Fall nicht auf.

Fiir ¢ = exp(27ir), r € R\ Q sind dagegen alle Punkte z € S' transitiv, fast-periodisch,
rekurrent und nicht-wandernd mit w(z) = a(z) = S'. Insbesondere liegen alle nicht-leeren
(positiv/negativ) invarianten Mengen dicht in S*.
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24 KAPITEL 2. Geometrische Begriffe bei dynamischen Systemen

e Beispiel (4): Es verhilt sich alles wie bei Beispiel (1) fiir 5 = €7 erldutert. Zudem kann
man nun alle invarianten Mengen explizit angeben: Fiir v = 0 sind alle Mengen invariant,
fiir v # 0 sind 0, {0}, R™ und ]Rar die einzigen invarianten Mengen. Weitere nur positiv
invariante Mengen sind im Fall v > 0 die der Form (z, 00), [z, 00), {0} U (z,00), {0} U[z, c0)
mit z € RT und im Fall v < 0 die der Form (0, z), (0, ], [0, z), [0, 2] mit z € R™.

Feinere Beispiele, an denen auch die Unterschiede zwischen fast-periodischen, rekurrenten
und nicht-wandernden Punkten ausgemacht werden konnen, sind Thema der Ubungen.

2.3 Stabilitatsbegriffe

Ist bei einem dynamischen System (T, X, ®) die Bahnlinie ®( -, () eines Zustands xg € X (ex-
plizit) bekannt, so stellt sich folgende Grundfrage der Stabilitéitstheorie: Wenn ein anderer
Zustand x € X sich nur wenig von xy unterscheidet, weicht dann auch die (vielleicht nicht mehr
explizit bekannte) Bahnlinie ®(-,z) von = nur wenig von ®(-,zg) ab? Oder in etwas anderer
Formulierung: Héngt die Bahnlinie ®( -, x) stetig von x ab?

Bei festem Zeithorizont lisst sich dies ohne Frage bejahen. Interessiert man sich ndmlich
fiir ®(t,x) mit festem ¢ € T oder auch mit ¢t € [-T,7] N'T bei Zeithorizont T € R, so
ist durch die Stetigkeit von ® und die daraus resultierende Stetigkeit der Flussabbildungen
®, sichergestellt, dass sich ®(¢,x) und ®(t,z0) (bei wenig von xy abweichendem x) nur wenig
unterscheiden. In konkreten Fiéllen gilt es hierfiir allerdings erst einmal nachzuweisen, dass ein
dynamisches System im Sinne von Definition 1.1 vorliegt, und dieser Nachweis kann sich durchaus
nicht-trivial gestalten; man vergleiche mit Abschnitt 6.4, in dem der Stetigkeitsbeweis fiir den
kontinuierlichen Fall erbracht wird.

Die Stabilitéitstheorie im engeren Sinne beschiftigt sich aber vor allem mit Langzeit-
Stabilitit, also damit, ob die Differenz zwischen ®(t,z) und ®(¢, o) (bei wenig von zy ab-
weichendem x) fiir alle Zeiten ¢ > 0, auch fiir sehr grofie ¢, klein bleibt. Mit anderen Worten
handelt es sich, um die Frage, ob sich aus der Langzeitentwicklung bei Initialzustand xzy auf die
Langzeitentwicklung bei einem anderen leicht gestorten Initialzustand « schlieflen l4sst.

Mit den folgenden Begriffen lassen sich Antworten auf diese und verwandte Fragen zunéchst
fiir den Fall einer Ruhelage zy formulieren, der durch eine weit entwickelte Stabilitatstheorie
abgedeckt wird. Zur Stabilitédt anderer Bahnlinien als nur Ruhelagen wird (viel) spéter in der
Vorlesung noch etwas (aber nicht allzu viel) gesagt.

Konkret klassifiziert man Stabilitdtseigenschaften von Ruhelagen und invarianten Mengen
nun wie folgt.

Definition 2.14 (Stabilitéitsbegriffe fiir invariante Mengen und Ruhelagen). Gegeben
sei ein dynamisches System (T, X, ®). Dann heifit eine kompakte, unter ® positiv invariante
Teilmenge K von X ...

e (Ljapunov-)stabil, wenn es zu jeder Umgebung V von K in X eine weitere Umgebung U
von K in X mit OF(x) CV fir alle x € U gibt,

o instabil, wenn sie nicht Ljapunov-stabil ist,

e (lokal) attraktiv, wenn sie nicht-leer ist und es eine Umgebung U von K in X mit
lim dist(®(¢,z),K) =0 (2.3)
t—o00

fiir alle x € U gibt.
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e global attraktiv, wenn sie nicht-leer ist und (2.3) fir alle x € X gilt,
e asymptotisch stabil, wenn sie Ljapunov-stabil und lokal attraktiv ist.

Ist xp € X eine Ruhelage des Systems (T, X, ®) und sind die obigen Bedingungen fir die ein-
elementige Menge {xo} erfiillt, so wendet man die entsprechenden Begriffe auch auf den Punkt
Ty an.

Bemerkungen.

(1) Statt mit beliebigen Umgebungen U und V kann man natiirlich auch nur mit offenen Umge-
bungen oder nur mit solchen Umgebungen arbeiten, die an positive Gréfien € und § gekop-
pelt sind. Im letzteren Fall ibernimmt die e-Umgebung U (K) := {x € X : dist(z, K) < e}
die Rolle von V und die 6-Umgebung Us(K) die von U, und speziell fir K = {zo} sind
U:({z0}) = Be(xo), Us({zo}) = Bs(xo) nichts anderes als Kugeln.

(2) Wihrend die Begriffe des vorausgehenden Abschnitts fiir Ruhelagen 2y € X" trivial erfiillt
(rekurrent, nicht-wandernd, fast-periodisch) oder nicht erfiillt (transitiv, wandernd) sind,
machen die Stabilitdtsbegriffe fiir einen einzelnen Punkt xg iiberhaupt erst unter der Vor-
aussetzung Sinn, dass es sich um eine Ruhelage handelt. Ist die Voraussetzung gegeben, so
erlauben die Stabilitéitsbegriffe allerdings eine feinere Beschreibung der Dynamik nahe der
Ruhelage.

(3) Mit etwas anderen Worten wird fiir die Umgebungen U und V in der Definition von
Ljapunov-Stabilitéit die Implikation

relU = P(t,x) e Viiro<teT
gefordert, und mit der Halbgruppeneigenschaft folgt dann auch
O(s,z)eU fireinseT = P(t,z) eV iirs<teT.

Dies bedeutet grob gesprochen, dass jede Bahnlinie, die einmal sehr nah an K
herankommt, danach fiir immer nah an K verbleibt.

(4) In #@hnlicher Weise bedeutet Attraktivitét, dass jede Bahnlinie, die einmal sehr
nah an K herankommt, letztlich gegen K konvergiert. Die Konvergenz ist dabei im
Sinne von (2.3) zu verstehen und kann so interpretiert werden, dass einerseits alle eigentli-
chen Hiufungspunkte von ®(¢,x) bei t — oo in K enthalten sind und es andererseits keine
uneigentlichen® Hiufungspunkte gibt. Prizise gesagt ist (2.3) (unter der Kompaktheits-
voraussetzung an K) tatsichlich dquivalent dazu, dass w(z) C K gilt und O (z) relativ
kompakt in X ist. Ein detaillierten Beweis dieser Aquivalenz ist Thema der Ubungen; man
vergleiche auch mit Satz 2.7.

(5) Aus Attraktivitét allein folgt — anders als man auf Anhieb vielleicht denken kénnte —
im Allgemeinen noch keine Stabilitét, denn eine Bahnlinie kann sich nach einer Annéhe-
rung an K auch wieder weit entfernen, bevor sie schliellich zuriickkehrt. Ein Beispiel hierfiir
ist der Hom@omorphismus ¢ der Einheitskreislinie S' auf sich mit ¢ (exp(is)) = exp(3is) fiir

8In diesem Kontext soll die Nicht-Existenz uneigentlicher Haufungspunkte bedeuten, dass ®(ty,z) entlang
jeder oco-Folge (tx)ken einen eigentlichen Haufungspunkt in X' besitzt.
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(6)

s € [0,7] und p(exp(is)) = exp(3is) fiir s € [—,0] (Winkelvergroferung auf dem oberen
Halbkreis, Winkelhalbierung auf dem unteren). Bei dieser Wahl ist 1 ein global attraktiver,
aber instabiler Fixpunkt des Zeit-diskreten Systems (Z, S', ¢). Ein entsprechendes Beispiel
mit kontinuierlicher Zeit wird im spéteren Abschnitt 8.1 (Fuinote 2) angegeben.

Im speziellen Fall, dass X ein Intervall in R ist, folgt aus Attraktivitdt einer Ruhelage
xg € X aber doch ihre asymptotische Stabilitét; auch der Beweis dieser Tatsache wird in
den Ubungen behandelt, er ist im Fall T = INg aber gar nicht einfach.

Beispiele (zur Stabilitéit von Ruhelagen und invarianten Mengen). Das Verhalten in
den Beispielen des Kapitels 1 ldsst sich wie folgt zusammenfassen:

e In den Beispielen (1) und (4) sind fiir 8 = 1 beziehungsweise v = 0 alle kompakten K C Ry

Ljapunov-stabil, aber nicht attraktiv und somit nicht asymptotisch stabil; insbesondere sind
auch alle Punkte in IRS’ Ruhelagen mit diesen Eigenschaften. Fiir 8 # 1 beziehungsweise
v # 0 ist dagegen 0 die einzige Ruhelage; diese Ruhelage und allgemeiner jedes Intervall [0, z]
mit z € ]R(J)r sind fiir # < 1 beziehungsweise v < 0 asymptotisch stabil und global attraktiv,
fiir > 1 beziehungsweise v > 0 ist die Null-Ruhelage instabil und nicht attraktiv.

Besteht der Zustandsraum wie in Beispiel (2) aus isolierten Punkten, so sind Stabilitatsfra-
gen trivial, und rein formal sind alle kompakten, positiv invarianten Mengen asymptotisch
stabil. Eine solche Aussage gilt allerdings nicht fiir den Begriff der globalen Attraktivitét,
der kein (lokaler) Stabilitétsbegriff (im engeren Sinne) ist und auch bei diskretem Zustands-
raum einen nicht-triviales Konzept darstellt: Tatséchlich handelt es sich bei der Frage nach
globaler Attraktivitidt der Menge {1, 4,2} némlich wieder einmal um eine Umformulierung
der Collatz-Vermutung.

In Beispiel (3) sind alle periodischen Orbits Ljapunov-stabil, aber nicht asymptotisch stabil.
Davon abgesehen lisst sich aber kaum Interessantes iiber Stabilitdt aussagen.
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Kapitel 3

Lineare (und linearisierte)
dynamische Systeme

Lineare Systeme sind eine grundlegende Klasse dynamischer Systeme, die durch eine weitgehend
vollstandige Theorie abgedeckt werden. In diesem Kapitel wird — nach der Einfiihrung der
entsprechenden Begriffe — der Zeit-diskrete Teil dieser Theorie behandelt und somit eine (fast)
komplette Klassifikation Zeit-diskreter linearer Systeme gegeben. Fiir den kontinuierlichen Teil
der linearen Theorie sei dagegen auf das spétere Vorlesungskapitel 7 verwiesen.

In den Kontext dieses Kapitels passen auflerdem einige Aspekte Zeit-diskreter, nicht-linearer
Dynamiken, die sich mit (mehr oder weniger) linearen Methoden behandeln lassen. Auf diese
Aspekte wird daher gegen Endes des Kapitels kurz eingegangen.

3.1 Definitionen und Begriffe

Im Folgenden wird K € {R, C} als Platzhalter fiir einen der beiden Grundkérper R, C verwendet.
Definition 3.1 (lineare dynamische Systeme).

(1) Ein dynamisches System (T, X, ®) mit einem normierten Raum X dber K als Zustandsraum
heifst inear, wenn jede Flussabbildung ®; mitt € T eine affin lineare Abbildung von X nach
X ist. Mit anderen Worten handelt es sich um ein System, dessen Fluss ® die Form

O(t,x) = M(t)x + T'(t) fir (t,z) e Tx X

mit M € CO(T, L(X, X)) und T € CO(T, X) aufweist. Hierbei bezeichnet L(X,X) den Raum
der stetigen K-linearen Abbildungen von X nach X (mit der Operatornorm) und M (t)x
steht fir die Anwendung der linearen Abbildung M(t) auf x.

(2) Sind die Flussabbildungen nicht nur affin linear, sondern sogar linear und ist dementspre-
chendT'= 0 und ®(t,z) = M(t)x, so nennt man ein lineares dynamisches System (T, X, ®)
homogen, andernfalls inhomogen.

Bemerkungen.

(1) Den (fiir diese Vorlesung) relevantesten Fall bilden endlich-dimensionale Zustandsriaume
X = K. In diesem Fall kann man M € CO(T, KV*¥) als (reelle oder komplexe) Matrix-
wertige Abbildung beziehungsweise t-abhingige (N xN)-Matrix und I' € CO(T,K") als
KN -wertige Abbildung beziehungsweise t-abhéngigen Vektor verstehen.
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28 KAPITEL 3. Lineare (und linearisierte) dynamische Systeme

(2) Die Betrachtung unendlich-dimensionaler Zustandsrdume X besitzt zwar auch eine Berech-
tigung und ist fiir manche Anwendungen von Interesse, doch wird dieser Fall hier nur dann
mitbehandelt, wenn er keinen nennenswerten Mehraufwand erfordert.

(3) Aus der Identitéatseigenschaft von & folgt, dass M (0) die Identitét idy (beziehunsweise im
Fall X = KV die (N xN)-Einheitsmatrix I y) ist und I'(0) = 0 gilt. Aus der Halbgruppenei-
genschaft von ® ergeben sich auflerdem die analoge Eigenschaft von M

M (s+t) = M(s)M(t) fir s,t € T

(wobei M (s) und M (t) mit der Komposition linearer Abbildungen oder als Matrizen multi-
pliziert werden) sowie die Bedingung I'(s+t) = M(s)I'(t) + I'(s) fur s,¢ € T. Insbesondere
ist M damit stetiger Halbgruppenhomomorphismus von T nach £(X,X") (beziehungsweise
nach IKNVXN),

3.2 Die Klassifikation Zeit-diskreter linearer Systeme

Wie in Kapitel 1 erldutert, kommt jedes Zeit-diskrete dynamische System durch Iteration seiner
Zeit-1-Abbildung zustande, und bei einem linearen System ist die Zeit-1-Abbildung affin linear.
Es handelt sich bei einem Zeit-diskreten und linearen System mit Zustandsraum K% also um
ein System des Typs (T, K", ¢) zu einer affin linearen Abbildung ¢ der Form

o(z) = Mx+y fiir z € KV (3.1)

mit einer festen Matrix M € KV*N (die im Fall T = Z invertierbar sein muss) und einem festen
Vektor v € K¥. Die in Definition 3.1 auftretenden Gréfen ergeben sich nun fiir k € T als

k—1 i
M) = MF, T(k) = {zi:O_IMV | fallsk >0
— Y g M7y falls k<0

(wobei die Bezeichnung M jetzt sowohl fiir eine Funktion in CO(T,KV*V) als auch fiir deren
Wert an der Stelle 1 steht; diese leichte Doppeldeutigkeit wird hier als vertretbar betrachtet).

Der Rest dieses Abschnitts beschrinkt sich der Einfachheit halber auf die Untersu-
chung homogener linearer Systeme, das heifit auf den Fall v = 0 beziehungsweise I' = 0
im Vorausgehenden. Diese Annahme ist weniger einschrinkend, als es scheinen mag, denn man
kann oft mit einem einfachen Argument auf den Fall v = 0 reduzieren: Ist ¢ von
der Form (3.1), und ist 1 kein Eigenwert von M, so ist die Matrix (Iy—2M) invertierbar, und
zg = (In—M) "'y mit Mzg+y = x¢ ist eindeutiger Fixpunkt des Systems (T,K", ). Man
kann diesen Fixpunkt dann in den Nullpunkt iiberfithren, indem man von ¢ zum neuen Fluss
(k,x) — ®(k,zo+z) — 20 und dementsprechend von der affin linearen Zeit-1-Abbildung ¢ zur
einfacheren linearen Abbildung = — ¢(zo+x) — xog = Mz tibergeht. Da sich praktisch alle qua-
litativen Eigenschaften problemlos {ibertragen, reicht es, das neue, homogene lineare System
anstelle von (T, K", ) zu untersuchen. Ist 1 ein Eigenwert von M, so bilden die Fixpunkte
von (T,]KN , ) entweder einen affinen Unterraum der Dimension > 1 in KY, oder es existiert
tiberhaupt kein Fixpunkt. Im ersten dieser beiden Fille ist die beschriebene Reduktion nach wie
vor moglich und zeigt auch, dass bei allen Fixpunkten dasselbe Verhalten vorliegt. Im zweiten,
dem Fixpunkt-losen Fall ist eine solche Reduktion tatséchlich nicht mdglich, und in diesem Fall
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3.2. Die Klassifikation Zeit-diskreter linearer Systeme 29

kann die Iteration von z — Mz+ ein etwas anderes Verhalten (im Wesentlichen mit zusétz-
lichen unbeschriankten Bahnlinien) ergeben als die Iteration von x +— Mz. Der Ausschluss des
Fixpunkt-losen Falls im Folgenden ist aber zumindest! im Hinblick auf Stabilit:itsuntersuchun-
gen bei Fixpunkten offensichtlich nicht einschrinkend.

Wie angekiindigt werden jetzt Iterationen von Selbstabbildungen @ — Mx mit M €
betrachtet, und fiir das zugehoérige dynamische System mit diskreter Zeit T und Fluss (k, x) —
MPFz wird (T, X, M) notiert. Als erste simple Beobachtung iiber dieses System halten wir fest:

]KNXN

Lemma. Ist M € KN*N 50 sind jeder Eigenraum und jeder Hauptraum von M invariante
Mengen des homogenen linearen Systems (T, KN, M).

Beweis. Die Behauptung ergibt sich direkt aus den Gleichungen Mx = Az beziehungsweise
(M —My)’2z = 0 fiir ein £ € IN, die Eigenraum- bezichungsweise Hauptraum-Vektoren z € KV
zum Eigenwert A € K charakterisieren. Da M mit sich selbst und Iy kommutiert, folgt sofort,
dass M*z denselben Gleichungen geniigt, daher ist O(z) = {M¥z : k € T} stets im gleichen
Figen- beziehungsweise Hauptraum enthalten wie x. O

Der folgende Satz geht deutlich weiter und beschreibt fiir homogene lineare Systeme das
Langzeitverhalten bei beliebigem Inititalzustand in IKV (abgesehen vom trivialen Fall der Ru-
helage 0):

Satz 3.2 (iiber das Langzeitverhalten bei Zeit-diskreten linearen Systemen). Seien eine
Matriz M € KN*N und mit ihr das Zeit-diskrete dynamische System (T,IKN, M) (mit T = Ng
oder bei invertierbarem M wahlweise auch mit T = Z) gegeben. Ein Punkt x € KN \ {0} besitzt
eine eindeutige Zerlegung

r=x1+T2+ ... F+p, x; € Hy, (M) \ {0} (3.2)

mit p € IN verschiedenen FEigenwerten \i,Az,..., A, € C von M iber C (wobei je nach x
aber nicht unbedingt alle Eigenwerte von M wvorkommen) und den zugehorigen Hauptriumen
Hy, (M),Hy,(M),...,Hy, (M) C CN. Es tritt dann eine der folgenden drei Alternativen ein:

(A) max{|A1],|A2],...,[Ap|} < 1.

In diesem Fall ist x wandernd mit limy,_,oo M*2 = 0, und dementsprechend gilt w(z) = {0}.

(B) max{|Ai],[A],..., | \p|} = 1 und fir alle i mit |N\;| = 1 ist x; € Ey, (M) \ {0} Eigenvektor
2U N

In diesem Fall bleibt |M*x| bei k — oo von 0 und oo weg beschrinkt. Falls alle \; Einheits-
wurzeln sind, ist x periodischer Punkt mit dem kleinsten gemeinsames Vielfachen der Ord-
nungen der Finheitswurzeln als Periode; falls alle A; Betrag 1 haben, ist x zumindest fast-
periodischer Punkt; andernfalls ist x wandernd. Falls (nur) all diejenigen \; mit |\;| = 1
Einheitswurzeln sind, ist w(x) endlich; andernfalls ist w(x) kompakt und homdomorph zu
einer Teilmenge des Kartesischen Produkts {1,2,...,0}x(S")?, wobei £ das kleinste gemein-
same Vielfache der Ordnungen der auftretenden Finheitswurzeln \; ist und g € {1,2,...,p}
die Anzahl der Nicht-FEinheitswurzeln N; mit |X\;| = 1.

Man kann sich iiberlegen, dass der Ausschluss des Fixpunkt-losen Falls auch bei Stabilitéitsuntersuchungen
fiir kompakte, positiv invariante Mengen K nicht einschrinkend ist. Ist nimlich K # () solch eine Menge, so
ist die kleinste konvexe Obermenge von K, die sogenannte konvexe Hiille C(K), ebenfalls nicht-leer, kompakt
und positiv invariant. Geméafl einem Fixpunktsatz von Schauder besitzt dann ¢ als stetige Selbstabbildung der
nicht-leeren, kompakten und konvexen Menge C(K) in sich einen Fixpunkt.
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30 KAPITEL 3. Lineare (und linearisierte) dynamische Systeme

(C) max{|Ai],[A2],...,|A\p|} > 1 oder es gibt ein i mit |\;| =1, so dass x; € Hy,(M) \ Ey, (M)
kein Eigenvektor zu \; ist.

In diesem Fall ist x wandernd mit limy,_,o |M*z| = oo, und dementsprechend gilt w(x) = (.
Insbesondere ist x in keinem der Fille je transitiv.

Beweis. Die Existenz der Zerlegung (3.2) folgt aus linearer Algebra, genauer daraus, dass CV
bekanntlich als direkte Summe der Hauptrdume von M geschrieben werden kann.

Der Ubersichtlichkeit halber sei fiir die folgende Rechnung und Argumentation vorerst an-
genommen, dass € Hy(M) \ {0} fiir einen Eigenwert A € C von M gilt und z selbst somit der
einzige Summand auf der rechten Seite von (3.2) ist. AuBerdem sei M) := M —M\ly abgekiirzt.
Wie in der linearen Algebra (typischerweise im Kontext der Jordan-Zerlegung) gezeigt wird, gibt
es dann ein minimales m € IN, so dass x, M)z, M)Q\l‘, ey Mf“lm iiber C linear unabhéngig sind
und Mz = 0 gilt. Fiir Punkte im Orbit von z erhélt man durch Ausmultiplizieren die Formel

Mkl' = ()\]IN + MA)kSL'
= Mo 4 kXM + (g) N2 e .+ (mk_l))\kferle%la: (3.3)
= N g A M (AT MR (8 ) AM ]

fiir alle k& > m. Hierbei ist zu beachten, dass der Term in den eckigen Klammern ein Polynom
in k ist, im nicht-trivialen Fall A # 0 von 0 weg beschrénkt bleibt (denn es handelt sich um eine
Linearkombination linear unabhéngiger Vektoren mit k-unabhéngigem Leitkoeffizienten \™) und
sich genau im Fall eines Eigenvektors 2 € E)(M) mit m = 1 auf einen konstanten Summanden
reduziert. Insgesamt entnimmt man daher aus der Formel, dass |M*z| im Fall |A\| < 1 gegen 0
konvergiert, im Fall |A\| = 1, z € Ey(M) von 0 und oo weg beschrénkt bleibt, und in den restlichen
Fillen gegen oo konvergiert. Klar ist auch, dass im Fall x € Ey(M) einfach M*z = Nz gilt
und damit fiir jede Einheitswurzel A ein periodischer Punkt x mit endlichem Orbit O(z) und
endlicher Limesmenge w(z) = O(z) vorliegt. Ist € Ex(M) \ {0} fiir ein A, das Betrag 1 hat,
aber keine Einheitswurzel ist, so lasst sich Fast-Periodizitdt von x durch eine Anwendung von
Satz 2.9 auf das einfachere System (Z,S!,z — A-z) vom Typ des Beispiels (3) aus Kapitel 1
nachweisen. Der Satz garantiert zunichst nur, dass irgendein Punkt in S' fast-periodisch ist,
doch wegen Rotationsinvarianz folgt problemlos, dass auch 1 (und jeder andere Punkt von S')
fast-periodisch fiir (Z, S', z + A-z) ist. Dies wiederum impliziert die behauptete Fast-Periodizitsit
von x € Ex(M) \ {0} fiir (T, KY, M). Mit elementaren Argumenten lisst sich tats#ichlich auch
nachweisen, dass im zuletzt betrachteten Fall jeder Punkt von S! transitiv fiir (Z, S, z = \-2)
ist. Hieraus folgt, dass jeder Punkt zz mit z € S! ¢ C Haufungspunkt von M*2z bei k — oo und
deshalb w(z) = {zz : z € S'} homdomorph zu S! ist. Im Fall z € Hy(M) \ {0} sind damit alle
Behauptungen des Satzes nachgewiesen.

Es verbleibt, den Fall von p > 2 Summanden z; in der Zerlegung (3.2) zu behandeln.
In dieser Situation gilt eine zu (3.3) analoge Formel fiir jedes x; (mit dem zugehorigen Ei-
genwert A; und einem ebenfalls i-abhéingigen m; € IN), und die gerade nachgewiesenen Ei-
genschaften gelten entsprechend fiir z; und MF*z;. Da gemiB dem vorausgehenden Lemma
MPFz; € Hy,(M) im Hauptraum zu )\; verbleibt, lisst sich nun auf das behauptete Verhal-
ten von M*x = MFxi+MFro+ ... —i—kap schlieffen. Dieser Schluss wird hier nicht im Detail
ausgefiihrt, sondern es werden nur die wesentlichen dafiir relevanten Prinzipien erwéahnt: So
verwendet man naheliegenderweise, dass das Wachstum von |M*z| durch das Wachstums der
|MPz;| zu den auftretenden Eigenwerten )\; des gréften Betrags bestimmt ist. Auch benutzt
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3.2. Die Klassifikation Zeit-diskreter linearer Systeme 31

man die Beobachtung, dass x wegen der Invarianz der Hauptriume wandernd ist, sobald nur ein
x; in der Zerlegung (3.2) wandernd ist (was wiederum genau dann eintritt, wenn |);| # 1 oder
x € Hy,(M) \ Ey, (M) gilt). Der Nachweis der Fast-Periodizitdt von x im Fall, dass alle A; Be-
trag 1 haben, gelingt wie zuvor mit Hilfe von Satz 2.9. Um schliefilich den Typ der Limesmenge
w(z) im Fall (B) zu bestimmen, unterteilt man die p Vektoren z1,x2,...,z, (in der Zerlegung
des fixierten Punktes z) in drei Klassen. Eine erste Klasse enthélt alle z; € Hy, (M) \ {0} zu
Eigenwerten \; mit |\;| < 1; solche z; spielen im Folgenden wegen w(z;) = {0} keine Rolle. Eine
zweite Klasse A; enthélt alle z; € Ey (M) \ {0} zu Einheitswurzeln ;. Alle z; € A; und somit
auch Zye 4, ¥ sind periodische Punkte; die Periode ¢ von Zye A, ¥ und damit die Anzahl der
Elemente in W(Zye A y) ergibt sich als kleinstes gemeinsames Vielfaches der Ordnungen der
zugehorigen Einheitswurzeln. Die letzte Klasse Ay enthélt solche z; € Ey, (M) \ {0}, fiir die das
zugehorige A; Betrag 1 hat, doch keine Einheitswurzel ist. Fiir solche z; ist w(z;) homdomorph
zu S', die Bestimmung des exakten Homomorphie-Typs von w( Zye A, y) ist aber schwierig,
und deshalb sei nur festgehalten, dass w( Zye A;
mit der Anzahl ¢ der Elemente von Aj; ist. Insgesamt ist dann w(x) homomorph zu einer Teil-

menge des Kompaktums {1,2,...,¢} x (SH)?, und damit ist die abgeschlossene Menge w(z) auch
selbst kompakt. O

y) homoéomorph zu einer Teilmenge von (S*)?

Mit Hilfe des vorigen Satzes lassen sich nun folgende (notwendigen und hinreichenden) Kri-
terien fiir die Stabilitdt von Fixpunkten Zeit-diskreter homogen linearer Systeme aufstellen:

Korollar 3.3 (iiber Stabilitit von Fixpunkten Zeit-diskreter linearer Systeme). Durch
M € KN*N sei das Zeit-diskrete dynamische System (T, KN, M) (mit T = INg oder bei in-
vertierbarem M wahlweise auch mit T = 7)) gegeben, und jetzt seien A\i,Aa,..., A\, € C mit
1 < p < N alle verschiedenen FEigenwerte von M diber C mit zugehdorigen Eigen- und Hauptrdum-
en Ey, (M) C Hy, (M) C CN. Dann tritt genau einer der folgenden drei Fille ein:

(A) max{[As], [Als- .05 [Ap|} < 1.
In diesem Fuall ist der einzige Fizpunkt 0 asymptotisch stabil.

(B) max{|A1],|A2],...,|Ap|} = 1 und fiir alle i mit |\;| =1 ist Hy,(M) = E),(M).

In diesem Fall ist der Fizpunkt O (wie auch jeder andere Fizpunkt) Ljapunov-stabil, aber
nicht asymptotisch stabil.

(C) max{|A1],|A2],...,|Ap|} > 1 oder es gibt ein i mit |\;| =1, Hy,(M) # Ey,(M).
In diesem Fall ist der Fizpunkt 0 (wie auch jeder andere Fixpunkt) tnstabil.

Bemerkungen.

(1) Neben 0 treten genau dann weitere Fixpunkte auf, wenn 1 Eigenwert von M ist. Es handelt
sich bei diesen Fixpunkten dann genau um die Eigenvektoren von M zum Eigenwert 1.

(2) Die Stabilitdtskriterien des Korollars sind auch bei praktischen Rechnungen gut zu
handhaben und erlauben tatséchlich eine vo6llig schematische Durchfithrung von
Stabilitdtsuntersuchungen. Ob H), (M) = E),(M) gilt, kann man dabei ohne expli-
zite Berechnung des Hauptraums H), (M) entscheiden; dazu muss man gemé$ linearer
Algebra namlich nur priifen, ob die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts \; (das ist seine
Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von M) mit seiner geometrischen
Vielfachheit (das ist die Dimension des Eigenraums Ey,(M)) tibereinstimmt.
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Beweis. Im Fall (A) garantiert Satz 3.2 (A), dass limy_,o M*z = 0 fiir alle z € K" gilt und der
Fixpunkt 0 somit global attraktiv ist. Wendet man die genannte Konvergenz zunéchst nur fiir
(kanonische) Basisvektoren z an und geht dann zu allgemeinen = € B;(0) iiber, so folgt, dass
es eine nicht von z abhéngige Konstante C' € [1,00) mit supycp, |[M*z| < C fiir alle z € B;(0)
gibt. Fiir beliebiges € > 0 ergibt die Wahl ¢ := ¢/C nun, dass fiir jedes x € Bs(0) der positive
Halb-Orbit O"(z) in B.(0) enthalten ist. Damit ist 0 stabil, also auch asymptotisch stabil.

Im Fall (B) greift fiir jedes 2 € K" entweder Teil (A) oder Teil (B) von Satz 3.2. Durch
Anwendung der resultierenden Aussagen auf Basis-Vektoren von K findet man ein C € [1, 00)
mit der Eigenschaft des vorigen Beweisteils und erhilt erneut die Ljapunov-Stabilitdt von 0.

Im Fall (C) gibt es entweder ein x € Hy, (M) \ {0}, |A\i] > 1 oder ein x € Hy, (M) \ Ey, (M),
|Ail = 1. Im Fall K = C lésst sich Satz 3.2 (C) direkt auf Vielfache ax dieses x mit beliebig
kleinem Vorfaktor a € €\ {0} anwenden und liefert mit limy_,, |[M*(az)| = oo die Instabilitit
von 0. Im Fall K = R muss nicht unbedingt z € RY gelten, aber es ist T € H/\—i(M ), und
Anwendung von Satz 3.2 (C) auf a(x+7Z) € R mit beliebig kleinem Faktor a € R \ {0} liefert
auch in diesem Fall die Behauptung.

Dass jeder andere Fixpunkt in den Féllen (B) und (C) dasselbe Verhalten wie 0 aufweist, folgt
— wie schon diskutiert — einfach durch Verschieben solcher Fixpunkte in den Nullpunkt. [

3.3 Stabilitiat bei Zeit-diskreten nicht-linearen Systemen, Linea-
risierungskriterien

In diesem Abschnitt werden Stabilitétsuntersuchungen fiir Fixpunkte Zeit-diskreter Systeme
auch auf den nicht-linearen (oder eigentlich nur nicht-unbedingt-linearen) Fall ausgedehnt. Eine
erste Zusammenstellung hinreichender Kriterien fiir Stabilitdt und Instabilitat folgt.

Satz 3.4 (Einfache Stabilitétskriterien fiir Fixpunkte nicht-linearer Systeme). Seien
D eine Teilmenge von KN und o € C°(D, D) eine stetige Abbildung, so dass das Zeit-diskrete
System (T, D, @) einen Fizpunkt xy € D besitzt. Dann gelten folgende Kriterien fiir die Stabilitit
VON T(:

(A) Gibt es ein 6 > 0 mit Bs(xg) C D und |p(x)—x0| < |x—20| fiir alle x € Bs(xo) \ {x0},

so ist xg asymptotisch stabil.

(B) Gibt es ein § > 0 mit |p(x)—xo| < |x—x0| fiir alle x € Bs(xg) N D, so ist zo Ljapunov-
stabil.

(C) Gibt es ein 6 > 0 mit Bs(zo) C D und |@(x)—xo| > |x—20| fir alle x € Bs(zo) \ {z0},
so ist xo instabil.

Speziell im Fall K =R, N =1, also fir D C R gilt zudem:

(D) Gibt es ein 6 > 0 entweder mit (xo, zo+0) C D und p(x) > x fir alle x € (zg,x0+9) oder
mit (xo—9,z0) C D und p(x) < x fir alle x € (xg—9, o), so ist zo ebenfalls instabil.

Bemerkungen.

(1) Aus dem Satz ergeben sich zumindest? im Fall K = R Ableitungskriterien fiir Stabilitit:
Ist zg innerer Punkt von D und ¢ an der Stelle zq total differenzierbar, so ist fiir die Anwen-

dung von (A) beziehungsweise (C) hinreichend, dass |[|[Dp(xg)|[gyxy < 1 (mit der Opera-
tornorm auf RY*V) gilt beziehungsweise Dy(x¢) invertierbar ist und HD(p(xo)_l HRNX Ny <1

2Im Fall K = C gilt im Prinzip analoges, sobald man einen sinnvollen Ableitungsbegriff fiir C~-wertige
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gilt. Zur Anwendung von (D) im Fall N = 1 reicht es, wenn ¢ bei xg nur einseitig diffe-
renzierbar ist und ¢'(z¢) > 1 fiir die einseitig gebildete Ableitung ¢'(x¢) gilt. Insbesondere
das Ableitungskriterium fiir Instabilitdt wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels aber noch
deutlich verbessert.

Fiir die Voraussetzung von (B) ist fiir K = R und bei an der Stelle z( differenzierbarem ¢
notwendig, dass |[|[Dp(zo)||gvxy < 1 gilt. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend und
erlaubt noch keine Anwendung von (B).

(2) Statt D C KV kann man bei obigen Kriterien auch allgemeinere metrische Riume als Zu-
standsrdume zulassen. Tatsédchlich zeigt der folgende Beweis, dass mit der Metrik formulierte
Version von (A) und (C) in jedem lokal-kompakten metrischen Raum D (im Fall von (C)
bei nicht-isoliertem ) gelten. Das Kriterium (B) und einfache Versionen von (A) und (C),
bei denen stérkere quantitative Voraussetzungen wie dp(p(z), zo) < kd(z,x0), k € [0,1) be-
ziehungsweise dp(p(z), zo) > kd(z, x0), k € (1, 00) gefordert werden, gelten sogar in einem
beliebigen metrischen Raum D.

(3) Im Lichte der vorigen Bemerkung wird klar, dass Satz 3.4 nicht nur mit der Euklidischen
Norm auf K¥ (fiir die die oben formulierte Version des Satzes gemeint ist), sondern auch
mit anderen Normen auf K” gilt. Insbesondere kann (abgesehen einzig vom Fall N = 1)
die Giiltigkeit der Voraussetzungen des Satzes von der Wahl der Norm auf KV
abhingen und die Wahl einer guten Norm ein nicht-triviales Unterfangen sein. Dies gilt
ebenso fiir die in Bemerkung (1) erwidhnten Ableitungskriterien, da die Operatornorm auf
RN*N natiirlich von der auf RY verwendeten Norm abhingt. Die folgenden und schon
erwihnten Ableitungskriterien werden dieses Defizit (in den meisten Féllen) beseitigen.

Beweis von Satz 3.4. Tm Fall (B) ist klar, dass |@¥(x)—xo| fiir alle # € Bs(xg) nicht-wachsend
von k € T abhéngt und somit O () fiir alle x € Bs(z9) N D in Bs(zg) verbleibt. Dies zeigt
Ljapunov-Stabilitédt von xg.

Im Fall (A) bleiben fiir jedes x € Bs(zo) die Iterierten *(x) in einer kompakten Teilmenge
von Bj(xp), und deshalb existiert mindestens ein Haufungspunkt von ¢¥(x) bei k — co. Da
Stabilitat geméf (B) vorliegt, bleibt nur die Moglichkeit eines von z( verschiedenen Héufungs-
punktes y € Bs(z) auszuschlieBen. Trite ein solcher Haufungspunkt 3 = limy_,+ ©* () entlang
einer (strikt monotonen) Teilfolge (k¢)sew auf, so ergébe sich durch (kgy1—(ke+1))-malige An-
wendung der Voraussetzung in (A) die Ungleichung

Mt (2)—z0| = | (y)—o| -

ly—zo| = lim ‘(pk“l(x)—mo‘ < lim |<p
{—00 {—00

Das Ergebnis dieser Argumentation stellt aber auch einen Widerspruch zur gemachten Voraus-

setzung her, also ist zg = limy_,o ©* () der einzige Haufungspunkt, und zg ist asymptotisch
stabil.

Zum Beweis von (C) fithrt man fiir beliebiges z € Bs(zo) \ {zo} zunéchst die Moglichkeit,

dass in Bj(zo) ein Haufungspunkt von ¥ (z) bei k — oo existiert, zum Widerspruch. Dass x

selbst solch ein Hiufungspunkt sein konnte, ist ausgeschlossen, da |¢"(z)—xo| wachsend von

Funktionen auf einer Teilmenge von CV zugrunde legt. Am einfachsten ist es, dazu CV mit R?Y zu identifizieren
und den reellen Ableitungsbegriff zu verwenden, bei dem Deg(zo) als Matrix in R*V*?" oder auch als R-lineare
Abbildung von CV in sich zu verstehen ist. Als Matrix in C¥*¥ kann man die Ableitung Dy(xo) iibrigens
nur dann betrachten, wenn man statt einer R-linearen sogar eine C-lineare Abbildung erhélt, was dem viel
einschrinkenderen, in der Funktionentheorie untersuchten komplexen Ableitungsbegriff entspricht.
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k € T abhéngt. Fiir Hiufungspunkte in Bs(zg) \ {0} dagegen erreicht man voéllig analog zum
vorigen Beweisteil einen Widerspruch. Wegen Kompaktheit von B;/o(7¢) ist damit gezeigt, dass
es zu (beliebig nah an xq gelegenen) z € Bs(xg) \ {zo} stets ein k € IN mit | (x)—zg| > /2
gibt und O* () ¢ Bs/o(wo) gilt. Dies geniigt zum Nachweis der Instabilitit von .

Der Beweis von (D) verlduft im Prinzip analog zu dem von (C), wobei man in einem Fall
nur mit solchen x arbeitet, die grofler als zg sind, im anderen Fall nur mit solchen, die kleiner
als zg sind. ]

Als Néchstes folgen die angekiindigten und teils verbesserten Stabilitatskriterien; diese #hneln
dem linearen Fall des Korollars 3.3 und erlauben nun aber auch im nicht-linearen Fall eine
schematische Stabilititsuntersuchung durch die Berechnung von Eigenwerten. Anders als
im linearen Fall decken die Kriterien aber nicht alle méglichen Fille ab und werden hier nur?
fiir den reellen Fall K = R angegeben.

Satz 3.5 (iiber lineare Stabilitéitskriterien fiir Fixpunkte nicht-linearer Systeme).
Seien D eine Teilmenge von RN und ¢ € C°(D, D) eine stetige Abbildung, so dass das Zeit-
diskrete System (T,RN,p) einen inneren Punkt xo von D als Fizpunkt besitzt. Sei ¢ an der
Stelle zq total differenzierbar mit Ableitung Dp(xo) € RN*N, und seien A1, A, ..., Ay € C mit
1 < p < N alle verschiedenen FEigenwerte von Dy(zg) dber C. Dann gelten folgende Kriterien
fiir Stabilitdt und Instabilitdt:

(A) Ist max{|A1], |A2|,..., |Ap|} < 1, so ist der Fizpunkt zo asymptotisch stabil.
(B) Ist max{|A1], |A2],...,|Ap|} > 1, s0 ist der Fizpunkt xo instabil.
Bemerkungen.

(1) Man bezeichnet die Kriterien des Satzes als lineare Stabilitéitskriterien, Linearisie-
rungskriterien fiir Stabilitit oder Erster-Ordnung-Stabilitidtskriterien, da in ge-
wisser Weise Stabilitét von der linearen Approximation, also der Erster-Ordnung-(Taylor-)
Approximation x — ¢(xg)+Dy(zo)(z—x0) auf die nicht-lineare Abbildung x — ¢(x) iiber-
tragen wird; vergleiche mit dem Beweis.

(2) Im Fall max{|A1], |A2],. .., |Ap|} = 1 lésst sich anhand der Eigenwerte (und auch anhand
von Dy(xg)) allein nicht iiber die Stabilitéit von x¢ entscheiden.

(3) Die Relation zu den bereits zuvor diskutierten Stabilitétskriterien kann man wie folgt verste-
hen: In der Situation von Satz 3.5 (A) wird der folgende Beweis zeigen, dass ||[Dg(zo)|| < 1
in einer geeigneten Operatornorm gilt; in diesem Fall handelt es sich also um eine Vari-
ante des schon nach Satz 3.4 festgehaltenen Ableitungskriteriums, wobei die wesentliche
Voraussetzung in der neuen Version leichter handhabbar und nachpriifbar ist. In der Situa-
tion von Satz 3.5 (B) allerdings muss die nach Satz 3.4 formulierte hinreichende Bedingung
HD(p(a:O)_l | <1 fiir Instabilitét bei Weitem nicht erfiillt sein. Um diese Bedingung sicher-
zustellen, miisste tatséichlich das Minimum statt des Maximums der Betriage der Eigenwerte
grofer als 1 sein. Insofern verschéirft Satz 3.5 (B) das frithere Kriterium deutlich.

3Ist D in Satz 3.5 eine Teilmenge von CV statt RY, so kann man CV mit R?" identifizieren und den Satz
mit 2N anstelle von N anwenden; dies bedeutet — wie schon einmal erwihnt — dass man mit dem reellen
Ableitungsbegriff arbeitet. Liegt komplexe Differenzierbarkeit vor, so lasst sich einsehen, dass die Kriterien genauso
mit den Eigenwerten der komplexen Ableitung (als C-lineare Abbildung CY — CV oder Matrix in CV*") gelten;
dies bringt jedoch kaum einen Gewinn und wird hier nicht weiter betrachtet.
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Beweis von Satz 3.5. Nach eventueller Verschiebung des Fixpunktes lésst sich zg = 0 annehmen.
Zuerst wird das Kriterium (A) behandelt. Mit den Abkiirzungen

M :=Dp(0) e RN und B :=1—max{|\,[Aa|,...,[Ap]} >0

besagt die Voraussetzung dieses Falls, dass alle Eigenwerte von M Betrag < (1—/) haben. Fir
die folgende Argumentation wird eine Jordan-Basis vy, vs,...,vy zu M in CV (deren Existenz
aus der linearen Algebra bekannt ist) fixiert und eine zugehéorige nicht-Euklidische Norm || - ||,
auf CV verwendet. Die Norm wird dabei zunéichst auf den Basisvektoren v; durch |v;]|,, =
(3/B)™ definiert, wobei m; die minimale natiirliche Zahl mit (M—Mly)™iv; = 0 fiir ein A € C
bezeichnet (und die Existenz eines solchen m; dadurch begriindet ist, dass Vektoren einer Jordan-
Basis in den Hauptréumen liegen). Durch die Festlegung || PR avil|,, = SOV ail vl fiie

ai,as,...,ay € C wird die Norm dann auf ganz CV erklirt. Als entscheidende Eigenschaft der
Norm || - ||, wird nun die Kontraktionseigenschaft
Mz, < (1=28)|2 fiir alle 2 € CV (3.4)

nachgewiesen. Dazu reicht es, (3.4) fiir die Vektoren der obigen Jordan-Basis zu verifizieren:
Ist v; € Ey(M) ein (Basis-)Vektor in einem Eigenraum, so erhdlt man sofort ||Muv;l,, =
I Nvillyy < (1=8)||vill - Fiir einen Basis-Vektor v; € Hy(M) \ Ex(M), der kein Eigenvek-

tor ist, ist m; > 2; es gelten ||v;||,, = (3/8)™ und ||(M—An)vi|l,, = (3/8)™ 1, so dass sich
1Mvillyr < N Joilla+3/8)™ 7 < (1=B)lvill s +gBlvillar = (1=38)|villy ergibt. Damit ist
(3.4) nachgewiesen.

Als Nichstes sei daran erinnert, dass xp = 0 angenommen wurde, somit ¢(0) = 0 gilt und
M = Dy(0) gewiihlt wurde. Zu einem beliebigen ¢ € R gibt es dann gemifl der Definition der
totalen Ableitung (beziehungsweise einer einfachen Version des Satzes von Taylor) ein § € (0, ¢),

so dass fiir alle z € RY mit ||z]|,, < § einerseits x € D und andererseits
lo(e) — Ma|y < 18]l
gilt. In Kombination mit (3.4) folgt hieraus die Kontraktionseigenschaft
le@)lly < A=38)lally,  fiir alle o € RY mit [al],, < o

von . Ausgehend von dieser Eigenschaft ldsst sich der Beweis durch eine Anwendung von Satz
3.4 (A) abschliefien, doch die direkte Argumentation ist insgesamt noch einfacher: Insbesondere
gilt nach obigem [|¢(z)||,, < d fiir alle z € RY mit ||z||,, < &. Die Kontraktionseigenschaft von
¢ kann somit iteriert werden, und fiir k¥ € Ng und € RY mit ||z||,, < J ergibt sich

P (@)l < (1=38) "l <6 <e.

Damit ist fiir z in der || - ||,;~0-Kugel um 0 sowohl verifiziert, dass O"(z) in der || - || ,,-e-Kugel
um 0 bleibt, als auch, dass limy_,o ¢*(z) = 0 gilt. Also ist der Fixpunkt 0 asymptotisch stabil
und der Beweis des Kriteriums (A) vollstiandig.

Das Kriterium (B) fu8t groitenteils auf einer d&hnlichen Argumentation, wird aber dadurch
noch etwas subtiler, dass zusétzlich zu Eigenwerten vom Betrag > 1 auch Eigenwerte vom
Betrag < 1 auftreten konnen. Tatsichlich sei wieder M := Dp(0) € RV*N abgekiirzt, doch
anders als zuvor sei 5 > 0 jetzt derart fixiert, dass kein Eigenwert einen Betrag zwischen 1 und
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1+ aufweist, also so, dass |A1], |A2], ..., |A\p| & (1,1+0) gilt. Weiterhin sei C¥ = V; @ V3 in die
C-linearen Unterrdume

P P
@ und Vo i= @ H,, (M)
et .
<1

=1
| [Xi|>1+8

zerlegt, wobei nach Annahme des Falls (B) stets V5 # {0} gilt (wihrend V7 = {0} moglich ist).
Mit Hilfe einer Jordan-Basis kann nun &hnlich wie zuvor eine von M abhéngige Norm || - ||, auf
CV mit

1Myl < (145B8)

M|y = (1428)||w2] fir alle z; € Vi, 20 € Vo (3.5)

lz1+22]l 5 = 1]l s+l 2llar

konstruiert werden. Ebenfalls wie zuvor gibt es ein ¢ € R*, so dass alle z € RY mit ||z||,, < ¢
in D enthalten sind und

lp(z) = Mzlly, < Bl

erfiillen. Da CN = V; @ V; gilt, kann insbesondere jedes z € RY eindeutig als z = x;+z2 mit
z1 € Vi, x2 € V5 aufgespalten werden, und insbesondere lisst sich auch ¢(z) = ¢(z); + p(x),
derart zerlegen. Es folgt

%/BHQUHM
5811zl 5

lp()y — Mailly,

<
lp(x)y = Maslly, <

} fiir alle 2 € RY mit ||z||,, <&

(wobei auch verwendet wurde, dass Mx; € V3 und Mxo € V5 gelten). Durch Einsetzten dieser
Abschétzungen in (3.5) erhélt man

lo@)llyy < A+38)llzallyy + gBlw2lly

fiir alle z € RY mit ||z|/,, < ¢,
lo(@)allny = (A+3B)llz2llyy — §Bll21lla } "

und Subtraktion der ersten von der zweiten Ungleichung ergibt

le@)allay = (@)1 llar = A+58) ezl — llzally]  fiir alle z € RY mit ||z, <e.

Gilt fiir z € RY mit ||z||,; < € nun |22, > |21, so folgt durch Iteration dieser letzten
Ungleichung, dass es ein & € IN mit ||¢*(x)||,, > € gibt. Wire dies néimlich nicht der Fall, so
liele sich die Ungleichung beliebig oft iterieren und man bekéme

k—o0

I @l = 165 @)allar = 165 @)y > 438 [l2allng = I lla] =5 00,
was offensichtlich im Widerspruch zu || (z)y|l,, < l¢"(z)|,, < € fiir alle k € N steht. Nun
gibt es beliebig nah bei 0 gelegene z € RV \ {0} mit ||z|,, < € und 22 = z, 1 = 0 (denn
fir 0 # y € V; ist auch 7 € Vo und damit y+3 € Vo N RY); und diese = erfiillen wie gerade

begriindet O (z) ¢ B.(0), daher ist der Fixpunkt 0 instabil fiir (T, R",¢). Dies komplettiert
den Beweis des Kriteriums (B). O
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Teil 11

Gewohnliche Differentialgleichungen
und
kontinuierliche dynamische Systeme

37






Kapitel 4

Grundlagen und Terminologie,
Typen von Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der endlich viele Ableitungen einer
Funktion einer reellen Variablen auftreten. Die Losung einer derartigen Gleichung ist in der
Mathematik sowie in Naturwissenschaft und Technik in vielen verschiedenen Zusammenhéngen
erforderlich und wird in diesem zweiten Vorlesungsteil systematisch behandelt — sowohl in
rechnerischer als auch in theoretischer Hinsicht. Als Erstes werden hierzu der Gleichungs- und
der Losungsbegriff wie folgt prézisiert, wobei IK weiterhin als Platzhalter fiir R oder C steht.

Terminologie. Fine gewdhnliche Differentialgleichung, kurz GDG oder (gewdhnliche)
DGL, ist eine (zundchst formale) Gleichung in der impliziten Form

(- uu u” . ,u(mfl),u(m)) =0 (4.1)
oder der nach u'™ aufgelésten, expliziten Form
u™ :f(-,u,u’,u",...,u(mfl)). (4.2)

Gegeben sind dabei eine Zahl m € N := {1,2,3,...}, genannt' die Ordnung der Gleichung,
normierte Riume X und Z iiber IK und die Strukturfunktion g: Dz auf einem Definiti-
onsbereich D € Rx X1+m beziehungsweise f: D — X auf einem Definitionsbereich D C RxX™.
Gesucht ist bei (4.1) und (4.2) stets die unbekannte Funktion u.

Bemerkung. Die explizite Form ist weniger allgemein und entspricht dem Spezialfall D =
DxX, Z=X, g(t,x0,%1,- -, Tm—1,Tm) = Tm — f(t, 20,21, ..., Tm—1) der impliziten Form.

Die durch die Gleichungen (4.1) und (4.2) symbolisierten Forderungen an u sind wie folgt
zu verstehen:

Definition 4.1 (Lésungen von DGLen). FEine m-mal differenzierbare Funktion uw: I — X
(mit Ableitung u': I — X, zweiter Ableitung u”: I — X, ..., m-ter Ableitung u(™: I — X)
heif$t eine Losung der Differentialgleichung (4.1) beziehungsweise (4.2) auf einem Intervall I

Tm Fall der impliziten Form (4.1) ist es tatséchlich nur dann sinnvoll, m als Ordnung der Gleichung zu
bezeichnen, wenn f(t,zo,Z1,...,Tm—1,Zm) # f(t, To,Z1,...,Tm—1,Tm) fiir gewisse (¢,z0,Z1,...,Tm-1,Tm) und
(6,0, @1,y -+ y Tm—1, Tm) In D vorkommt und somit sichergestellt ist, dass u(™ tatsichlich eine Rolle spielt. Im
Fall der expliziten Form (4.2) ist die Ordnung m auch ohne eine solche Zusatzbedingung sinnvoll definiert.
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40 KAPITEL 4. Grundlagen und Terminologie, Typen von Differentialgleichungen

positiver Linge in R, wenn fir alle t € T gilt: (t,u(t),«'(t),u"(t),...,u™ D (@), u™(t)) € D
erfillt
(b, u(t), o/ (1), (1), u D), WM () =0 in 2

beziehungsweise (t,u(t),u' (t),u”(t),...,u™ D (t)) € D erfillt
u™ (@) = f(tu),d @), 4" (b),. .., u™ V@) in X

(Hierbei interpretiert man Differenzierbarkeit und Ableitungen in eventuell zu I gehdrigen Rand-

. . . (k—1) _yk—=1) .
punkten als einseitige Begriffsbildungen, also u®) (a) = limp\p ult ! (a+h})b w7 D (a) fiir einen

w1 (b)—uk—1 (b—h)
R

linken Randpunkt a und u®) (b) := limy~ o fiir einen rechten Randpunkt b.)

Entscheidendes Merkmal von GDGen ist, dass die unbekannte Funktion u auf einer Teil-
menge von R definiert und somit eine Funktion einer reellen Variablen ist. Dies wird durch
das Wort ,gewohnlich’ zum Ausdruck gebracht und unterscheidet GDGen von den sogenann-
ten partiellen Differentialgleichungen, bei denen die unbekannte Funktion von 2 oder mehr
reellen Variablen abhingt und partielle Ableitungen nach diesen Variablen auftreten. Auch Diffe-
rentialgleichungen fiir Funktionen einer komplexen Variablen gehoren (wegen der Entsprechung
C = R?) eher ins Gebiet der partiellen Differentialgleichungen.

Grundlegende Fragen bei DGLen sind die nach

1
2
3

) expliziten Formeln fiir Losungen,
)
)
4) qualitativen Aussagen iiber das Verhalten von Losungen,
)
)

Existenz von Losungen,

Eindeutigkeit von Lésungen,

)
6

Stabilitét der Losungen gegen Storungen, Abhéingigkeit der Losungen von den Daten,

(
(
(
(
(
(6) numerischer Berechnung der Losungen.

Im nichsten Vorlesungskapitel werden verschiedene Methoden zur Behandlung der ersten
Frage, also der Berechnung expliziter Losungen, vorgestellt. Weitere Methoden werden sich
spater im Kontext der linearen Theorie ergeben, und tatséichlich gibt es auch dariiber hin-
aus noch etliche weitere Methoden und Vorgehensweisen. Dennoch ist die Herleitung expliziter
Losungsformeln insgesamt nur fiir spezielle (Typen von) Gleichungen moglich. Dies verhélt sich
ghnlich zur Integration und der Bestimmung von Stammfunktionen: Auch dort gibt es verschie-
dene Verfahrensweisen (Produktintegration, Substitutionen, Partialbruchzerlegung, ...), aber
dennoch kénnen Stammfunktionen nicht in allen Fillen als elementare Funktionen durch expli-
zite Formeln angegeben werden. Wegen dieser prinzipiellen Ahnlichkeit, aber auch, weil manche
Losungsverfahren fiir DGLen die Bestimmung von Stammfunktionen als Teilschritte beinhalten,
spricht man bei der Bestimmung von Lésungen einer gegebenen DGL auch von der Integration
der DGL.

Die obigen Punkte 2-6 sind insbesondere in denjenigen Fillen von Interesse, in denen nicht
explizit gelost werden kann. In dieser Vorlesung sollen hierbei erst die grundlegenden Antworten
auf die Fragen 2 und 3 in Form abstrakter Existenz- und Eindeutigkeitsséitze vorgestellt werden.
Aufbauend auf diesen Antworten macht es dann Sinn, sich mit den Fragen 4 und 5, also qualita-
tiven Aussagen und Stabilitéitstheorie, zu beschéiftigen. Auch diese beiden Themenkreise werden
dabei wesentliche Themen der Vorlesung sein. Insbesondere soll dabei auf diejenigen Aspekte der
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zugehorigen Theorie eingegangen werden, die einen Zusammenhang zu dynamischen Systemen
herstellen und/oder die bei dynamischen Systemen typischen Fragen wie Langzeitverhalten und
Langzeit-Stabilitéit betreffen. Sind auch die Fragen 4 und 5 (zumindest in Teilen) positiv beant-
wortet, so kann man prinzipiell zur numerischen Berechnung von Losungen kommen; letzteres
wird jedoch kein Thema dieser Vorlesung sein.

Terminologie. Sind N := dimg X < oo und M := dimg Z < 00, so kann man direkt
X=KY und Z=KM

annehmen. Dann bildet (4.1) ein System von M (Komponenten-)Gleichungen fir N unbekannte
(Komponenten-) Funktionen. Man unterscheidet zwischen einer (Einzel-) Gleichung (M = 1)
oder einem System wvon Gleichungen (M > 2) fir eine skalare Funktion (N = 1) oder
mehrere Funktionen (N > 2). In der Regel ist nur der Fall M = N mit genau so vielen
Gleichungen wie unbekannten Funktionen sinnvoll, denn nur in diesem kann man allgemeine
Sitze iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen erwarten. Fir (4.2) gilt im Wesentlichen
dasselbe, wobei man sinngemdfs immer im Fall Z = X, M = N ist.

Bemerkung. Es ist sinnvoll, den Fall dimg X = dimg Z = oo zuzulassen, denn dies erlaubt es manchmal, partielle
Differentialgleichungen formal als GDGen aufzufassen. Beispielsweise ist die Warmeleitungsgleichung

O wtia) = wta)  fir (t.2) € B2
—w r) = —Fw xT ur xT
ot ’ ox2 ? ’

fiir Funktionen w: R? — R formal dquivalent zur GDG
u'(t) = Alu(t)]

mit dem linearen Ableitungsoperator A[f] := f”/, wobei u(t) der partiellen Funktion w(,-) entspricht und u daher Werte
in einem co-dimensionalen Funktionenraum Z = X annimmt.

Terminologie (Autonome DGLen, lineare DGLen).

(1) Hingt die Strukturfunktion in (4.1) beziehungsweise (4.2) nicht explizit von der ersten Va-
riablen, der t-Variablen, ab und kann die Gleichung somit in der Form

m) :f(u,u’,u",...,u(

glu,u' ", ... L um=h), u(m)) =0 beziehungsweise ul mfl))

geschrieben werden, so spricht man von einer autonomen DGL.

(2) Ist die Strukturfunktion in (4.1) beziehungsweise (4.2) bei fizierter t-Variable (stetig
und) affin linear in allen weiteren Variablen, und ist D = I x X'*™ beziehungsweise
D =1xX™ mitl CR, so spricht man von einer linearen DGL. Lineare DGL sind damit
genau die, die in der Form

Apu™ + A u™D b A + A+ Agu=1> auf I (4.3)

mit Koeffizienten(funktionen) Ay: I — L(X,2) und Inhomogenitit b: I — Z ge-
schrieben werden kénnen (bei expliziter Form mit Z = X und ohne A,, = idx). Hierbei
bezeichnet L(X,Z) den Raum der (stetigen) linearen Abbildungen von X nach Z. Daher
kann man die Koeffizienten im Fall X = KV, Z = KM als von der t-Variablen abhingige
(reelle oder kompleze) (M x N)-Matrizen betrachten, und analog ist die Inhomogenitit dann
ein t-abhdingiger Vektor in KM . Speziell im Fall M = N =1 einer einzelnen skalaren Glei-
chung handelt es sich sowohl bei Ay als auch bei b einfach um einzelne R- oder C-wertige
Funktionen von t (und man schreibt dann meist ay, statt Ay).
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42 KAPITEL 4. Grundlagen und Terminologie, Typen von Differentialgleichungen

(3) Die lineare DGL in (4.3) hat konstante Koeffizienten, wenn die Koeffizientenfunktionen
Ag, A1, As ..., A1, A alle konstant sind. Sie heifit homogen, wenn b = 0 gilt, sonst
heifit sie inhomogen.

Beispiele (von einzelnen GDGen).

(1) Fiir jedes m € NN ist die Gleichung
u™ =0 auf R

fiir K-wertiges u ein (trivial zu losendes) Beispiel einer einzelnen, skalaren linearen GDG
m-ter Ordnung, die genau die Polynomfunktionen der Ordnung < (m—1) als Losungen hat.
Man erkennt an diesem Beispiel bereits den typischen Effekt, dass die Lésung nicht
vollig eindeutig ist, sondern von m Parametern abhingt, ndmlich von den m reellen
oder komplexen Koeffizienten eines solchen Polynoms.

(2) Ein weniger triviales Beispiel mit Parameter A € K ist die Gleichung
u = u auf R

fiir IK-wertiges u. Dies ist eine einzelne, skalare, homogene lineare GDG erster Ordnung mit
konstantem Koeffizient A. Leicht zu ratende Losungen sind die (reellen oder komplexen)
Exponentialfunktionen

u(t) = CeM

mit einer Konstante C' € K (und spéter wird klar, dass dies schon alle Losungen sind).

(3) Eine einzelne, nicht-autonome, nicht-lineare GDG erster Ordnung in expliziter Form ist?

fiir K-wertiges u. Hier ist allerdings D = (R\{0}) x K und daher kann man nur auf Teilinter-
vallen von (—o0,0) und (0, 00) 16sen. Auf solchen Intervallen findet man die Losungen u = 0
und (mit etwas Herumprobieren) u(t) = 2t2. Weitere Losungen sind nicht gleichermafen
offensichtlich, spéter kann aber eine 1-Parameter-Schar von Losungen leicht ausgerechnet
werden; siehe Kapitel 5.1 und 5.3.

(4) Dass bei impliziter Form viel mehr schief gehen kann, sieht man schon an den zwei einfachen
Beispielen
e = und v (1-u)=0.

fiir IK-wertiges u. Beides sind einzelne, autonome GDGen erster Ordnung, aber die eine be-
sitzt iiberhaupt keine Losung, die andere besitzt die zwei 1-Parameter-Familien von Lésun-
gen up(t) = C und uq(t) = t+C mit einer Konstante C' € IK; somit hat man bei letzterer
Gleichung einen Parameter aus {0, 1} X K frei, und das ist auch schlecht (besonders fiir AW-
Pe; vergleiche unten). Insgesamt kann man wegen solcher Beispiele keine gute Theorie
von GDGen der allgemeinen impliziten Form (4.1) erwarten, und daher geht man
in der Theorie fast immer von der expliziten Form (4.2) aus.

Eigentlich vermeidet man die Vermischung von Funktionen (wie u’ und w?) und Termen (wie t*). Da von

2
den beiden konsequenteren Notationen (hier wiren dies u'(t) = “Sf?,) und v’ = %) aber eine sperrig und eine

schlecht lesbar ist, ist es iiblich, bei konkreten GDGen eine Ausnahme zu machen und sie wie oben zu notieren.
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Als Nichstes seien zwei ganz unterschiedliche allgemeine Prinzipien erwahnt:

Prinzip (Reduktion auf Ordnung 1). Die allgemeine GDG m-ter Ordnung in (4.1) fiir die
unbekannte Funktion u ist dquivalent zum System von m GDGen erster Ordnung

u = u

u’l = U9

uy = ug
(4.4)

/
Upp—2 = Um—1
g( Ty Uy UL, U2,y - - 7um—17u;n_1) =0

fiir die m unbekannten Funktionen (u,uy,us,. .., Unm—1); und auf dieselbe Art und Weise ist (4.2)

dquivalent zu einem System erster Ordnung in expliziter Form. Daher kann man sich bei der
Untersuchung von GDGen prinzipiell auf den einfacheren Fall der Ordnung 1 beschrinken. Dies
ist wichtig fiir die Theorie und nicht immer, aber zumindest manchmal niitzlich fiir die
explizite Berechnung von Lisungen. Man zahlt aber natirlich einen Preis fiir die Reduktion
der Ordnung, denn auch im Fall, dass (4.1) nur eine einzelne skalare Gleichung der Ordnung
m > 2 ist, ist (4.4) stets ein System; und wenn (4.1) selbst schon ein System der Ordnung m > 2
mit N Gleichungen fiir N unbekannte Funktionen ist, so ist (4.4) ein noch grifieres System mit
mN Gleichungen fir mN unbekannte Funktionen.

Prinzip (Aneinandersetzen von Losungen). Sei eine GDG m-ter Ordnung in der expliziten
Form (4.2) gegeben. Kennt man sowohl eine Lisung uy auf einem Intervall (t1,7) als auch eine
Lésung ua auf einem Intervall (7,t2) (mit —oo < t; <7 <ty < 00), gilt

limugk)(t) :yk:tli\r‘nuék)(t) firk=0,1,...,m—1,

t T
und ist die Strukturfunktion f stetig an der Stelle (T,yo0,y1,---,Ym—1) € D, so erhdlt man
durch Aneinandersetzen
ui(t) firt<r
u(t) == < yo firt=r
ug(t) firt>rT

(m—1)

eine Lésung u der GDG auf dem Gesamtintervall (t1,t2). Insbesondere ist u dann bei

T differenzierbar und weist dort keinen Knick auf.

Beweis. Fiir k=0,1,...,m—1 existiert die Ableitung ) auf ganz (t1,t2) und nimmt den Wert
u®) (1) = yj, stetig an. Auf den Teilintervallen (¢1,7) und (7, t3) ist u sogar m-mal differenzierbar
und 16st die GDG. Mit der Stetigkeit von f in (7,y0, Y1, .., Ym—1) ergibt sich daher

lim w™ (8) = lim f(t, u(t), o' (t), ..., ™ V@) = fir,u(r), o' (7),. .., u™ D (7)),

t—T1 t—T1

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt
uwm= D (74h) — um=D (1)

: _ / (m—1)
Igli% ; flryu(r),u'(7),...,u (1))
und somit die Existenz von u(™)(7) und die Losungseigenschaft von u auf ganz (t1,ts). O
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44 KAPITEL 4. Grundlagen und Terminologie, Typen von Differentialgleichungen

SchlieBlich werden noch einige weitere zentrale Begriffe eingefiihrt:

Terminologie (Allgemeine und spezielle Losungen, Anfangswertproblem). Auch bei
sehr gutartigen GDGen kann man nicht erwarten, dass sie auf einem Intervall I positiver Linge
in R eine eindeutige Lisung besitzen. Vielmehr ist es typisch, dass die Ldsungsmenge, auch
die allgemeine Losung genannt, von m Integrationskonstanten aus X als Parametern
abhdngt und man eine eindeutig bestimmte spezielle Losung u erst durch die Forderung
von m Nebenbedingungen erhdilt. Als verbreitetste Form von Nebenbedingungen stellt man m
Anfangsbedingungen (ABen)

u(te) =yo, u'(te) =y, u"(to)=w2, ... u(mfl)(to) = Ym—1 (4.5)

mit gegebenem tog € I und gegebenen yo,y1,y2, ..., Ym—1 € X. Koppelt man eine DGL der Form
(4.1) oder (4.2) mit den Anfangsbedingungen aus (4.5), so spricht man von einem Anfangs-
wertproblem (AWP), fir das man bei gutartigen GDGen die Existenz einer eindeutigen
Lésung erwarten kann.

FEine andere hiufige Form von Nebenbedingungen im Fall I = [a,b] sind m Randbedingun-
gen, die jeweils u(a), v/ (a),u”"(a), ..., u™ VD (a) oderu(b),u (b),u”(b),...,u™ D (b) involvieren.
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Kapitel 5

Losungsmethoden fiir spezielle
Typen von (Gleichungen

In diesem Kapitel werden verschiedene Losungsmethoden und Typen von explizit 16sbaren
DGLen vorgestellt.

5.1 Losungsformel fiir die allgemeine skalare lineare GDG erster
Ordnung

Die allgemeine skalare lineare GDG erster Ordnung in expliziter Form lautet
v =au+b (5.1)

mit Koeffizientenfunktion a: I — K und Inhomogenitéit b: I — K auf I C R. Diese DGL kann
mit hoéchstens zwei Quadraturen, d.h. Stammfunktionsbildungen beziehungsweise Integrationen,
allgemein gelost werden:

Satz 5.1 (Losung skalarer linearer GDGen erster Ordnung). Sei [ ein Intervall positiver
Linge in R, und seien a,b € CO(I,K) stetig. Dann ist die allgemeine Lésung der DGL (5.1) auf
I von der Form u = ¢*(B+C) mit Stammfunktionen A zu a und B z2u e~ b auf I sowie einer
Konstanten C € IK. Fordert man zusdtzliche eine AB

u(to) =% (52)
mit to € I, yo € K, so ist die eindeutige Losung des AWPs (5.1)—(5.2) auf I gegeben durch
t
u(t) = O [B(t) — B(to) + yoe A10)] = £4®) [ / e A)p(s) ds + yoe_A(tO)] .
to

Bemerkung. Im homogenen Fall b = 0, B = 0 erhélt man fiir die allgemeine Losung zu
(5.1) die Form u = Ce”, und die Formel fiir die eindeutige Losung des AWPs (5.1)~(5.2) auf I
vereinfacht sich zu

t
u(t) = yoet = A0) — yo exp [/ a(s) dS] .
to
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46 KAPITEL 5. Lésungsmethoden fiir spezielle Typen von Gleichungen

Beweis von Satz 5.1. Dass e(B+C) Losung von (5.1) ist, verifiziert man durch die Rechnung
(mit HDI, Produkt- und Kettenregel; beachte A’ = a, B’ = e~4b)

[eA(B—i—C)]/ = ae(B+0) + ee b = ale?(B+O)] +b.
Um zu zeigen, dass alle Losungen die behauptete Form haben, argumentiert man wie folgt:
(i) Ist w Losung der homogenen DGL w’ = aw, so folgt
(ewa)/ =e 4w —aw] =0 auf I .
Nach dem Konstanzsatz ist damit e 4w = C und w = Ce? auf I.
(ii) Ist w Losung der inhomogenen DGL (5.1), so folgt
(u—eAB)/ —u —ae'B-cteb=au+b—ae’B-b= a(u—eAB) auf I,

und daher 16st u—eA B die homogene DGL. Gemif (i) ergibt sich erst u—edB = Ce® und
dann u = e(B+C) auf I.

Die Behauptung iiber die Anfangswerte folgt problemlos, indem man die Konstante C' durch
Einsetzen bestimmt. O

Beispiele.

(1) Bei
u = lu auf R

mit A € K zeigt der Satz (mit a = —\, A(t) = —At), dass die zuvor geratenen Losungen
u(t) = Ce* schon alle Losungen sind.

(2) Als Losung des AWPs auf dem Intervall R
u' = 2u+tlogt, u(l) =2

(log steht fiir den natiirlichen Logarithmus) berechnet man mit A(¢) = 2logt im Satz:

t
u(t) = e?lost [/ e 218 551og s ds + 2e_21°g1]
1

t]
:t2|:/ Ogsd5+2:|
1 S

1
=2 [%(log t)? — 5 (log 1)% + 2}
= 1t?(logt)? + 2¢2.
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5.2. Exponentialansatz bei skalaren linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten 47

5.2 Exponentialansatz bei skalaren linearen Gleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Assoziiert mit einer skalaren linearen Gleichung
amu™ + @ 1u™ D + 4 agu” + ag + agu = b auf I (5.3)
ist die t-abhéngige Polynomfunktion p iiber K zu
Pt A) := am (O)AN™ + @1 (DN 4 ag(t)N2 + a1 (D)X + ap(t) .

Man nennt p das Symbol der Gleichung (5.3) oder das charakteristische Polynom der
Gleichung (5.3). Die Ordnung von p stimmt mit der Ordnung m der Gleichung iiberein, und
man kann (5.3) dquivalent in der formalen Schreibweise

[a ﬁqta £+ +ad—2+ag+a u==~o auf [
T U 7 LR TR TR R
oder kurz
(- g)u—b auf 1 (5.4)
p "t = .

ausdriicken. Besonders niitzlich ist dies im Fall homogener GDGen mit konstanten Koeffizienten,
in dem p ein einzelnes, nicht von ¢ abhéingiges Polynom ist: Man macht dann — motiviert durch
den bereits behandelten Erster-Ordnung-Fall — den Exponentialansatz

u(t) = eM |

und erhélt wegen
d
p(a>e” = p(A)e
genau dann eine Losung von (5.4) und (5.3) mit b = 0, wenn A € K eine Nullstelle von p ist.
Der weitere Ausbau dieser Idee fiihrt auf ...

Satz 5.2 (Losung homogener linearer GDGen mit konstanten Koeffizienten iiber C).
Seien m € N und ag,a1,a2,...,0m—1,0n € K mit a, # 0, und seien A, Mo, ..., \x € C die
verschiedenen Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Gleichung (5.3) mit zugehdorigen
Vielfachheiten dy,ds, . ..,d, € N (folglich di+do+ ... +dr = m nach dem Fundamentalsatz der
Algebra). Dann ist die allgemeine C-wertige Losung der homogenen Gleichung (5.3) mit b =0
auf einem Intervall I positiver Linge in R eine C-Linearkombination der m Funktionsterme

Mt teMt t2eMt . ghi—leMt (d1 Funktionen)
ettt ter2t t2er2t e tda—lghat (do Funktionen) ,
Mkt et t2e Mt cee =LAkt (dp Funktionen) .

Mit andern Worten ist die allgemeine C-wertige Losung u gegeben durch

k d;—1
u(t) = Z Z C; jtieM! mit m Konstanten C; ; € C. (5.5)
i=1 j=0
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48 KAPITEL 5. Lésungsmethoden fiir spezielle Typen von Gleichungen

Bemerkungen.

(1) Hat das charakteristischen Polynom m verschiedene Nullstellen A, \a,..., A\, € C, so
haben diese alle Vielfachheit d; = 1, und die allgemeine L&sung ist gegeben durch

m
u(t) =Y Cie*  mit Konstanten Cy,Cy, ...,Cppn € C
=1

(in diesem Fall keine Potenzen t/, sondern ausschlieBlich Exponentialfunktionen).

(2) Das AWP mit ABen

u(te) =vo, u'(to)=w1, u'(to)=v2, ... u™ V(o) =ym

(zu gegebenen Parametern ¢y € I und yo, y1,...,ym—1 € C) kann stets eindeutig gelost
werden, indem man die allgemeine Form (5.5) der Losung einsetzt und ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Koeflizienten C;; 16st (m Gleichungen fiir m Koeffizienten). Eine
einfache Begriindung fiir die eindeutige Losbarkeit dieses Systems ergibt sich aus spéter in
der Vorlesung behandelter Theorie; siehe Bemerkung (4) in Kapitel 7.1.

Beweis von Satz 5.2. Man argumentiert durch Induktion nach m € IN, wobei der Induktions-
anfang fiir m = 1 (nach Durchteilen durch a,,) durch Satz 5.1 abgedeckt ist. Fiir den Induk-
tionsschluss von Ordnung (m—1) auf Ordnung m > 2 faktorisiert man das charakteristische
Polynom p in der Form p(A) = p(A)(A—Ag) mit einem Polynom p der Ordnung (m—1). Dann
gilt fiir C-wertiges u und eine ebenfalls C-wertige Hilfsfunktion w auf I (genauere Erklédrungen
folgen unten)

p<%>u =0 < <%—/\k>u = w und ﬁ(% w=0
k—1di—1 d—2
< u' — \u=w und w(t) = Z @the)‘it + Z (~7k7jtje)"“t
i=1 j=0 §=0
k—1di—1 d—2
= ult) = eW[Z > @,j/tﬂ'e(Ai—Ak>t dt+ ) ék,j/tj dt]
i=1 j=0 §=0
k—1d;—1 di—2
< u(t) = Z Z Ci’jtjeAit + C’k70e’\’“t + Z Ck,]urltj—i_le)‘kt .
i=1 j=0 §=0

Hierbei ergibt sich die erste Aquivalenz direkt aus der Faktorisierung von p sowie (implizit ver-
wendeten) Rechenregeln fiir Ableitungen. Die zweite Aquivalenz resultiert aus der Anwendung
der Induktionsannahme fiir die zu p gehorige Gleichung der Ordnung (m—1), wobei zu beriick-
sichtigen ist, dass Ay fiir p Nullstelle der um Eins verringerten Vielfachheit (di—1) ist. Die dritte
Aquivalenz basiert auf Satz 5.1, wobei die unbestimmten Integrale als Notation fiir (beliebi-
ge) Stammfunktionen verwendet wurden. Bei der vierten und letzten Aquivalenz wurden diese
Stammfunktionen bestimmt (bis auf den hier irrelevanten genauen Zusammenhang zwischen C; ;
und Cj ;); beim vorderen Term geht dies mit j Produktintegrationen; Cy o bezeichnet die neu
hinzugekommene Integrationskonstante. Da die letzte Formel fiir v bis auf eine Indexverschie-
bung mit (5.5) iibereinstimmt, ist die Induktion vollstdndig und der Beweis komplett. O
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Beispiele.

(1) Zur Gleichung
u =u

gehort das charakteristische Polynom A2—1 = (A—1)(A+1) mit den einfachen Nullstellen 1
und —1. Die allgemeine Losung ist daher gegeben durch

u(t) = Cre! + Cye™" = (C1+Cy) cosht + (C1—Cs) sinh t .

(2) Zur Gleichung

"
u = —-u

gehort das charakteristische Polynom A2+1 = (A—1)(A+1) mit den einfachen Nullstellen 1
und —1. Die allgemeine Losung ist daher gegeben durch

u(t) = Cleﬁt + 02671% = (C1+C3) cost + (C1—Cy)usint.

(3) Zur Gleichung
W =3 —2u=0

gehort das charakteristische Polynom A3—3A—2 = (A+1)2(A—2) mit doppelter Nullstelle —1
und einfacher Nullstelle 2. Die allgemeine Losung ist daher gegeben durch

u(t) = Cre" + Cote™" + Cse®" .

Die inhomogene Gleichung (5.3) lidsst sich fiir manche Inhomogenitéten b # 0 durch einen
speziellen, auf die gegebene Inhomogenitét zugeschnittenen Ansatz 16sen. Im (wahrscheinlich)
wichtigsten Fall handelt es sich auch hierbei um einen Exponentialansatz, und die entsprechende
Regel folgt:

Satz 5.3 (zur Losung inhomogener linearer GDGen mit konstanten Koeffizienten).
Seien m € N und ag,a1,a9,...,0m_1,0n € K mit a,, # 0, und sei

P(A) = amA™ + am1 A" 4+ X+ e A+ ag.

das charakteristische Polynom der Gleichung (5.3). Hat die Inhomogenitit b in (5.3) die spezielle
Form
b(t) =theSt  firtel

mit £ € Ng und ¢ € K, so besitzt die inhomogene Gleichung (5.3) eine spezielle Losung usp der
Form

Usp(t) = [cﬂéﬂ—cz_lte_l—}— o —l—clt-i—co} st falls ¢ keine Nullstelle von p ist,
und
Usp(t) = [c@tz—FCg_ltg*l—i- e +clt+co} tdest | falls ¢ eine d-fache Nullstelle von p ist,

jeweils mit Konstanten cg,c1,...,ci—1,¢co € K und im zweiten Fall mit Vielfachheit d € IN.
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Bemerkungen.

(1)

Zu Satz 5.3 gehort folgendes naheliegende Rechenverfahren (bei Vorliegen der obigen
Voraussetzungen): Man berechnet zuerst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p
und erhélt gemifl dem fritheren Satz 5.2 die allgemeine Losung der zugehorigen homoge-
nen GDG. Als Néchstes setzt man den jeweiligen Ansatz fiir ug, in die inhomogene GDG
(5.3) ein und bestimmt die Konstanten cg, c1,...,cp—1,ce durch Koeffizientenvergleich mit
der Inhomogenitidt b. Man erhélt dann ein konkretes ug,, und die allgemeine Loésung
der inhomogenen GDG ergibt sich als Summe von ug, und der allgemeinen Losung des
homogenen GDG; vergleiche mit Teil (III) des spéteren Satzes 7.1.

Wegen der Linearitdt der GDG (5.3) ergeben sich auch Ansitze fiir Inhomogenititen der
Form b(t) = Z?:l yitfieSit mit +; € K. Damit konnen endliche Summen und Produkte
von Polynom- und Exponentialfunktionen als Inhomogenititen behandelt werden,
und insbesondere werden auch Terme der Bauart cosh(vt), sinh(vt), cos(vt) oder sin(vt) mit
v € K erfasst.

Anwendung (auf Schwingungsgleichungen).

(1)

Dia allgemeine Losung der homogenen Schwingungsgleichung mit reellem Parameter
w >0

W+ Pu=0 auf R

ist durch wu(t) = Crelwt + Cpeivt = (C14+C3) cos(wt) + (C1—Cs)usin(wt) gegeben. Diese
Gleichung gehort zum (idealisierten) physikalischen Modell des sogenannten harmonischen
Oszillators, und die Losungen beschreiben freie Schwingungen des Oszillators, ohne Ein-
fluss zusétzlicher dulerer Krifte, mit Kreisfrequenz w, Periodendauer %“ und Frequenz 5.

Letztere Frequenz heifit auch die Eigenfrequenz des Oszillators.
Die inhomogene Schwingungsgleichung oder Gleichung fiir erzwungene Schwingungen
u’ +wiu=1b auf R

entspricht einer Anregung des Oszillators durch eine zeitabhéngige duflere Kraft, speziell im

Fall! b(t) = et mit ¢ > 0 durch eine Schwingung der dufleren Frequenz % Im Fall ( # w

bekommt man geméf Satz 5.3 die Losungen u(t) = wi < eliCt +Cleﬁ“’t + Cge_ﬁ“’t. Es handelt

sich also um Uberlagerungen von harmonischen Schwingungen der Frequenzen 5 und %,
und insbesondere bleibt mit |u(t)| die Amplitude der Schwingungen bei ¢ — oo beschrénkt.
Im Fall { = w, dass die duflere Frequenz mit der Eigenfrequenz iibereinstimmt, sieht es
anders aus: Fiir die Losungen u(t) = —%teﬁ‘“t + Cpel*t + Che~ i st dann lu(t)| bei t — oo
nicht beschriankt, die Amplitude der Schwingung wird also im Laufe der Zeit beliebig grof.
Man spricht daher bei der Anregung eines Oszillators mit der Eigenfrequenz auch von einer
Resonanz und nennt den Effekt, dass sich Schwingungen dann beliebig stark, eventuell bis

zur Zerstorung des Oszillators, ,aufschaukeln‘ kénnen, eine Resonanzkatastrophe.

!Physikalisch relevant ist nur der Realteil der hier betrachteten C-wertigen Funktionen. Fiir die Phénomeno-

logie der GDG macht dies aber keinen Unterschied, daher wird dieser Aspekt hier ausgeklammert.
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(3) Ahnlich kann man auch die (eventuell inhomogene) Gleichung fiir gedimpfte Schwin-
gungen
u 4 du' + wPu =10 auf R

mit einer Ddmpfungskonstante d € R behandeln. Das Losungsverhalten héngt dann vom
Vorzeichen der Diskriminante der charakteristischen Gleichung A?4-dA+w? = 0 ab, eine
Diskussion der relevanten Félle leitet aber teils in die Physik iiber und wird hier nicht
durchgefiihrt.

Aufbauend auf spéter in der Vorlesung behandelter Theorie kann Satz 5.3 (mehr oder weni-
ger) kurz und schematisch hergeleitet werden. An dieser Stelle wird stattdessen ein elementarer,
aber technisch etwas aufwendigerer Beweis gegeben:

Beweis von Satz 5.3. Zuerst wird der Fall p(¢) # 0, dass ¢ keine Nullstelle von p ist, behandelt.
Die Argumentation basiert dann auf der Beobachtung, dass es zu i € IN stets ein Polynom p; ¢
vom Grad < (i—1) mit

dy . 1 d - ; ~
p(5>tle<t = t@o(a)ect + Pic(t)est = [t'p(¢) + pm(t)]ect fir alle t € R
gibt; dies folgt direkt aus der Produkt- beziehungsweise Leibniz-Regel, denn sobald eine einzige
bei der Berechnung von p(%) auftretende Ableitung auf den Faktor ¢’ und nicht auf den Faktor
et angewandt wird, verringert sich der Grad des Monoms #'. Als Nichstes wird mit Induktion
nach ¢ € INj folgende Aussage gezeigt, die die Behauptung des Satzes im Fall p({) # 0 beinhaltet:

Zu jedem Polynom ¢ der Ordnung < / existiert eine spezielle Losung us, der ersten im
Satz angegebenen Form zu
d
p( 5 )ult) = ae'.
Beim Induktionsanfang fiir ¢ = 0 ist dabei ¢ = gy € K konstant, und es reicht, ¢y = qop(¢)~!
zu wihlen. Dann ist nimlich p($)usp(t) = cop(L)est = cop(¢)e’t = goett. Fiir den Induktions-
schluss von £—1 auf ¢ € IN berechnet man zuerst

p(&)“”(w - cw(a)t/e@ +p<&) [Cﬁfltgfl-i- . —l—clt—i-co] eSt
. d
= e [t'p(Q) + Prc(t)]e! +p(a> [co 1t 4. ert+eledt

Jetzt bezeichne ¢, das Monom der Ordnung ¢ in q. Gemé&fl Induktionsannahme, angewandt auf
das Polynom q—gqy—cepy ¢ vom Grad < (¢—1), gibt es dann cg, c1, ..., ¢/—1 € K, so dass der letzte
Term der vorausgehenden Rechnung genau [q(t)—qg(t)—Cgﬁgvg(t)]ect ergibt. Somit folgt

p( S )up(t) = et (O + [at)-ae(®)]e" = a1,

dt
wenn noch c,t‘p(¢) = q(t) durch die Wahl ¢, = q(1)p(¢)~! erreicht wird. Damit sind die
Induktion und der Beweis im Fall p(¢) # 0 komplett.
Im anderen Fall, dass ¢ Nullstelle von p der Vielfachheit d € IN ist, kann man d Linearfaktoren
(A=) von p(\) abspalten und bekommt p(\) = (A—¢)?p(\) mit einem Polynom p, das bei ¢ keine
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Nullstelle mehr besitzt. Nach dem bereits Gezeigten gibt es dann c_g,c_g41,...,c—1,¢¢ € K,
so dass

~rd 04+d l+d—1 ct_ 0 ia ct
(dt>[05t +cpqt + ... e apitte_gle 7Wt e

gilt. Durch Anwendung von (%—C )d auf beide Seiten dieser Gleichung folgt

YAl

d d+e db—1 ¢t _
t t t = —
(dt> [Cg +cpq + .. FC_gyrttc— d] (£+d)

(——C) et — helt | (5.6)
wobei rechts d-mal mittels (E C) tieSt = jti~1leSt differenziert wurde. Da es sich gemiB Satz
5.2 bei t471eSt, ..., 2eSt, tebt, et um Losungen der homogenen Gleichung p(%)u = 0 handelt,

fallen in (5.6) die Summanden c_1t97%, ..., c_g40t?, c_q41t, c_q weg, und nach Ausklammern
von t¢ folgt mit

d
( dt) [cot"+eo 1t 4 .. Ferttcg) tlett = thet

die Behauptung. O

5.3 Separation der Variablen

Im néchsten Satz wird ein weiterer Typ von explizit 16sbaren, skalaren Gleichungen erster Ord-
nung beschrieben. Diesmal erhélt man nur R-wertige Lésungen, im Gegensatz zu den vorhe-
rigen Abschnitten werden aber erstmals auch manche nicht-linearen Gleichungen erfasst.
Die grundlegende Herangehensweise kann als Satz wie folgt formuliert werden:

Satz 5.4 (iiber GDGen mit separierten Variablen). Gegeben sei eine GDG
glu)u' =h (5.7)

mit Strukturfunktionen g € C°(J,R) und h € C°(I,R) auf Intervallen I und J positiver Linge
in R. Auflerdem seien Stammfunktionen G zu g auf J und H zu h auf I gegeben.

(I) Dann sind die R-wertigen Losungen von (5.7) auf I genau die differenzierbaren Funktio-
nen u: I — J mit G(u) = H+C fir ein C € R.

(ITI) Hat g keine Nullstelle in J, so existiert eine auf G(J) definierte, differenzierbare Um-
kehrfunktion G~' 2u G, und die allgemeine R-wertige Lésung zu (5.7) auf I ist gegeben
durch

u(t) =G YHt)+C)  firtel (5.8)
mit C € R, so dass H(I)+C C G(J).

Beweis. Gemifl Kettenregel ist [G(u)]" = g(u)u’, daher ist (5.7) durch Stammfunktionsbildung
dquivalent zu G(u) = H+C — wie in (I) behauptet. Hat g keine Nullstelle, so ist G strikt
monoton mit Ableitung G’ = g # 0, der Umkehrsatz liefert Existenz und Differenzierbarkeit
von G~1, und Anwendung von G~! auf beiden Seiten der Gleichung aus (I) ergibt (5.8). O

Bezeichnungen. Man kann auch gowu statt g(u) und Gowu statt G(u) schreiben, die Notation
G(J) :=={G(z) : = € J} steht fiir das Bild von J unter G, und H(I) ist analog zu verstehen.
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Bemerkungen.

(1) Wenn ¢ zwar Nullstellen, aber keinen Vorzeichenwechsel hat und zumindest auf keinem
Teilintervall positiver Linge verschwindet, so ist G noch strikt monoton und G~ existiert
als stetige, aber nicht iiberall differenzierbare Funktion. In diesem Fall bekommt man durch
(5.8) eine stetige Funktion u, die auf Intervallen mit g(u) # 0 16st, aber an den Nullstellen
von g(u) unendliche Steigung und somit Nichtdifferenzierbarkeitsstellen aufweisen kann.

(2) Natiirlich ldsst sich der Satz auch anwenden, wenn die Form (5.7) nicht direkt vorliegt,
aber durch Umformungen hergestellt werden kann. Beim Herstellen der geeigneten
Form handelt es sich um die eigentliche Separation der Variablen u (die auf die linke Sei-
te gebracht wird) und t (die auf die rechte Seite gebracht wird). Aufpassen und eventuell
Fallunterscheidungen durchfiihren muss man bei Umformungen, die, genau ge-
nommen, keine Aquivalenzumformungen sind — wie bei Division durch einen Term,
der moglicherweise Null werden kann, oder beim Wurzelziehen; siehe die folgende Beispiele.

Beispiele (zur Separation der Variablen). Sei I Intervall positiver Linge, u stets R-wertig.

(1) Die GDG mit separierten Variablen
utu/ = e~
hat nach dem Satz und Bemerkung (1) (mit J = R, g(z) = 22, G(z) = 323, G(J) = R,
G~1(s) = V/3s, h(t) = e~!, H(t) = —e~!) auf I die allgemeine Losung?

u(t) = v/3(C—et).

mit C' € R, so dass C—et # 0 fiir ¢ € I; und falls es doch ein (hier stets eindeutiges) t € T
mit C—e~! = 0 gibt, so ist dieses Nichtdifferenzierbarkeitsstelle von u nach Bemerkung (1).

t

Die eindeutige Losung, eventuell mit Nichtdifferenzierbarkeitsstelle, zu einer beliebigen AB
u(tp) = yo ergibt sich durch Einsetzen als

u(t) = f/yg + 3(e"to—e~t).

(2) Die GDG mit separierten Variablen

(1+u2)ul — 62t+%e6t

hat nach dem Satz (mit J = R, g(z) = 14+2?%, G(z) = a+1i2®, G(J) = R, h(t) = e*+1e%,

H(t) = %e%—l—2—1466t) die allgemeine Losung

u(t) = G (3e*'+5:e%+0)

mit C' € R. Die differenzierbare Umkehrfunktion G~! existiert hier nach dem Umkehrsatz
global auf R, lisst sich jedoch nicht ohne Weiteres? ausrechnen. Zumindest eine Losung,
nimlich die zu C' = 0, kann man durch u(t) = G~} (G(%e%)) = %e% leicht explizit angeben,
aber dies geht nur wegen der sehr gliicklichen Form der rechten Seite.

Bei dieser Gleichung folgt, dass beliebige AWPe auf Intervallen stets eindeutig 16sbar sind.

2Hier steht s fiir die eindeutige reelle Kubikwurzel mit (\3/5)3 = s, die aus jeder reellen Zahl s, insbesondere
auch aus negativem s, gezogen werden kann.
3Tatséchlich liefern die Cardanischen Formeln zur Lésung reduzierter kubischer Gleichungen die Wurzeldar-

stellung G™*(s) = i’/%+(1+%)1/2 + f/%f(lJr%)l/Q von G™', aber diese Formel liefert kaum Informationen,

die man nicht auch ohne sie erhalten kann. Bei einem leicht modifizierten Beispiel mit linker Seite (14+u*)u’ statt
(1+u2)u’ verhélt sich alles analog, aber dann besteht wirklich keine Chance mehr, G™" explizit auszurechnen.
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3)

Bei der Gleichung
2uu = t?

lisst sich Teil (I) des Satzes (mit J = R, g(z) = 2z, G(z) = 2?2, h(t) = ¢3, H(t) = t3)
ebenfalls anwenden, und Lésungen w sind charakterisiert durch

u(t)? = H+C

mit C' € R. Auflésen nach u ergibt die positiven und die negativen Losungen

u(t) = \/%153? und u(t) = _\/%753?’

jeweils auf Teilintervallen I von (—\3’/@, 00). Die ,,Verdopplung“ der Lésungen riithrt hier
daher, dass g bei Null einen Vorzeichenwechsel hat und G nicht global auf R invertierbar ist;
somit kénnen Teil (IT) des Satzes und Bemerkung (1) zwar mit J = (—o0, 0], G(J) = [0, 00)
und mit J = [0,00), G(J) = [0, 00), aber eben nicht global mit J = R angewandt werden.

Durch Einsetzen findet man wieder Losungen zur AB u(tg) = yo, u(t)

némlich
u(t) = \/m im Fall yo >0,
u(t) = —\/m im Fall yg < 0.

Insbesondere gibt es fiir yg = 0 zwei verschiedene Losungen zur
selben Anfangsbedingung. Fiir yg = 0 # to liegt aber Nichtdif-

ferenzierbarkeit in tg selbst vor, und die Losungseigenschaft der Abb. 5: Die Lésungen
Definition 4.1 ist nur auf Teilintervallen von (tg,00), also nicht des Beispiels (3) mit
bis hin zu tgy selbst gegeben. Fiir yg = 0 = t( allerdings sind die ,C=0,C>0.

beiden Losungen u(t) = i%t:”/ 2 bei Null differenzierbar, und

dies ist ein echtes Beispiel fiir nicht-eindeutige Lisbarkeit eines AWPs auf Rar . Ein
ghnliches Beispiel fiir Nicht-Eindeutigkeit, bei dem ty sogar im Innern des Losungsintervalls
liegt, wird in den Ubungen behandelt.

Bei
v = u(u—1)

muss man direkt bei der ersten Umformung aufpassen, denn Division durch u(u—1) ist nur
erlaubt, wenn u die Werte {0, 1} nicht annimmt. Behilt man die (eventuell auf Teilinterval-
len) konstanten Losungen v = 0 und u = 1 aber im Kopf, so kann man fiir die weitere Rech-
nung erst einmal annehmen, dass u Werte in R\ {0, 1} hat, und die Division durchfiihren.
Man erhélt dann die GDG mit separierten Variablen ﬁu’ = 1. Die Losungen u auf
I sind dann nach dem Satz (mit g(z) = ﬁ =L -1 J € {(~,0),(0,1),(1,00)},
G(z) = log|z—1| — log|z| = log |[1-1|, h(t) = 1, H(t) = t) bestimmt durch

log

1
1— —| =
| = e

und Auflésen nach u gibt die Losungen
u(t) = (1:|:ecet)_1 ,
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sofern 1+eCe! # 0 fiir alle t € T gilt. Dies liisst sich noch vereinfachend umschreiben, und
zusammenfassend besteht die allgemeine Losung der urspriinglichen GDG auf I aus der
Null-Lésung und den Losungen
~ -1
u(t) = (1+Ce")
mit C € R, so dass 14+Cel # 0 fiir alle t € I gilt (die Losung u = 1 ist fiir C=0 enthalten).

Die Losung zur AB u(ty) = 0 ist hier stets u = 0, und die Losung zur AB u(tg) = yo # 0
existiert genau dann und ist gegeben durch

1—
u(t) = (1 + —yoet*“’) :
Yo

wenn der Ausdruck in der Klammer fiir ¢ € I nie Null wird.

Insgesamt zeigen die vorausgehenden Beispiele einige Effekte (Entwicklung von Singula-
ritdten fithrt zu Losbarkeit nur auf Teilintervallen, Nicht-Eindeutigkeit, unendliche Steigung),
mit denen man bei nicht-linearen Gleichungen rechnen muss — teils aber nur dann, wenn sie
nicht auf eine ,,gute“ explizite Form gebracht werden kénnen; mehr dazu in Kapitel 6.

5.4 Exakte Differentialgleichungen

Wie im vorigen Abschnitt geht es auch hier um eine Klasse von skalaren, moglicherweise nicht-
linearen Gleichungen erster Ordnung und um die Bestimmung der R-wertigen Losungen. Die
Herangehensweise ist allerdings deutlich anders und erlaubt die Behandlung einer gréfleren Klas-
se von Gleichungen. Die grundlegende Beobachtung sei auch hier als Satz festgehalten:

Satz 5.5 (iiber exakte Differentialgleichungen). Gegeben sei eine GDG

ft,u) +g(t,w)u’ =0 (5.9)
mit Strukturfunktionen f,g € C°(D,R) auf einem Gebiet* D C R?. Sind
ov ov
- = D 1
f 5 und 9= 5, auf (5.10)

die partiellen Ableitungen einer Funktion ¥ € CY(D,R) der Variablen (t,x), so sind die R-
wertigen Losungen von (5.9) auf jedem Intervall I positiver Linge genau die differenzierbaren
u: I — R mit (t,u(t)) € D und

U(t,u(t) =C fir allet € 1, (5.11)
mit einer Konstanten C € R.

Beweis. Gemiaf Kettenregel und (5.10) gilt fiir differenzierbares v auf I und ¢ € I mit (¢, u(t)) €
D stets
ov ov

S u(t) = T (ul) + S (u®)(0) = £t u(6) + gltult) (1),

Somit sind Losungen u von (5.9) auf I charakterisiert durch (¢, u(t)) € D und %\I’(t, u(t)) = 0 fiir
alle t € I. Mit dem Konstanzsatz gelangt man dann zur Charakterisierung vermoge (5.11). [

“Ein Gebiet ist eine nicht-leere, offene und zusammenhingende Menge.
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Bemerkungen.

(1) Bei (5.11) handelt es sich um eine implizite Gleichung fiir die Lésung w. Um daraus eine ez-
plizite Formel zu gewinnen, versucht man bei konkreten Rechnungen meist nach u aufzulésen
(was manchmal, doch nicht immer moglich ist; dazu macht der Satz keine Aussage).

(2) Die entscheidende Voraussetzung des Satzes ist die Existenz der Funktion ¥ mit
(5.10). Die Gleichungen in (5.10) bedeuten dabei, dass das Vektorfeld (f,g) auf D das
Gradientenfeld von W ist, also (f,g) = VW auf D. Sind nur f und g gegeben, so muss man
zur Anwendung des Satzes also zunichst eine Stammfunktion (oder ein Potential) ¥
zum Vektorfeld (f,g) finden.

(3) Die Terminologie ,exakte’ DGL kommt aus der Theorie der Differentialformen.
Man kann das Vektorfeld ( f, g) ndmlich mit der 1-Form f(t, z)dt+g(t, z)dz auf D identifizie-
ren und das Problem der Stammfunktionsfindung dquivalent fiir diese 1-Form formulieren.
In Anlehnung daran, dass eine 1-Form exakt genannt wird, wenn sie eine Stammfunktion
besitzt, nennt man die GDG (5.9) exakt, wenn (f, g) eine Stammfunktion besitzt.

(4) Stammfunktionen zu Vektorfeldern (oder 1-Formen) existieren nicht immer, son-
dern nur manchmal. Notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer Stammfunktion zu
(f,g) (und damit fiir die Exaktheit der GDG (5.9)) ist die Integrabilitéitsbedingung

of 99 _

92 9= auf D,

und im Wesentlichen ist dieses Kriterium sogar notwendig und hinreichend: Genau genom-
men ist die Integrabilititsbedingung zwar nur bei einem Gebiet D ,ohne Locher“® hinrei-
chend fiir die Existenz einer Stammfunktion auf D, aber auf geeigneten Teilgebieten von
D léasst sich dies stets anwenden und reicht damit fiir die Rechenpraxis vollig aus. Die Be-
rechnung einer Stammfunktion W ist Thema einer Analysis-Vorlesung und erfolgt im
Wesentlichen durch Integration von f nach ¢ und/oder von g nach der u-Variablen
x sowie durch geeignete Wahl der Integrationskonstanten (letztere Wahl wird in aller Regel
beim Ableiten zur Probe offensichtlich).

(5) Ist bei einer GDG der Form (5.9) die Integrabilitéitsbedingung nicht erfiillt und die
Gleichung somit nicht exakt, so kann man versuchen, durch Multiplikation mit einem soge-
nannten integrierenden Faktor h € C°(D,R") auf eine fiquivalente exakte DGL

h(t,uw)f(t,w) + h(t,u)g(t,u)u’ =0

zu transformieren. Manchmal lédsst sich h raten, andernfalls kann man versuchen, in der
Integrabilitdtsbedingung % - % = 0 einen Ansatz wie h(t,z) = ¢(t), h(t,x) = p(z),
h(t,z) = p(t+x) oder h(t,x) = p(tr) zu machen; tritt dabei nur dieselbe Variable ¢, z, t+z
oder ¢tz auf, von der auch ¢ selbst abhéingt, so kann man ¢ als Losung einer linearen Erster-
Ordnung-GDG erhalten. Sind ¢ und ein integrierender Faktor h bestimmt, so lisst sich die

neue exakte DGL (hoffentlich) gemifl dem Satz und den vorigen Bemerkungen 16sen.

5Die priizise Voraussetzung an D ist hier die, dass D einfach zusammenhingend im Sinne der Homotopietheorie
ist. Im relevanten 2-dimensionalen Fall bedeutet dies, dass man keinen Punkt von R? \ D durch einen Weg in
D vollstandig umlaufen kann. Spezielle Klassen von einfach zusammenhéngenden Gebieten sind konvexe Gebiete
und allgemeiner sternformige Gebiete D (letzteres bedeutet, dass ein wy € D existiert, so dass fiir alle w € D
auch die Strecke von w zum Sternpunkt wg in D enthalten ist).
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(6)

Die (umgeformte) GDG mit separierten Variablen —h(t)+g(u)u’ = 0 ist offensichtlich
exakt mit Potential ¥(¢,2) = —H(¢t)+G(x) (wobei G'=g, H'=h). Die lineare Erster-
Ordnung-GDG —a(t)u—b(t)+u' = 0 wird durch Multiplikation mit dem integrierenden
Faktor® e=4(®) exakt und hat dann die Potentialfunktion W(t,z) = e~ A®z—B(t) (wobei
A'=a, B'=e~b). Somit stellen sich die Losungsformeln der Sitze 5.1 und 5.4 als Spezial-
fille der Behandlung exakter DGLen heraus.

Beispiele (zu exakten DGLen).

(1)

Die DGL
u 1
1—1—75—2 — ;u' =0
hat die Form aus Satz 5.5 mit D = (—00,0) x R oder D = (0,00) x R, mit f(t,z) = 1+
und g(t,z) = —7. Tatséichlich kann man eine Stammfunktion ¥ zu (f, g) hier noch raten,
némlich
U(t,z) = t—%

Man kann die Berechnung von ¥ auch schematisch angehen, indem man erst die Exakt-
heit der DGL durch die Rechnung %(t, x)—%(t,x) = t%—t% = 0 nachpriift und dann zur
Bestimmung von ¥ integriert:

U(t,x) = /f(t,:r) dt = / (H_t%) dt = t—% + const(z) ,
U(t,x) = /g(t,x) dz = / (—%) dz = —% + const(?) .

Nun wird klar, wie die Konstanten zu wéhlen sind, und man kommt auf obiges W als eine
Stammfunktion (wofiir es auch gereicht hitte, nur die obere Integration durchfithren und
dann zur Probe abzuleiten). Insgesamt sind die Losungen der GDG nach Satz 5.5 bestimmt
durch
u o

t
und durch Auflésen kommt man auf Teilintervallen von (—oo,0) und (0,00) auf die allge-

t —

meine Losung

u(t) =t*~Ct  mit C € R.

Die DGL

A+t24u + (1+t24u)u’ = 0
hat die Form aus Satz 5.5 mit D = R2, f(t,x) = 2t+t?>+z, g(t,z) = 1+t>+z. Wegen
%(t,x)—%(t,x) = 1-2t # 0 ist diese DGL aber nicht exakt, und (f,g) besitzt keine
Stammfunktion. Zur Bestimmung eines integrierenden Faktors h macht man (eventuell erst
nach anderen, vergeblichen Versuchen) den Ansatz

h(t,z) = p(t+x).

zu

SUm diesen integrierenden Faktor gemiB Bemerkung (5) mit dem Ansatz h(t,u) = ¢(t) schematisch bestimmen
konnen, muss man allerdings schon wissen, wie man homogene lineare Erster-Ordnung-GDGen 16st. Deshalb

ergibt sich hier eigentlich nur Teil (II) des Satzes 5.1 als Spezialfall, wenn man dessen Teil (I) schon kennt und
benutzt.
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Als Integrabilitdtsbedingung fiir die neue DGL aus Bemerkung (5) erhélt man mit Produkt-
und Kettenregel

_ 9(hf) 9(hg)
0= 8T(t’x) - W(t,x)

= () 11, 2) + pl+0) D2 (1) — /() (1, 2) — pli) 22 (1, )

= (2t-1)¢(t+z) + (1—2t)p(t+x) .

Wegen sehr giinstiger Kiirzungseffekte reduziert sich die Integrabilitdtsbedingung daher auf
die Erster-Ordnung-GDG ¢’ = ¢ mit (spezieller) Losung ¢(s) = e®. Man erhélt somit den
integrierenden Faktor h(t,z) = e'™® und die dquivalente exakte DGL

(2t+t24u)e T + (142 +u)et T/ = 0.

Die zugehérigen (neuen) Strukturfunktionen sind f,(t,z) = (2t+t>+2)e!™ und g.(t,z) =
(14+t2+x)e!t, und das zugehorige Potential

W, (t,x) = (t2+x)e! ™

ldsst sich jetzt raten (oder wie in Beispiel (1) berechnen). Somit sind die Losungen der neuen
und auch der urspriinglichen DGL auf Intervallen I gemaf dem Satz bestimmt durch

(2 4u(t))e™ ) = mit C e R,

ein explizites Auflosen nach wu(t) ist aber diesmal nicht moglich.

5.5 Potenzreihenansatz

Ein allgemeiner Ansatz zur Losung einer GDG beruht auf der (zu allermeist verniinftigen)
Annahme, dass mindestens eine Losung u auf einem Intervall I positiver Lange eine Darstellung

Zcz t—tg)!  firtel (5.12)
=0

als Potenzreihe mit unbekannten Koeffizienten ¢; € K zum bekannten Entwicklungspunkt
to € R besitzt (bei einem gegebenen AWP ist ¢y oft der Punkt, an dem auch die ABen gestellt
werden). Zur Berechnung von Losungen geht man dann wie folgt vor:

Verfahren (Losung von GDGen mittels Potenzreihenansatz).

(I) Man beginnt mit dem Einsetzen des Ansatzes (5.12) in die gegebene GDG,

(IT) berechnet die Ableitungen durch gliedweise Differentiation und fihrt eventuell weitere
Operationen (wie Produktbildungen) mit Potenzreihen durch.

(ITII) Dann macht man einen Koeffizientenvergleich bei Potenzreihen und kommt unter
giinstigen Umstdinden auf Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten c;.

(IV) Manchmal kann man die Rekursion auflésen und die Koeffizienten explizit bestim-
men, und in seltenen Fillen stellt sich die Potenzreihe aus (5.12) sogar als bekannte
Darstellung einer elementaren Funktion auf I heraus.
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(V) Handelt es sich nicht gerade um eine bekannte Potenzreihe, so muss man schlieflich
die Konvergenz der Reihe sicherstellen (auf I oder zumindest auf einem Teilinter-
vall positiver Linge), indem man den Konvergenzradius der Potenzreihe bestimmt oder
abschdtzt; dies kann beispielsweise mit der Euler-Formel fiir den Konvergenzradius oder
durch Analyse des Wachstums von |¢;| bei i — oo geschehen.

(VI) Ist die Konvergenz gezeigt, so hat man eine Losung der GDG gefunden — je nach
Verlauf des Verfahrens in mehr oder weniger expliziter Form.

Bemerkung. Die Diskussion der Konvergenz der Reihe ist essentiell und wird zur Recht-
fertigung des gesamten Vorgehens benétigt: Es besteht nimlich die Mdoglichkeit, dass
das Verfahren scheitert, weil die berechnete Potenzreihe den Konvergenzradius 0
aufweist und somit nur im Entwicklungspunkt to konvergiert; siehe Beispiel (4) unten. Dann
hat man Pech gehabt und keine Loésung gefunden. Dagegen ist bei positivem Konver-
genzradius r¢9 das Vorgehen, jedenfalls auf Teilintervallen des offenen Konvergenzbereichs
(to—ro,to+r0), berechtigt. Insbesondere sind in letzterem Fall die gliedweise Differentiation
und auch andere Operationen mit Potenzreihen, wie beispielsweise die Bildung des Cauchy-
Produkts, erlaubt, und man erhélt Losungen in der zu Beginn angenommenen Form (5.12).

Beispiele (zum Losen durch Potenzreihenansatz um den Entwicklungspunkt 0).

(1) Die bekannte GDG

1z
u = —-u

wurde bereits in Kapitel 5.2 geldst, wird jetzt aber trotzdem zur Illustration der beschriebe-
nen Vorgehensweise herangezogen: Einsetzen des Ansatzes (5.12) mit ¢gp = 0 und gliedweise
Berechnung der zweiten Ableitung fiihrt bei dieser Gleichung auf

i(i—1)et™? = (et
=2 =0

wobei links die Summanden fiir ¢ = 0, 1 beim Ableiten Null geworden sind. Durch Indexver-
schiebung erreicht man die fiir den Koeffizientenvergleich giinstige Form

D ([ +2)(i+D)cisat’ =Y (—ei)t',
=0 =0

und Durchfithrung des Vergleichs gibt die Rekursionsbedingung zweiter Ordnung

Die Rekursion lésst sich in Abhéingigkeit von ¢y und c¢; auflésen zu

(=1)

AT TR

fir ¢ € INg.

(=1)

C2j+1 = mcl fiir j € No,

und

und fiir die Losung u ergibt sich mit trigonometrischen Reihen, die bekanntlich fiir alle t € R

konvergieren,
. .
(=1)’
ult) =) Gy

=0

o .

. 1y _

2 4 ¢y E (gj—i—)l)!t%ﬂ =cgcost + cysint.
i=0
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Die Koeffizienten cg, ¢; € K iibernehmen hier also die Rolle der Integrationskonstanten, und
man erhélt erneut die schon frither berechnete allgemeine Losung — beim hiesigen Verfahren
allerdings erst einmal ohne die Information, dass keine weiteren Losungen existieren und es
sich wirklich um die allgemeine Losung handelt.

(2) Bei der Gleichung
(2—t*)u" — 2tu’ + Cu=0

mit Parameter ¢ € C erhélt man durch Einsetzen von (5.12) mit tp = 0 und Ableiten zuerst

o0 o0 (o)
(2—12) ) Ci(i—1)et™? =2t Y it 4+ (D et =0.
=2 =1 =0
Dies lasst sich umschreiben in
o0 o
> 2(i42)(i+1)eigat’ = > [i(i-1) + 2i — (Jeit’ =0,
=0 1=0

und Koeffizientenvergleich ergibt die Zweiter-Ordnung-Rekursionsbedingung

(i+1)i — ¢ i} ,
12 = o~ Ci f 11 Ny .
Ci+2 2(2,_'_2)(2,_’_1)6 ur alle 1 € INg

Im Allgemeinen” erhilt man aus dieser Rekursion keine bekannte Reihe. Schreibt man (5.12)
aber als Summe 72 c2; (t?)? + tZ;X)OcQJH(tQ)j zweier Reihen in ¢, so lassen sich mit

der Euler-Formel und der Rekursionsvorschrift die Konvergenzradien hmjﬁoo’

o)
lim; 00 ‘%‘ = 2 und lim;_, }szjiﬁ‘ = limj_,o0 ‘M’#‘ = 2 der Teil-
reihen bestimmen (falls ¢ # (i+1): fiir alle geraden beziehungsweise ungeraden ¢ € WNy;
sonst liegen abbrechende Reihen mit Konvergenzradius oo vor). Deshalb konvergieren die
Teilreihen und folglich auch die ganze Reihe aus (5.12) jedenfalls fiir t> < 2, mit anderen
Worten also fiir |t| < v/2. Insgesamt ist damit fiir beliebiges ¢ € C die Existenz von Losun-
gen auf (—v/2,v/2) mit den ABen u(0) = co, u/(0) = c¢1 gezeigt, und die Losbarkeit des

entsprechenden AWPs ist fiir beliebige Anfangsdaten cg, c; € C bewiesen.
Bemerkungen (zum Losen durch Potenzreihenansatz).

(1) Ein Nachteil des Potenzreihenansatzes liegt in der Méglichkeit, dass man eventuell nicht
die allgemeine Losung findet. In vielen Féllen bekommt man zwar doch alle Losungen,
aber um sich dessen sicher sein zu kénnen, muss man Zusatzwissen iiber die (Theorie der)
betreffende(n) GDG zur Verfiigung haben.

Tm Spezialfall ¢ = 0 allerdings kann man die Rekursion zu czj4+2 = 0 und c2j41 = fiir j € INg auflésen,

c1
27 (2j+1)
und man bekommt durch Zuriickfiihrung auf die Logarithmus-Reihe eine explizite Losungsformel:
oo
. ) i
u(t) = co+ > s P = gy 4 =y ——t¥
() =co Z2J (2j+1) Zﬁ 1 Z V2 94

i=1

_ 1+1 o 1;+1 —¢2 J
oS S () S ()
i=1 ¢ =1
2

:co—c1\/§log<1—£)+7]g< ’52> 0+71 \\;Jrz

fiir |t| < v/2. Die so erhaltene Formel fiir den Spezialfall kann man jedoch auch anders und einfacher ableiten,
beispielsweise durch Separation der Variablen in der Erster-Ordnung-Gleichung (2—2)(u')’ — 2tu’ = 0 fiir u’.
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(2)

(4)

Ein Potenzreihenansatz kann bei ganz verschiedenen Typen von GDGen funktio-
nieren und mehr oder weniger Information iiber L6sungen bringen. Ohne die
Rechnung wirklich durchzufiihren, lésst sich dies oft nur schwer voraussagen.

Die (tendenziell) grof8ten Erfolgsaussichten hat ein Potenzreihenansatz um ty € R bei
linearen GDGen a,,u™ + ap_1u™ D +. .. +asu” +au’ +agu = b auf I mit rationalen
Koeffizientenfunktionen der Form

pi(t)
t) =
ak( ) (t_to)gk )
wobei pr Polynome iiber K und ¢; € INp sind. Man kann ag(t) dann némlich als K-
Linearkombinationen von Potenzen (t—t()’ mit j € Z schreiben und wie im vorausgehenden
Beispiel (2) ,schon“ mit den Reihengliedern multiplizieren.

Bei anderen Koeffizientenfunktionen zerstort die gliedweise Multiplikation im Allge-
meinen die Struktur als Potenzreihe. Um diese Struktur zu erhalten, muss man vielmehr
auch die Koeffizientenfunktionen selbst in Potenzreihen entwickeln und mittels des Cauchy-
Produkts multiplizieren. Dies kann bei konkreten Rechnungen sehr kompliziert wer-
den, und ist oft nicht zielfithrend. Ahnliches gilt fiir nicht-lineare Gleichungen, bei
denen die Cauchy-Multiplikation von Reihen fiir © und seine Ableitungen erforderlich wird.

Die durch Koeffizientenvergleich erhaltene Rekursionsbedingung ist in guten Fillen
von derselben Ordnung m wie die betrachtete GDG, d.h. fiir jedes i € INg liefert sie
Ci+m als Funktion von c¢;, ¢jy1, ¢it2, .- ., Citm—1. Ist dies der Fall, so ist man in der typischen
Situation, dass die allgemeine Loésung von den m Parametern cg,cq,ca,...,¢n_1 abhingt
und AWPe mit m ABen sinnvoll sind.

Es gibt aber keine Garantie fiir dieses Verhalten, und insbesondere kann es vorkommen, dass
nach Koeffizientenvergleich weniger als m Parameter frei bleiben. Dies ist oft ein Anzeichen
dafiir ist, dass nicht alle Losungen als Potenzreihe darstellbar sind. Ein Beispiel hierfiir folgt,
ein weiteres wird (ansatzweise) in den Ubungen behandelt.

Eine Variante des Potenzreihenansatzes ist der Ansatz u(t) = > 50, ¢;(t—t9)" %, co # 0 mit
einer Polstelle der Ordnung ¢ € IN bei ¢y. Dieser Ansatz ist gelegentlich sinnvoll, typischer-
weise aber nur, wenn ty nicht-enthaltener Randpunkt von I ist.

Weitere Beispiele (zum Scheitern eines Potenzreihenansatzes).

3)

Bei der Gleichung
3 = 2u

fithrt der Potenzreihenansatz (5.12) mit ¢y = 0 durch Einsetzen und Indexverschiebung auf

e . o .
Z(’L'—Q)Ci,QtZ = Z 261'751 5
=3 1=0

und Koeffizientenvergleich ergibt ¢ = ¢; = ¢ = 0 und 2¢; = (i—2)¢;— fiir ¢ > 3. Folglich
erhélt man durch Potenzreihenansatz um 0 nur die Null-Lésung, aber Separation der Varia-
blen zeigt, dass die allgemeine Losung tatsichlich durch u(t) = Cre™ V% fiir ¢ < 0, u(0) = 0
und u(t) = Coe™ Y/  fiir + > 0 mit Konstanten C1,Cy € K gegeben ist. Das Scheitern des
Ansatzes erklirt sich hier daraus, dass die C*-Losung u mit u(¥)(0) = 0 fiir alle k € N
im Fall (C1,C3) # (0,0) bei 0 nicht analytisch ist, d.h. nicht in eine Potenzreihe um 0
entwickelt werden kann.
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(4) Bei der Gleichung

2y =t+u
fithrt (5.12) mit ¢y = 0 &hnlich wie beim vorigen Beispiel auf ¢g = 0, ¢; = —1 und ¢; =
(i—1)c;—q fiir i > 2. Man bekommt daher ¢; = —(i—1)! fiir : € IN und erhélt die Potenzreihe
0 .
u(t) = =Y (-1t
i=1

Ungiinstigerweise hat diese Reihe den Konvergenzradius 0 und konvergiert fiir kein ¢ €
R \ {0}, daher hat man in diesem Fall tatséchlich keine Losung gewonnen. Mit Satz 5.1
ldsst sich der Grund hierfiir einsehen (auch wenn die Stammfunktion B nicht elementar ist):
Losungen existieren auf (—oo,0) und (0, 00), werden aber bei 0 stets singuldr und kénnen
daher nie in eine Potenzreihe um 0 entwickelt werden.

5.6 Reduktionsverfahren von d’Alembert

Bei der sogenannten d’Alembert-Reduktion handelt es sich um einen Lésungsansatz fiir skalare
lineare Zweiter-Ordnung-GDGen, mit dem auch nicht-konstante Koeffizienten und Inhomoge-
nitdten behandelt werden kénnen. Die Verfahrensweise beruht auf folgendem Satz:

Satz 5.6 (iiber das Reduktionsverfahren von d’Alembert). Gegeben sei die (eventuell)
inhomogene lineare GDG
o +a +agu=>b  aufI (5.13)

mat einem Intervall I positiver Lange in R und ag,a1,b: I — K. Ist ug: I — K eine spezielle
Liosung der zugehérigen homogenen GDG (d.h. ist uf + ajuy + apug = 0 auf I) und hat ug
keine Nullstelle in I, so ist u = vug mit v: I — K genau dann Lésung von (5.13), wenn v’ die
Gleichung
ING 2’LL6 ’ b
(V') + <7 + a1>v = — auf I (5.14)
() uQ
lost.

Beweis. Durch Einsetzen der Gleichheit © = vup und Anwendung der Produktregel ldsst sich
(5.13) in

v ug + 2v’u’0 —1—%—1— a1 ug +%+M: b
umschreiben. Wegen der Losungseigenschaft von ug heben sich die unterstrichenen Terme heraus,
und Division durch ug # 0 fiihrt auf

2uy b
U”Jr 0v’+a1v':—,
Uo o

was bis auf Ausklammern der GDG (5.14) entspricht. O

Bemerkungen.

(1) Der Satz reduziert die Zweiter-Ordnung-Gleichung (5.13) fiir v auf die Erster-Ord-
nung-Gleichung (5.14) fiir v'. Dies ist hilfreich, denn (5.14) kann fiir a;,b € C°(I,K) mit
der Lésungsformel aus Satz 5.1 behandelt werden und hat die allgemeine Losung

V(t) = W [ / e Wag(t)b(t) dt + C (5.15)
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5.6. Reduktionsverfahren von d’Alembert 63

mit einer Stammfunktion A; zu a; auf I und einer Konstanten C' € K (wobei das unbe-
stimmte Integral fiir die Bildung einer beliebigen Stammfunktion steht). Hat man v" damit
berechnet, so erhélt man durch Integration auch v (wobei eine zweite Integrationskonstante
ins Spiel kommt) und damit die allgemeine Losung u = vug zu (5.13).

(2) Die entscheidende Voraussetzung fiir die Anwendung des Reduktionsverfahrens ist die
Kenntnis einer speziellen Losung ug 7% 0 zu u” + aju’ + apu = 0. Bei konstanten
Koeffizienten a1, ag € I = C kann eine solche spezielle (und sogar die allgemeine) Lésung der
homogenen Gleichung schematisch gemé&fl Abschnitt 5.2 berechnet werden, und daher ist die
d’Alembert-Reduktion in diesem Fall stets anwendbar. Bei nicht-konstanten Koeffizienten
agp, a1 braucht man , Gliick oder Erfahrung, um eine spezielle Lésung zu raten oder durch
Ausprobieren zu finden, und das Verfahren liasst sich nur anwenden, wenn dies gelingt.

(3) Im Prinzip funktioniert ein analoges Reduktionsverfahren auch bei linearen Gleichungen
héherer Ordnung m > 3. Ist eine (nullstellenfreie) Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung bekannt, so kann man in diesem Fall auf eine Gleichung der Ordnung (m—1) redu-
zieren, und das Verfahren dann eventuell iterieren. Da dieses Vorgehen in der Rechenpraxis
aber selten relevant ist, wird hier nicht ndher darauf eingegangen.

Beispiel (zum Reduktionsverfahren von d’Alembert). Die homogene Gleichung
' +2(tant)u’ —u=0 auf 1

mit nicht-konstantem Koeffizienten a;(t) = 2tant ist sinnvoll, wenn der Tangens auf dem In-
tervall I positiver Linge nicht singuldr wird, wenn also I N (2Z-1)% = 0 gilt; dies sei fiir
das Folgende daher unterstellt. Als spezielle Losung ldsst sich ug(t) = sint raten, und durch
Anwendung von (5.15) (mit e1® = (cost)~2, b = 0) erhiilt man

cost)?
V' (t) = C((sinz))z = C(cot t)?.

Integration mittels % cott = —1—(cot t)? gibt
U(t) = 01 (t+ cot t) + 02

mit Cy,Cs € K, und durch Multiplikation mit wg kommt man schliellich auf die allgemeine
Losung
u(t) = Ci(tsint+cost) + Cysint.

Eigentlich sind die obige Anwendung des Satzes und die Rechnung dieses Beispiels dabei nur
erlaubt, wenn I zusétzlich zur eingangs gestellten Bedingung auch I N Zm = () erfiillt, denn die
spezielle Losung ug hat Nullstellen in den Punkten von Zz. Mit einem Stetigkeitsargument bezie-
hungsweise dem Prinzip des Aneinandersetzens von Losungen kann man diese Zusatzbedingung
an I aber im Nachhinein wieder eliminieren.

Die Erster-Ordnung-Gleichung fiir v kann in diesem Beispiel iibrigens als

v" +2(cott +tant)' =0  auf I

geschrieben werden.
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5.7 Variablentransformation bei Differentialgleichungen

Prinzipiell konnen GDGen m-ter Ordnung und ihre Losungen u: I — X (mit einem Intervall
I positiver Liange in R und einem normierten Raum X" {iber K) auf zwei verschiedene Arten
transformiert werden:

e Eine Transformation der unabhéngigen Variablen # in eine neue unabhéngige Variable
t ist gegeben durch einen C™-Diffeomorphismus 7" von I auf I. Man transformiert dann

u(t) =u(T(t)) mit Riicktransformation u(t) =a(T(t)).

e Eine Transformation der abhingigen Variablen u in eine neue abhéngige Variable u
ist gegeben durch einen C™-Diffeomorphismus Y von (einer Teilmenge von) X’ auf (eine
Teilmenge von) X. Man transformiert dann

u(t) =Y (u(?t)) mit Riicktransformation u(t) =Y (u(t)).

Auch eine allgemeinere Transformation der abhingigen Variablen w mittels einer
1-Parameter-Schar (Y;)ier von C™-Diffeomorphismen Y; von (Teilmengen von) X" auf (Teil-
mengen von) X , mit C"-Abhéngigkeit auch vom Parameter ¢, ist in der Praxis oft niitzlich.
In diesem Fall ist die Transformation gegeben durch

u(t) = Yi(u(?)) mit Riicktransformation u(t) =Y, M (u(t)).

In beiden Fillen kann man mit der Kettenregel eine neue GDG fiir die transformierten
Funktionen @ berechnen, und hat man eine ,gute' Transformation T, Y oder Y; gewéhlt, so kann
man die Losungen u der neuen GDG (hoffentlich) bestimmen. Gelingt dies, so kann man von %
zu u riicktransformieren und erhélt auch die Losungen w der urspriinglichen GDG. Tatséchlich
ist die Krux dieses Vorgehens aber das Finden geeigneter Transformationen, und nicht immer
sind gute Wahlen leicht ersichtlich.

Im Folgenden werden zu diesem Themenkreis nur zwei Beispiele diskutiert (und in den
Ubungen wenige weitere); fiir eine ausfiihrlichere Behandlung sei auf Fachliteratur verwiesen.

Beispiel (fiir eine Transformation der unabhéngigen Variablen). Die Eulersche DGL
) g D a2 + a4 agu = 0 auf RT

mit Konstanten ag, a1, as,...,an—1 € K ist homogen, weist aber (insgesamt) keine konstanten
Koeffizienten auf. Bei dieser DGL ist durch

u(t) = u(e?) mit Riicktransformation u(t) = u(logt)

(d.h. durch die Wahl T(#) = ef, T~}(t) = logt) die Transformation in eine homogene
lineare DGL auf R mit konstanten Koeffizienten moglich. Geméfl Abschnitt 5.2 kann man
dann schematisch 16sen.

Als konkretes Beispiel wird nun der Fall m = 3, ag = a1 = —2, as = 3, also die GDG

By + 320" — 20’ —2u =0 auf Rt
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betrachtet. Aus u(t) = u(logt) erhilt man fiir die Ableitungen
u'(t) =t~ 14 (log t)
u"(t) = t 720" (log t) — t U (log t)
u"” (t) = t73u" (log t) — 3t 30" (log t) + 2t 3% (log t) .

Beim Einsetzen in die GDG kiirzen sich alle t-Potenzen heraus, und Zusammenfassen von Termen
der gleichen Ableitungsordnung gibt die transformierte Gleichung mit konstanten Koeffizienten

" =30 —2u=0 auf R.

Letztere wurde in Beispiel (3) aus Abschnitt 5.2 bereits gelst, und aus der dort erhaltenen
Formel fiir die Losung (jetzt u genannt) ergibt sich durch Riicktransformation die allgemeine
Losung der Ausgangs-GDG

logt

1
u(t) = u(logt) = Cre™ 8t 4 Cy(logt)e 18t 4 Ce2lo8t = Cl? + CQT + C5t?

mit C1,Co,C3 € C.

Beispiel (fiir eine Transformation der abhiingigen Variablen). Die nicht-autonome nicht-
lineare GDG
u' = (t+u)?

kann man durch
u(t) = ttu(t) mit Riicktransformation u(t) =u(t) —t

(d.h. durch die Wahl Y;(x) = t4a, Y, '(Z) = T—t) auf eine autonome GDG zuriickfiihren.
Berechnet man némlich /() = @/(t) — 1 und setzt dann ein, so kommt man auf

v —1=13>.

Diese neue GDG kann durch Separation der Variablen gelost werden und hat die allgemeine
Losung
u(t) = tan(t+C).

Als Losung der Ausgangsgleichung erhilt man folglich
u(t) = tan(t+C) — t

(auf Intervallen I positiver Lénge und mit C' € R, so dass tan auf I+C nicht singulir wird).

5.8 Zur geometrischen Interpretation von GDGen und GDG-
Systemen

Manchmal l&sst sich eine GDG oder ein GDG-System geometrisch veranschaulichen, und
man kann durch eine Skizze eine Vorstellung von prinzipiellen Eigenschaften der Losungen gewin-
nen. Oft lédsst sich damit das qualitative Losungsverhalten, insbesondere das Langzeitverhalten,
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vorhersagen, und auch wenn eine Skizze allein kein Beweis ist, so kann sie trotzdem auf die
richtige Idee fiir einen Beweisansatz fithren. Drei Fille, in denen man tatséichlich Skizzen in
der Zeichenebene anfertigen kann, folgen:

(A)

Der erste Fall sind skalare Erster-Ordnung-
Gleichungen in expliziter Form

mit einer Strukturfunktion f: D — R auf ei-
ner Teilmenge D von R?. Hier versteht man f
als Steigungsfeld, durch das zu jedem Punkt
(t,z) € D eine Steigung f(t,z) vorgegeben wird,
und Losungen der GDG sind genau die differenzier-
baren Funktionen u: I — R, fiir die v/(z) stets mit
der vorgegebenen Steigung f(z,u(z)) am Punkt
(z,u(x)) € D iibereinstimmt. Die Punkte der Form
(z,u(x)) bilden hierbei den Graph der Funktion u,
daher lasst sich aus einer Skizze des Steigungsfelds
f und eines Graphen u (prinzipiell) ablesen, ob
u eine Losung ist. Abbildung 6 zeigt ein Beispiel
hierzu (bei dem man mit Transformation wie im
vorausgehenden Abschnitt 5.7 iibrigens auch eine
explizite Formel fiir Losungen bekommen kann).

Der zweite Fall sind autonome Systeme erster
Ordnung in expliziter Form fiir R2-wertiges u

u' = F(u) (5.16)

mit einer Strukturfunktion F: D — R? auf einer
Teilmenge D von R?. Dieser fiir die Vorlesung
wichtigste Fall wird hier ausfiihrlich beschrieben:

e Man fasst F' als Vektorfeld auf D auf, stellt
sich also vor, dass an jeden Punkt z € D C R?
der zugehérige Vektor F(z) € R? angeheftet
ist, oder, etwas préziser, dass am Punkt x ein
Vektorpfeil von x nach x+F(z) befestigt ist.

e Fine iiber einem Intervall I € R parame-
trisierte Kurve u: I — R? veranschaulicht
man in R? durch Skizzierung des Bildes der
Kurve v und ihres Durchlaufsinns. Ublicher-
weise wird die Durchlaufgeschwindigkeit ||

u(t)

. —e—
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/*—0.-._-.-_._-.-.-

¢
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Abb. 6: Das Steigungsfeld f(t,x) =
(2t+2)?—1 auf R? und die Graphen
einiger Losungen der zugehorigen
GDG u' = (2t+u)?—1.

U2/ (i)

il

RS
\/Q

Y

Abb. 7: Das Vektorfeld F'(x) = (z2, —21)
auf R? und einige Losungskurven des zu-
gehorigen Systems u) = ug, ub = —u;.

dabei nicht kenntlich gemacht, weshalb nicht die gesamte Information iiber w in die
Skizze einfliefit. Zu beachten ist auch, dass im Gegensatz zu anderen Darstellungen
nur das Bild, aber nicht der Graph von u skizziert wird (denn letzteren kann man bei
R2-wertigem u iiberhaupt nicht in der Ebene zeichnen).
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e Dass eine Kurve u Losung des Systems (5.16) ist, manifestiert sich darin, dass
die Ableitung u'(t) stets mit dem zum Punkt u(t) gehorigen Vektor F'(u(t)) iiberein-
stimmt. Man nennt die Losungen von (5.16) daher auch die Trajektorien, Bahnli-
nien oder Integralkurven des Vektorfelds F. Genau genommen lésst sich an einer
Skizze der beschriebenen Art zwar nicht ablesen, ob u eine Losung ist, aber zumindest
das folgende notwendige Kriterium?® lisst sich prinzipiell {iberpriifen: Fiir die Losungs-
eigenschaft von u: I — R? ist erforderlich, dass u/(t) stets in dieselbe Richtung zeigt
wie F(u(t)), oder genauer, dass u/(t) und F(u(t)) stets positiv linear abhingig sind,
oder mit noch etwas anderen Worten, dass die Kurve u sich bei jedem Punkt
u(t) in die Richtung des dort befestigten Vektors F'(u(t)) bewegt.

us(t) us(t)

A
2
Abb. 8: Das Vektorfeld F(z) = (—%-,1) Abb. 9: Das Vektorfeld F(z) = £2(—%,1)
auf R? und einige Losungskurven des auf R? und einige Losungskurven des zu-
I 2 2
zugehorigen Systems uy = —'3, uy = 1. gehdrigen Systems uf = — <2, uh = £2.

Die Abbildungen 7, 8 und 9 zeigen Beispiele der beschriebenen Skizzen. Dabei unterscheiden

sich die Vektorfelder der Abbildungen 8 und 9 nur um den skalaren Faktor %, durch den die
Vektoren in Abbildung 9 nahe der z1-Achse stark verkiirzt werden, so dass sie teils nur noch
andeutungsweise dargestellt werden kénnen. Da die Richtung der Vektoren dennoch erhalten
bleibt, gleichen sich die Bilder der Losungskurven in den beiden Abbildungen, wihrend die
Durchlaufgeschwindigkeiten und damit die Losungen selbst differieren. Bei den Nullstellen
des Vorfaktors auf der x1-Achse selbst kommt es allerdings zu qualitativen Unterschieden
im Losungsverhalten. In Abbildung 8 iiberqueren die Losungen die x1-Achse ohne Singula-
ritdten, in Abbildung 9 erreichen sie die x1-Achse nur im Limes ¢ — 4+o00. Hinzu kommen
in Abbildung 9 auflerdem Losungen, die einen Wert auf der x1-Achse konstant annehmen,
was durch die roten Punkte auf dieser Achse angedeutet wird. Insgesamt zeigt der Vergleich
dieser beiden Beispiele also, dass die beschriebene geometrische Interpretation zwar
viele, doch nicht alle Informationen iiber Lésungen des Systems (5.16) liefern kann.

8Weg von Nullstellen von «’ und fir F € C°(D,RR?) ist das Kriterium auch hinreichend dafiir, dass eine
orientierungserhaltende Umparametrisierung von u eine Losung ist; die Umparametrisierung erhélt man dabei
aus einem allgemeinen Existenzsatz, der erst im spdteren Abschnitt 6.7 behandelt wird.
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AuBerdem ist zu beachten, dass die allgemeine Losung von (5.16) typischerweise von zwei
reellen Konstanten als Parametern abhéngt, was in den Skizzen nicht direkt ersichtlich ist.
Vielmehr scheinen die roten Losungskurven nur Ein-Parameter-Scharen zu bilden, doch der
scheinbar fehlende Parameter erklirt sich aus einer generellen Eigenschaft autonomer
GDGen und GDG-Systeme: Aus einer Losung u erhédlt man durch Verschiebung der
t-Variablen u(t) = u(t+C) um jedes beliebige C' € R weitere Losungen u, und all diese
Losungen kommen zeichnerisch auf derselben Bildkurve zu liegen. Der scheinbar fehlende
Parameter entspricht also dem in den Skizzen nicht auflésbaren C der Verschiebungen

Zum Abschluss dieses Punktes sei angemerkt, dass die graphische Darstellung von Trajek-
torien der Gleichung (5.16) selbst im homogenen linearen Fall, also fiir F/(z) = Az mit
A € R**2, sinnvoll und hilfreich sein kann. Beispiele hierzu sind Thema der Ubungen.

(C) Der dritte Fall sind autonome, skalare Zweiter-Ordnung-Gleichungen in expliziter
Form

U” — ¢(u7 U/)

mit einer Strukturfunktion ¢: D — R auf einer Teilmenge D von RZ2. Bei solchen Glei-
chungen kann man durch Reduktion auf Ordnung 1 zu einem autonomen System wie
in (B) iibergehen, nidmlich zu v} = wug, uy = ¥ (u1,u2) mit dem zugehorigen Vektorfeld
F(z1,22) = (z2,1(x1,x2)). Dieses Vektorfeld und die Trajektorien lassen sich nun genau
wie in (B) beschrieben graphisch darstellen, wobei die Variable auf der z1-Achse nun w(t)
und die auf der za-Achse der Ableitung «/(t) entspricht.

Als konkretes Beispiel kann man an die Gleichung u” = —u denken. Dann erhilt man das
Vektorfeld F' der Abbildung 7 und folglich genau das dort gezeigte Bild — einzig mit dem
Unterschied, dass man sich die Achsen nun mit u(¢) und «'(t) beschriftet vorstellen sollte.

SchlieBlich sei fiir ganz allgemeine GDGen festgehalten:

Terminologie. Bei einer GDG oder einem GDG-System der Ordnung m fir X-wertige Funk-
tionen u nennt man X™ in seiner Funktion als Wertebereich von (u,u’,u”, ... ,u(m_l)) den
Phasenraum der Gleichung oder des Systems. Daher heiffen die graphischen Darstellungen
der vorausgehenden Punkte (B) und (C) auch Phasenraumportraits — wobei in (B) der Fall
m = 1, X = R? betrachtet wurde und in (C) der Fall m = 2, X = R, so dass es jeweils um
Portraits in X™ = R? ging. Als erweiterten Phasenraum bezeichnet man den Wertebereich
R x X™ von t — (t,u(t), ' (t),u"(t),...,u™(t)), und in diesem sind die die unter Punkt (A)
beschriebenen Darstellungen angesiedelt — denn dort war m =1, X =R, also R x X™ = R2.

Prinzipiell gibt es Phasenraumportraits natiirlich auch in héheren Dimensionen, und bei
autonomen Erster-Ordnung-Systemen fiir drei (Komponenten-)Funktionen, also im Fall m =1,
X = R3, X™ = R3, kann man sich dies noch #hnlich wie unter (B) mit Losungskurven in
R? vorstellen; das Zeichnen wird in diesem rdumlichen Fall aber deutlich schwieriger. Auch bei
nicht-autonomen Systemen v’ = F(-,u) fiir zwei oder drei Funktionen kann man sich eventuell
noch eine anschauliche Vorstellung des Typs (B) machen, wenn man ¢ als Zeitvariable auffasst
und F' als zeitabhingiges Vektorfeld. In zu groflen Dimensionen versagt aber im Allgemeinen
jede einfache Vorstellungsmoglichkeit.
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Kapitel 6

Die Hauptsitze der Theorie

In diesem Kapitel sei X" stets ein Banach-Raum (d.h. ein vollstdndiger normierter Raum) iiber
K € {R,C} mit Norm |- | = || - || x. Am relevantesten sind die Fille ¥ = RY und X = CV mit
der Euklidischen Norm, aber auch Rdume unendlicher Dimension dimg X = oo werden nicht
ausgeschlossen (sofern nicht explizit etwas anderes gesagt wird).

6.1 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f

Es folgt der (vielleicht) grundlegendste Satz der Vorlesung iiber die Losbarkeit von AWPen
(~1890, benannt nach Emile Picard und Ernst Leonard Lindelsf). Der Satz wird zuerst fiir
GDGen erster Ordnung formuliert, die Verallgemeinerung auf GDGen beliebiger Ordnung m € IN
ist aber nicht schwierig und wird spéter in diesem Abschnitt auch angegeben.

Hauptsatz 6.1 (Satz von Picard-Lindelsf; Erster-Ordnung-Version). Gegeben sei das
AWP

u'=f(-u),  ulte) =wo (6.1)

mit Strukturfunktion f € C°(D,X) auf D C R x X und (to,yo) € D. Gibt es 6,7,L, M € RT
mit [to—0,to+d] X B(y0) C D und

|f(t,z)| <M, (B)
[f(t,2) — f(t,2)| < Llz—z| (PLB)

fiir alle t € [to—03,tg+0] und x,7 € B,(yo), so ewistiert fiir jedes 0 < ¢ < min{d,r/M} genau
eine Lésung u des AWPs (6.1) auf [to—e, to+e|, und diese erfiillt u([to—¢,to+e]) C Br(yo).

Bezeichnungen. Hier stehen B,(yo) = {z € X : |z—yo| < r} und B,(yo) = {z € X :
|x—yo| < 7} fiir die offene und die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt yo und Radius r in X.

Bemerkungen (zum Satz von Picard-Lindelsf).
(1) Der Satz erfasst sowohl einzelne skalare GDGen als auch GDG-Systeme.

(2) Die Beschrénktheits-Voraussetzung (B) folgt automatisch aus der Stetigkeit von f, im Fall
dimg X = oo zusammen mit (pLB). Die explizite Form von (B) wurde oben aber dennoch
aufgenommen, um mit Hilfe der Schranke M auch e explizit angeben zu kénnen.

69



70 KAPITEL 6. Die Hauptsatze der Theorie

(3) Die entscheidenden Voraussetzungen des Satzes sind die explizite Form der GDG in
(6.1) und die partielle Lipschitz-Bedingung (pLB), wobei das Wort ,partiell anzeigt,
dass die Lipschitz-Bedingung nur die z-Variable und nicht die ¢-Variable betrifft. Die Giiltig-
keit von (pLB) folgt aus dem Schrankensatz, wenn = — f (¢, x) fiir t € [to—0, to-+d] auf B, (yo)
total differenzierbar ist mit Ableitungsschranke ||D,f(¢,x)|| < L (in der Operatornorm || - ||
auf L(X,X)).

(4) Der Satz gilt analog fiir einseitige Intervalle mit Randpunkt ¢y, d.h. unter denselben
Voraussetzungen mit [to, to-+d] anstelle von [to—0d, tp+0] bekommt man die Existenz genau
einer Losung auf [to, to+<].

(5) Der Satz wurde hier als lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen des
AWPs formuliert. Betrachtet man die beiden enthaltenen Fragestellungen aber separat, so
stellt man fest, dass Losungen im Allgemeinen tatsédchlich nur lokal existieren (vergleiche
die Beispiele mit dem Tangens in 5.3 und 5.7), wihrend Eindeutigkeit automatisch auch
global auf jedem vorgegebenen Intervall positiver Liange I 3 ¢ vorliegt (vorausgesetzt (pLB)
ist nahe jedem (¢,x) € DN (I x X) erfiillt).

Begriindung der globalen Eindeutigkeit. Man iiberlegt zuerst, dass zwei Losungen u, u des AWPs (6.1) auf I auf
[to, 00)NI iibereinstimmen miissen. Wére dies nicht der Fall, so gébe es ein gréites 7 mit to < 7 < rechterRandpunkt(I)
und @ = wu auf [tg, 7] (wobei wegen Stetigkeit von u und % direkt ein beim Randpunkt 7 abgeschlossenes Intervall
betrachtet werden kann). Der Satz, mit 7 anstelle von tp und eventuell in der einseitigen Version angewandt, gibe
dann ein € > 0 mit & = u auch auf [tg, 7+¢], doch dies widerspricht der Wahl von 7. Somit muss & = u auf [tg, 00) NI
gelten. Ein analoges Argument gibt @ = u auf (—oo,tp] N I, und die Eindeutigkeit auf ganz I ist gezeigt.

Gegenbeispiel (,,ohne explizite Form und pLB keinerlei Eindeutigkeit*). Die skalare
Gleichung
u(t)

(') =u  oder dquivalent  u' = Ju. T™

ist nicht in expliziter Form (erste Darstellung), oder ihre
Strukturfunktion </ erfiillt nahe x = 0 keine Lipschitz-
Bedingung (zweite Darstellung). Daher ist der Satz
von Picard-Lindelsf auf das AWP mit AB «(0) =0 +
nicht anwendbar, und im Folgenden wird begriindet,
dass bei diesem AWP keine Eindeutigkeit vorliegt. Da-
zu berechnet man durch Separation der Variablen die
Losungen u(t) = :l:(%t—C)% auf [2C, 00). Diese kénnen
— wie in Abbildung 10 skizziert — mit der Null-Losung
zusammengesetzt werden, und tatséchlich hat dann das
AWP auf ganz R mit AB u(0) = 0 die iiberabzihlbar
vielen Lésungen

t) 0 firt <
Uu =
i(%t—C’)% fiir ¢ >

Abb. 10: Die Graphen einiger Losun-
C gen des AWPs (u/)3 = u, u(0) = 0.
C

NI N

mit Parameter C' € [0, 00]. Insbesondere sind auch auf jedem Intervall [—e,¢] oder [0,¢] mit
€ > 0 iiberabzédhlbar viele dieser Losungen verschieden, und somit liegt nicht einmal lokale
Eindeutigkeit von Lésungen vor.
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6.1. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f 71

Als Néchstes folgt eine Hoherer-Ordnung-Version des Satzes von Picard-Lindelof. Diese konn-
te vollig analog zu Hauptsatz 6.1 formuliert werden, wird hier aber bewusst in einer leicht ande-
ren Form angegeben. Insbesondere wird obige Bemerkung (5) direkt eingebunden, wodurch der
Satz zu einem lokalen Existenz- und globalen Eindeutigkeitssatz wird:

Korollar 6.2 (Satz von Picard-Lindel6f; eine m-ter-Ordnung-Version). Gegeben sei
eine Strukturfunktion f € CO(D,X) auf offenem D C R x X™. Ist f lokal auf D beziiglich der
X™-Variablen Lipschitz-stetig', so hat das AWP

ul™ = a1y W™ ) = (yo,y1,y2, - Yme 1) (6.2)
fir alle (to,y0,Y1,Y2, - - - Ym—1) € D stets ...
o (Ezistenz) mindestens eine Lésung auf [to—e,to+e] mit ausreichend kleinem? e > 0,
e (Eindeutigkeit) hichstens eine Losung auf jedem Intervall I positiver Linge mit tg € I.

Bezeichnung. Fiir £ € INg und eine k-mal differenzierbare Funktion u auf einem Intervall
positiver Lange wurde hier die Abkiirzung

ulkl = (u,u’,u”, e ,u(k_l),u(k))
fiir den sogenannten k-Jet von u verwendet.

Zur Ableitung des Korollars reduziert man das AWP (6.2), wie im einfithrenden
Kapitel der Vorlesung erldautert, auf Ordnung 1. Die Behauptung ergibt sich dann problemlos
durch Anwendung von Hauptsatz 6.1 und Bemerkung (5) auf das reduzierte System. O

Als Néchstes wird ein Beweis von Hauptsatz 6.1 ausgefiihrt. Wesentliches Hilfsmittel ist
dabei folgendes, aus der Analysis-Grundvorlesung bekannte Resultat, an das hier erinnert wird:

Satz (Banachscher Fixpunktsatz, auch Kontraktionssatz genannt). Ist A # () vollstindiger
metrischer Raum mit Metrik d und T': A — A strikte Kontraktion (d.h. d(T'(a),T(a)) < kd(a,a)
fiir alle a,a € A mit einem k < 1), so gibt es genau einen Fizpunkt von T in A (d.h. eina € A
mit a = T(a)).

Beweis von Hauptsatz 6.1. Die Argumentation basiert auf der Formulierung des AWPs als
Fixpunktproblem

u="Tu (6.3)

'Hier wird X™ als normierter Raum mit Norm |[|(z0, 21, %2, ..., Zm—1)|lxm = 3" |x:| verstanden, andere

m— 1 .
Wahlen wie (327" [z:]*) 2 geben aber quivalente Normen und konnten genauso gut verwendet werden.
Dieses ¢ héingt — in hier nicht niher spezifizierter Weise — von £, D und (to, %0, 1,42, - - -, Ym—1) ab.
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72 KAPITEL 6. Die Hauptsatze der Theorie

mit folgendem Integraloperator® T auf stetigen Funktionen [tg—e, to+¢€] — B, (yo):

T: CO([tO_eatO_H-:]?ET(yO)) - CO([to—ﬁ,to—}—&}, X) , W TU],
t

Tw(t) :=yo+ | f(s,w(s))dse X  firt e [to—e,to+e].
to

Dass dieser Operator wohldefiniert ist, folgt aus den Voraussetzungen e < 4, [to—0,to+0d] X
B, (yo) C D und f € C°(D, X) sowie dem HDI, wobei letzterer garantiert, dass der Integralaus-
druck eine stetige und tatséchlich sogar eine differenzierbare Funktion ergibt. Durch Ausschrei-
ben der Definition von 7T in (6.3) sieht man auflerdem, dass die Fixpunktgleichung (6.3) durch
Ableiten in die im Satz betrachtete GDG iibergeht und umgekehrt die GDG durch Stamm-
funktionsbildung in die Fixpunktgleichung. Dabei sind allerdings noch Integrationskonstanten
zu berticksichtigen, und in Anbetracht dessen, dass T'u per Definition stets Tu(tg) = yo erfiillt,
kommt man fiir u € C°([to—e, to+e], B, (yo)) insgesamt auf die Aquivalenz

wldst u' = f(-,u) auf [to—e, to+e] und u(ty) = yo <= Tu = u in CO([ty—¢, to+e], X) (6.4)

(wobei insbesondere jede stetige Losung der Fixpunktgleichung automatisch differenzierbar ist,
denn T'u ist ja nach dem HDI differenzierbar).

Zwecks Anwendung des Fixpunktsatzes wird C°([to—¢,to+e€], X) versehen mit der Norm
der gleichméfligen Konvergenz (auch sup-Norm genannt)

[wlloo = sup |w|.
[to—e,to+e]

Die Vollstéindigkeit* des normierten Raums C°([tp—e, to+¢], X') und seiner abgeschlossenen Teil-
menge

A:=(CY ([to—a, t(ﬁ-E], Er(y()))

ist dann im Wesentlichen aus den Analysis-Grundvorlesungen bekannt: Sie folgt direkt aus dem
Cauchy-Kriterium® fiir gleichméfige Konvergenz und dem Satz, dass Stetigkeit von Funktionen
unter gleichméfliger Konvergenz erhalten bleibt.

Zur Anwendung des Fixpunktsatzes bleiben schliefilich noch zwei Eigenschaften des Opera-
tors T auf A zu priifen:

3Beim Integral in der Definition von T handelt es sich um das Riemann-Integral einer stetigen, X-wertigen
Funktion. Im Fall dimk X < oo kann dieses Integral durch komponentenweise Riemann-Integration erklért werden,
es macht aber auch im oco-dimensionalen Fall Sinn. Dazu geht man in der bei Kurvenintegralen iiblichen Weise
vor und definiert fiir ¢ > #¢ in R und Banach-Raum-wertiges g € C°([to,], X) ganz allgemein f:o g(s) ds als Limes

der N#herungssummen Zle(ti—tifl)g(si) mit k € IN und 9 < s1 <t1 < 82 < t2 < ...< sk < tr =1t bel gegen
Null strebender Feinheit max;ec(y,2,... x} (ti—ti—1) der Zerlegung (to,t1,t2,...,tx) — wobei der Limes unter den
gemachten Voraussetzungen stets in X existiert. Fiir ¢t < to setzt man f:o g(s)ds := — f;o g(s)ds, und fiir t = to
trifft man natiirlich die Konvention, dass das Integral verschwindet. Der HDI und andere Basis-Resultate tiber
,normale* IK-wertige Integrale bleiben fiir diese Bildung ohne wesentliche Probleme giiltig.

‘Es sei an die Definition der Vollstindigkeit im Kontext normierter oder metrischer Riume erinnert:
Vollsténdigkeit eines solchen Raums bedeutet, dass jede Cauchy-Folge in diesem Raum konvergiert.

5Das Kriterium besagt, dass jede Funktionenfolge, die gleichméBige Cauchy-Folge ist, auch gleichm&Big kon-
vergiert. Dies gilt selbstverstandlich nur bei vollstindigem Zielraum, benutzt im vorliegenden Kontext also die
Vollsténdigkeit von X
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e Zum Nachweis, dass T die Menge A in sich selbst abbildet, ist zu zeigen, dass
Tw mit w € A stets Werte in B,(yo) hat. Dies gelingt unter wesentlicher Verwendung der
Voraussetzungen ¢ < min{d, /M } und (B) mit der Abschétzung

Twt) — yol = \ [ fsuts)as

t
< [ |f(s,w(s))|ds < |t—to|M <eM <r
to ~———~—
<M weil w(s)€Br(yo)

fiir ¢ € [to, to+<], und fiir t € [to—e, to] folgt es ganz analog, wenn man nur die Grenzen des
zweiten Integrals in der Abschétzung vertauscht.

e Zum Nachweis einer strikten Kontraktionseigenschaft auf A schitzt man fiir w, w €
A gemifl (pLB) wie folgt ab:

[Tw(t) = Tw(t)| = ‘/t [£(s,w(s)) = f(s,w(s))] ds| < [t—to| L[| @—wl| (6.5)

|- |<Llw(s)—w(s)

fir t € [to—e, to+e]. Insgesamt folgt ||Tw—Tw|, < eL|lw—w|, und somit die strikte
Kontraktionseigenschaft, vorausgesetzt dass eL < 1 gilt. Unter der letzten Zusatzvoraus-
setzung konnte man den Beweis nun abschlieBen, aber man kann diese Voraussetzung —
die im Hauptsatz ja nicht auftaucht — tatséchlich vermeiden: Dazu schlieit man aus (6.5)
zunéchst nur im Fall ¢ > ¢g weiter auf

t
<L | |Tw(s) —Tw(s)|ds
to

T25(t) — T?w(t)] = / (s, T%(s)) — f(s, Tw(s))] ds

to

t
~ 1 ~
< [ ls-tolds L2@-wl, = 5 lt-tP LGl

to

Die resultierende Abschitzung bleibt fiir alle ¢ € [to—e, to+e] richtig, denn fiir ¢ < ¢y muss
man in der vorigen Abschitzung nur einige Integralgrenzen vertauschen. Durch induktive
Fortsetzung derselben Argumentation ergibt sich fiir die k-fache Iteration von T mit k& € INg
dann die Abschitzung

. 1 .
|T*@(t) — TFw(t)| < E|t—t0\kLkHw—w||oo fiir t € [to—e, to+e] .
Insbesondere ist

_ eL)k

[o—wl

k
wegen des iiber-exponentiellen Fakultéiten-Wachstums gibt es ein ky € IN mit (6150)! < 1, und

zumindest T ist daher strikte Kontraktion — unter nur den im Hauptsatz formulierten
Voraussetzungen.

An dieser Stelle lisst sich der Banachsche Fixpunktsatz anwenden, und es folgt, dass T
genau einen Fixpunkt u in A besitzt. Wegen TH0Ty = TT*y = Tu ist auch Tu ein Fixpunkt
von T* in A, und in Anbetracht der Eindeutigkeit dieses Fixpunkts folgt v = Tu, also die
Giiltigkeit von (6.3) fiir w. Damit ist die eindeutige Losbarkeit der Fixpunktgleichung (6.3) in
A = C%([to—e, to+¢], Br(yo)) gezeigt (eindeutig, da jeder Fixpunkt von T auch Fixpunkt von 7%
ist), und wegen der Aquivalenz (6.4) folgt sofort die eindeutige Losbarkeit des AWPs (6.1) durch
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74 KAPITEL 6. Die Hauptsatze der Theorie

eine differenzierbare Funktion u: [tg—e, to+€] — B,(yo). Da die hiermit bewiesene Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage auch bei geringfiigig verkleinertem r mit entsprechend verkleinertem ¢ an-
wendbar ist, hat u auf dem offenen Intervall (tg—¢, to+<) Werte in der offenen Kugel B, (o), und
daraus ergibt sich die Eindeutigkeit dieser Losung sogar unter allen differenzierbaren Funktionen
[to-&, t0+€] — X (statt nur [to—é,t0+8] — Er(yO)) ]

Bemerkung. Als ein Nebenprodukt des Beweises ergibt sich ein iteratives Verfahren zur
Berechnung von Néherungslésungen mit zugehoriger A-priori-Fehlerabschitzung: Beginnt
man mit einem beliebigen ug € CO([to—e,to—i—e],BT(yo)) (im einfachsten Fall mit uy = yp), so
zeigt die Abschéitzung

(eL)*

eL)k
=T ol = 17 =T ol < ol < E0 4 ool

dass die sogenannten Picard-Iterationen T%ug bei k — oo gleichmiiflig und iiber-exponentiell
schnell gegen die Losung u konvergieren.

6.2 Der Satz iiber die maximale Lésung

Es folgt ein weiterer zentraler Satz der Theorie, der sich aus dem Satz von Picard-Lindelof ergibt
und im Wesentlichen unter denselben Voraussetzungen gilt:

Hauptsatz 6.3 (iiber die maximale Lésung). Die Strukturfunktion f € CO(D, X) auf offenem
D C R x X sei lokal auf D beziiglich der X -Variablen Lipschitz-stetig. Dann existiert zu jedem
Anfangsdatum (tg,y0) € D ein maximales Intervall Ipax mit tg € Inax, so dass das AWP

u/:f("u)v u(to):yo

auf Imax eine (eindeutige) Liosung u besitzt. Das Intervall Imax = (o, w) st offen mit —oo <
a <ty < w < oo, und bet den Grenziibergingen t \ a und t /' w verldsst (t,u(t))
jede kompakte Teilmenge von D endgiiltig.

Bemerkungen.

(1) Dabei heift u: I — X die maximale Losung und [, das maximale Lésungsin-
tervall des betrachteten AWPs. Sinnvoll sind diese Begriffe dabei nur, wenn Eindeutigkeit
(und lokale Existenz) schon garantiert sind — hier durch Picard-Lindelsf.

(2) Die wesentliche (und auch am schwierigsten zu beweisende) Aussage des Satzes ist die
iiber das Verhalten bei t \y « und t ' w. Im endlich-dimensionalen Fall D = R x K
impliziert dieses Verhalten, dass

e entweder w = oo (,,Lésung fiir alle Zukunft*)

e oder w < oo, limy ~, |u(t)| = oo (,,Losungsexplosion zur endlichen Zeit w*)
sowie eine analoge Alternative fiir ¢ \, a statt t  w gelten.

(3) Durch Reduktion auf Ordnung 1 ldsst sich eine Version des Satzes fiir AWPe beliebiger
Ordnung m € IN ableiten. Das Verhalten fiir ¢ \, @ und ¢t ~ w sieht dann so aus, dass
(t, u(t), ' (t),u”" (t),u™ 1 (t)) jede kompakte Teilmenge von D endgiiltig verlisst, und eine
Alternative wie in (2) gilt im Fall D = Rx (K™ )™ mit |u(t)|+ |’ (t)|+]u” (t)|+ . . . +|]ul™D (1))
anstelle von |u(t)| (also mit Losungsexplosion im Phasenraum).
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Beweis von Hauptsatz 6.3. Man erhéalt Ih,x als Vereinigung aller Intervalle [ in R mit
to € I, auf denen eine Losung u; des AWPs existiert. Geméafl dem Satz von Picard-Lindelof
ist dann ...

e Iax ein Intervall positiver Linge um ty, das das Picard-Lindelof-Intervall [to—e, to+e]
enthélt;

e die Zusammensetzung (wegen Eindeutigkeit wohldefiniert)
u(x) :=uyr(x) firz eI
der Lésungen u; eine Losung u des AWPs auf ganz Iyax;

o Inax = (a,w) offen, denn wire etwa der rechte Randpunkt w in Ijnax enthalten, so wére
(w,u(w)) € D und man kénnte die Losung u auf (w,w+e] fortsetzen — im Widerspruch zur
Definition von I ax.-

Zum Nachweis des behaupteten Verhaltens bei ¢ ' w argumentiert man durch ,reductio
ad absurdum‘: Angenommen es giibe eine Folge t,, /' w mit (t,,u(t,)) € K fir alle n € IN und
ein Kompaktum K € D C Rx X. Dann ist w < oo wegen der Beschriinktheit von K, und geméf
Extremalsatz existiert M := maxg |f| < oco. AuBlerdem gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir die offene
§-Umgebung Us(K) von K beziiglich der Norm ||(¢, z)||rxx := [t|+|z| gilt:

Us(K) C {(t,z) € D : |f(t,2)] < 1+ M} (6.6)

(denn K ist kompakt, und die Menge auf der rechten Seite der Inklusion ist eine offene Ober-
menge von K; somit hat K notwendig positiven Abstand zum Komplement dieser Obermenge).
Die néchste Behauptung ist, dass

ein ng € IN existiert, so dass (¢,u(t)) € Us(K) fiir alle ¢ € (tp,,w) gilt, (6.7)

und dies wird mit einem weiteren (Widerspruch-im-)Widerspruchsargument gezeigt. Wére (6.7)
namlich falsch, so gibe es fiir jedes n € N ein ¢} mit ¢, < ¢t} < w und (¢, u(t))) ¢ Us(K).
Auflerdem lésst sich annehmen, dass ¢} sogar minimal mit dieser Eigenschaft gewdhlt wurde —
dies geht wegen Stetigkeit von u, Abgeschlossenheit des Komplements von Ug(K), und weil ¢,
selbst wegen (t,,u(t,)) € K nicht in Frage kommt. Mit diesen Wahlen und dem Schrankensatz
ergibe sich

8 < Nt u(t2)) = (b)) e = () + ) =ult)] < (=t |1+ sup 1]

wobei das Maximum auf der rechten Seite wegen der Losungseigenschaft v’ = f( -, u), wegen der
aus der Minimalitét von ¢} resultierenden Inklusion (¢, u(t)) € Us(K) fir t € (¢, t)) und wegen
(6.6) durch 1+M abgeschétzt werden konnte. Daher wiirde man mit

§ < (w—t,)[24+M] =30
einen Widerspruch erhalten. Somit ist (6.7) gezeigt.
Aus der Losungseigenschaft von w, (6.7) und (6.6) liest man ab, dass |[v/(¢)| = |f(-,u)| <
1+M bei t  w beschrinkt bleibt. Nach Schrankensatz und Cauchy-Kriterium existiert dann
Yo := lim; », u(t) in X'. Unter erneuter Verwendung von (6.7) und (6.6) folgt (w,y.,) € Us(K) C
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D, und nun kann der Satz von Picard-Lindelsf angewandt werden, um das AWP zu v’ = f( -, u)
mit AB u(w) = y, lokal zu l6sen. Eine Losung dieses AWPs existiert insbesondere auf einem
Intervall [w,w+¢] mit € > 0 und kann mit u zu einer Losung des urspriinglichen AWPs auf
(v, w+e] zusammengesetzt werden. Dies widerspricht der Definition von I, und bestétigt, in
Anbetracht der eingangs gemachten Annahme, das behauptete Verhalten beim Grenziibergang

t S w.
Die Behauptung {iber das Verhalten fiir ¢t \, a beweist man vollig analog. O

6.3 Kiriterien fiir globale Existenz von Lésungen

Die globale Losbarkeit von AWPen ist im Zusammenhang mit dynamischen Systemen von groflem
Interesse (genaueres demnéchst in Abschnitt 6.6), sie kann aber nur in speziellen Féllen sicher-
gestellt werden. Ein erster Fall mit globaler Existenz folgt:

Satz 6.4 (Globaler Existenzsatz mit Wachstumsannahme). Sei I Intervall positiver
Linge in R, und die Strukturfunktion f € C°(I x X,X) sei lokal auf I x X beziiglich der X -
Variablen Lipschitz-stetig. Erfillt f dann eine Wachstumsbedingung in der X -Variablen

lf(t,z)| < g(t)h(|z]) firalletel, zeX
fiir stetiges g: I — IR(J{ und nichi-fallendes h: IR(J)r — RT mit Z;’il ﬁ = 00, so ist das AWP
u'=fu), ulte) =y (6.8)
fiir alle tg € I, yo € X auf dem gegebenen Intervall I (eindeutig) losbar.

Bemerkungen.

(1) Insbesondere beinhaltet Satz 6.4 den Fall h(s) = 1+s einer linearen Wachstumsbedin-
gung, und dieser wohl wichtigste Spezialfall des Satzes erfasst wiederum alle linearen
GDGen und GDG-Systeme mit stetigen Koeffizienten; fiir die detaillierte Darstel-
lung der linearen Theorie sei aber ein weiteres Mal auf den spéteren Abschnitt 7.1 verwiesen.

(2) Die Forderung Z;’il ﬁ = oo kann alternativ durch die #quivalente Integralbedingung®

S
besagt, dass h héchstens leicht schneller als linear wachsen darf, und ist wesentliche

und recht scharfe Voraussetzung des Satzes: Bei h(s) = 1+slog(1+s) ist die Bedingung noch
erfilllt, bei h(s) = 14+sP mit p > 1 gelten sowohl sie als auch die allgemeine Aussage des
Satzes nicht mehr (letzteres erkennt man z.B. an expliziten Losungen von v’ = |ulP).

J OOO h(ls) ds = oo fiir ein (und damit alle) sg € IR(J)r ausgedriickt werden. Diese Bedingung

(3) Ein analoger Sachverhalt gilt bei GDGen u(™ = f(-,ul™"1) beliebiger Ordnung
m € IN unter der Wachstumsbedingung |f (¢, zo, 21,22, ..., Zm-1)| < g(t)h(zi”igl |z;|) fiir
alle t € I, xg,x1,22...,xm—1 € X und mit den gleichen Forderungen an g und h; dies
beweist man durch Reduktion auf Ordnung 1.

Der Beweis des Satzes beruht auf einer Analyse des genauen Existenzintervalls im
Satz von Picard-Lindel6f. Im Einzelnen argumentiert man wie folgt:

5Das Integral ist als uneigentliches Riemann-Integral zu verstehen; es ist wohldefiniert, da h als monotone
Funktion jedenfalls iiber kompakte Intervalle Riemann-integrierbar ist.
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Beweis. Zunéchst sei I als kompakt angenommen. Dann ist g auf I beschriankt, und somit gilt
sup; g < K fiir eine Schranke K € R™. Es folgt

[f(t,2)] < Kh(|yo|+1)  fiir alle (t,2) € I x Bi(yo),

und nach Picard-Lindelof hat das AWP (6.8)

1 —
eine Losung u auf I N [to, to+e1], €1 = % , mit Werten in B (yo) .

(Iyol+1)
Ist tg+e1 € I, so wendet man im nichsten Schritt Picard-Lindel6f mit dem neuen Anfangs-
datum (to+e1,u(to+e1)) € I x Bi(yo) an und setzt die so erhaltene Losung mit Werten in
Bi(u(to+e1)) C Ba(yo) an u heran. Wegen

|f(t,2)] < Kh(|lyo|+2)  fiir alle (t,2) € I x By(u(to+e1))

findet man fiir dass AWP (6.8) somit auch

1 _
eine Losung w auf I N [to, to+e1+ea], €2 = *h , mit Werten in Ba(yp) .

(lvol+2)

Ist auch tg+e14+e2 € I, so kann man Picard-Lindel6f ein weiteres Mal anwenden und bekommt

1 _
eine Losung w auf I N [tg, to+e1+ea+es], €3 = h , mit Werten in B3(yp) .

(Iyol+3)

Dieses Vorgehen lédsst sich induktiv fortsetzen, und wegen der Divergenz der Reihe

1 1 1 1
K h + K h

ist dadurch die Existenz einer Losung von (6.8) auf I N [ty, c0) sichergestellt. Analog bekommt
man eine Losung auf I N (—oo, tp] und durch noch ein letztes Aneinandersetzen auch eine auf
ganz I. Fiir kompaktes I ist der Satz somit bewiesen, und bei nicht-kompaktem I erhélt man die
Losung auf I einfach durch Zusammensetzen der Losungen auf allen kompakten Teilintervallen
von I, die ty enthalten (wobei die Zusammensetzung wegen Eindeutigkeit wohldefiniert ist). [

Bemerkung. Im vorausgehenden Beweis wurde der Satz von Picard-Lindelof stets mit r =
1 angewandt. Im Fall linearen Wachstums h(s) = 1+s ist auch ein etwas anderes Vorgehen
sinnvoll, bei dem die i-te Anwendung des Satzes mit der Wahl r; := |u(tg+e1+eo+ ... +ei-1)]+1
geschieht; dann kann man bei kompaktem I oder beschréinktem g tatséchlich erreichen, dass die
Intervalllingen €; bei ¢ — oo nicht gegen Null gehen, sondern konstant bleiben.

Manchmal lésst sich die globale Losbarkeit von GDGen und GDG-Systemen auch sicherstel-
len, indem man mit einer Art logischer Umkehr der Satzes iiber die maximale Lésung arbeitet.
Auf einem formalen Level verwendet man dazu folgende direkte Konsequenz dieses Satzes:

Sind bei einem gegebenen AWP u' = f(-,u), u(ty) = yo die Voraussetzungen von
Hauptsatz 6.3 an D, f, to, yo erfiillt, und bleibt {(¢,u(t)) : ¢t € J} fiir jede Losung u
des AWPs auf einem beschriankten Teilintervall J mit tg € J C [ in einer kompakten
Teilmenge von D, so ist das AWP auf ganz I 1ésbar.
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Von konkretem Nutzen ist diese Herangehensweise vor allem in der endlich-dimensionalen
Situation X = RY. Dann namlich folgt globale Existenz auf I, sobald alle Losungen u des
AWPs auf (beschréankten) Teilintervallen J von I beschrénkt bleiben, und dies wiederum kann
manchmal durch geometrische Betrachtungen sichergestellt werden. Tatséchlich identifiziert der
néchste Satz drei geometrische Situationen bei autonomen GDG-Systemen, in denen globale
Existenz gewéhrleistet ist (wobei die Beschrinkung auf den autonomen Fall nur der Vereinfa-
chung dient; im nicht-autonomen Fall gelten prinzipiell dieselben Aussagen).

Satz 6.5 (iiber geometrische Kriterien fiir globale Existenz). Sei I ein Intervall positiver
Linge in R mit tg € I, und sei F € CY(D,RN) ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf
einer offenen Teilmenge D von RN mit yo € D. Auflerdem sei eine der folgenden drei
Bedingungen erfillt:

(A) F ist tangential zu einer kompakten C'-Untermannigfaltigkeit M ohne Rand
von RN (d.h. F(z) ist fiir alle x € M ein Vektor im Tangentialraum ToM an M in ),
und es qilt yo € M C D.

(B) F ist tangential zum Rand 8G eines beschrinkten C'-Gebiets G in RN (d.h. fir
alle x € 0G gilt F(x) - vg(x) =0, wobei vg(x) fir den duferen Einheitsnormalenvektor an
G in x steht), und es gilt yo € G C D.

(C) F zeigt auf dem Rand 8G eines beschrdinkten C'-Gebiets G in RY nirgends
nach auflen (d.h. fir alle x € 0G gilt F(x) -vg(z) <0), und es gelten I C [to, 00) sowie
yo € G C D.

Dann ist das AWP
u' = F(u), u(to) = yo

auf dem gegebenen Intervall I (eindeutig) lisbar.

Tatséchlich 1dsst sich in den durch den Satz abgedeckten Situationen einsehen, dass Lésun-
gen des AWPs in M beziehungsweise G gefangen bleiben und die zuvor erwihnte
Argumentation anwendbar ist. Dies wird auch anschaulich sehr plausibel, wenn man sich zu-
gehorige Phasenraumportraits vorstellt; man denke etwa an den Fall einer Sphére M oder einer
Kugel G. Formal basiert der Beweis, dass M beziehungsweise G nicht verlassen werden kann, auf
einer Form des ,,Geradebiegens®“ von M beziehungsweise G und ist technisch nicht ganz einfach:

Beweis der Fille (A), (B) und Beweisansatz zu Fall (C) von Satz 6.5. Im Fall (A) reicht es zu
zeigen, dass es zu jeder Losung u auf J C I (oder auch nur auf J = I,x) und jeder Stelle 7 € J
mit u(7) € M ein kleines Intervall um 7 gibt, auf dem w in M bleibt; denn dann folgt leicht, dass
u auf ganz J in M und somit beschrinkt bleibt. Man betrachtet hierzu, eventuell nach einer
Drehung des RY, eine lokale Darstellung von M nahe u(7) als Graph {(x,g(z)) : = € R"} von
g € CY(R™,RN~") mit der Dimension n von M; das bedeutet mit etwas anderen Worten, man
nimmt B (u(7))NM = B, (u(7)) NGraph g fiir ein v > 0 an. Sei nun ein neues, Lipschitz-stetiges
Vektorfeld H auf einer Umgebung von (uq(7), u2(7),...,u,(7)) in R™ definiert durch

H(z) == (F1(2,9(2)), Fa(z,9(2)), - - ., Fu(2,9(2))) ,

und sei w die nach Picard-Lindel6f existente und eindeutige R™-wertige Losung des AWPs
w=H(w),  w(r)=(ur(r),uz(7), ... un(7))
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auf einem kleinen Intervall um 7. Die RY-wertige Funktion @ := (w, g(w)) erfiillt dann u(7) =
u(7), hat nahe 7 Werte in Graphg = M und 16st aus folgendem Grund die urspriingliche
GDG v/ = F(u) auf einem kleinen Intervall um 7: Die ersten n Komponenten w’ von @’ stim-
men per Konstruktion mit den ersten n Komponenten H(w) von F(w,g(w)) = F(u) iibe-
rein; und da @/(¢t) und F(u(t)) beide im (nicht-vertikalen) n-dimensionalen Tangentialraum
Ty (Graphg) = Ty M liegen, stimmen die restlichen (N-—n)-ten Komponenten ebenfalls
iiberein. Geméfl Picard-Lindelof folgt schliefllich v = u € M auf einem kleinen Intervall um
7, und dies reicht, wie schon erldutert, um {iber Hauptsatz 6.3 auf die globale Existenzaussage
zu schlieflen.

Im Fall (B) liefert das schon Gezeigte mit M = 9G, dass Losungen mit Anfangsdatum in
JG in 0G bleiben. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage von Picard-Lindelof folgt dann, dass
Losungen mit Anfangsdatum in G nie den Rand G beriihren und folglich das Aufiere RN \ G
nicht erreichen kénnen. Somit bleiben alle Losungen mit Anfangsdatum in G stets in G, und
der Beweis des Falls (B) ist komplett.

Im Fall (C) argumentiert man durch lokales Geradebiegen von G nahe u(7) € OG mit einem
C!-Diffeomorphismus und zugehorige Transformation der abhiingigen Variablen bei der GDG
(wobei eine Moglichkeit des Geradebiegens, die im Prinzip fiir (A) verwendet wurde, auf der Ver-
wendung von Graphenabbildungen beruht). Anders als im Fall (A) kann man im Fall (C) aber
nicht unbedingt auf ein kleineres autonomes GDG-System reduzieren, vielmehr reduziert man
auf eine einzelne, skalare, allerdings nicht mehr unbedingt autonome GDG fiir die Normalen-
komponente von u. Die Details der Reduktion und die Behandlung der nicht-autonomen GDG
werden hier nicht ausgefiihrt, sollen aber (teilweise) in den Ubungen thematisiert werden. [

6.4 Stetige Abhingigkeit und der Stetigkeitssatz

Dieser Abschnitt behandelt die Stabilitdt von Losungen und ihre Abh#ngigkeit von gegebenen
Anfangs- und Strukturdaten. Es geht hierbei allerdings vor allem um Losungen auf kompakten
Intervallen, also um die Stabilitdt von Lésungen gegen Storungen bei Vorliegen eines
endlichen Zeithorizonts, nicht um die mit den Begrifflichkeiten aus Abschnitt 2.3 einherge-
hende Langzeit-Stabilitat. Wie die Fragestellungen der vorigen Abschnitte ist auch die Stabi-
litdtsfrage nur dann sinnvoll, wenn (zumindest fiir die ungestorte Losung) Eindeutigkeit besteht.
Daher wird im Folgenden die fiir den Satz von Picard-Lindel6f benétigte partielle Lipschitz-
Bedingung (pLB) stets angenommen.

Hauptsatz 6.6 (Stetige Abhingigkeit von den Daten auf kompakten Intervallen). Sei D
offen in R x X, fiir f € C°(D,X) gelte lokal auf D eine pLB beziiglich der X -Variablen, und
sei (to,yo) € D. Ist dann u eine Losung des AWPs

u'=f(-u),  ulte) =y (6.9)

auf einem kompakten Intervall I positiver Linge, so gibt es zu jedem € > 0 und jedem L € R*
ein § > 0 mit folgender Eigenschaft: Wann immer f € CO(V, X) auf einer offenen Umgebung V
von Graph(u) in D eine pLB beziglich der X -Variablen mit Konstante L erfillt und zusammen
mit den gestorten Daten to € I, Jo € X den Bedingungen

}to—to‘ < (5, |y0—y0‘ < 5, Gglpafl)((u) ‘f—f‘ <9 (6.10)
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geniigt, so existiert die (eindeutige) Lisung u des gestorten AWP
u=f(u),  u(to) =7o (6.11)

auf ganz I und erfillt
max ’ﬂ—u‘ <e.

Bemerkungen.

(1) Hauptsatz 6.6 besagt im Wesentlichen, dass die Losung des AWPs (6.9) stetig
von der Strukturfunktion f und den Anfangsdaten {3 und yo abhingt.

(2) Eine genauere Analyse des folgenden Beweises zeigt, dass § proportional zu € gewihlt werden
kann und damit sogar eine lokal Lipschitz-stetige Abhéngigkeit vorliegt.

(3) Der Ubersichtlichkeit halber wurde der Hauptsatz nur fiir den Erster-Ordnung-Fall angege-
ben. Fiir Systeme héherer Ordnung gilt aber ein vollig analoger Sachverhalt; dies sieht man
wie iiblich mit dem Verfahren der Reduktion auf Ordnung 1.

(4) Mit einer geringfiigigen Modifikation des folgenden Beweises kann man auch eine Version des
Hauptsatzes erhalten, bei der § eine etwas natiirlichere Abhéingigkeit aufweist: Es hiingt dann
nicht von der Konstante in der pLB fiir die gestoérte Strukturfunktion f, sondern vielmehr
von der in der pLB fiir die urspriingliche Strukturfunktion f auf der offenen Umgebung
V' von Graph(u) ab. Um dies erreichen zu konnen, muss allerdings die letzte Bedingung
in (6.10) zur Forderung supy |f—f| < ¢ auf der Umgebung V verstérkt werden, was fiir
manche Anwendungen — beispielsweise die Ableitung des folgenden Korollars 6.8 — zu
einschrénkend ist.

Zentrales Hilfsmittel fiir den Beweis des Hauptsatzes ist folgendes Lemma iiber Integral-
beziehungsweise Differentialungleichungen, das auch viele weitere Anwendungen besitzt:

Lemma (Gronwall-Lemma). Gegeben seien —oo < tg < wg < 00, a,b € CO([tg,wp), Rg) und
so € Ry . Erfillt o € C°([to,wo), R) dann die Differentialungleichung

o(t) < sp —I—/ [a(s)p(s)+b(s)] ds fir alle t € (to,wo) (6.12)

to

so folgt die Abschdtzung

t
o(t) < e [e_A(to)so + / e A0)p(s) ds] fir alle t € [to,wp) (6.13)

to
mit einer Stammfunktion A € C°([tg,wo)) von a.

Bemerkung. Tritt in (6.12) sogar Gleichheit ein, so ist die resultierende Integralgleichung
dquivalent zum skalaren AWP ¢’ = ap+b, p(tg) = sg, dessen Losung bekanntlich durch die
rechte Seite von (6.13) gegeben ist. Das Lemma besagt also im Wesentlichen, dass sich Losungen
einer Differentialungleichung durch Losungen der zugehorigen Differentialgleichung abschéitzen
lassen. In Anbetracht dieses Zusammenhangs scheint die Aussage des Lemmas sehr plausibel
und ist leicht zu merken.
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Beweis des Lemmas. Zunéchst wird der Fall b = 0 behandelt. Es geniigt dabei, s9 > 0 zu
betrachten, denn der Fall sy = 0 folgt daraus durch einen Grenzprozess. Auflerdem lésst sich
¢ > 0 annehmen, denn andernfalls kann man ¢ unter Erhaltung der Ungleichung (6.12) durch
max{y,0} ersetzen. Durch die Festlegung ¥(t) := so + j;to a(s)p(s)ds erhilt man nun eine
positive stetige Funktion ¥ auf [tg, wp), und gemdfl dem HDI und (6.12) mit b = 0 erfiillt diese
U = ap < aV auf (ty,wp) sowie ¥(ty) = so. Unter erneuter Anwendung des HDI erhiilt man

log U(t) — log sy = /tt \I\I}//((;)) ds < /t75 a(s)ds = A(t) — A(to) fiir alle t € [to,wo) -

Durch Exponentieren der resultierenden Ungleichung und Multiplikation mit sg ergibt sich
U(t) < AW-Al) g, fiir alle t € [to,wo) -

In Anbetracht von ¢ < W folgt hieraus die Behauptung im Fall b = 0.

Bei beliebigem b € CO([to,wo) IR+) arbeitet man, dhnlich wie schon in Abschnitt 5.1, mit
den Hilfsfunktionen B(t f e A0)p(s)ds und & := p—eAB. Mit partieller Integration, den
Identitdten B(tg) =0 und eAB’ = b sowie der Voraussetzung (6.12) ergibt sich dann

50 + /t a(s)p(s)ds = sp + /t a(s)p(s)ds — /t a(s)e*®) B(s) ds

to to to

t t
= 50 +/ a(s)p(s) ds — AW B(t) + eA®) B(tg) +/ A B'(s) ds

to to

= 50+ / [a(s)p(s)+b(s)] ds — e B(2)

> o(t) - (;A(t)B(t) = (1)

fiir alle t € (to,wp). Somit ist die Voraussetzung (6.12) fiir ¢ anstelle von ¢ mit b = 0 erfiillt,
und mit dem bereits Gezeigten ergibt sich erst $(t) < eA®)~Ato)gy fiir alle ¢ € [ty,wp) und dann
die behauptete Ungleichung fiir . 0

Beweis von Hauptsatz 6.6. Seien die Daten beider AWPe des Satzes und die Losung u sowie
e und L gegeben. Sei auBerdem V die offene Umgebung von Graph(u), auf der die pLB mit
Konstante L fiir f gilt. Da die kompakte Teilmenge Graph(u) C V positiven Abstand zum
Komplement von V hat, ldsst sich, eventuell nach Verkleinerung von ¢, die Inklusion {t} x
B:(u(t)) C V fiir alle ¢t € I erreichen. Auflerdem sei angenommen, dass Kleinheitsbedingungen
(6.10) mit noch zu fixierendem § > 0 gelten, das jedenfalls ausreichend klein ist, um ]go—u(?o) ’ <
‘ﬂo—yo‘ + ‘u(to)—u(fo)} < ¢ und damit (t~0,§0) € V zu gewihrleisten. Sei dann u: (a,w) — X
die eindeutige maximale Losung des gestorten AWPs (6.11) mit —oco < a0 < to < w < oo, und
sei (ag,wp) C (o, w) das groBte Intervall um o mit (t,ﬂ(t)) € V fiir alle t € (ap,wp). Mit Hilfe
der Bedingungen (6.10) ergibt sich fiir ¢ € (o, wo) N I die Abschétzung

[u(t)—u(t)| =

Yo +/? f(s,ﬂ(s)) ds —yo — ’ f(s,u(s))ds — A f(s,u(s))ds

to

t ~
< |y0 yo‘ + ‘to t0| mff((u |f] +/0 (‘f(s,ﬂ(s))—f( ‘+Ggp3}lx |f f‘)
§5M+/~ [L]a(s)—u(s)| + 6] ds
to
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wobei M := 14+ maxXgapn(u) | f| abgekiirzt wurde. Auf die Hilfsfunktion
p = [u—ul

kann nun das Gronwall-Lemma angewandt werden. Genauer wird die vorausgehende Version
des Lemmas (mit so = 0M, a = L, b =) auf [to,wg) N I und eine entsprechende Variante auf
(ao,t}} N I angewandt. Nach kurzer Rechnung ergibt sich

o(t) < (5(M+L_1)eL|t_t~°| — 6L < §(M+L )M fiir alle t € (ag,wp) N1

mit der endlichen Lénge |I| des kompakten Intervalls I. An dieser Stelle kann ¢ (abhéngig von
M, L, |I], ) so klein fixiert werden, dass zusétzlich zur oben verwendeten Inklusion (to, 'g]o) evVv

die Ungleichung 6(M+L~ el < £/2 und damit insgesamt
p(t) <e/2 fiir alle t € (ag,wp) N1

gilt. Wire nun w > wy € I, so stiinde p(wg) < /2 und damit (wg, @(wp)) € {wo} XB:(u(wg)) C V
im Widerspruch zur Wahl von wy mit (wg,u(wo)) ¢ V. Die Moglichkeit w = wp € I kann
man im Fall dimg X < oo ebenfalls schnell ausschliefen, denn die Inklusion (¢,u(t)) € K. :=
User [{s} x E&-/Z(U(S))] fiir alle t € [%,w) mit dem dann kompakten K. C V stiinde im
Widerspruch zum Satz iiber die maximale Losung. Um den Fall dimg & = oo mitzubehandeln,
muss man allerdings etwas sorgfiltiger argumentieren, beispielsweise wie folgt. Zunéchst ist f
beschrinkt auf dem Kompaktum Graph(u) C V. Wire nun w = wg € I, so bliebe wegen der
Inklusion (¢,u(t)) € {t} x B.p(u(t)) C V fir t € [t0,w) und der pLB fiir f auf V auch
f(t, ﬁ(t)) bei t " w beschrinkt. Gemifl der GDG fiir u ist letzteres gleichbedeutend damit,
dass @/(t) bei t / w beschrinkt bleibt, und wie im Beweis des Satzes iiber die maximale
Lésung kénnte man nun auf die Existenz von y,, = lim; », @(t) € B, 5(u(w)) schliefen. Wegen
(W, Yw) € {w} x Bo(u(w)) C V lieBe sich der Satz von Picard-Lindelof auf das AWP mit AB
t(w) = vy, anwenden, und man konnte u als Losung iiber w hinaus fortsetzen. Dies stiinde im
Widerspruch zur Wahl von (o, w) als maximales Losungsintervall. Insgesamt ist damit sowohl
w > wy € I als auch w = wy € I ausgeschlossen, und es verbleibt nur die Alternative, dass
wo ¢ I gilt. Mit analogem Vorgehen erhélt man o ¢ I. Folglich ist I C (ag,wp), und u existiert
auf ganz I mit

max lu—u| = maxp < ¢. O

Als Néchstes soll der vorausgehende Satz statt auf ein einzelnes GDG-System auf eine
Parameter-abhéingige Familie solcher Systeme angewandt werden. Konkret geht es dabei um
GDG-Systeme (fiir X-wertige u)

u'= f(-,u;p) (6.14)
mit Parameter p, der in einer Grundmenge P lauft, und mit p-abhéngiger Strukturfunktion
fiDxP — X auf D C R x X. In diesem Kontext werden nun folgende Bezeichnungen

eingefiihrt (die insbesondere auch im Fall eines einzelnen GDG-Systems, d.h. fiir einelementiges
P, sinnvoll sind und dann natiirlich ohne das letzte Argument p verwendet werden).

Definition 6.7 (Lebensdauerfunktionen, charakteristische Funktionen). Seien P eine
Menge und D offen in R x X, und fiir jedes p € P geniige f(-;p) € C°(D,X) lokal auf D
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einer pLB in der X-Variablem. Fir beliebige Daten (1,y) € D, p € P bezeichne u( - ;7,y;p) die
maximale X -wertige Losung des AWPs

u'=f(uip),  ul(r) =y

auf dem mazimalen Lésungsintervall (a(7,y;p),w(T,y;p)). Man nennt die durch diese Konven-
tion gegebenen Abbildungen a: D x P — [—00,00) und w: D x P — (—o00, 0] die Lebensdauer-
funktionen des Parameter-abhingigen Systems (6.14), und die X-wertige Abbildung

(t;7,y5p) = ult;T,y;p)

auf Dy, == {(t;7,y;p) € Rx D xP : a(r,y;p) <t <w(r,y;p)} heifit die charakteristische
Funktion des Systems (6.14).

Unter minimal stérkeren Annahmen (namlich, wenn P eine Metrik trigt, f auch in p stetig ist
und die pLLB lokal gleichméBig in p erfiillt) ldsst sich die durch Hauptsatz 6.6 garantierte stetige
Abhéngigkeit von der Strukturfunktion f(-;p) nun in eine stetige Abhéngigkeit vom Parameter
p selbst umwandeln. Dies fithrt — zusammen mit der unveréndert giiltigen stetigen Abhéngigkeit
von Anfangsdaten und der Stetigkeit von Losungen selbst — zu folgenden Aussagen.

Korollar 6.8 (Stetigkeitssatz). Sei P metrischer Raum, sei D offen in R x X, und erfiille
f € CYD x P,X) lokal auf D x P eine pLB in der X-Variablen. Dann ist die untere Le-
bensdauerfunktion o von (6.14) oberhalbstetig auf D x P, die obere Lebensdauerfunktion w ist
unterhalbstetig auf D x P, der Definitionsbereich D,, der charakteristischen Funktion ist offen,
und die charakteristische Funktion u von (6.14) ist darauf stetig.

Bemerkungen.
(1) Das Korollar iibertriigt sich auf (Parameter-abhéingige) GDG-Systeme héherer Ordnung.

(2) Die Ober- und Unterhalbstetigkeit von a und w besagt, dass sich das maximale
Existenzintervall bei kleinen Stérungen der Anfangsdaten oder des Parameters
nur wenig verkleinern, aber eventuell stark vergréflern kann. Bei Grenziibergéingen
(1,y;p) — (70,90 ; po) bedeutet dies gerade umgekehrt, dass sich das maximale Existenzin-
tervall nicht sprunghaft vergréfiern, aber eventuell plotzlich verkleinern kann.

Trotz der zuvor beschriebenen einfachen Grundidee ist ein detaillierter Beweis des Korollars nicht vollig trivial. Daher
wird er nun genauer ausgefiihrt:

Beweis von Korollar 6.8. Seien (709,y0) € D, po € P fixiert, und seien die Abkiirzungen oo := a(70,¥0;p0), wo =
w(70,Y0;p0) und ugp := u(- ;70,y0;po) fiir die Grenzen des maximalen Losungsintervalls und die maximale Lésung des
AWPs zu diesen Daten vereinbart. Seien aulerdem to € (o, wo), ein beliebiges kompaktes Intervall I mit ¢to € I C (o, wo)
sowie & > 0 gegeben. Mit einem Uberdeckungsargument findet man eine Umgebung V des Kompaktums Graph (uo|1) in D
und ein §; > 0, so dass f global auf V' x Bs, (po) einer pLB mit fester Konstante L € R geniigt. Nun kann Hauptsatz 6.6
fiir das AWP mit Strukturfunktion f(-;po) und Daten (79,y0) auf dem kompakten Intervall I angewendet werden. Zu e
und L liefert der Hauptsatz ein d2 > 0, so dass fiir (7,y) € D, p € P und das zugehérige gestérte AWP die Implikation

|T—T0| < 02 .

| <6 a(r,y;p) < linkerRandpunkt(/)
Y—Yo 2

d( ) <& — { w(7,y;p) > rechterRandpunkt(T)
b, Po 1

SUI;|f(ta uo(t);p)—f(t, uo(t) ;po)| < b2 Tgf(‘u(tm’y;p)_u()(m <€
te

gilt. Hierbei soll auch die letzte Bedingung der Hypothese nun auf eine explizite Kleinheitsbedingung fiir d(p, po) zuriick-
gefiihrt werden, und dies erfordert ein weiteres Uberdeckungsargument. Tatsédchlich kann das kompakte Intervall I durch
endliche viele Kugeln Bs, (t1), Bs; (t2), ..., Bs; (tn) mit festem Radius 3 > 0 iiberdeckt werden, so dass |f(t,uo(t),p) —
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fti,uo(ts), po)| < %62 fiir alle t € By, (t;) NI und p € By, (po) gilt (wobei Stetigkeit von f in Punkten (t,u(t),po), t € I
ausgenutzt wurde). Durch Einschieben eines Terms f(¢;,uo(t;),po) und eine Anwendung der Dreiecksungleichung ergibt
sich dann fiir alle ¢t € I und p € P der gewiinschte Zusammenhang

d(p,po) < 93 = [f(t,uo(t),p)—f(t uo(t),po)| < 2.

Insgesamt ist damit fiir (7,y) € D und p € P die Implikation

ly—yo| < 82 w(7,y;p) > rechterRandpunkt(I) (6.15)

|7—70| < 82 a(r,y;p) < linkerRandpunkt(7)
} :
d(p,po) < min{d1,d3}

max lu(t;7,y;p)—uo(t)] < e

verifiziert, und aus (6.15) liest man nun die Behauptungen ab. Da der linke Randpunkt von I beliebig nah an ag gewéhlt
werden kann, ergibt sich mit lim SUP (7, y:p)— (70,40:P0) a(r,y;p) < ap die Oberhalbstetigkeit von a. Analog folgt Unter-
halbstetigkeit von w, und als direkte Konsequenz ergibt sich, dass der Definitionsbereich D, aus Definition 6.7 offen ist.
Schliefllich erhélt man aus (6.15) und der Stetigkeit von wug noch limy;r y:p) s (t0370,y0ip0) (T YD) = lime—eg uo(t) =
uo(to) und somit die Stetigkeit der charakteristischen Funktion wu.

6.5 Der Differenzierbarkeitssatz

Dieser Abschnitt beschiftigt sich weiterhin mit Parameter-abhéngigen GDG-Systemen (fiir X-
wertige u)

o = f(-uip) (6.16)

mit Parameter p € P und p-abhéngiger Strukturfunktion f: D x P — X auf D C R x X. Statt
um stetige Abhingigkeit wie im vorigen Abschnitt 6.4 geht es nun aber um stetig differenzierbare
Abhiingigkeit oder m.a.W. um C!-Abhiingigkeit der Losungen bezichungsweise der charakteris-
tischen Funktion u aus Definition 6.7 von der Zeitvariablen ¢, von Anfangsdaten (7,y) und vom
Parameter p (wobei die Frage nach differenzierbarer Abhéngigkeit von p nur Sinn macht, wenn
P Teilmenge eines normierten Raums ist). Tatsichlich wird eine solche C!-Abhingigkeit der
charakteristischen Funktion unter recht allgemeinen, aber im Vergleich zu Abschnitt 6.4 etwas
starkeren Voraussetzungen durch den folgenden Satz sichergestellt.

Hauptsatz 6.9 (Differenzierbarkeitssatz). Sei P offene Teilmenge eines normierten Raums
Z, sei D offen in Rx X, und die Parameter-abhingige Strukturfunktion f € CO(DxP, X) besitze
stetige Ableitungen D, f € CO(D x P, L(X,X)) und D, f € C°(D x P, L(Z,X)) nach den Varia-
blenx € X undp € P C Z. Dann ist die charakteristische Funktion u des Parameter-abhdingigen
Systems (6.16) stetig differenzierbar auf ihrem (gemdf$ Stetigkeitssatz offenen) Definitionsbereich
Dy, es gilt also u € CY(Dy, X).

Bemerkungen.

(1) Die Existenz und Stetigkeit von D, f implizieren die in Abschnitt 6.4 vorausgesetzte lokale
pLB beziiglich . Somit sind Definition 6.7 und der Stetigkeitssatz aus Korollar 6.8 anwend-
bar, und insbesondere sind die Lebensdauerfunktionen und die charakteristische Funktion
in der Situation des Hauptsatzes wohldefiniert.

(2) Der Hauptsatz gilt analog fiir (Parameter-abhéingige) GDG-Systeme hoherer Ordnung.

(3) Die im Satz enthaltene C'-Abhingigkeit der charakteristischen Funktion von der Zeitvaria-
blen ¢ bedeutet nichts anderes, als dass alle Losungen C!'-Funktionen sind, und dies gilt (fast)
trivial. Zwar sind die in dieser Vorlesung betrachteten Losungen per Definition 4.1 zunéchst
nur differenzierbar, nicht stetig differenzierbar, aber aus der Giiltigkeit der Gleichung (6.16)
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folgt direkt, dass v’ stetig und jede Losung u somit C! ist. Die entscheidenden Aussa-
gen des Hauptsatzes sind daher die iiber C!-Abhiingigkeit der Lésungen von den
Anfangsdaten (7,y) und dem Parameter p.

Ubrigens zeigt dieselbe Argumentation, dass Losungen u schon C! (in ¢) sind, wenn f nur
stetig von den Variablen (t,z) € D abhéngt (aber weder eine Differenzierbarkeitsvoraus-
setzung an f noch iiberhaupt irgendeine Annahme iiber seine Abhingigkeit von p gemacht
wird). In &hnlicher Weise folgt auch fiir beliebiges k¥ € IN U {o0}, dass Losungen u sogar
CF (in t) sind, wenn f nur C*¥~! von (¢,z) abhingt; vergleiche auch mit dem Beweis des
folgenden Korollars 6.10.

(4) Unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 6.9 besitzen die partiellen Ableitungen 0;u €
C%(Dy, X), Dyu € C¥Dy, L(X,X)), Dyu € C°(D,,L(Z,X)) der charakteristischen Funk-
tion u selbst wieder stetige Ableitungen d,u' € C°(D,,X), Dyu’ € C°(D,,L(X, X)) und
Dyu' € C%(Dy, L(Z,X)) nach der t-Variablen (wobei fiir Ableitungen beziiglich dieser ¢-
Variablen der iibliche Ableitungsstrich notiert wird). Dies sieht man durch Differenzieren
der GDG

u' (7, y5p) = fltu(t;T,y;5p);p)

nach 7, y, p, Verwendung der Kettenregel und Vertauschen der Differentiations-Reihenfolge.
Differenziert” man mit der GDG auch die AB u(7;7,y;p) = ¥, so erhilt man auBerdem
Charakterisierungen von 0ru, Dyu, Dyu als Losungen der abgeleiteten linearen (!!') AWPe

O-u'(t) = Do f(t,u(t;7,y,p); p) Oru(t), Oru(t) = —f(7,4,p)
Dyu/(t) = Da f(t, u(t; 7,y,p); p) Dyu(t), Dyu(r) = idy
Dpu/(t) = Dy f (L, u(t; 7,4, p); p) Dpu(t) + Dy f(t,u(t:7,y,p);p), Dpu(r) =0

(der Ubersichtlichkeit halber ohne die Argumente 7, y,p von d,u, Dyu, Dpu notiert).

Mit den AWPen der letzten Bemerkung und iterativer Anwendung des Hauptsatzes er-
gibt sich bei entsprechend reguldrer Strukturfunktion auch die folgende Aussage iiber Hoherer-
Ordnung-differenzierbare Abhéngigkeit von Anfangsdaten und Parametern.

Korollar 6.10 (Ck-Differenzierbarkeitssatz). Ist k € IN U {oo} und ist unter den Voraus-
setzungen des Hauptsatzes f € CF~1(D x P, X) beziiglich (x,p) sogar von der Klasse CF mit auf
D x P stetigen Ableitungen, so folgt u € CF(Dy, X).

Beweis von Korollar 6.10. Man argumentiert durch Induktion nach k& € IN (und erhilt den
Fall k& = oo dann als direkte Konsequenz). Der Induktionsanfang fiir & = 1 ist dabei schon
durch den Hauptsatz erledigt. Fiir den Induktionsschluss sei das Korollar fiir ein k& € IN rich-
tig, und es sei f € CH(D x P, X) beziiglich (z,p) sogar von der Klasse CK¥*! mit auf D x P
stetigen Ableitungen. GemiB der angenommen Version des Korollars ist dann v € C*(D,, X).
AuBerdem erfiillt 0,u das zugehorige AWP der vorausgehenden Bemerkung (4) mit der durch
f(t,x;T,y,p) = D, f(t,u(t;7,y,p);p) x definierten (7,y,p)-abhéngigen Strukturfunktion f €
CF1(D x D x P), die beziiglich den Parametern (7,v,p) sogar C* mit auf D x D x P stetigen
Ableitungen ist. Unter erneuter Verwendung der angenommenen Version des Korollars und, weil

"Die Differentiation der AB nach 7 ergibt gemf folgender Rechnung unter Verwendung von (6.16) die Identitét
0= grult;my;p) = W (7;7,y5p) + Oru(r) = f(r,u(ti7,y;p);p) + dru(r) = f(1,y;p) + O-u(r). Die anderen
relevanten Rechnungen sind noch deutlich einfacher.
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auch der Anfangswert —f(7,y,p) eine C*-Abhingigkeit von (7,y,p) aufweist, erhilt man also
O;u € CF(Dy, X). Eine analoge Argumentation mit den anderen beiden AWPen der Bemerkung
(4) liefert Dyu € C*(Dy, L(X, X)) und Dyu € C¥(Dy, L(Z,X)), und direkt aus der Gleichung
(6.16) ergibt sich u' € C¥(D,, X). Also sind alle Erster-Ordnung-Ableitungen von u von der
Klasse C*¥, und u selbst ist somit C*¥*1 auf D,. Dies vervollstindigt die Induktion und den
Beweis des Korollars. O

Es bleibt noch der Hauptsatz zu beweisen. Aus Zeitgriinden wird der Beweis im Rahmen
dieser Vorlesung aber nicht mehr im Detail ausgefiihrt, sondern nur sehr kurz angedeutet:

Beweisskizze zu Hauptsatz 6.9. Um Differenzierbarkeit der charakteristischen Funktion u in der
T-Variablen nachzuweisen, betrachtet man ihre Differenzenquotienten

u(t;7+h,y,p) —u(t;7,y,p)
up(t;7,y;p) = .

der Schrittweite h € R\ {0} (die jedenfalls fiir (¢;7,y,p), (t;7+h,y,p) € D, definiert sind). Fiir
diese Bildungen erhilt man, der Ubersichtlichkeit halber mit unterdriickten Argumenten (y,p)
von up, und wu,

(s 74h) — /(¢
u%(tQT)_U(’T—i_iL u'(t;T)

[t ult;m+h)sp) — f(tu(t;T);p)
h
1
- /0 D f(t,(1=s)u(t;7) + su(t;7+h);p)ds Y

=: A(t;7,y,p;h) up(t;7),

(t;7+h) —u(t;7)
h

wobei A(t;T,y,p;h) als Abkiirzung fiir den Integralausdruck in der vorletzten Zeile vereinbart
wurde. Dies bedeutet, dass man die Differenzenquotienten u; als Lésungen der linearen
AWPe

up = A(- 5Ty pshun,  un(T) = up(T;7,y,p) (6.17)

mit Parametern (7,y,p;h) ansehen kann, und es gilt im Folgenden zu zeigen, dass die fiir
h € R\ {0} definierte, in allen Parametern stetige Koeffizientenfunktion A und das Anfangs-
datum wp(7;7,y,p) auch bei h = 0 stetig ergénzt werden kénnen. Fiir A erhélt man mit dem
definierenden Integralausdruck und der Stetigkeit von D, f und w tatséichlich

lim A(t;7,y,p;h) = Do f(t,u(t;7,y,p);p),
h—0

wobei die Konvergenz lokal gleichméBig in (¢;7,y,p) € D, ist. Im Hinblick auf das Anfangsdatum
rechnet man, wieder mit unterdriickten Argumenten (y, p) von up, und u und unter Verwendung
von u(7;7) =y = u(r+h;7+h),

lim uy(7;7) = lim u(T;7+h) —u(7;7) ~ lim u(T;7+h) — u(rt+h;7+h)
h—0 h—0 h h—0 h
! 1

= —f(r,u(r;7);p) = —f(r,y;p),
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wobei die Konvergenz lokal gleichméBig in (7,y,p) € D x P ist. Insgesamt bedeutet dies, dass
die AWPe in (6.17) fiir h = 0 stetig durch das (schon in Bemerkung (4) aufgetretene) AWP

uy =Dy f(t,u(t; 7, y,p)ip)uo,  up(t) = —f(7,y,p) (6.18)

erginzt werden. Mit dem Stetigkeitssatz des Korollars 6.8 und unter Beriicksichtigung der Ste-
tigkeit der Anfangsdaten in (6.17) und (4) folgt, dass die charakteristische Funktion wy des
Grenz-AWPs (6.18) stetig von (t;7,y,p) abhingt und sich als Grenzwert von uy, bei h — 0 er-
gibt. Insbesondere existiert also der Grenzwert der Differenzenquotienten und damit die partielle
Ableitung d,;u = limy,_oup = up € C%(Dy, X). In dhnlicher Weise verifiziert man die Existenz
und Stetigkeit von Dyu und Dyu, Stetigkeit von u’ erhélt man — wie zuvor schon begriindet —
(sehr) einfach. Da somit alle Erster-Ordnung-Ableitungen von u existieren und stetig sind, ist u
von der Klasse C!. O

6.6 Gewohnliche Differentialgleichungen als kontinuierliche dy-
namische Systeme

Zusammengenommen zeigen die Resultate der Abschnitte 6.1 bis 6.4, dass die Losungen eines
autonomen GDG-Systems (in vielen Féllen) ein kontinuierliches dynamisches System im Sinne
von Definition 1.1 bilden. Um eine in grofier Allgemeinheit giiltige, lokale Version dieser Aussage
ausformulieren zu kénnen, wird folgende Variante der Begriffsbildung aus Definition 1.1 benttigt:

Definition 6.11 (lokale Fliisse). Seien T € {RJ, R} und D ein metrischer Raum. Eine stetige
Abbildung
&: Dy — D,

auf einer offenen Teilmenge Do = U, cp (I x {2}) von T x D mit Intervallen I, um 0 nennt
man einen lokalen Fluss auf D, wenn die Identititseigenschaft ®(0,x) = x fir x € D erfillt
ist, und wenn fir v € D, t € I, s € Iy ) stets s+t € I, und die Halbgruppeneigenschaft
O(s+t,x) = O(s,P(t,z)) gelten.

Bemerkung. Anders als bei einem globalen Fluss muss eine Flusslinie ®(-,x) eines lokalen
Flusses ® nicht auf ganz T, sondern nur auf dem Intervall I, definiert sein. Sie kann also nach
endlicher Zeit aufhoren zu existieren; dies ist der Unterschied zu Definition 1.1.

Mit dieser Terminologie lassen sich Teile der Abschnitte 6.1, 6.3, 6.4 in folgender Weise
zusammenstellen (wobei — daran sei hier erinnert — X nach wie vor fiir einen beliebigen
Banach-Raum steht):

Satz 6.12 (,,Von autonomem GDGen zu kontinuierlichen dynamischen Systemen).
Fiir ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld F € C°(D,X) auf offenem D C X sei u: Dy — X
die charakteristische Funktion des autonomen GDG-Systems

Dann erhdlt man durch die Festlegungen
Dg :={(t,x) e Rx D : a(0,z) <t <w(0,z)} ={(t,z) e Rx X : (t;0,z) € Dy}
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und
O(t,z) :==u(t;0,x) fir (t,z) € Do (6.19)

einen lokalen Fluss ® auf D mit Zeitmenge T = R. Dariiber hinaus erhdlt man sogar einen
globalen Fluss zu einem dynamischen System des Typs . ..

o (R,X,®), vorausgesetzt dass D = X ist und F' hichstens linear wichst (oder wie in Satz
6.4 nur sehr leicht schneller),

o (R, M,®), vorausgesetzt dass X = RY gilt und F tangential zu einer kompakten C-
Untermannigfaltigkeit M ohne Rand von RN mit M C D ist,

e (R,G,®), vorausgesetzt dass X = RV gilt und F tangential zum Rand eines beschrinkten
Cl-Gebiets G in RN mit G C D ist,

° (Rg,@, D), vorausgesetzt dass X = RY ist und F auf dem Rand eines beschrinkten C'-
Gebiets G in RN mit G C D nirgends nach auflen zeigt.

Die globalen Aussagen beinhalten hierbei, dass der Definitionsbereich Dg ganz R x X, eine
Obermenge von R x M, eine Obermenge von R x G beziehungsweise eine Obermenge von Rg xG
ist (und in den letzten drei Fillen ist der globale Fluss, genau genommen, die Einschrankung
von ® auf R x M, R x G beziehungsweise IRE)" x G).

Bemerkungen.

(1) Im Wesentlichen besagt der Satz, dass man einen lokalen (und unter gewissen Umstédnden so-
gar globalen) Fluss ® durch Einschréinkung der charakteristischen Funktion u aus Definition
6.7 von D, C RxRx X auf Dy = D,,N(R x {0} x X), also durch Beschrinkung auf die An-
fangszeit 7 = 0, erhilt. Mit einfacheren Worten bedeutet dies gerade, dass jede Flusslinie
®(-,x) von P die eindeutige Lésung des zu € D gehérigen AWPs v’ = F(u),
u(0) = x ist. Der Fluss ® ist daher charakterisiert durch die Flussgleichungen
d

aq>(t,gg) = F(®(t,x)) fiir (¢,x) € Dg

und die Anfangsbedingung ®(0,x) = z fiir x € D.

(2) In der Literatur wird eine globale Version des Satzes auf D = X" oft mit einer globalen
Lipschitz- Bedingung

|F(Z) — F(z)| < Lz —z|  fiir alle T,z € X

als einziger Voraussetzung angegeben. Diese Bedingung impliziert einerseits lokale Lipschitz-
Stetigkeit und andererseits hochstens lineares Wachstums von F', daher sind solche Versionen
in der hier gemachten Aussage enthalten.

Beweis von Satz 6.12. Die aus dem Satz von Picard-Lindeltf bekannte lokale Losbarkeit von
AWPen garantiert «(0,z) < 0 < w(0,z) fiir alle x € D, so dass D¢ die in Definition 6.11
verlangte Form mit I, = («(0,z),w(0,z)) 2 0 (fiir T = R) hat. Gemé&$ Korollar 6.8 ist auflerdem
D, und damit auch Dg offen sowie die charakteristische Funktion « und damit ® in (6.19)
stetig. Die Identitdtseigenschaft ®(0,z) = w(0;0,z) = z ist aus Definition 6.7 klar, und die
Halbgruppeneigenschaft von ® ergibt sich aus der Beobachtung

O(s+t,z) = u(s+t;0,z) = u(s+t;t,u(t;0,x)) = u(s;0,u(t;0,z)) = ®(s, ®(t,x)),
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6.6. Gewohnliche Differentialgleichungen als kontinuierliche dynamische Systeme 89

wobei im zweiten Schritt die Eindeutigkeit der Losung mit den Anfangsdaten (¢, u(¢;0,x)) und
im dritten Schritt die Invarianz der Losungen autonomer Systeme unter Zeit- Verschiebung aus-
genutzt wurden. Damit ist @ ein lokaler Fluss mit Zeitmenge T = R.

Die globalen Aussagen ergeben sich direkt aus den Sétzen 6.4 und 6.5, denn diese garantieren
in den aufgelisteten Situationen fiir alle x € X', # € M beziehungsweise z € G, dass w(0,x) = 0o
und, abgesehen vom letzten gelisteten Fall, auch «(0,x) = —oo eintritt. O

Tatséchlich gilt auch eine elementar zu beweisende Umkehrung zum vorausgehenden
Satz. Diese besagt im Wesentlichen, dass alle kontinuierlichen dynamischen Systeme (auf Teil-
mengen eines Banach-Raums und unter einer schwachen Differenzierbarkeitsvoraussetzung) von
autonomen GDG-Systemen herriihren:

Satz 6.13 (,,Von kontinuierlichen dynamischen Systemen zu autonomen GDGen*).
Sei (T, D, ®) mit T € {RJ,R} ein kontinuierliches dynamisches System auf D C X, so dass
die partielle Ableitung 0y® von ® nach der T-Variablen auf T x D existiert. Fiir das Vektorfeld

F = 825‘1)(0, )

gelten dann die Flussgleichungen

%@(t,a:) = F(®(t,2)) fir alle (t,x) € T x D,

d.h. jede Bahnlinie ®(-,x) von ® mit x € D lost auf T das AWP zum autonomen GDG-System
u' = F(u) mit AB u(0) = x.

Beweis. Die Halbgruppeneigenschaft des Flusses ® besagt
O(s+t,z) = (s, P(t, z)) fiir alle s,t€e Tund z € D.

Durch Ableiten dieser Gleichung nach s an der Stelle s = 0 ergibt sich

d

afb(t,x) = (0,9)(0, D (t,x)) fir alle (t,2) €e T x D,
und dies ist die behauptete Losungseigenschaft. O
Bemerkungen.

(1) Auch wenn die Existenz von 9;® nur in den Punkten (0, x) mit = € D vorausgesetzt wird,
zeigt die vorausgehende Argumentation, dass der Satz richtig bleibt und 9, automatisch
auf ganz T x D existiert. Als Nebenprodukt sieht man dabei auch, dass Stetigkeit von
F = 0;9(0, -) auf D automatisch Stetigkeit von 9;® auf ganz T x D impliziert.

(2) Mit derselben Argumentation erhilt man auch folgende Version des Satzes fiir lokale Fliisse:
Sei ®: Dy — D lokaler Fluss auf D C X mit auf {0} x D existenter partieller Ableitung
9y®. Mit dem Vektorfeld F := 9,®(0, - ) gilt dann S ®(¢,2) = F(®(¢,2)) fiir alle (¢,z) € De.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei erwihnt, dass man auch nicht-autonome GDG-
Systeme als dynamische Systeme auffassen kann. In gewisser Hinsicht braucht man hierzu
ein allgemeineres Konzept eines Flusses ®: T x R x X — X mit T € {]R+, R}, bei dem sich der
Zustand ®(t, 7, z) wihrend des Zeitintervalls [r, 7+t] der Liange ¢ € T aus dem Inititalzustand
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90 KAPITEL 6. Die Hauptsatze der Theorie

x € X zum Initialzeitpunkt 7 € R entwickelt; und bei einem gegebenen GDG-System (mit
globaler Existenz) ist dann ®(¢, 7, z) nichts anderes als u(7+t; 7, z) mit der charakteristischen
Funktion u des GDG-Systems. Der zuvor betrachtete Fall autonomer GDG-Systeme beziehungs-
weise konstanter duflerer Umsténde gliedert sich hierbei als ein Spezialfall ein, in dem man durch
u(T+t;7,x) = u(t;0, ) bezichungsweise ®(¢,7,x) = ®(¢,0,x) auf den Intitalzeitpunkt 0 redu-
zieren und die zweite Variable somit vernachléssigen kann.

Auf einer formalen Ebene erweist es sich aber trotz allem als unnétig, ein allgemeine-
res Konzept dynamischer Systeme zu prégen, denn man kann ein nicht-autonomes AWP
u = f(-,u), u(to) = yo stets als autonomes AWP @’ = (1, f(uw)), u(to) = (to,yo)
fiir w := (ug, u) auffassen, bei dem man die zusitzliche Komponentenfunktion uy zur unbe-
kannten Funktion v und die Gleichung u, = 1 zum GDG-System hinzugefiigt hat. Im Kontext
dynamischer Systeme bedeutet dies, dass man anstelle des Phasenraums X den erweiterten Pha-
senraum R x X zum Zustandsraum erhebt und auf R x X’ den zugehotrigen, im Rahmen von
Definition 1.1 bleibenden Fluss ® mit ®(¢, (7, z)) = u(t;0, (1,2)) = (7+t,u(r+t; 7,7)) betrach-
tet; dieser Fluss ® beinhaltet dann als X-Komponente die zuvor erwihnte Abbildung ® der drei
Variablen (t,7,x).

Kapitel 6 wird an dieser Stelle unterbrochen und erst auf Seite 121 fortgesetzt.
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Kapitel 7

Lineare GDG-Systeme

7.1 Allgemeine Theorie linearer GDG-Systeme

Hier seien X (mit Norm |- | = || - || x) und Z beliebige normierte Raume iiber K € {R,C}, I
sei ein Intervall positiver Lange in IR, und es sei erinnert an die allgemeine Form eines linearen
GDG-Systems

Appu™ + Ay qu™ ) 4 Agu” + A + Agu = b auf I (7.1)

mit gegebenen Funktionen Ag, Ay, Aa, ..., A1, Ap: I — L(X, Z) und b: I — Z. Im wichtigs-
ten Fall X = KV, Z = KM sind die Koeffizienten Ag, A1, As, ..., Am_1, Ay, einfach t-abhingige
reelle oder komplexe (M xN)-Matrizen, und die Inhomogenitdt b ist ein t-abhéngiger reeller
oder komplexer M-Vektor.

Mit dem Differentialoperator P = > ;" Ak%, der eine m-mal differenzierbare Funktion
w: I — X in die Funktion Pu = > ", Apu® . I — Z iiberfiihrt, kann die Notation verkiirzt
werden, und das GDG-System (7.1) lisst sich dann einfach durch Pu = b auf I ausdriicken. Unter
Verwendung dieser Schreibweise seien folgende Beobachtungen iiber lineare GDGen festgehalten:

Satz 7.1 (Grundeigenschaften bei linearen GDGen). Fir P =)', Ak% mit gegebenen
Ao, A1, Aoy oy A1, A T — L(X,2) und b: T — Z gelten:

(I) P ist ein K-linearer Operator, d.h. fir m-mal differenzierbare uj: I — X und C; € K
gilt P(Clu1+02u2+ ... +C’nun) = C1Pui + CoPus + ... + C,, Pu,.

(IT) Die Losungen der homogenen GDG Pu = 0 auf I bilden einen K- Vektorraum,
ndmlich einen Untervektorraum des Raums m-mal differenzierbarer Funktionen I — X.
Mit anderen Worten gilt das sogenannte Superpositionsprinzip: Fir Lisungen u; zu
Py =0 und C; € K ist auch Crui+Cous+ ... +Chuy, stets Lisung, und insbesondere ist
die Null-Funktion stets eine Lisung zu Pu =0, genannt die triviale Losung.

(IIT) Ist ugp eine spezielle Losung zu Pu = b auf I, so hat die inhomogene GDG Pu = b auf
I als Lésungsraum den affinen Unterraum

usp‘f’-iﬂhom = {usp‘i‘a RS Dghom}

des Raums m-mal differenzierbarer Funktionen I — X, wobei Lom den Ldisungsraum der
homogenen Gleichung Pu =0 auf I bezeichnet.
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92 KAPITEL 7. Lineare GDG-Systeme

(IV) Sind die Koeffizienten Ay reelle (M xN)-Matrizen und ist die Inhomogenitdt b ein
reeller M -Vektor, so sind die Realteile der komplexen Lésungen zu Pu = b (diese
entsprechen der Auffassung X = CV, Z = CM) genau die reellen Lésungen zu Pu = b
(diese entsprechen X = RN, z = RM), und die Imagindrteile der komplexen Losungen
zu Pu =0 sind genau die reellen Lisungen der homogenen Gleichung Pu = 0.

Beweis. Die Behauptung (I) ergibt sich aus der Linearitit der Ableitungsoperatoren % und
Rechenregeln fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation, und (IT), (III) sind dann direkte Folgen von
(I). Die letzte Behauptung (IV) schliefllich erhélt man aus der Beobachtung, dass die Gleichung
Pu = b durch Real- und Imaginérteilbildung auf beiden Seiten in P(Rew) = b und P(Imu) =0

aufgespalten werden kann. O

Bemerkungen.

(1) Teil (III) des Satzes besagt insbesondere, dass die allgemeine Lésung zu Pu = b
die Summe einer speziellen Losung zu Pu = b und der allgemeinen Lésung zu
Pu = 0 ist. Dies wurde auch friither (etwa in Abschnitt 5.2) schon behauptet und konnte in
Beispielen beobachtet werden, die Kenntnis der allgemeinen Tatsache kann aber natiirlich
helfen, Rechnungen zu vereinfachen und den Uberblick zu bewahren.

(2) Fiir A, b wie im Satz mit allgemeinen normierten Réumen X, Z {iber K = R kann (IV)
ebenfalls formuliert werden. Komplexe Losungen sind dann solche mit Werten in der Kom-
plexifizierung X4+1X von X' (wobei zur Formulierung der GDG fiir (X +1X)-wertige u auch
die Komplexifizierung Z+1Z von Z herangezogen wird).

Der wichtigste Fall bei linearen GDG-Systemen ist natiirlich der Fall Z = X, und das
bedeutet im Matrizenfall Z = X = K| dass alle A quadratische (IN X N)-Matrizen sind
und genauso viele Gleichungen wie unbekannte Funktionen vorliegen. Ist A,,(¢) im Fall X = Z
fir alle ¢t € I in £(X,X) invertierbar, so kann man durch Multiplikation von (7.1) mit der
Inversen A,,(t)~! auf den Fall A,,(t) = idy (mit der Identitit idy: X — X) reduzieren. Im
Folgenden wird nur noch dieser Fall, der einem System in expliziter Form entspricht,
betrachtet. Im Matrizenfall reicht es fiir Invertierbarkeit natiirlich, det(A,,(t)) # 0 fiir allet € I
zu priifen, und Stetigkeit von b und allen Ay, bleibt bei der Herstellung der expliziten Form dann
erhalten (denn gemi#f der Cramerschen Regel hingt auch A,,(t)~! stetig von ¢ ab).

Die wesentlichen Sachverhalte bei linearen GDG-Systemen der beschriebenen Form werden
im folgenden Satz und seinen Korollaren zusammengestellt.

Hauptsatz 7.2 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare GDGen). Sei
X wvollstindig, und sei P = S0 + S Ay &t Ag, Ay, As,. .., Ay € CO(IL,L(X, X)) und
be COI,X). Dann besitzt das AWP' Pu = b, u™ U(ty) = (yo,y1, Y2, - - -, ym—1) fiir alle tg € I
und Yo, Y1, Y2, - - - s Ym—1 € X stets eine eindeutige Lisung auf ganz I.

Beweis. Die Strukturfunktion der auf explizite Form gebrachten GDG

f(t, o, L1,T2,. .. ,xm_l) = —Am_l(t)xm_l — .= Al(t)xl — Ao(t).%'(] + b(t) R

Die Notation ul™ := (u,u,u”, ... ,u(m_l)) wurde im Zusammenhang mit Korollar 6.2 bereits eingefiihrt.
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7.1. Allgemeine Theorie linearer GDG-Systeme 93

erfiillt eine lineare Wachstumsbedingung und eine lokale pLLB auf I x A™; dies sieht man aus
den Abschétzungen (wobei || - || fiir die Operatornorm auf £(X, X') steht)

m—1
[t a0, 01,@2, -, wes)| < max (AL O], A2 JAmoa B 16O} (1 + Y foal)
=0
und
‘f(t,fo,fl,%Q, ey 5m—1) — f(t, Ty L1, L2y« ,:rm_l)}
m—1
< max { sup | Aol sup [ As]],...,sup [ A1l } D 7=

K K K =0

letztere giiltig fiir alle t im Kompaktum K C I. In Anbetracht von Wachstumsbedingung und
pLB folgt die Aussage von Hauptsatz 7.2 nun aus der globalen Existenzaussage des Satzes 6.4
(zuziiglich der darauf folgenden Bemerkungen (1) und (3)) und dem Eindeutigkeitsteil des Satzes
von Picard-Lindelof (in der m-ter-Ordnung-Version des Korollars 6.2). O

Aus Hauptsatz 7.2 ergeben sich folgende Korollare (giiltig unter denselben Voraussetzungen):

Korollar 7.3. Fir jede nicht-triviale? Lésung u zu Pu = 0 auf I besitzt ul™ Y keine Nullstelle
in I, d.h.u, o', ", ..., u™ D besitzen keine gemeinsame Nullstelle in I.

Beweis. Ist 7 eine solche Nullstelle, so ist u wegen Eindeutigkeit der Losung des AWPs Pu = 0,
ul™=1(7) = 0 notwendigerweise die triviale Losung. O

Korollar 7.4. Sind A und b reell, so gilt fiir (potentiell) komplexe Lisungen u zu Pu =b:
u ist reelle Losung auf I <= u hat an einer Stelle T € I reelle AWe ul™(7)

(wobei reelle und komplexe Lisungen wie in Teil (IV) des vorigen Satzes beziehungsweise wie in
der zugehorigen Bemerkung (2) zu verstehen sind).

Beweis. , = * gilt trivial, , <= * folgt aus Existenz der reellen und Eindeutigkeit der komplexen
Losung. O

Korollar 7.5. Fiir jedes ty € I ist die Abbildung von (yo,y1,Y2,--.,Ym—1) ouf die eindeutige
Lésung des AWPs Pu = 0, u™ (o) = (yo,y1,y2, - - -, Ym—1) €in Isomorphismus® von X™ auf
den Lésungsraum Lhom der GDG Pu =0 auf I. Daher ist dimg (Zom) = mdimg (X)), und fiir
X = KN gilt dimg(Lhom) = mN = (Ordnung) - (Anzahl Gleichungen).

Beweis. Die angegebene Abbildung ist wohldefiniert (gem&f Hauptsatz), IK-linear (geméafi Su-
perpositionsprinzip) und bijektiv (trivial). Gem#fl Basis-Resultaten der linearen Algebra ist sie
damit Isomorphismus und erfiillt dimg (Definitionsbereich) = dimg (Zielbereich). O

2Nicht-triviale Lésungen nennt man alle Losungen auBler der als triviale Losung bezeichneten Null-Funktion.

3Hier ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen, d.h. eine K-lineare Bijektion mit IK-linearer Umkehrabbil-
dung, gemeint und nicht — wie oft in der Funktionalanalysis — ein Isomorphismus von normierten Rdumen iiber
K (wobei man fiir letzteren Begriff auch erst sagen miisste, welche Norm man auf dem Lésungsraum verwendet).
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94 KAPITEL 7. Lineare GDG-Systeme

Korollar 7.6. Seien uy, ug, ..., ur, mit L =mdimg(X) € NU{co} Lisungen zu Pu =0 auf
I. Dann sind dquivalent:

® Uy, Uz, ..., us, ist Basis des Liosungsraum zu Pu =0 auf I;
. u[lmfl] (t), u[mel] t), ..., u[mel] (t) ist fir ein t € I Basis von X™;
. u[lm_l] (1), u[Qm_l] ), ..., u[Lm_” (t) ist fir alle t € I Basis von X™.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Korollar 7.5 (da Isomorphismen Basen in Basen
iiberfiihren). O

Definition 7.7 (Fundamentalsysteme, Fundamentalmatrizen).

e Fine Basis des Lisungsraums eines homogenen linearen GDG-Systems Pu = 0 auf I nennt
man ein Fundamentalsystem (FS) (oder, seltener, ein Hauptsystem) zu Pu=0 auf I.

e Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes mit X = KV heifit jede aus mN beliebigen
Lésungen uy, ug, ..., umn 2u Pu= 0 gebildete, t-abhdingige quadratische Matriz

W(t) = <u[{”” @) ...

eine Wronski-Matrixz zur Stelle t € I, und det(W (t)) heifit die zugehorige Wronski-
Determinante. Ist uy, ug, ..., umn Sogar Fundamentalsystem, so heifit W Fundamen-
talmatriz (FM) des GDG-Systems Pu=0 auf I.

Bemerkungen (zu Wronski- und Fundamentalmatrizen). Hier seien die Voraussetzungen
des Hauptsatzes mit X = KV erfiillt, und es sei L = mN die Anzahl der Funktionen eines FSs.

(1) Die Berechnung eines Fundamentalsystems u, ug, ..., uy, zu Pu = 0 ist im Wesent-
lichen dasselbe wie die Berechnung der allgemeinen Lésung Ciu;+Cous+...+Cpruy,
mit Konstanten C1,Cs,...,Cr € K. Mit der aus ui, uo, ..., ur, gebildeten Fundamental-

matrix W kann man die allgemeine Losung (im Fall m > 1 samt Ableitungen bis Ordnung
m~—1) auch als Matrix-Vektor-Produkt*

WU =W firtel (7.2)
von W (t) € KX mit dem konstanten Vektor C' = (Cy,Cs,...,Cr) € K% schreiben.

(2) Fundamentalmatrizen und -systeme sind (solange man nicht zusétzlich eine AB for-
dert) nicht véllig eindeutig. Kennt man eine Fundamentalmatrix W beziehungsweise ein
Fundamentalsystem wuq, ug, ..., ur, zu Pu = 0, so erhidlt man alle weiteren in der Form W A
beziehungsweise ZiLzl a1, Zle iols, - .., ZiLzl a;1,u; mit einer konstanten, invertierbaren
Matrix A = (aij)ij=12,.,L € KL*L: dies folgt aus der Definition eines Fundamentalsystems
als Basis des Losungsraums und dem Superpositionsprinzip.

*Hier wird ul™~1(t) als Spaltenvektor mit m Eintrigen aus K, also mit insgesamt mN Zeilen verstanden.
Auch (C1,Csa,...,Cr) und jedes mit Kommata gekennzeichnete Tupel werden als Spaltenvektoren interpretiert.
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(3) Gemi Korollar 7.6 und linearer Algebra gilt fiir eine Wronski-Matrix W: I — KZ*E:

W Fundamentalmatrix <= W (t) invertierbar fiir ein t € [
<= W(t) invertierbar fiir alle t € T
< detW(t) #0 fir eint el
< detW(t) #0 fiir alle t € I.

(4) Ist die allgemeine Losung Chug + Coug + ...+ Cruy zu Pu = 0 bestimmt, so fiihrt das Ein-
setzen einer AB ul"~U(ty) = (yo, y192, - - ., Ym—1) mit to € I und yo, y1,y2, . .., Ym—1 € KV
auf das lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen in K (also insgesamt L Komponen-

tengleichungen)
Clul(to) + CQUQ(t()) + ...+ CLUL(tO) = Yo
Clull(to) + CQUIQ(tO) + ...+ CLulL(to) =1

Clugmil)(to) + Czugmil)(to) +...+ CLU(Lmil)(to) = Ym—1

fiir die L Koeffizienten C1, Cy, ...Cr. Mit der aus uq, us, ..., ur, gebildeten Fundamental-
matrix W und C = (C1,Cy,...,CL) kann dies analog zu (7.2) als

Yo Yo
v Ll owm
W (to)C = ) oder auch als C =Wi(ty)
Ym—1 Ym—1

zusammengefasst werden. Dabei wurde natiirlich auf die Invertierbarkeit von W (¢g) zuriick-
gegriffen, und es folgt, dass das Gleichungssystem stets eindeutig l6sbar ist (was fiir den
Spezialfall N = 1 bereits in Abschnitt 5.2 behauptet wurde, aber dort noch nicht so leicht
begriindet werden konnte). Insgesamt erhélt man fiir die eindeutige Losung u des AWPs
Pu=0auf I, ul™Y(ty) = (yo,y192, - - ., Yym—1) die Formel

Yo

u™ (@) = W)W (t) yf firt 1. (7.3)

Ym—1
(5) Wronski-Matrizen W zu Pu = 0 auf I sind charakterisiert durch die Matrix-DGL

W'= AW auf

mit der t-abhéngigen Matrix

0 In 0 0 0
0 0 In 0 0
: : : : : LxL
A(t) = 0 0 0 Iy 0 c K¥* s
0 0 0 0 In
—Ao(t) —Al(t) —Ag(t) —Am_z(t) —Am_l(t)
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die neben (NN xN)-Einheitsblocken Iy die Koeffizienten Ay von P enthilt. Diese Charakte-
risierung folgt direkt aus der Beobachtung, dass die Spalten von W das aus Pu = 0 durch
Reduktion auf Ordnung 1 entstehende System U’ = AU auf I (fiir K -wertiges U) 16sen.

Auch die Wronski-Determinante geniigt einer DGL, namlich der skalaren Gleichung
(det W) = —(Spur A1) det W auf I,

und kann daher zu det W (t) = Cexp (— [(Spur Ap—1(t)) dt) mit C € K bestimmt werden. Um die Giiltigkeit der
DGL einzusehen sind die Regel (9 det)(I;) = SpurT, T' € KE*L fiir Richtungsableitungen der Determinante in der
Einheitsmatrix und die daraus folgende Beobachtung % | oo det(®(s)) = (9pr(0) det)(P(0)) = Spur(®’(0)) fiir KLxL.
wertiges ® mit ®(0) = I niitzlich. Zusammen mit weiteren Rechenregeln fiir Determinanten, der DGL W' = AW
und schlieBlich der Invarianz der Spur unter Ahnlichkeitstransformation verifiziert man dann

(det W) () = — 3 det W (t+s) = % B det(W(t)_IW(t+s)) det W (t)
= Spur( 1W(t+s)> det W (t) = Spur (W (£) ' W' (t)) det W (¢)
= Spur(W t) 1A ()W (t)) det W (t) = (Spur A(t)) det W (t) = —(Spur Apm—1(t)) det W (¢),

zunéchst nur wo W (¢) invertierbar. Im Nachhinein gilt die DGL aber aus Stetigkeitsgriinden allgemein auf ganz I.

Mit Hilfe einer Fundamentalmatrix W des homogenen Systems Pu = 0 auf [ lassen sich
Loésungsformeln fiir das inhomogene System Pu = b angeben, die einerseits die For-
meln aus Satz 5.1 fiir den skalaren Erster-Ordnung-Fall, andererseits auch (7.2) und (7.3)
verallgemeinern: Die allgemeine Losung zu Pu = b auf I ist gegeben durch

=1 [/W < )dt—{—C] fiir t € 1 (7.4)

mit Konstante C € K* und mit L—N = (m—1)N Null-Eintrigen im Vektor ( b(ot)) c K-,
und die Losung des AWPs Pu = b auf I, ul™ U(to) = (yo,y1,92,. .., Ym_1) mit to € I,
Y0s Y1, Y2, - - - Ym—1 € K ist gegeben durch

Yo
ulm—1] (t) = W(t) t: W(s)_l (b((l’)) ds + I/V(to)_1 yl firt e I. (7.5)
Ym—1

Zum Nachweis dieser Formeln bleibt wegen Teil (IIT) von Satz 7.1 und der vorausgehenden
Diskussion homogener Systeme nur nachzurechnen, dass Us,(t) = W(¢) [ W(t)_l(b(%) dt
eine spezielle Losung des auf Ordnung 1 reduzierten inhomogenen Systems U’ = AU + ( 2)
gibt. Letzteres gelingt problemlos mit der Produktregel, dem HDI und der DGL aus (5).

Fiir konkrete Losungsberechnungen bei Systemen sind die Formeln (7.2), (7.3), (7.4), (7.5)
aber weniger niitzlich, als es zunéchst scheinen mag; denn zum einen muss das homogene
System bereits gelost haben, um eine Fundamentalmatrix W zu kennen, und zum anderen
verursacht das Invertieren von W oft einen nicht unerheblichen Aufwand. Ahnliches gilt
auch fiir das als néchstes beschriebene Rechenverfahren, bei dem das Losen eines linearen
Gleichungssystems weitgehend denselben Aufwand wie das Invertieren der Matrix mit sich
bringt.
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(7) Ist uy, ug, ..., ur ein Fundamentalsystem des homogenen Systems Pu = 0 auf I, so sind
Losungen des inhomogenen Systems Pu = b auch charakterisiert durch die Gleichung

u(t) = Kq1(t)ui(t) + Ko(t)ua(t) + ... + Kr(t)ur(t) firtel (7.6)
mit Hilfsfunktionen K1, K», ..., Ky € C'(I,K), deren Ableitungen dem Gleichungssystem

Ko + KW+ 4K =0 firj=0,1,2,...,m-2,

Kiu(lm_l)—i— Kéugm_l)—i— ot K’Lu(Lm_l): b

geniigen. Zu diesen Formeln gehort ein naheliegendes, als Variation der Konstanten be-
kanntes Rechenverfahren zur Lésung des inhomogenen Systems bei bereits gelostem
homogenen System (benannt danach, dass die Funktionen K, Ko, ..., K, den Platz einneh-
men, an dem bei der allgemeinen Losung des homogenen Systems wirklich nur Konstanten
stehen): Man bestimmt zuerst die Ableitungen K/, K, ..., K} durch Losung des linearen
Gleichungssystems und danach die Stammfunktionen K, Ko, ..., Ky, durch Integrationen.
Die Formel (7.6) ergibt dann die Losung des inhomogenen Systems (je nach Behandlung
der Integrationskonstanten als spezielle oder allgemeine Losung). Von tatséchlicher prakti-
scher Bedeutung ist dieses Verfahren aber héchstens im Erster-Ordnung-Fall m = 1, und in
diesem muss man sich das Gleichungssystem fiir die Ableitungen K auch nicht merken, son-
dern erhilt es automatisch durch den Ansatz (7.6) fiir Losungen des inhomogenen Systems
Pu=b.

Um die bisher nur behauptete Charakterisierung zu verifizieren, fixiert man die aus u1, uo,
..., ur, gebildete Fundamentalmatrix W, wéhlt die K;(t) als Komponenten des Ausdrucks
in der eckigen Klammer von (7.4) und erhélt sofort (7.6). Die Wahl der K;(t) bedeutet aber
auch, dass die K] die Komponenten von W‘l(g) sind, und Links-Multiplikation mit W
fithrt daher auf das angegebene Gleichungssystem.

(8) Alles Obige kann auf moglicherweise co-dimensionale Banach-Raume X verallgemeinert wer-
den, wenn man in geeigneter Weise mit £L(X, X')-wertigen Funktionen W arbeitet.

7.2 Matrix-Exponentialansatz bei linearen Systemen mit kon-
stanten Koeffizienten

Um die Theorie des vorausgehenden Abschnitts bei der Berechnung von Lésungen konkreter
linearer GDGen anwenden zu kénnen, muss man zunéchst ein Fundamentalsystem beziehungs-
weise eine Fundamentalmatrix (der zugehorigen homogenen Gleichung) bestimmen. Bei skalaren
linearen GDGen mit konstanten Koeffizienten lassen sich hierzu die Methoden des Abschnitts
5.2 verwenden, im Folgenden sollen aber auch homogene lineare Erster-Ordnung-Systeme in
expliziter Form

' = Au auf I (7.7)

mit konstanter (N x N)-Koeffizientenmatrix A € KV*V (also N Komponentengleichungen fiir
N Komponentenfunktionen von u) behandelt werden. Homogene lineare Hoherer-Ordnung-
Systeme mit konstanten Koeffizienten lassen sich dann durch Reduktion auf Ordnung 1 darauf
zuriickfithren und werden deshalb nicht mehr eigens betrachtet.
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Wie in Abschnitt 5.2 bietet sich auch bei (7.7) ein Ansatz mit Exponentialfunktionen an,
und tatséchlich liefert der Exponentialansatz

u(t) = Mo

mit A € K und v € KV genau dann eine nicht-triviale Lésung von (7.7) auf I, wenn v
ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert X ist. Aus solchen Eigenwert-Eigenvektor-
Losungen ldsst sich zwar nicht allgemein ein Fundamentalsystem zusammensetzen (denn iiber
K = R muss es nicht einmal einen Eigenwert geben und iiber K = C gibt es ,genug’ Eigenwerte,
aber die Summe der Dimensionen der Eigenrdume kann kleiner sein als die Dimension N des
Losungsraums), aber man kann die Idee dieses Ansatzes &hnlich wie in Abschnitt 5.2 ausbauen
und dann ganz allgemein ein Fundamentalsystem erhalten. Statt hierauf genauer einzugehen,
soll jetzt aber ein eleganterer Zugang betrachtet werden, der (zumindest vordergriindig) direkt
mit der Matrix A statt mit ihren Eigenwerten und -vektoren arbeitet. Die Grundidee hierbei ist,
dass als Losung der GDG W/ = AW fiir die Wronski-Matrix W heuristisch der kurze Ausdruck
W(t) = e in Frage kommt. Um dies zu formalisieren, muss man ,e hoch Matrix‘ aber erst
einmal sinnvoll erkldren, was in Analogie zur bekannten Exponentialreihe e* = .7 %zk fiir
z € C folgendermaflen geschehen kann:

Definition 7.8 (Exponentialabbildung von Matrizen). Fiir A € KN*V sei
1
AL k NxN
exp(A) :=e” = Z EA e K , (7.8)
k=0

wobei A¥ = A-A-...-A (mit k Faktoren A auf der rechten Seite) das k-fache Matriz-Produkt von
A mit sich selbst bezeichnet und A° per Konvention fiir die (N xN)-Einheitsmatriz I steht.
Die Konvergenz der Reihe in (7.8) beziiglich der Operatornorm® ||| auf KN*N ist dabei sicher-
gestellt, weil die Abschitzung ||A*|| < ||A||* auf die konvergente Majoranten-Reihe Y 5o o || Al
fiihrt. Tatsdchlich liegt aber auch eintragsweise sowie beziglich jeder anderen Norm auf IKV*N
Konvergenz vor (denn alle Normen auf einem endlich-dimensionalen Raum wie KN*N sind
bekanntlich dquivalent).

Bemerkungen (zu Grundeigenschaften der Matrix-Exponentialabbildung).

(1) Fiir eine vom Grad ¢ € IN nilpotente Matrix A € KV*V (d.h. im Fall A =0 # A“1)
vereinfacht sich die Exponentialreihe zur endlichen Summe

-1
A _ k
k=0
und kann (fiir nicht zu groBes ¢ und N) problemlos berechnet werden.

(2) Fiir Diagonalmatrizen mit Eintridgen A1, Ao,..., Ay_1, Ay € K gilt die Regel

MO - 0 0 e 0 - 0 0

0X -~ 0 0 0 e*2 - 0 0
exp| = : . o o = o : )

0 0 - An_1 /\0 0 0 - N-1 0

00 - 0 Av 0 0 -« 0 en

insbesondere ist e’N = e My fiir A € K und ¥ = Iy fiir die (N x N)-Nullmatrix Oy.

®Es sei daran erinnert, dass die Operatornorm ||I'|| einer Matrix I' € K¥*¥ die kleinste Schranke M € RJ
mit [Tv| < M|v| fiir alle Vektoren v € K ist.
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3)

Allgemeiner gilt fiir Dreiecks(block)matrizen

Al x % % el & .. * *
0 Ay - % 0 ed2 ... & ¥
exp|[ : = o o = ot ;
0 0 - Ap_q * A .
0 0 - ete-1 3
00 0 A 0 0 vy
wobei Ay, Ao, ..., Ap_1, Ay sowohl einzelne Zahlen € IK als auch quadratische Blocke

(eventuell unterschiedlicher Grofie) sein konnen und die Sterne fiir weitere, nicht spezifizierte
Zahlen oder Blocke stehen.

Die Exponentialabbildung ist mit komplexer Konjugation, Transposition und Ahn-
lichkeitstransformation (letztere entspricht einem Basiswechsel und wird auch innere
Konjugation genannt) vertauschbar, d.h. fiir A € KV*¥ gelten

a A t t -1 —1 e - .
ed = e , (eA) = () und eTAT™" — TeAT™! fiir invertierbares T' € KNV*V .

Als gemeinsame Erklérung fiir diese Regeln kann man die allgemeinere Vertauschbarkeits-
regel ®(e?) = e®() fiir Algebren(anti)endomorphismen ®: KV*N — KN*N heranziehen.

Ist D € KN*N diagonalisierbar mit Eigenwerten A1, Ao, ..., An_1, Ax € K, also
MO - 0 0
0X -~ 0 0
D=7+ |7t
0 0 - Ay_1 O
00 - 0 Ay

fiir invertierbares 7' € KN XV so folgt aus (2) und (4) die Regel

eM 0 0 0

0 e2 - 0 0
=T T

0 0 eMN-1

0 0 0 e’

Symmetrische Matrizen iiber R und normale Matrizen iiber C sind stets diagonalisierbar
und koénnen daher mit dieser Regel behandelt werden (wofiir es aber zunichst gilt, die
Diagonaltransformation, also die Eigenwerte und -vektoren auszurechnen).

Fir A € KN*N und t € R gilt die Ableitungsregel

iem = A = At
dt

Fiir kommutierende Matrizen A, B € K¥*V (also solche mit AB = BA) gilt das

Exponentialgesetz

eAeB _ eA-&-B — eBeA )

Insbesondere ist e fiir jedes A € KN*N invertierbar mit inverser Matrix

(eA) o e 4.
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100 KAPITEL 7. Lineare GDG-Systeme

Beweise. Die Regeln (1)—(4) sind direkte Folgerungen aus Definition 7.8, Regel (5) wurde bereits
erliutert, und die Beweise der Regeln (6) und (7) sind Thema der Ubungen. O

Der fiir die Anwendung auf das GDG-System (7.7) wichtigste Sachverhalt zur Matrix-
Exponentialabbildung folgt:

Satz 7.9 (Losung von v’ = Au mit konstantem A durch Matrix-Exponentialansatz).
Fiir jedes A € KN*N st durch
W(t) = et

die Fundamentalmatric W des homogenen linearen Erster-Ordnung-GDG-Systems
u' = Au auf R (7.9)

mit W(0) = In gegeben, und fiir die eindeutige Losung u des AWPs zu (7.9) mit AB u(to) = yo,
toe R, yo € KN erhdlt man die Formel

u(t) = 104y, firteR.

Beweis. Gemif der vorausgehenden Bemerkung (6) gilt W'(t) = Aett = AW (), also erfiillt
W die DGL einer Wronski-Matrix zu (7.9). Nach Bemerkung (7) ist W (t) auBerdem fiir alle
t € R invertierbar, also ist W gem#fi Abschnitt 7.1 Fundamentalmatrix zu (7.9). Insbesondere
ist damit u(t) = W (t)e 04y, = e(t=t0)Ay) Losung von (7.9), die die Anfangsbedingung erfiillt
und deren Eindeutigkeit bereits aus Hauptsatz 7.2 bekannt ist. O

Von der theoretischen Seite sind GDG-Systeme des Typs (7.9) mit Satz 7.9 vollstéindig
abgehandelt, zu konkreten Rechenverfahren gibt es aber noch eine ganze Menge zu sagen:

Weitere Bemerkungen (zur Berechnung von e‘4 und anderen FMen iiber C). Die
praktische Bestimmung von Losungen beziehungsweise Fundamentalmatrizen zu (7.9) erfordert
(in den allermeisten Fillen) etwas lineare Algebra, ndmlich zunéchst die Berechnung der ver-
schiedenen Eigenwerte A1, As,..., Ay € C von A und ihrer Vielfachheiten. Je nach Ergebnis
bieten sich dann unterschiedliche Moglichkeiten fiir das weitere Vorgehen an:

(8) Ist fiir A € CNV*N und jeden Eigenwert \; € C von A die Dimension des zugehorigen
Eigenraums Ej, (A) gleich der algebraischen Vielfachheit d; von A; als Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms von A, so ist man im diagonalisierbaren Fall und die Berech-
nung von e*4 gelingt im Prinzip mit obiger Bemerkung (5). Genauer kann man eine Basis

N .
von CV aus Eigenvektoren vi,ve,...,v4, € Ex (A), Vg +1,Vdi42; -« s Vdy+dy € Ex,(4), ...,
UN—dy+1>VUN—dy+2, - - - »ON € Ey,(A) finden, und es gilt
eMly, 0 - 0 0
0 eth2ly, - 0 0
tA : : .. : : -1 . _
e =T : : . : : T mit T'= | vi|va|...|loN | .
0 0 w1y, 0
0 0 0 et’\Z]IdZ

Moéchte man nicht unbedingt €', sondern nur ein beliebiges Fundamentalsystem oder eine
beliebige Fundamentalmatrix berechnen, so kann man allerdings den Rechenaufwand zur
Berechnung der Inversen 7! vermeiden, denn im diagonalisierbaren Fall bilden die zu Be-
ginn des Abschnitts erwihnten Eigenwert-Eigenvektor-Losungen et Art e)‘ltvdl,

V1,€7 7702, . ..,
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Aot Aot t Aot Aot Aot TN
e 2 Vg, +1,€" 2 Vg, 49, ., €2 Vg 1 dys - € CUN g1, € UN g2, - - -, €7 0N bereits ein Fun-

damentalsystem mit zugehoriger Fundamentalmatrix
My N) .

Ein allgemeiner Zugang zur Berechnung von e*4 fiir beliebiges, moglicherweise nicht dia-
gonalisierbares A € CV*¥N beruht auf der sogenannten Diagonalisierbar-plus-Nilpotent-
Zerlegung: Man kann stets A = D+R mit kommutierenden (!) Matrizen D, R € CNV*V
schreiben, so dass D diagonalisierbar und R nilpotent ist. Nach Bemerkung (7) erhilt man
dann e = etfe!? wobei e und e'P gemiB (1) und (8) berechnet werden kénnen. Wie in
(8) erfordert die Berechnung von e/ selbst das Aufstellen und Invertieren einer (jetzt zu D
gehorigen) Transformationsmatrix 7', mochte man allerdings nur eine beliebige Fundamen-
talmatrix ermitteln, so kann man sich das Invertieren von T wieder ersparen, indem man

AT statt e berechnet.

A

A1t

AT = (e/\ltvl el ...

In der Rechenpraxis ist die Verwendung der Diagonalisierbar-plus-Nilpotent-Zerlegung sehr
empfehlenswert, wenn man die Summanden D und R leicht sehen oder raten kann. Insbe-
sondere ist dies immer dann der Fall, wenn man feststellt, dass es nur einen einzigen
Eigenwert A\; gibt, der notwendigerweise algebraische Vielfachheit NV hat; dann funktio-
niert die Zerlegung nédmlich mit den (offensichtlich kommutierenden) Matrizen D = A1y,
etP = etMIy und R = A—\Iy.

Allgemein gelingen ein Beweis fiir die Moglichkeit der Zerlegung und auch ihre Berechnung
mit denselben Methoden, die auch bei der Herstellung der eng verwandten Jordanschen
Normalform eine Rolle spielen: Die diagonalisierbare Matrix D ist bestimmt durch die Fest-
legung Dv = A\;v fiir jeden Vektor v im Hauptraum Hjy,(A) zu einem Eigenwert \; von A,
und die nilpotente Matrix R ergibt sich dann einfach als R = A—D.

Ein alternativer allgemeiner Zugang verwendet direkt die (eher zum Standard-Kanon
der linearen Algebra gehérende) Jordansche Normalform. Man benutzt hierbei fiir einen
Jordan-Block

1 0 0 v oo oo 0
0Oa 1 0 0 - - 0
00 al 000
Jooa= | i e opxe
wp 0 00 a1l 00
Q - o 00 al0
Q oo e 00 al
0 - B
der Grole p € IN mit Eigenwert o € C die Regel
1,2 1.3 1 —1
1t 512 g3 - th
1,2 1.3 1 -2
01 ¢ it 1!75 (p_12)!t1’
2 1.3 —
y . 00 1 t 3238 - Zlgpe? .
erer = | e SRS : e CPeP, (7.10)
1,2 1.3
0 0 0 t 2 At
0 - 0 0 1 t 1t2
0 - 0 0 1 ¢
0 - 0 0 1

Begriindung fiir (7.10). Mit Induktion verifiziert man, dass (Jo.)* € CP*P die obere Drei-
ecksmatrix ist, auf deren i-ter oberer Nebendiagonale lauter gleiche Eintrige (’f) aF~ mit
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102 KAPITEL 7. Lineare GDG-Systeme

Binomialkoeffizienten (f) (per Konvention =0 fiir i>k) stehen. Gemé Exponentialreihe
ist dann e*’e» die obere Dreiecksmatrix, auf deren i-ter oberer Nebendiagonale sich lauter
gleiche Eintrige Y 5, 4tF (lf) U VD D ﬁ(at)k_i = Jtie™ befinden. O

Fiir beliebiges A € CN*¥ lisst sich nun wie in der linearen Algebra eine Transformati-
onsmatrix 7' € CV*Y bestimmen, deren Spalten geeignete Basen aller Hauptriume von A
enthalten und durch die A auf die als Jordansche Normalform bekannte Block-Diagonalform
mit Jordan-Blocken auf der Diagonalen gebracht werden kann. Konkret bedeutet dies

Jagpy O - 0 0
0 Jagpy - 0 0
A=T| S s : T!
0 0 Jap_ywpy O
0 0o - 0 Jop o,
mit h € IN, den (jetzt nicht unbedingt verschiedenen) Eigenwerten oy, v, ..., ap_1,a; € C

von A und Blockgrolen pi,po, ..., ph_1,pn € IN mit Z?:lpi = N. Mit (5) folgt

etlerpr 0 0 0
0 Moz .. 0 0
=T : b : : T, (7.11)
0 0 o ean—1Pp—1 0
0 0 0 elan:ph

wobei die Blocke auf der rechten Seite durch (7.10) gegeben sind. Auch hier ist die Funda-
mentalmatrix €47 im Allgemeinen leichter zu berechnen als e selbst.

Beispiel (fiir eine Anwendung der Diagonalisierbar-plus-Nilpotent-Zerlegung). Beim
GDG-System

2 1 -3
u = Au mit A=(0 2 0
00 2

ist 2 der einzige Eigenwert von A. Geméfl Bemerkung (9) arbeitet man daher mit der Zerlegung
der Koeffizientenmatrix A = 23+ R in die Diagonalmatrix 2I3 und die nilpotente Matrix

01 =3
R=10 0 0

00 O
Bei der Berechnung der Potenzen von R stellt man fest, dass schon R? verschwindet, also R
vom Grad 2 nilpotent ist. Somit erhélt man die Fundamentalmatrix

1 t =3t
e = 2tIsetR — thllg (]I;ﬁ—tR) =01 o0 ,
00 1
und die Funktionen
e2t te2t _3te2t
0], e?t |, 0
0 0 e?t

bilden ein Fundamentalsystem.
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Beispiel (fiir eine Berechnung von et mittels der Jordanschen Normalform). Beim
GDG-System
20 0 O
; .10 2 =25 7
u = Au mit A = 00 -6 2
0 0 —28 9

bestimmt man das charakteristische Polynom der Block-Dreiecksmatrix A zu
(A=2)2[(A+6)(A=9) + 28 - 2] = (A=2)2[A2=3)+2] = (A—-2)3(\—1),

somit treten der dreifache Eigenwert 2 und der einfache Eigenwert 1 auf. Als Eigenraum und
Hauptraum zum Eigenwert 2 (iber C) berechnet man

00 0 O 1 0
E2(A) = Kern(2I,—A) = Kern (8 8 285 :; =C 8 +C (1) ,
0 0 28 -7 0 0
00 0 O 1 0 0
Hy(A) = Kern(2I,—A)? = Kern 8 8 ;L :; =C 8 +C é +C (1)
0 0 28 —7 0 0 4

Zur Herstellung der Jordanschen Normalform verwendet man nun eine Basis von Hy(A), deren
erster Vektor in Eg(A) liegt und deren zweiter Vektor in Eq(A) das (A—2I4)-Bild des dritten

0 0
Vektors aus Ha(A) \ Eo(A) ist. Wegen (A—2]I4)(9> = (8) ist eine solche Basis durch die
4

0
1 0 0
Vektoren (8), <8>, (‘f) gegeben. Einen vierten Basisvektor erhiilt man durch Berechnung
0 0 4
des 1-dimensionalen Eigen- und Hauptraums zum Eigenwert 1
-1 0 0 O 0
0 -1 25 -7 1
E1(A) =H;(A) = Kern(I4—A) = Kern 0o o0 7 —9o|7 C K
0 0 28 -8 7
und insgesamt bekommt man die Transformationsmatrix
10 00 10 0 O
|03 01 : 4|0 3 -3 3
=100 1 2 mit T =1g 0 7 9
00 47 0 0 4 1
Diese Matrix leistet die Transformation
2 0 00
- 0 21 0],
A=T 0020 r
0 001
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und mit den Regeln (7.10), (7.11) und zwei Matrix-Multiplikationen berechnet man nun

e 0 0 0 et 0 0 0

oA _ 0 e? te? 0 71 _ 0 e? (—4-21t)e* +4e! (1+6t)e? —e!
0 0 e* 0 0 0 —T7e®" + 8et 2e?t — 2¢?
0 0 0 ¢ 0 0 —28e?t + 28e! 8e? — 7et

Geht es nur um die Bestimmung einer beliebigen Fundamentalmatrix W des GDG-Systems,
nicht um die spezielle Matrix e*4, so erhilt man mit weniger Rechenaufwand (némlich ohne
explizite Berechnung von T~1!)

e 0 0 0 e?t 0 0 0

2t 2t 2t 2t t

_ A 0 e te** 0] | 0 3e* 3te e
WOH=e"T=T14 o @ o |0 o e 2]"

0 0 0 e 0 0 4%t 7et

und natiirlich bilden die Spalten von W ein Fundamentalsystem.

Weitere Bemerkungen (zur Berechnung reeller Fundamentalsysteme und -matrizen).
Bei reeller Koeffizientenmatrix A € RY*Y macht auch die Frage nach der Berechnung reeller
Losungen, Fundamentalsysteme und -matrizen zu

u = Au auf R

Sinn. Man kann allerdings nicht hoffen, die zuvor diskutierten Rechenverfahren immer analog
iiber R statt C durchfithren zu kénnen, denn die Eigenwerte und -vektoren von A € RN*V
miissen nicht notwendigerweise reell sein. Vielmehr muss man in Fillen mit nicht-reellen Eigen-
werten nach wie vor iiber C rechnen und am Ende der Rechnung eventuell und wie im Folgenden
erldutert vom komplexen zu einem reellen Ergebnis {ibergehen:

(11) Ohne solch einen Ubergang am Ende lisst sich allerdings noch die Berechnung der reellen
Fundamentalmatrix et4 mit A € RV*YN durchfiihren, denn, auch wenn eine Rechnung
mit komplexen Eigenwerten und -vektoren erforderlich wird, so ist das korrekte Endergebnis
automatisch reell; das ergibt sich aus der Definition iiber die Exponentialreihe und auch aus
der Vertauschbarkeit der Exponentialabbildung mit komplexer Konjugation.

(12) Bei der Berechnung anderer reeller Fundamentalsysteme und -matrizen wie e!AT
konnen dagegen nach einer Rechnung iiber € noch weitere Uberlegungen erforderlich wer-
den. Niitzlich ist hierzu zunéchst die Beobachtung, dass nicht-reelle Eigenwerte von
A € RVXN stets in zueinander konjugierten Paaren (), \) mit zueinander konju-
gierten Eigen- und Hauptrdumen E;(A4) = E\(A4), Hy(A) = H\(A) auftreten (dies
folgt direkt aus der Beobachtung (My—A)"v =0 <= (My—A) "o = 0). Behandelt man
bei der Berechnung komplexer Fundamentalsysteme uy, ug, . .., uy (beziehungsweise der Ma-
trix e!AT) gemisB (8), (9), (10) nun A und A véllig analog, so erreicht man problemlos, dass
mit einer Funktion u; stets auch die konjugierte Funktion w; im Fundamentalsystem auftritt
(beziehungsweise, dass e'AT mit einer Spalte auch die konjugierte Spalte enthiilt). Nach even-
tuellem Umsortieren der Funktionen (beziehungsweise Spalten) bedeutet dies ug; = Uzi—1
fir ¢ =1,2,...,¢, wihrend u; fiir die restlichen Indizes ¢ = 2¢+1,20+2, ..., N sowieso reell
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7.2. Matrix-Exponentialansatz bei linearen Systemen mit konstanten Koeflizienten 105

ist. Es liegt somit ein komplexes Fundamentalsystem (beziehungsweise eine komplexe
Fundamentalmatrix mit den Spalten)

UL, UL, U2, U, - . U2p—1, U201, U241, U20+2, UN

reell

vor, und daraus ergibt sich durch Real- und Imaginérteilbildung ein reelles Fun-
damentalsystem (beziehungsweise eine reelle Fundamentalmatrix mit den Spalten)

Rewuy, Imuy, Reug, Imuy, ..., Reugp1, Imugg_1, ugey1, ugeyo, ..., un .

Zur Erkldrung dieses Sachverhalts reicht es, bei den allgemeinen Losungen gemifl Teil (IV)
von Satz 7.1 zu den Realteilen iiberzugehen: Die allgemeine komplexe Losung kann mit obi-
gem Fundamentalsystem als Zle [CQifl’UJZz‘fl + Czim] + Zf\i% +1 Ciu; mit Konstanten
C1,C5,...,Cn € C geschrieben werden, und durch Realteilbildung erhélt man die allgemei-
ne reelle Losung Zle [522-,1 Reug;_1 — Co; Im UQZ-,l] + Zi]\i%_ﬂ C,u; mit neuen Konstanten
621'_1 = Re 021'_14— Re CQi und 5’21' = Im Cgi_l—Im CQ,; fir i = 1, 2, “. ,f sowie 6Z = Re Cz
flir ¢+ = 20+1,2042, ..., N. Somit bilden die zuvor angegebenen Funktionen ein reelles Fun-
damentalsystem.

Als Folgerung aus den Resultaten und Rechenverfahren dieses Abschnitts ergibt sich auch
folgende Zusammenstellung von Aussagen iiber Fundamentalsysteme:

Korollar 7.10 (Struktur von Fundamentalsystemen zu u’ = Au). Gegeben sei ein
homogenes lineares GDG-System
u' = Au auf R (7.12)
mit konstanter Koeffizientenmatriz A € KN*N,
(I) Im komplexen Fall K = C gibt es ein komplexes Fundamentalsystem zu (7.12) von
folgender Struktur: Fir jeden Figenwert X € C von A der algebraischen Vielfachheit
d gehen insgesamt d Funktionen ins FS ein, und thre Komponentenfunktionen sind C-

Linearkombinationen von
MM 2N, M

(IT) Im reellen Fall KX = R gibt es ein reelles Fundamentalsystem zu (7.12) von folgender
Struktur: Fir jeden reellen Eigenwert A € R von A der algebraischen Vielfachheit d gehen
insgesamt d Funktionen ins F'S ein, und ihre Komponentenfunktionen sind R-Linearkom-

binationen von
MM 2N, M

Nicht-reelle Eigenwerte von A € RNXN treten in zueinander konjugierten Paaren A\, X €
C\R der gleichen algebraischen Vielfachheit d auf. Fir jedes solche Paar gehen insgesamt
2d Funktionen ins FS ein, und mit den Bezeichnungen pu := Re A, v := Im A\ sind ihre
Komponentenfunktionen R-Linearkombinationen von

et cos(vt), tet cos(vt), t2eM cos(vt), ..., t* et cos(ut),

et sin(vt), tet sin(vt), t2e sin(vt), ..., t* tet sin(vt).
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106 KAPITEL 7. Lineare GDG-Systeme

Dabei bezeichnet £ € {1,2,...,d} die Grifle des grifsten Jordan-Blocks zu A in der Jordan-
Normalform von A und damit den Nilpotenzgrad von (ANly—A) auf Hy(A). Speziell gilt (=1 im
Fall Hy(A) = Ex(A) und somit stets im diagonalisierbaren Fall.

Beweis. Teil (I) ergibt sich direkt aus den Formeln (7.10) und (7.10) zur Berechnung der Fun-
damentalmatrix e*4. Teil (IT) folgt daraus gemif Bemerkung (12), denn Real- und Imaginérteil-

bildung bei eM = eli i)t — gutgivt ergibt et cos(vt) und et sin(vt). O

Bemerkung (zum Zusammenhang mit skalaren linearen GDGen m-ter Ordnung). Die
in Abschnitt 5.2 beschriebene Theorie kann als Spezialfall der allgemeineren Resultate dieses
Kapitels erklart werden. Reduktion auf Ordnung 1 iiberfithrt ndmlich die in 5.2 betrachtete
skalare Gleichung (ohne Einschrinkung mit Leitkoeffizient 1)

uw™ 4 a1 u™ Y 4+ 4 agu” + agu + agu = 0 (7.13)

in ein System U’ = AU fiir R™-wertiges U (das dem (m—1)-Jet ul™1 entspricht). Die (bei
konstanten aj, ebenfalls konstante) Koeffizientenmatrix A hat dabei die Form

0 1 0o - 0 0
0 0 1 0 0
A= - S : : Kmxm
0 0 0 - 1 0 < ’
0 0 0o - 0 1
—ap —ai1 —a2 - —am-2 —0m-1

und als ihr charakteristisches Polynom erhélt man durch Entwicklung nach der letzten Zeile
det(AL,—A) = X" +a,, 1A 4. .. +asA?+a; A +ag. Dieses Polynom stimmt also mit dem in
5.2 definierten charakteristischen Polynom der Gleichung (7.13) iiberein, und die Eigenwerte
von A sind genau die in 5.2 betrachteten Nullstellen. Die in Teil (I) des vorigen Korollars
beschriebenen komplexen Losungen sind folglich dieselben wie die des Satzes 5.2, und aus Teil
(IT) des Korollars erhdlt man nun auch reelle Analoga.

Eine Besonderheit des skalaren Falls besteht iibrigens darin, dass in obigem Korollar stets der Fall £ = d eintritt, das
heifit, es treten immer Potenzfunktionen bis hin zu ="' (mit der Vielfachheit d der Nullstelle \) auf. Dies wurde mit Satz 5.2
bereits gezeigt, aber nun lisst es sich auch abstrakt begriinden — und dies sogar auf zwei Weisen: Zum einen ist £ < d nach
dem Korollar, und £ < d ist ausgeschlossen, da man sonst zu wenige Funktionen fiir ein Fundamentalsystem erhielte. Zum
anderen sind die ersten (m—1) Zeilen von (A, —A) linear unabhingig; somit ist der Eigenraum E(A) nur 1-dimensional,

zu A gehort nur ein einziger Jordan-Block der maximalen Gréfle d, und damit folgt (erneut) £ = d im Korollar.
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Kapitel 8

Stabilitit von Ruhelagen autonomer
GDG-Systeme

8.1 Stabilitidtsbegriffe fiir Losungen und Ruhelagen

Fiir ein gegebenes GDG-System erster Ordnung und eine (explizit) bekannte spezielle Losung ug
auf einem Intervall I ldsst sich folgende allgemeine Stabilitdtsfrage formulieren: Wenn eine wei-
tere (typischerweise nicht explizit bekannte) Losung u desselben GDG-Systems zur Anfangszeit
to € I nur wenig von ug abweicht, bleibt dann die Differenz zwischen wu(t) und ug(t) fiir alle Zei-
ten t € I klein? Bei kompaktem I, also festem Zeithorizont, liefern die Resultate des Abschnitts
6.4 — wie frither angedeutet — eine allgemeine positive Antwort hierauf. Auf bis nach +oo
reichenden Intervallen I dagegen ist die Frage nicht so allgemein zu beantworten, und gerade
die Untersuchung dieser subtileren Langzeit-Stabilitit ist Thema des vorliegenden Kapitels.
Niitzlich sind hierbei folgende, aus dem Kontext dynamischer Systeme iibertragene Begriffe.

Definition 8.1 (Stabilitéitsbegriffe fiir Losungen von GDG-Systemen). Sei X Banach-
Raum diber K € {R,C}, und f € C°(D,X) erfiille lokal auf offenem D C R x X eine pLB in
der X-Variablen. Im Zusammenhang mit dem GDG-System (fiir X -wertige u)

u'=f(-,u) (8.1)
und einem nach oben unbeschrdnkten Intervall I C R werden vereinbart:

(1) Eine Lésung ug von (8.1) auf I heifst (Ljapunov-)stabil, wenn es zu jedem ty € I und
jedem e >0 ein d > 0 gibt, so dass gilt: Fiir alle yo € X mit |yo—uo(to)| < 9 ist (to,yo) € D,
und die Losung u des AWPs zu (8.1) mit AB u(ty) = yo existiert auf ganz [tg,00) mit
|u(t)—uo(t)| < e fir alle t € [to, 00).

(2) Eine nicht Ljapunov-stabile Losung ug von (8.1) auf I nennt man (Ljapunov-)instabil.

(3) PEine Liosung ug von (8.1) auf I heifit (lokal) attraktiv, wenn es zu jedem ty € I ein § >0
gibt, so dass gilt: Fir alle yo € X mit |yo—uo(to)| < 0 ist (to,y0) € D, und die Lisung u des
AWPs zu (8.1) mit AB u(to) = yo ezistiert auf ganz [to, 00) mit limy_yo0 [u(t)—uo(t)] = 0.

(4) FEine Losung ug von (8.1) auf I heifit asymptotisch stabil, wenn sie Ljapunov-stabil und
lokal attraktiv ist.
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108 KAPITEL 8. Stabilitdt von Ruhelagen autonomer GDG-Systeme

Bemerkungen (zu den Stabilitédtsbegriffen fiir Losungen).

(1) Die zu Beginn der Definition gemachten Voraussetzungen, insbesondere die pLB fiir f, stellen
die lokale Losbarkeit der betrachteten AWPe sicher (Satz von Picard-Lindelsf) und erlauben
es {iberhaupt erst, von ,,der Losung” des AWPs zu sprechen.

Man kann die Stabilitédtsbegriffe zwar auch ohne solche Voraussetzungen einfithren, wenn
man die Definitionen etwas vorsichtiger formuliert, in der Praxis ist dies aber kaum relevant.

(2) Handelt es sich bei (8.1) um ein autonomes System mit globaler Existenz, so bilden seine
Losungen geméfl Abschnitt 6.6 ein dynamisches System, und in diesem Fall ist die Stabilitét
einer Losung ug eng verkniipft mit der Stabilitdt kompakter Mengen im Sinn des fritheren
Abschnitts 2.3. Genauer ist Stabilitdt von ug im Allgemeinen eine etwas stirkere Forderung
als Stabilitét von wug([tg, o0)) fiir ein/alle ¢ty € I, jedenfalls wenn ug([tg, 00)) relativ kompakt
in X und somit der Stabilitdtsbegriff fiir Mengen {iberhaupt anwendbar ist.

Bemerkungen und Erlduterungen (zu Stabilitétsbegriffen fiir Ruhelagen). Von beson-
derem Interesse ist in der Stabilitdtstheorie die Untersuchung autonomer GDG-Systeme

u' = F(u) (8.2)

(mit lokal Lipschitz-stetigen Vektorfeld F' € C°(D, X) auf offenem D C X) und ihrer kon-
stanten Losungen wy, fiir die ug(R) = {xo} nur aus einer Nullstelle xg € D von F' besteht.
Tatséchlich handelt es sich bei zp dann um eine Ruhelage im Sinn dynamischer Systeme, und
im vorliegenden Kontext bezeichnet man neben xy auch die konstante Losung ug mit Wert
zo als Ruhelage des GDG-Systems (8.2).

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden nur noch Ruhelagen autonomer Systeme als
grundlegendster! Fall untersucht. Speziell hierfiir halten wir fest:

(1) Stabilitdt der konstanten Losung ug (auf jedem nach oben unbeschrénkten Intervall) und
Stabilitdt der Menge ug(R) = {z} sind dquivalent.

(2) In diesem Fall ist es auch #quivalent, die Definitionen (1) und (3) nur fiir ¢, = 0 statt fiir
alle tg € R oder mit 6 unabhingig von ty zu treffen; dies liegt daran, dass mit u auch
¢t u(to+t) Losung des autonomen Systems (8.2) ist.

(3) GemiB Abschnitt 5.8 lisst sich das GDG-System (8.2) im Fall X = R? durch ein Phasen-
raumdiagramm in der Zeichenebene veranschaulichen. Mit Hilfe solcher Diagramme kann
man sich eine anschauliche Vorstellung von den Stabilitétsbegriffen machen:

e Eine Ruhelage z( entspricht im Phasenraumdiagramm einfach einem Punkt in D, an
dem eine konstante Trajektorie fiir alle Zeiten verbleibt.

!Tatsichlich ldsst sich durch die am Ende von Abschnitt 6.6 diskutierte Vorgehensweise stets (formal) auf
autonome GDG-Systeme reduzieren, und zur Reduktion auf Ruhelagen (und sogar auf Null-Lésungen) kann man
folgendermafien vorgehen: Ist uo spezielle Lésung des Systems u’ = f(-,u), so entsprechen beliebige Lsungen
u dieses Systems den Lésungen % = u—uo des transformierten Systems @' = f(,ﬂ) mit Strukturfunktion
f(t, Z) = f(t,uo(t)+T)— f(t,uo(t)); daher ist Stabilitéit von ug als Lésung des urspriinglichen Systems édquivalent
zur Stabilitdt der Null-Losung des transformierten Systems.

Trotz dieser beiden Moglichkeiten kann man eine simultane Reduktion auf autonome Systeme und Ruhelagen
aber nicht allgemein erreichen (denn die Reduktion auf den autonomen Fall erhiilt Ruhelagen nicht, und die
Reduktion auf Ruhelagen erhilt Autonomie nicht).
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e Ljapunov-Stabilitit einer Ruhelage 2y bedeu- us(t)
tet, dass es zu jedem (potenziell kleinen) £ > 0 N
ein (noch) kleineres 6 > 0 mit Bs(xzo) C D und
folgender Eigenschaft gibt: Jede Trajektorie, die
Bs(xo) (zur Zeit tg) durchlduft, bleibt danach fiir
immer (d.h. fiir alle Zeiten aus [tg, 00)) in B:(xg).
Im Phasenraumdiagramm erlaubt dies (leicht)
verschiedene Verhaltensweisen der Trajektorien.
Typische Ljapunov-stabile Ruhelagen sind die in
den Abbildungen 11 und 12 skizzierten Senken,
Strudel- und Wirbelpunkte; Abbildung 12 zeigt
aber auch, dass weitere, beliebig nahe gelegene
Ruhelagen moglich sind.

e Lokale Attraktivitét einer Ruhelage ¢ bedeu-
tet, dass fiir ein (eventuell sehr kleines) § > 0  Abb. 11: Losungskurven des linearen
mit Bs(zg) C D folgende Eigenschaft vorliegt:  Systems u} = —uy—4ug, uy = 4ug—uy
Jede Trajektorie, die Bs(xg) durchliuft, konver- — mit asymptotisch stabiler (und damit
giert schlieflich (d.h. fiir ¢ — oo) gegen xg. Im  auch Ljapunov-stabiler) Ruhelage 0.
Phasenraumdiagramm erscheint eine attraktive
Ruhelage somit als Senke, in der alle nah herankommenden Trajektorien wie in Abbil-
dung 11 schliefflich verschwinden.

us(t) us (1)
N

N N Vi y,

7 7 < <

N N ¢ Z

7 7 < <

N N ¢ ¢

7 ? < <

N N Vi y,

72\& wu(®) § - ) S ()
® \ N \ L Vi \

7 7 7 < <

/\KJ \ \ Z Z
7 ? < <

N N Vi y,

7 7 < <

N N ¢ Z

7 7 < <

N N ¢ ¢

7 ? < <

Abb. 12: Losungskurven der linearen Systeme u} = ug, uf = —uy (links) und v} = —uy,

uly, = 0 (rechts) mit Ljapunov-stabilen, aber nicht asymptotisch stabilen Ruhelagen.

e Asymptotische Stabilitéit beinhaltet Ljapunov-Stabilitdt und lokale Attraktivitdt und
bedeutet somit, dass es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit Bs(xg) C D und folgender Eigenschaft
gibt: Jede Trajektorie, die Bs(zp) durchliuft, bleibt danach fiir immer in B.(xg) und
konvergiert schlieffilich wie in Abbildung 11 gegen x. Im Allgemeinen ist dies stérker als
Attraktivitdt allein, die ja erlauben wiirde, dass sich eine Trajektorie fiir gewisse t > tg
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110 KAPITEL 8. Stabilitdt von Ruhelagen autonomer GDG-Systeme

weit von zo entfernt? und erst fiir sehr groSe ¢ in die Nihe von zy zuriickkehrt. Bei
skalaren Gleichungen iiber IX = R wie auch bei linearen Systemen stellt sich asymptotische
Stabilitidt aber doch als dquivalent zu Attraktivitdt heraus (dazu vergleiche man mit den
Ubungen beziehungsweise dem niichsten Abschnitt). Daher kann der Unterschied zwischen
diesen Begriffen in den Abbildungen 11 und 12 nicht ausgemacht werden.

8.2 Stabilitit von Ruhelagen linearer Systeme
Im Fall eines linearen Erster-Ordnung-GDG-Systems (fiir KV -wertige u)
u' = Au+b auf R (8.3)

mit konstanter Koeffizientenmatrix A € K>V und konstanter Inhomogenitit b € KV sind die
Ruhelagen des Systems genau die Losungen € KV des linearen Gleichungssystem Az = —b.
Gibt es also iiberhaupt eine Ruhelage (was jedenfalls bei invertierbarem A oder auch fiir b =0
sichergestellt ist), so bilden die Ruhelagen einen affinen Unterraum von K*, im homogenen Fall
b = 0 sogar einen Untervektorraum von K.

Eine zentrale Beobachtung ist nun, dass die Stabilitdt der Ruhelagen von (8.3) tatséchlich
nur von der Matrix A, nicht von b abhéngt und alle Ruhelagen dieses Systems dasselbe Verhalten
aufweisen; dies liegt daran, dass Losungen u des (moglicherweise inhomogenen) Systems (8.3)
nahe einer seiner Ruhelagen xy (mit Azg = —b) den Losungen & = u—x( des homogenen Systems
' = Au auf R nahe dessen Ruhelage 0 entsprechen. Folglich kann man sich darauf beschrénken,
die Stabilitidt der Null-Ruhelage von (8.3) im homogenen Fall b = 0 zu untersuchen.

Ausgehend von dieser Vorbemerkung ergeben sich aus Abschnitt 7.2 leicht zu priifende, not-
wendige und hinreichende Kriterien fiir die Stabilitdt von Ruhelagen im linearen Fall; diese
kann man als kontinuierliche Erweiterungen des fritheren Korollars 3.3 mit M = e betrachten.

Satz 8.2 (iiber Kriterien fiir die Stabilitit von Ruhelagen linearer Systeme). Seien
Ac KNN und b € KN und seien A1, Aa, ..., Ao € C die verschiedenen Eigenwerte von A iiber C
mit zugehdrigen algebraischen Vielfachheiten di,da,...,dy € N und zugehérigen Eigenrdumen
Ex, (A),Ex,(A),...,Ey, (A) C CN. Besitet das System (8.3) mindestens eine Ruhelage, so gelten:

(A) Genau dann, wenn Re\; < 0 fir alle i € {1,2,...,¢} gilt, ist jede/eine Ruhelage von (8.3)
asymptotisch stabil.

(B) Genau dann, wenn ReA; < 0 oder Re\; = 0, dim¢ Ey,(A) = d; fir alle i € {1,2,...,(}
gilt, ist jede/eine Ruhelage von (8.3) Ljapunov-stabil.

(C) Genau dann, wenn ReX; > 0 oder Re\; = 0, dim¢ Ey,(4) < d; fir ein i € {1,2,...,(}
gilt, ist jede/eine Ruhelage von (8.3) instabil.

2Ein Beispiel fiir dieses Verhalten liefert das System r’ = (1—7)r, ¢’ = sin < fiir R2-wertige u = (7 cos @, 7 sin @)

in Polarkoordinaten. In kartesischen Koordinaten nimmt dieses System die Form v’ = (1f|u|)u+ /=gt mit

[u]
u® := (—uz2,u1) an und weist in allen Punkten der Halbachse RJ x {0} instabile Ruhelagen auf. Die Ruhelage

(1,0) ist allerdings (im Gegensatz zu allen anderen) attraktiv.

Die Moglichkeit eines solchen Verhaltens ist iibrigens auch dafiir verantwortlich, dass lokale Attraktivitdt einer
Ruhelage im Gegensatz zu ihrer Ljapunov- oder asymptotischen Stabilitdt und trotz des Namens im Allgemeinen
kein lokaler Begriff ist.
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Bemerkung. Mit den Kriterien des Satzes 8.2 ldsst sich die Stabilitédtsfrage bei linearen
Systemen des Typs (8.3) vollig schematisch auf die Berechnung von Eigenwerten und
eventuell Eigenriumen der Koeffizientenmatrix A zuriickfiihren. Konkrete Beispiele hierzu
liefern Abbildung 11 (Eigenwerte —14-41, (A) anwendbar) und Abbildung 12 (links Eigenwerte
41, rechts Eigenwerte —1 und 0, jeweils (B) anwendbar). Weitere Beispiele sind Thema der
Ubungen.

Fiir den Beweis von Satz 8.2 ist entscheidend, dass alle Komponentenfunktionen von Lésun-
gen u des homogenen Systems v’ = Au komplexe Linearkombinationen von Termen der Form
tiert sind; vergleiche Korollar 7.10 (I). Haben nun alle Eigenwerte ); negativen Realteil, so
konvergieren die Exponentialfunktionen |e}if| = eR¢A bei t — oo schneller gegen Null als die
Potenzfunktionen #/ wachsen, und daher folgt lim; o, u(t) = 0, also die Attraktivitit der Null-
Ruhelage. Hat dagegen ein Eigenwert )\;, positiven Realteil, so ist lim; s, ¢/ |e)‘i0t\ = 00, und es
ergibt sich (jedenfalls wenn nicht alle Koeffizienten vor den #/ eMol-Termen verschwinden) mit
lim o0 |u(t)| = oo die Instabilitéit der Null-Ruhelage. Damit sind die Kriterien (A) und (C)
fast schon gezeigt. Dennoch folgt nun ein formaler und vollstdndiger Beweis des Satzes, der auf
der vorausgehenden Argumentation fuflt, diese aber — vor allem im etwas subtileren Fall von
FEigenwerten mit Realteil Null — noch etwas ausbaut:

Beweis von Satz 8.2. Zuerst sei festgehalten, dass globale (eindeutige) Losbarkeit aller AWPe durch Hauptsatz 7.2 sicher-
gestellt wird und sich die Definitionen der Stabilitétsbegriffe in dieser Hinsicht etwas vereinfachen. Gem&fl Vortext reicht
es aulerdem, fiir b = 0 die Null-Ruhelage des homogenen Systems u’ = Au zu betrachten.

Ist die Bedingung von (B) an die Eigenwerte A1, A2, ..., Ap erfiillt, so sind gemdfl Korollar 7.10 (I) alle Eintrége der
Fundamentalmatrix e*4 Linearkombinationen von Termen der beiden Typen t7erit mit j < d;, ReA; < 0 und e*it mit
Re\; = 0 (wobei im Fall Re \; = 0 durch die Bedingung dimg Ej, (A) = d; sichergestellt wird, dass Ey, (A) = Hy, (A) gilt
und keine Potenzen von ¢ auftreten; siehe den letzten Satz von Korollar 7.10). Da die angegebenen Terme stetig sind und
bei t — 0o beschrinkt bleiben (beachte |e*it| = eReAit) ist M := 14 sup;~ [lef” || endlich. Bei gegebenem & > 0 kann man

daher § := ¢/M > 0 withlen und bekommt fiir die Losung u(t) = e(t=t0)Ayq zur AB wu(ty) = yo mit yo € KV, |yo| < § die
Abschitzung |u(t)] < M§ = e fiir alle t > tp. Somit sind die Ljapunov-Stabilitéit der Null-Ruhelage und die Hin-Richtung
von (B) gezeigt.

Sind sogar alle Eigenwerte negativ, so treten im vorausgehenden Argument nur Funktionen des Typs t/e*i* mit Re \; <
0 auf, und daher gilt lim¢— o0 u(t) = O fiir Losungen zu beliebigen Anfangsdaten. Dies reicht, um Attraktivitdt der Null-
Ruhelage sicherzustellen, und insgesamt ist damit auch die Hin-Richtung von (A) gezeigt.

Ist die Bedingung von (C) an die Eigenwerte erfiillt, so gilt fiir ein ioc € {1,2,...,£} entweder Re\;, > 0 oder
Re);, = 0, dim E>\z‘o (A) < d;y. Im ersten Fall dieser Alternative gilt fiir Eigenwert-Eigenvektor-Losungen u(t) = eMioty
mit v € By, (A)\ {0} stets im0 |u(t)] = lim¢_s 00 € Y0 ?|v| = co. Fiir kleine Eigenvektoren v erhilt man also Losungen
mit beliebig kleinen Anfangsdaten, die bei t — oo jede beschrinkte Nullumgebung verlassen. Also ist die Null-Ruhelage
instabil. Im zweiten Fall bringt man A durch eine invertierbare Transformationsmatrix T € CN*N auf Jordan-Normalform
J = T~1AT. Wegen dim Ex, (A) < dij, = dim HMO (A) enthilt J einen groften Jordan-Block der GroBe k > 2 (wobei k
mit dem Nilpotenzgrad von (A;,Iny—A) auf Ha,, (A) iibereinstimmt). Gemifl der Regel (7.10) zur Berechnung der Matrix-

Exponentialfunktion von Jordan-Blécken enthilt dann et/ eine Spalte, in der als von Null verschiedenen Eintriige genau

e)‘iot, te’\iot, %tze)‘iot, e ﬁtkile’\iot auftreten. Es folgt, dass eine Spalte der Fundamentalmatrix Te?/ aus Line-
arkombinationen dieser Funktionen besteht, und wegen der Invertierbarkeit von 7" ist in mindestens einem Eintrag dieser
Spalte der Koeffizient vor dem am schnellsten wachsenden Term ﬁtk_le)‘iot von Null verschieden. Fiir die durch diese
Spalte gegebene Losung w gilt daher lim;— oo |u(t)] = co. Durch Multiplikation von w mit kleinen Vorfaktoren kann man
wieder Losungen mit beliebig kleinen Anfangsdaten erhalten. Also ist die Null-Ruhelage auch in diesem Fall instabil, und
die Hin-Richtung von (C) ist gezeigt.

Es verbleibt, die Riick-Richtungen nachzuweisen. Zur Behandlung der Riick-Richtung von (A) bemerkt man dabei,
dass in der Situation des vorausgehenden Arguments die Null-Ruhelage nicht Ljapunov-stabil und damit erst recht nicht

asymptotisch stabil ist. Daher ist nur noch nachzuweisen, dass bei Existenz eines ig € {1,2,...,£} mit Re \;, = 0 ebenfalls
keine asymptotische Stabilitdt vorliegen kann. Hierzu betrachtet man erneut Eigenwert-Eigenvektor-Lésungen u(t) = Moty
mit v € By, (A)\ {0} und bekommt lim;—s oo |u(¢)| = |v| > 0. Da durch beliebig kleine Eigenvektoren v auch beliebig kleine
AWe realisiert werden konnen, ist die Null-Ruhelage auch in diesem Fall nicht asymptotisch stabil.

Die Riick-Richtung von (B) ergibt sich schlieBlich als Kontraposition der schon gezeigten Hin-Richtung von (C). Die
Riick-Richtung von (C) folgt analog aus der Hin-Richtung von (B). O
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112 KAPITEL 8. Stabilitdt von Ruhelagen autonomer GDG-Systeme

8.3 Ljapunov-Funktionen und nicht-lineare Stabilitit

Ein niitzliches Hilfsmittel fiir Stabilitdtsuntersuchungen bei nicht-linearen GDG-Systemen (mit
RN -wertigen u) sind sogenannte Ljapunov-Funktionen, die wie folgt definiert werden.

Definition 8.3 (Ljapunov-Funktionen). Eine Funktion L € C'(D,R) auf einer offenen Teil-
menge D von RN heifit eine Ljapunov-Funktion eines Vektorfelds F: D — RN beziehungsweise
des GDG-Systems v’ = F(u), wenn die Richtungsableitung von L entlang des Vektorfelds F auf
D nicht-positiv ist, d.h. wenn OpL <0 auf D gilt.

Terminologie. Die Richtungsableitung OpL von L entlang des Vektorfelds F wird dabei punkt-
weise als ,normale‘ Richtungsableitung von L entlang einzelner Vektoren F(x) erklirt, genauer

OrL(z) == (O L)(x) = lin L(:):+tF(:§)) — L(x)

Aus dem bekannten Zusammenhang zwischen Richtungsableitungen und Gradienten folgt dann

fir alle x € D .

N
OpL=VL -F =Y (4L)F, (8.4)
i=1
mit dem Skalarprodukt .- von RN . Gelegentlich bietet sich auch die alternative Notation L
fir OpL an, bei der das betrachtete Vektorfeld/System aus dem Kontext zu erschlieflen ist.

Niitzlich sind Ljapunov-Funktionen vor allem im Zusammenhang mit dem folgenden Satz.

Satz 8.4 (iiber die direkte Methode von Ljapunov). Gegeben sei das autonome GDG-
System (fiir RN -wertige u)

u' = F(u) (8.5)
mit lokal Lipschitz-stetiger Strukturfunktion F € CO(D,RN) auf einer offenen Teilmenge D von
RN. Sei auferdem xo € D eine Ruhelage von (8.5) und L eine Ljapunov-Funktion zu (8.5).

(A) Ist zg strikte lokale Minimalstelle von L, so ist die Ruhelage oy Ljapunov-stabil.

(B) Ist xg strikte lokale Minimalstelle von L und gilt fir ein € > 0 mit Bo(xg) C D die strikte
Ungleichung OpL < 0 auf B:(xo) \ {z0}, so ist die Ruhelage xy asymptotisch stabil.

(C) Ist xp keine lokale Minimalstelle von L und gilt fiir ein € > 0 mit B.(xzo) C D die strikte
Ungleichung Op L < 0 auf Be(zg) \ {0}, so ist die Ruhelage xy instabil.

Bemerkungen.

(1) Fiir die Ruhelage o gelten stets F'(zg) = 0 und 9pL(xzo) = 0. Deshalb sind die strikten
Ungleichungen in (B) und (C) nicht auf ganz B.(x¢), sondern nur auf B.(z¢) \ {0} sinnvoll.

(2) Mit L ist auch L+-c fiir jedes ¢ € R Ljapunov-Funktion. Deshalb ist es keine Ein-
schrinkung und kommt in der Literatur oft vor, dass anstelle der strikten Minimumseigen-
schaft in (A) und (B) die Forderungen L(zp) = 0 und L > 0 auf (einer Umgebung von zg
in) D\ {xo} gestellt werden. Ahnliches gilt fiir die Situation aus (C).

(3) Jede konstante Funktion ist eine Ljapunov-Funktion im Sinne von Definition 8.3, besitzt
aber weder strikte Minimalstellen noch Nicht-Minimalstellen und erlaubt deshalb nie die
Anwendung von Satz 8.4. Die Krux bei der Anwendung des Satzes besteht daher in
der Wahl einer geeigneten (notwendigerweise nicht-konstanten) Ljapunov-Funktion
L, und tatséchlich ist es im Allgemeinen nicht einfach, solch ein geeignetes L zu finden oder
auch nur seine Existenz sicherzustellen.
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8.3. Ljapunov-Funktionen und nicht-lineare Stabilitét 113

(4) Eine Ljapunov-Funktion L kann man sich als eine Energie vorstellen. Tatséichlich
entspricht L(x) bei einem physikalisch motivierten GDG-System v’ = F(u) héufig der Ener-
gie des Zustands x € D des zugrunde liegenden physikalischen Systems, und (nur) mit
dieser Interpretation im Hinterkopf kann man ein geeignetes L oft angeben.

(5) Von zentraler Bedeutung ist folgende Beobachtung: Ist L Ljapunov-Funktion und u Lésung
zu u' = F(u), so gilt gemif Kettenregel

[L(u)] = VL(u) -/ = VL(u) - F(u) = pL(u) <0, (8.6)

die ,Energie’ L(u) ist also nicht-wachsende Funktion der Zeit ¢, und insgesamt ist L
entlang allen Trajektorien des GDG-Systems nicht-wachsend. Man kann sich daher
den Graph einer Ljapunov-Funktion L als Energie-Landschaft vorstellen, in der
sich Trajektorien nie aufwirts, sondern nur abwiérts oder auf konstantem Level bewegen
konnen, und vor diesem Hintergrund werden die Aussagen von Satz 8.4 auch anschaulich
sehr plausibel.

Beweis von Teil (A) des Satzes 8.4. Sei x( strikte lokale Minimalstelle von L, und ohne Ein-
schrinkung sei L(xzg) = 0. Zum Nachweis der Ljapunov-Stabilitdt von zp anhand ihrer Defini-
tion reicht es, beliebige ¢ty € R und ausreichend kleine € > 0 zu betrachten, so dass x( strikte
Minimalstelle von L auf der abgeschlossenen Kugel B.(zg) C D ist. Insbesondere ist dann
¥ += mingp_(5,) L > 0. Wegen der Stetigkeit von L lédsst sich nun ein (von t; unabhéngiges)
§ € (0,¢] finden, so dass L < 37 auf Bs(zo) gilt. Fiir yo € RY mit |yo—zo| < § existiert geméf
den Hauptsétzen 6.1 und 6.3 eine eindeutige maximale Losung u des AWPs zu (8.5) mit AB
u(tp) = yo auf einem maximalen Losungsintervall (o, w) mit —oo < a < tg < w < co. Geméif
Bemerkung (5) ist L(u) auf (o, w) nicht-wachsend, und es gelten

u(to) = yo € Bs(xo) C Be(zo) und L(u) < L(u(to)) = L(yo) < %'y auf [tg,00) .

In Anbetracht von L > 7 auf 0B.(z¢) bedeutet dies, dass die Losung u die Kugel B.(xg) nicht
verlassen kann und |u(t)—xzo| < ¢ fiir alle ¢ € [tp,w) gilt. Insbesondere ist damit lim; », [u(t)| =
oo ausgeschlossen, also erzwingt (eine Bemerkung zu) Hauptsatz 6.3 schon w = oo. Die eindeutige
Losung u des AWPs existiert folglich auf ganz [tg, 00) mit |u(t)—zo| < ¢ fiir alle ¢ € [tg, 00), und
die Ljapunov-Stabilitdt von zq ist nachgewiesen. O

Beweis von Teil (B) des Satzes 8.4. Seien xg strikte lokale Minimalstelle von L und ¢y € R. Fiir
ein eventuell verkleinertes € und das zugehorige § seien zudem alle Eigenschaften des vorigen
Beweisteils sowie dpL < 0 auf B.(zg) \ {zo} erfiillt. Sei yo € RN mit |yo—xo| < &, und u
bezeichne die auf [tg, 00) existente Losung u des AWPs mit AB wu(tp) = yo und |u(t)—x| < e fiir
alle t € [tp,00). Da L(u) auf [tg, c0) nicht-wachsend und von unten beschrénkt ist, gibt es eine
Folge (tx)ken in [to, 00) mit limy_, ot = 00 und limg_ o0 [L(u)}/(tk) = 0. Nach Umschreiben mit
(8.6) ist auch limg_,oo Op L(u(tx)) = 0, und durch Ubergang zu einer Teilfolge ldsst sich zudem
erreichen, dass Yoo := limg 00 u(tx) € Be(w) existiert. Es folgt O L(ys) = 0, und dies erzwingt
geméB Annahme yo, = xo. Als Néchstes folgt limy oo L(u(ti)) = L(yso) = L(z9) und wegen der
Monotonie von L(u) auch limy o L(u(t)) = L(xg). Letzteres reicht, um auf lim; o u(t) = xg
zu schlieflen, denn, sobald u entlang irgendeiner oo-Folge in [tg, 00) gegen ein y € B.(xq) \ {xo}
konvergieren wiirde, miisste L(u) entlang dieser Folge gegen L(y) > L(xg) konvergieren. Mit
limy_,o0 u(t) = ¢ ist die asymptotische Stabilitidt von zy nachgewiesen. ]
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114 KAPITEL 8. Stabilitdt von Ruhelagen autonomer GDG-Systeme

Beweis von Teil (C) des Satzes 8.4. Sei x( keine lokale Minimalstelle von L, sei L(zg) = 0, und
sei ein eventuell verkleinertes € > 0 mit dpL < 0 auf Bo(xg) \ {zo} fixiert. Da x( keine lokale
Minimalstelle ist, gibt es beliebig nah an g gelegene yo € Be(x0) mit L(yo) < 0, und es reicht zu
zeigen, dass, sobald eine Losung u des AWPs zu (8.5) mit AB u(0) = yo auf ganz R existiert,
diese Losung an einer Stelle |u| > ¢ erfiillt. Dazu benutzt man zuerst die Stetigkeit von L in xg
und wihlt eine (auch von yy abhéngige) offene Umgebung V' von xo in D mit L > L(yg) auf

V. Wegen Stetigkeit von OpL ist £ := ming_, y\/(—=0rL) > 0. Da L(u) geméfl Bemerkung (5)
nicht-wachsend ist, gelten L(u) < L(u(0)) = L(yo) und somit u ¢ V auf R{. Angenommen, es
gilte nun |u| < € auf Ry und u bliebe somit in B.(z¢) \ V. Dann wire [L(u)}/ =0pL(u) < -4

auf R{ und somit limy—o L(u(t)) = —oo. Dies stiinde im Widerspruch dazu, dass L auf dem
Kompaktum Be(z) von unten beschrinkt ist, also muss |u| > € an einer Stelle in R gelten,
und die Instabilitdt von x( ist gezeigt. O

Anwendung (auf die Gleichung(en) des mathematischen Pendels). Als mathematisches
Pendel bezeichnet man das in Abbildung 13 skizzierte, idealisierte Mo-
dell fiir ein Stabpendel. Dabei ist der masselose, unendlich diinne, un-
flexible Pendelstab an einem Ende an einem festen Punkt befestigt,
am anderen Ende trigt er eine Punktmasse, und das Pendel schwingt
reibungsfrei nur unter Einfluss der Gravitation in einer vertikalen Ebe-
ne. Verwendet man den Winkel ¢ des Pendelstabs relativ zur unteren
Ruheposition und die (skalare) Geschwindigkeit v der Punktmasse als ‘
Variablen, so wird ein solches Pendel durch das nicht-lineare Erster- - !
Ordnung-GDG-System fiir R2-wertige Funktionen u = (“")

o =01y, v = —gsinp (8.7) IR

mit den festen, positiven Parametern ¢ (Linge des Pendelstabs) und T
g (Fallbeschleunigung) beschrieben. Aquivalent ist die skalare, nicht- ) )
lineare Zweiter-Ordnung-GDG ¢” = —9sin¢p, die Untersuchung im
Kontext dieses Kapitels orientiert sich aber am System (8.7) mit der |
Strukturfunktion ! !

-1
F(p,v) = ( v ) fiir (¢,v) € R?.

—gsinp
Die abzéhlbar vielen Ruhelagen (z7,0), z € Z des Systems (8.7) ent-
sprechen wegen der ,Periodizitét’ des Winkels ¢ nur zwei physikalisch m
unterscheidbaren Zusténden: Bei (2km,0), k € Z handelt es sich um Abb. 13: Das Pendel
die untere, bei ((2k+1)7,0), k € Z um die obere Ruhelage des Pendels. nahe den Ruhelagen.
Diese beiden Fille werden nun getrennt diskutiert.

e Bei der Untersuchung der ,unteren‘ Ruhelagen (2k7,0) mit k € Z ist es hilfreich, die Summe
der kinetischen und der potentiellen Energie

1
L(p,v) := §mv2 — mgl cos @ fiir (¢,v) € R? (8.8)

zu betrachten — mit der Masse m > 0 des Pendels als physikalischem Parameter, den man
fiir die rein mathematische Betrachtung auch zu 1 normieren konnte. Wegen

E(p.0) = V(o) Flo) = ("50F) (000 ) <0

mu —gsing
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fiir alle (¢, v) € R? ist L Ljapunov-Funktion des Systems (8.7). Da L auBlerdem strikte lokale
Minimalstellen bei (2km, 0) besitzt, sind diese Ruhelagen geméf} Satz 8.4 (A) Ljapunov-stabil.

Die Frage, ob die ,unteren‘ Ruhelagen sogar asymptotisch stabil sind, lédsst sich ebenfalls mit
Hilfe von L aus (8.8), wenn auch nicht direkt anhand des Satzes, beantworten. Tatséchlich
liegt némlich mit der Identitit L = 0 Energie-Erhaltung vor, so dass L nicht nur nicht-
wachsend, sondern sogar konstant entlang Trajektorien ist. Folglich starten und bleiben alle
anderen Losungen u auf einem hoheren Energie-Niveau als die Ruhelagen (2km,0). Es gilt
limy oo L(u(t)) > L(2km,0), womit lim; o u(t) = (2km,0) ausgeschlossen ist, und daher
sind die ,unteren‘ Ruhelagen zwar Ljapunov-stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

e Bei der Untersuchung der ,oberen‘ Ruhelagen ((2k+1)w,0) mit k € Z ldsst sich Satz 8.4
nicht (direkt) mit der Ljapunov-Funktion L aus (8.8) anwenden. Betrachtet man aber bei-
spielsweise?

Lo(p,v) :=vsinp fiir (p,v) € R?,

so gilt

. B _ _ [vcosp) o i )2
Lo(,v) = VLo(p,v) - F(p,v) = < Sing ) <_gsiw> =" cosp — g(sinp)® <0
fiir (,v) € [((2k+3)m, (2k+3)7) x R] \ {((2k+1)7,0)} (denn fiir die hier zugelassenen ¢
ist der Kosinus negativ und der Sinus hat nur eine Nullstelle). Da Lo keine Minimalstellen,
sondern Sattelpunkte bei ((2k+1)7,0) besitzt, sind diese Ruhelagen gemifl Satz 8.4 (C)

instabil.

Die hiermit verifizierten Stabilitédtseigenschaften (und auch das sonstige Verhalten des Pendels)
lassen sich gut im Phasenraumdiagramm der Abbildung 14 erkennen.

Abb. 14: Phasenraumdiagramm einiger Losungen der Pendelgleichungen (8.7) mit den Ljapunov-
stabilen Ruhelagen (—2m,0), (0,0), (27,0) und den instabilen Ruhelagen (—7,0), (7,0).

3Neben dem hier gewihlten Ly fithren auch etwas andere Wahlen wie Lo(p,v) = —(¢—(2k+1)7)v zum gleichen
Ergebnis.
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8.5 Linearisierungskriterien fiir Stabilitit von Ruhelagen nicht-
linearer Systeme

Eine andere naheliegende Methode zur Stabilitdtsuntersuchung bei einem nicht-linearen GDG-
System basiert auf der lokalen Linearisierung des Systems um eine Ruhelage, und tatséchlich
erhélt man fiir den nicht-linearen Fall dann &hnliche (aber weniger scharfe und vollsténdige)
Kriterien wie in Satz 8.2 fiir den linearen Fall. Diese Kriterien sind die Zeit-kontinuierlichen
Analoga der Linearisierungskriterien aus Satz 3.5 und werden hier nur iiber K = R angegeben
(fiir den Fall K = C vergleiche man aber mit Fuinoten 2 und 3 in Abschnitt 3.3).

Satz 8.5 (Linearisierungskriterien fiir (In-)Stabilitét bei nicht-linearen Systemen).
Gegeben sei das autonome GDG-System (fiir RN -wertige )

u' = F(u) (8.9)
mit Strukturfunktion F € CY(D,RY) auf einer offenen Teilmenge D von RY.

(A) Ist mg eine Ruhelage von (8.9) und haben alle Eigenwerte von DF(xg) € RVN*N diber C
negativen Realteil, so ist die Ruhelage xo asymptotisch stabil.

(B) Ist zo eine Ruhelage von (8.9) und gibt es einen Eigenwert von DF(zg) € RN*N diber C
mit positivem Realteil, so ist die Ruhelage o instabil.

Bemerkung. Besitzt DF(zo) € RV*" einen Eigenwert mit Realteil Null, aber keinen Eigenwert
mit positivem Realteil, so kann man mit den Linearisierungskriterien nicht iiber die Stabilitéit
der Ruhelage x( entscheiden. Tatséchlich hingt in diesem Fall die Stabilitdt von zg nicht nur
vom Erster-Ordnung-Verhalten von F' nahe xg, sondern auch von Effekten hoherer Ordnung ab,
und insbesondere gibt es daher kein nicht-lineares Analogon zu Teil (B) des linearen Satzes 8.2.
Anwendung. Im Fall der Pendelgleichungen (8.7) mit der Strukturfunktion F(¢,v) = ( _g;ilg 90)
ldsst sich ein Teil der schon verifizierten Ergebnisse mit Satz 8.5 noch einmal bestétigen: Bei
den Ruhelagen ((2k+1)7,0), k € Z der Pendelgleichungen weist DF'((2k+1)7,0) = (2 [61) den
positiven Eigenwert \/gf~! auf, also liefert Satz 8.5 (B) erneut die Instabilitit dieser ,oberen’
Ruhelagen. Bei den Ruhelagen (2k7,0) dagegen besitzt DF(2km,0) = (_Og 561) die beiden rein

imaginiiren Eigenwerte +11/¢¢~!, und mit Satz 8.5 allein lisst sich iiber die Stabilitiit dieser
;unteren‘ Ruhelagen keine Aussage treffen.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird ein Beweis von Satz 8.5 gegeben und Teil (A) sogar mit
zwei verschiedenen Methoden bewiesen — einmal mit Hilfe von Ljapunov-Funktionen und ein
weiteres Mal mit Hilfe eines Gronwall-Lemmas.

Erster Beweis von Satz 8.5 (A) mit Ljapunov-Funktionen. Ohne Einschréinkung sei ¢ = 0, und
es sei

A:=DF(0) € RNV

abgekiirzt. Da F'(0) verschwindet, gilt geméfl dem Satz von Taylor F(x) = Az + o(|x|) bei
x — 0, und insbesondere gibt es zu jedem £ > 0 (das unten geeignet fixiert wird) ein § > 0 mit
Bs(0) € D und

|F(z) — Az| < ela| fiir alle z € B;(0) . (8.10)
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Obwohl als Né#chstes noch ein allgemeineres Argument ausgefithrt wird, sei die wesentliche
Beweisstrategie zuerst fiir symmetrisches A illustriert. In diesem Fall sind alle Eigenwerte von
A reell und negativ, die Inverse A~! existiert als ebenfalls symmetrische Matrix mit lauter
negativen reellen Eigenwerten, und durch

L(z) == —x- Az fiir 2 € RN

ist eine positiv definite quadratische Form L auf RY gegeben. Insbesondere besitzt L € C!(Bs(0), R)
eine strikte Minimalstelle bei 0 und erfiillt VL(z) = —2A~ !z fiir # € Bs(0). Unter Verwendung
von (8.10) mit € = m folgt

OrL(z) = —2A7 ' - Az — 247z - [F(x) — Az]
—2x- A" Az + ZHA_lH || |F(z) — Az|
—2z* 4+ |z|* < 0

IAIN

fiir alle x € Bs(0) \ {0}. Damit ist L eine Ljapunov-Funktion des Systems (8.9) auf Bs(0), fiir
die Satz 8.4 (B) anwendbar ist, und es folgt asymptotische Stabilitdt der Null-Ruhelage. Fiir
symmetrisches A ist der Beweis damit vollstdndig.

Als Néchstes wird der allgemeine Fall ohne Zusatzvoraussetzung an A behandelt. Obige
Argumentation greift dann nicht mehr, da es bei nicht-symmetrischem A keine Form L mit
VL(z)-y= —x- A~y gibt. Als Ersatz reicht allerdings eine Funktion L, die dieser Gleichung
nur fiir y = Ax geniigt, also VL(z) - Az = —|z|? erfiillt, und eine quadratische Form L mit
der letzten Eigenschaft kann tatsédchlich mit Hilfe eines Integrationstricks explizit angegeben
werden. Dazu argumentiert man wie folgt. Da alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben,
sind gemiB Korollar 7.10 (I) alle Eintrige der Fundamentalmatrix ¢4 € RV*Y komplexe Line-
arkombinationen von Termen der Form t/eM mit A € C, Re X < 0, j € INy. Es folgt, dass HetAH
bei t — 0o exponentiell schnell gegen 0 konvergiert, und damit ist insbesondere

M = /OO e dt < oo (8.11)
0

Durch -
L(zx) := / ‘etAxIth fiir z € RY
0

erhilt man folglich eine wohldefinierte quadratische Form L auf RY mit strikter Minimalstelle
0 (denn wegen der Invertierbarkeit von e*4 ist ‘etAm| > 0 fiir  # 0) und mit

o
VL(z) -y= 2/ ez ety dt fiir z,y € R .
0

Unter Verwendung der Regel %em = et A, der Abschitzung (8.10) mit € = ﬁ, des HDI und
der Wahl (8.11) ergibt sich

OrpL(z) = 2/ ey e Az dt + 2/ ety . etA [F(z)—Ax] dt
0 0

</°°d\emx|2dt+1 e dt [P
—Jo dt 2M J,

= lim [e"|? — |z|? + 3|z|?
t—o00

= —%|:c|2 <0
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fiir alle x € Bs(0) \ {0}. Damit ist auch im allgemeinen Fall eine Ljapunov-Funktion L des
Systems (8.9) auf Bs(0) gefunden, fiir die sich Satz 8.4 (B) anwenden lédsst, und es folgt die
Behauptung. O

Eine andere Methode zum Beweis von Satz 8.5 (A) basiert auf dem aus Abschnitt 6.4 be-
kannten Gronwall-Lemma.

Zweiter Beweis von Satz 8.5 (A) mit dem Gronwall-Lemma. Ohne Einschrankung sei xg = 0,
und es sei erneut

A:=DF(0) € RNV

abgekiirzt. Wie im vorigen Beweis begriindet, stellt die Bedingung an die Eigenwerte von A
sicher, dass ||e*|| bei s — oo exponentiell schnell gegen 0 konvergiert, und insbesondere gibt es
daher ein v > 0 und ein M € R™ mit

eS| < Me™® fiir alle s € R . 8.12
0

Geméf dem Satz von Taylor gibt es auflerdem zu beliebigem € > 0 ein § € (0, ¢) mit B5(0) C D,

so dass
|F(z) — Az| < ﬁ\m[ fiir alle = € B;(0) (8.13)

erfiillt ist, und fiir o € R und yo € B;s(0) bezeichne im Folgenden u: (a, w) — K die maximale
Losung des AWPs v’ = F(u), u(to) = yo. Die entscheidende Beweisidee ist es nun, das nicht-
lineare GDG-System in der Form

u' = Au+ [F(u) — Au]

zu schreiben und als lineares GDG-System mit der von w abhéngigen Inhomogenitit b(s) :=
[F(u(s))—Au(s)] aufzufassen. Bei dieser Betrachtungsweise kann die Lésungsformel (7.5) mit
der Fundamentalmatrix W (s) = e*4 und ihrer Inversen W (s)~! s4 angewandt werden, und
nach Anwendung des Exponentialgesetzes ergibt sich

= e

t
u(t) = elt=t0) Ay, +/ e(t_S)A[F(u(s))—Au(s)} ds fiir alle ¢ € (o, w)
to
Falls u auf [tg,w) nicht in Bs(0) bleibt, so bezeichne im Folgenden wy € (to,w) die kleinste Zeit
mit u(wg) ¢ Bs(0). Falls u in Bs(0) bleibt, so garantiert der Satz iiber die maximale Losung,
dass w = oo gilt, und dann sei auch wy := oo. In jedem Fall ist dann u((tp,wp)) C Bs(0), und mit
Hilfe von (8.12) und (8.13) ergibt sich aus der vorausgehenden Losungsformel die Abschétzung

t
lu(t)] < Me™YE10)|gy0] 4 ;/ e VEy(s)|ds  fiir alle ¢ € (to,wp)
to

Fiir die Hilfsfunktion ¢(s) := €?*|u(s)| bedeutet dies
t
o(t) < Me™|yo| + ;l/ o(s)ds fiir alle t € (to,wo) -
to

Das Gronwall-Lemma (mit a = 3, b =0, so = Me"™|yg|) liefert daraus

t) < e3(t=to) prento 70 fir alle t € [tg,wp),
¥
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und fiir die Losung u erhélt man
lu(t)] < e 2 Myo|  fiir alle ¢ € [to, wp) -

Liegt dann yo in Bs/p/(0) und ist wp < oo, so impliziert die vorige Abschitzung u(wo) € Bs(0)
und steht damit im Widerspruch zur Wahl von wg mit u(wo) ¢ Bs(0). Fiir yo € Bs/p(0) gilt
also wg = oo, und die Losung u existiert auf [tog, 00) mit u([tg,00)) C Bs(0) C Be(0) und
im0 [u(t)| = 0. Damit ist die asymptotische Stabilitdt der Null-Ruhelage gezeigt, und die
Behauptung ist nachgewiesen. O

Zum Beweis von Satz 8.5 (B) gibt es ebenfalls verschiedene Vorgehensweisen, die auch tech-
nisch unterschiedlich anspruchsvoll sind. Hier wird ein vergleichsweise elementares Argument
angegeben, das Elemente des vorausgehenden Beweises und des Beweises von Satz 3.5 kombi-
niert.

Beweis von Satz 8.5 (B). Seien wieder g = 0 und A := DF(0) € RV*Y, und seien A1, A2, \¢ €
C die verschiedenen Eigenwerte von A iiber C. Sei zudem v > 0 derart fixiert, dass kein Eigenwert
einen Realteil zwischen 0 und v aufweist, also so, dass A1, Aa, ..., Ap alle nicht im offenen Streifen
(0,7)+iR der Breite vy in der komplexen Zahlenebene liegen. Dann lisst sich CY = V; @ V4 in
die C-linearen Unterrdume

V1= Hy,(A) und Vo= Hy, (A)
Re x<0 Re x>

zerlegen, wobei nach Annahme des Falls (B) stets Vo # {0} gilt (wéhrend Vi = {0} méglich ist).
Mit Hilfe einer Jordan-Basis kann nun dhnlich wie im Beweis von Satz 3.5 ein von A abhéngiges
(hermitesches) komplexes Skalarprodukt (-, -) , mit zugehériger Norm || - || ; auf CV konstruiert
werden, so dass die verschiedenen Hauptrdume Hy, (A) von A zueinander orthogonal sind und
Az — Niz|[a < 3v||z]|a fiir alle 2 € Hy,(A) gilt (und tatséchlich ist das Skalarprodukt schon
bestimmt, indem man die Norm auf den Elementen einer Hauptraum-Basis wie im Beweis von
Satz 3.5 vorgibt und diese fiir orthogonal erkldrt). Durch z ©® y := %[(3}, )4+ (Y, :E>A] € R fiir
z,y € CV erhilt man dann ein reelles Skalarprodukt auf CV, das dieselbe Norm induziert und
fiir das man zudem

zO Mz = (ReN)||z|%4 fiir alle 2 € CV, A € C
sowie (mit der Invarianz der Hauptraume unter = — Ax)

21O Azy < Iyl |3
T9 ® Axg > %fnyQHi fiir alle x1 € V1,29 € Vo (8.14)

2 2 2
lz1t+z2ly = |21l 4 +lz2(ls

nachrechnet. Da A = DF(0) gewahlt wurde, ldsst sich schlieflich ein ¢ > 0 mit B.(0) C D
fixieren, so dass

|F(z) — Az||a < 7]zl a fiir alle z € RY mit ||z|[4 < e (8.15)
gilt.
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Als Nichstes wird nun eine Losung u zu v’ = F(u) mit ||u||4 < e auf [0, 00) betrachtet. Eine
solche lasst sich eindeutig als u = uj+us mit Vi-wertigem u; und Vo-wertigem us schreiben, und
mit analoger Konvention bei F' = F1+F» gilt u), = Fy(u1+uz) auf [0,00). Mit dieser Gleichung,
(8.14) und (8.15) ergibt sich

(luzlld)’ = 2us © uf
= 2uy © Aug + 2up © [Fo(ui+ug) — Aug)

Y

Srlluals = gylluallay/ Il |Z+luz) 1%

> grlluall = §yllualla,

wobei im letzten Schritt mit Hilfe der Youngschen Ungleichung lugllay/|lutll3+luzly <
é’yHuzHi—l—%v(“uﬂﬂﬂ]uﬂﬁ) abgeschitzt wurde. Eine weitgehend analoge Rechnung ergibt

()" < gl + glluzlly -
Zusammenfassend erhélt man die Differentialungleichung
(luali—llual%)” = v(luali=llw %) auf [0,00)
sowie im Fall ||ua(0)||a > ||u1(0)||a die zugehoérige Abschétzung
lua (@A~ llur (0)1% = ™ (uz(0)[Z—[lua (0)%)  fitr alle ¢ € [0, 00), (8.16)

die der zuvor gemachten Annahme |Jul|4 < € auf [0, 00) widerspricht.

Zum Abschluss der Argumentation bemerkt man, dass es Losungen u zu v’ = F(u) gibt,
deren Anfangsdatum u(0) beliebig kleinen Betrag hat, aber auch |uz(0)| > |u1(0)| erfiillt. Solche
Losungen u konnen, wie gerade argumentiert, aber nicht auf ganz [0, 0o) mit ||u||4 < € existieren.
Dies zeigt die Instabilitdt der Null-Ruhelage und vervollstdndigt den Beweis. O
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Kapitel 6

Die Hauptsiatze der Theorie
(Fortsetzung)

Wie schon frither in diesem Kapitel sei X stets Banach-Raum iiber IX mit Norm |- | = || - ||x.

6.7 Der Existenzsatz von Peano

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit einem allgemeinen Existenzsatz fiir AWPe, der den aus
Abschnitt 6.1 bekannten Satz von Picard-Lindelof teilweise verbessert.

Hauptsatz 6.14 (Lokaler Existenzsatz von Peano). Sei dimg X < oo, sei f € CO(D, X)
eine stetige Strukturfunktion auf offenem D C R x X™, und sei (to, Yo, Y1,Y2,---sYm—1) € D.
Dann gibt es ein € > 0, so dass das AWP

u(m) = f( : 7u[m—1]) ) u[m_l} (tO) - (907 Y1, Y2, . .- 7ym—l)
auf [to—e, to+¢€] mindestens eine Losung besitzt.

Bemerkung. Der Vorteil dieses Satzes gegeniiber dem Satz von Picard-Lindel6f liegt
darin, dass keine pLB als Voraussetzung bendétigt wird. Der Nachteil besteht neben
der Einschréinkung auf endlich-dimensionale X vor allem darin, dass man nur Existenz,
aber keine Eindeutigkeit erhilt. In Anbetracht des Gegenbeispiels aus Abschnitt 6.1 kann
man Eindeutigkeit aber auch nicht erwarten, wenn f nur als stetig vorausgesetzt wird.

Der Beweis von Hauptsatz 6.14 macht entscheidenden Gebrauch von folgendem, aus der
Analysis bekannten Kompaktheitssatz im Funktionenraum C°(I, X).

Satz (von Arzela-Ascoli). Sei I kompaktes Intervall in R, sei dimg X < oo, und sei (ug)keN
eine Folge von Funktionen in CO(I,X). Ist (ux(to))ren fiir ein to € I beschrinkte Folge in X
und sind die uy, auf I gleichgradig stetig®, so konvergiert eine Teilfolge (ug,)een gleichmifig
gegen eine Grenzfunktion u € CO(I,X).

8Gleichgradige Stetigkeit der wuy auf I bedeutet, dass es zu jedem x € I und € > 0 ein § > 0 mit folgender
Eigenschaft gibt: Fiir alle € I mit |T—z| < § und alle k € IN gilt |ui(Z)—uw(x)| < €.

Insbesondere liegt gleichgradige Stetigkeit der uy auf I vor, wenn alle ux auf I eine Lipschitz-Bedingung mit
derselben Konstante erfiillen.

121



122 KAPITEL 6. Die Hauptsatze der Theorie

Beweis von Hauptsatz 6.14. Ohne Einschrdnkung sei m = 1, und es seien positive Groflen
und r mit [tg—6, to+6] x B,(yo) C D fixiert. Sei auBerdem M := 1+ MaXy 5 1048]xBo(yo) |/ 00
e := min{d,r/M} > 0. Der Beweis basiert nun auf der Konstruktion von stiickweise affinen
Niherungslosungen u, € CO([tg,to+¢]) mit dem Polygonzug-Verfahren von Euler und
Cauchy. Dazu zerlegt man fiir fixiertes k € IN das Intervall (to,to+¢] durch Zwischenstellen
t; :=to+ %5 in die k Teilintervalle (t;,t;41],7 =10,1,2,...,k—1 und definiert u; mit ug(to) := yo
auf den Teilintervallen sukzessive durch

uk(t) = uk(ti) + f(ti,uk<ti))(t—ti) firt € (tiati+1] .

Es folgt uj, = f(ti, ug(t;)) auf (¢;,ti+1), in Anbe- u(t)
tracht der Wahl ¢ = min{d, »/M } bleibt (¢, ux(t)) AN
fir t € [to,to—i—&] in [to—é,to—l—ﬂ X Er(yo), und VAYNNNNSNS oSS
bis auf die Knickstellen ¢; gilt |uj| < M auf VYNANANNSN S s s S

/ . o VNN NN NN~ eSS /
[to.to+e] (denn |uj| < M gilt zunéchst solange N RSy
ug in By (yo) bleibt, und damit kann uy, die Kugel AN NN N w = PR 7
B, (yo) auf [to,to+e] tiberhaupt nicht verlassen). RN NN R w v P
Insbesondere ist uy, auf [to, to-+e] Lipschitz-stetig — —a A\ Lo
mit Konstante M. Fiir t € (¢;,t;+1) gelten nun VP72 SEGNEN
t—t;| < £ und |ug(t)—ug(t;)| < 222, und mit der AR AR AR R gl dhlh
gleichméBigen Stetigkeit von f auf dem Kompak- SRR S Bl \
tum [tg—d,to+0] x B,(yo) ergibt sich daraus die R e Bl \
naherungsweise Losungseigenschaft : ; : : : ; : : : : : : : \

[ A A A A 2 TN WA v

W (8) = f(tiun(t:) = £t un(®) +0(1) (6.20)
Abb. 15: Steigungsfeld und Né&herungslosun-

bei k — oo, wobei die resultierende Gleichung fiir  gen w; mit & = ,8,15,80,400,8000, 25000
alle t € [to,to+e] bis auf die Knickstellen #; mit  zum nicht-eindeutig l6sbaren, skalaren AWP
gleichméBig kontrolliertem o(1)-Storterm giiltig ¢/ = %t sign (u) \/m7 u(—8) = 1 auf [-8,8].
bleibt. Wegen wuy(tp) = yo und der gleichméfigen
Lipschitz-Stetigkeit der u;, konvergiert nach Arzela-Ascoli eine Teilfolge (u,)een gleichméBig auf
[to, to+e] gegen ein u € CO([to, to+e], X) mit u(ty) = yo. Mit dieser gleichmiiBigen Konvergenz,
dem HDI, (6.20) und erneut der gleichméfligen Stetigkeit von f auf [tg—d, to+8] x B, (yo) folgt

t t t
w(t) = lim ug,(t) = yo—l—zlim uy, (s)ds = y0—|—glim f(s,up,(s))ds =yo+ [ f(s,u(s))ds
to

L—o0 —00 Jy, —00 Ji,

fiir alle t € [to, to+¢]. Ableiten auf beiden Seiten der letzten Gleichung gibt u € C!([to, to+¢], X)
und die erstrebte Losungseigenschaft v’ = f( -, u) auf [to, to+¢]. Analog beweist man die Existenz
einer Losung auf [to—e, to). O
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