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Allgemeine algebraische Struktur

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen fi, ..., f, auf X,
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition

Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen fi,...,f auf X, d.h. fir i =1,... k ist f; eine
Abbildung fi: X% — X mit ¢; € No.
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition

Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen fi,...,f auf X, d.h. fir i =1,... k ist f; eine
Abbildung fi: X% — X mit ¢; € No.

Bemerkungen

m oftmals sind die Operationen zweistellig/binér, d. h. ¢; = 2
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition

Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen fi,...,f auf X, d.h. fir i =1,... k ist f; eine
Abbildung fi: X% — X mit ¢; € No.

Bemerkungen

m oftmals sind die Operationen zweistellig/binér, d. h. ¢; = 2
m formal schreibt man X = (X, f1,..., f)
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition

Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen fi,...,f auf X, d.h. fir i =1,... k ist f; eine
Abbildung fi: X% — X mit ¢; € No.

Bemerkungen

m oftmals sind die Operationen zweistellig/binér, d. h. ¢; = 2

m formal schreibt man X = (X, f;,..., fx) und X heiBt unterliegende Menge

m meistens sind die Operationen klar vom Kontext und man identifiziert die
Struktur mit der unterliegenden Menge
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Struktur mit der unterliegenden Menge
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Definition

Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen fi,...,f auf X, d.h. fir i =1,... k ist f; eine
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen

endlichstelligen Operationen fi,...,f auf X, d.h. fir i =1,... k ist f; eine
Abbildung fi: X% — X mit ¢; € No.

Bemerkungen

m oftmals sind die Operationen zweistellig/binér, d. h. ¢; = 2

m formal schreibt man X = (X, f;,..., fx) und X heiBt unterliegende Menge

m meistens sind die Operationen klar vom Kontext und man identifiziert die
Struktur mit der unterliegenden Menge

Beispiele
m (R, +,), (Q,+,:), Kérper im Allgemeinen
w (Z,+,-), (N, +,"), (Z/nZ, +,-)
m Boorsche Algebren: z.B. ({0,1}, v, A,—,0,1) und (R(M), u,n, ,@, M)
m F(A) ={f|f: A— A} mit der Komposition o, d.h. (f o g)(x) = f(g(x))
m (S(A),o) fir die Bijektionen S(A) = {f € F(A): fbijektiv} auf A
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Neutrale Elemente

Definition

Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
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Neutrale Elemente

Definition

Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.
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Neutrale Elemente

Definition

Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element beziiglich .
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Neutrale Elemente
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Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.
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Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
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Neutrale Elemente

Definition

Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element beziiglich .

Beweis:
Seien e, €’ € X neutral.
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Neutrale Elemente

Definition

Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element bezlglich .

Beweis:
Seien e, € € X neutral. Dann gilt
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Neutrale Elemente

Definition
Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element bezlglich .

Beweis:
Seien e, € € X neutral. Dann gilt

e’ neutral ’
= ex e
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Neutrale Elemente

Definition
Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element bezlglich .

Beweis:
Seien e, € € X neutral. Dann gilt
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Neutrale Elemente

Definition
Sei (X, ) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBt neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

ex X =X=X=*¢€.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element bezlglich .

Beweis:
Seien e, € € X neutral. Dann gilt

e’ neutral ; e neutral
= ex e = e

Somit ist e = €. O

BT Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra /3



Neutrale Elemente — Beispiele

m 0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)
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Neutrale Elemente — Beispiele

m 0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)
m 1 ist neutral in (R,-), (Q,-), (Z,-), (N,-) und (INo, -)
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Neutrale Elemente — Beispiele

m 0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)
m 1ist neutral in (R,-), (Q,), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)
m in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich +
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Neutrale Elemente — Beispiele

m 0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)

m 1ist neutral in (R,-), (Q,), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)

m in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -
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Neutrale Elemente — Beispiele

m 0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)
m 1 ist neutral in (R,-), (Q,-), (Z,-), (N,-) und (INo, -)

m in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -

m 0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +, )
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Neutrale Elemente — Beispiele

0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)

1ist neutral in (R, ), (Q,"), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)

in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziglich -

0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +,-)

[0], und [1], sind neutral beziiglich + und - in (Z/nZ, +,-)
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Neutrale Elemente — Beispiele

0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)

1ist neutral in (R, ), (Q,"), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)

in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -

0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +,-)

[0], und [1], sind neutral beziiglich + und - in (Z/nZ, +,-)

m (IN, +) hat kein neutrales Element
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Neutrale Elemente — Beispiele
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Neutrale Elemente — Beispiele

0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)

1ist neutral in (R, ), (Q,"), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)

in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -

0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +,-)

[0], und [1], sind neutral beziiglich + und - in (Z/nZ, +,-)

m (IN, +) hat kein neutrales Element

m |dentitdt ida: A — A mit a — a firr alle a € A ist neutral in (F(A),o)
m idy ist eine Bijektion und so auch neutrales Element in (S(A), o)

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 4



Neutrale Elemente — Beispiele

0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)

1ist neutral in (R, ), (Q,"), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)

in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -

0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +,-)

[0], und [1], sind neutral beziiglich + und - in (Z/nZ, +,-)

(IN, +) hat kein neutrales Element

Identitat ida: A — A mit a — a fiir alle a € A ist neutral in (F(A),o)
ida ist eine Bijektion und so auch neutrales Element in (S(A), o)

0 ist neutral fir v und 1 ist neutral fir A in ({0,1}, v, A, —,0,1)
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Neutrale Elemente — Beispiele

0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (Ng, +)

1ist neutral in (R, ), (Q,"), (Z,-), (IN,-) und (INo, -)

in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -

0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +,-)

[0], und [1], sind neutral beziiglich + und - in (Z/nZ, +,-)

(IN, +) hat kein neutrales Element

Identitat ida: A — A mit a — a fiir alle a € A ist neutral in (F(A),o)
ida ist eine Bijektion und so auch neutrales Element in (S(A), o)

m 0 ist neutral fir v und 1 ist neutral fir A in ({0,1}, v, A, —,0,1)
m @ ist neutral fir U und M ist neutral fir n in (P(M), U, n, ,@, M)
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Inverse Elemente
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Inverse Elemente

Definition

Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit
einem neutralen Element e.
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit
einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar,
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele
m —x invers zu x beziiglich + fiir x € R, Q oder Z
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele
m —x invers zu x beziiglich + fiir x € R, Q oder Z

m x ! invers zu x beziiglich - fiir x € R . {0} oder Q ~ {0}
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Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele

m —Xx invers zu x beziiglich + fiir x € R, Q oder Z
Linvers zu x beziiglich - fiir x € R~ {0} oder Q . {0}
m 0 hat kein Inverses beziiglich - in R oder Q

H X
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Inverse Elemente

Definition

Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit
einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele
m —x invers zu x beziiglich + fiir x € R, Q oder Z

Linvers zu x beziiglich - fiir x € R~ {0} oder Q . {0}
m 0 hat kein Inverses beziiglich - in R oder Q
m [—x], invers zu [x], in Z/nZ beziglich +

H X
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Inverse Elemente

Definition

Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit
einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele
m —Xx invers zu x beziiglich + fiir x € R, Q oder Z
~L invers zu x beziiglich - fiir x € R . {0} oder Q \ {0}
0 hat kein Inverses beziiglich - in R oder Q
[—x]n invers zu [x], in Z/nZ beziglich +
[2]4 hat kein Inverses in Z/4Z beziglich -

X

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra /5




Inverse Elemente

Definition
Sei (X, =) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiBt invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

Xxy=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich *).

Beispiele
m —Xx invers zu x beziiglich + fiir x € R, Q oder Z
Linvers zu x beziiglich - fiir x € R~ {0} oder Q . {0}
0 hat kein Inverses beziiglich - in R oder Q
[—x]n invers zu [x], in Z/nZ beziglich +
[2]4 hat kein Inverses in Z/4Z beziglich -
[3]4 ist selbstinvers in Z /47 beziglich -
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Gruppen

Definition (Gruppe)

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung =, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 6



Gruppen

Definition (Gruppe)

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung =, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Assoziativgesetz: x * (y = z) = (x % y) % z fur alle x, y, z€ G,
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Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung =, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Assoziativgesetz: x * (y = z) = (x % y) % z fur alle x, y, z€ G,

neutrales Element: es gibt ein neutrales Element e € G
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Definition (Gruppe)

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung =, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Assoziativgesetz: x * (y = z) = (x % y) % z fur alle x, y, z€ G,
neutrales Element: es gibt ein neutrales Element e € G

inverse Elemente: und jedes x in G ist invertierbar (beziiglich ).
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Gruppen

Definition (Gruppe)

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung =, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Assoziativgesetz: x # (y * z) = (x * y) = z fur alle x, y, z€ G,
neutrales Element: es gibt ein neutrales Element e € G

inverse Elemente: und jedes x in G ist invertierbar (beziiglich ).
Gilt zusatzlich das

B Kommutativgesetz: x x y = y * x fir alle x, y € G,
dann heiBt die Gruppe (G, %) abelsch/kommutativ.
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Gruppen

Definition (Gruppe)

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung =, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Assoziativgesetz: x # (y * z) = (x * y) = z fur alle x, y, z€ G,
neutrales Element: es gibt ein neutrales Element e € G

inverse Elemente: und jedes x in G ist invertierbar (beziiglich ).
Gilt zusatzlich das

B Kommutativgesetz: x x y = y * x fir alle x, y € G,
dann heiBt die Gruppe (G, %) abelsch/kommutativ.

Bemerkungen
m algebraische Strukturen die H erfiillen, heiBen Halbgruppen
m algebraische Strukturen die | und B erfiillen, heiBen Monoide
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide

m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide

m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt

m (IN, +) ist eine Halbgruppe.

m fiir eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide

m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt

(IN, +) ist eine Halbgruppe.
fir eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei

m A* die Menge aller endlichen Folgen von Zeichen aus A
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Beispiele
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Monoide

m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt

(IN, +) ist eine Halbgruppe.
fir eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei
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m Elemente von A* heiBen Worter iber A
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide

m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt

(IN, +) ist eine Halbgruppe.
fir eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei
m A* die Menge aller endlichen Folgen von Zeichen aus A
m Elemente von A* heiBen Worter iber A
m fur zwei Wérter v = a;...a, und w = by ... b, definieren wir die
Verkettung v w von v und w als das Wort ay ... apb1 ... by
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide
m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt
m (IN, +) ist eine Halbgruppe.
m fiir eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei
m A* die Menge aller endlichen Folgen von Zeichen aus A
m Elemente von A* heiBen Wérter liber A
m fur zwei Wérter v = a;...a, und w = by ... b, definieren wir die
Verkettung v w von v und w als das Wort ay ... apb1 ... by
= dann ist (A*, ) ein Monoid mit dem leeren Wort als neutralem
Element
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Beispiele

m algebraische Strukturen (N, ), (R,+), (R,-) und (F(A),0) sind
Monoide
m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt
m (IN, +) ist eine Halbgruppe.
m fiir eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei
m A* die Menge aller endlichen Folgen von Zeichen aus A
m Elemente von A* heiBen Wérter liber A
m fur zwei Wérter v = a;...a, und w = by ... b, definieren wir die
Verkettung v w von v und w als das Wort ay ... apb1 ... by
= dann ist (A*, ) ein Monoid mit dem leeren Wort als neutralem
Element

m fir jedes n > 2 ist (Z/n’Z,-) ein Monoid
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M.
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

y
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

2
y!y*e
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

yy*e=y*(x*y')
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

/

y=yxe=yx(xxy)=(yrx)xy
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

Proposition

Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

Proposition

Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

Proposition

Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt

)y x7h)
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

Proposition

Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt

1

Co)(y %) = x(yy Hx !
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

Proposition

Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt

)y Ix ) Ex(yy Hxt=x-e-x1!
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

Proposition

Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt

IR | i _ _
Gy x HEx(yy HxT=x-e-xT=xxl=e.
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

1

=y IxLAirallex, yeG.

Proposition
Ist (G,-) eine Gruppe, so gilt (xy)~ J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt

IR | i _ _
Gy x HEx(yy HxT=x-e-xT=xxl=e.

== yilel ist invers zu xy
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y’ € M Inverse von x € M. Dann gilt

}’)’*e=y*(x*y')(y*x)*y’:e*y’:y’.

L]
Proposition
Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~x7! fiir alle x, y € G. J
Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt
()X Exlyy x T =xcex T =t =
== y’lx’1 ist invers zu xy
— wegen der Eindeutigkeit der Inversen gilt (xy)~! = y~1x~1 Ol
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c.
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m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig l6sbar.
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig l6sbar.

Beweis:
multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a—* von links v
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig l6sbar.

Beweis:

multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a—* von links v
Multiplikation mit a~! von links zeigt x = a~!b ist eine Losung
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig l6sbar.

Beweis:

multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a—* von links v
Multiplikation mit a~! von links zeigt x = a~!b ist eine Losung
Sei ¢ auf der anderen Seite eine Lésung
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig l6sbar.

Beweis:
multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a—* von links v
Multiplikation mit a~! von links zeigt x = a~!b ist eine Losung
Sei ¢ auf der anderen Seite eine Lésung = ac = b = aa~1b
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Multiplizieren und Kiirzen

m fir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a~! das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig l6sbar.

Beweis:
multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a—* von links v
Multiplikation mit a~! von links zeigt x = a~!b ist eine Losung
Sei ¢ auf der anderen Seite eine Losung = ac = b = aa— b und somit

gilt wegen dem ersten Teil auch ¢ = a—!b. Ol
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
m fir jedes n > 1 ist (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen

m fir jedes n > 1 ist (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe

m (Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen

m ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe

m fiir jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*, ) eine abelsche
Gruppe
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen

fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe

(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen

ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe

m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A

zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A),©)
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m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
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zu f inverse Element ist
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A), 0)
m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist
m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A), 0)
m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist
m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A
m fir A= [n] ={1,...,n} mit ne€ INg ist S([n]) die Menge der
Permutationen auf [n]

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 10



Gruppen — Beispiele

(Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A), ©)
m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist
m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A
m fir A= [n] ={1,...,n} mit ne€ INg ist S([n]) die Menge der
Permutationen auf [n] und wir bezeichnen die symmetrische Gruppe mit
Sp = ([n], o) bzw. bezeichnen sie auch als Permutationsgruppe
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Gruppen — Beispiele

(Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A), ©)
m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist
m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A
m fir A= [n] ={1,...,n} mit ne€ INg ist S([n]) die Menge der
Permutationen auf [n] und wir bezeichnen die symmetrische Gruppe mit
Sp = ([n], o) bzw. bezeichnen sie auch als Permutationsgruppe
m fir n > 3 ist S, nicht abelsch:

°(1,3,2)
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Gruppen — Beispiele

(Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A), ©)
m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist
m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A
m fir A= [n] ={1,...,n} mit ne€ INg ist S([n]) die Menge der
Permutationen auf [n] und wir bezeichnen die symmetrische Gruppe mit
Sp = ([n], o) bzw. bezeichnen sie auch als Permutationsgruppe
m fir n > 3 ist S, nicht abelsch:

0(1,3,2) =(2,1,3)
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Gruppen — Beispiele

(Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen
fur jedes n > 1 ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe
(Q ~ {0},-) und (R ~ {0}, ) sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {[0],},-) eine abelsche Gruppe
fur jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ)*,-) eine abelsche
Gruppe
m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfithrung) o die
Gruppe (S(A), ©)
m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist
m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A
m fir A= [n] ={1,...,n} mit ne€ INg ist S([n]) die Menge der
Permutationen auf [n] und wir bezeichnen die symmetrische Gruppe mit
Sp = ([n], o) bzw. bezeichnen sie auch als Permutationsgruppe
m fir n > 3 ist S, nicht abelsch:

0(1,3,2) =(2,1,3) # (3,2,1) = (1,3,2) o

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 10



Geometrisches Beispiel
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Geometrisches Beispiel
Dreiecksgruppe Ga:

m Gruppe auf der Menge der Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks
(Transformationen der Ebene, die das Dreieck auf das Dreieck abbilden)
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Geometrisches Beispiel

Dreiecksgruppe Ga:

m Gruppe auf der Menge der Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks
(Transformationen der Ebene, die das Dreieck auf das Dreieck abbilden)

m mit der zweistelligen Operation der Komposition von Abbildungen o

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra /11



Elemente von Ga
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Elemente von Ga

m ldentitat /: die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet
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Elemente von Ga

m ldentitat /: die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet

m Drehung r um 120°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn (mathematisch positiver Drehsinn)
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Elemente von Ga

m ldentitat /: die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet

m Drehung r um 120°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn (mathematisch positiver Drehsinn)

m Drehung s um 240°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn
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Elemente von Ga

Identitat i: die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet

Drehung r um 120°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn (mathematisch positiver Drehsinn)

Drehung s um 240°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn

Spiegelungen x, y und z:
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Elemente von Ga

m ldentitat /: die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet

m Drehung r um 120°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn (mathematisch positiver Drehsinn)

m Drehung s um 240°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn

m Spiegelungen x, y und z: entlang der Mittelsenkrechten des Dreiecks
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GA und 83
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien /, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien /, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

= jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken {A, B, C}
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien /, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

= jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken {A, B, C}

i ‘ r ‘ s

A B C A B C A B C
A B C B C A c A B
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien /, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

= jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken {A, B, C}

i r 5
A B C A B C A B C
<ABC)<BCA)<CAB)
X y z
A B C A B C A B C
IR
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien /, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

= jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken {A, B, C}
i r s
A B C A B C A B C
A B C B C A cC A B
X y z
A B C A B C A B C
B A C A C B C B A

m Zwei Gruppen (G, -) und (H,®) sind isomorph (geschrieben G >~ H), falls es
eine Bijektion ¢: G — H mit

p(x) ©ply) = p(x-y)
fur alle x, y € G gilt
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien /, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

= jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken {A, B, C}
i r s
A B C A B C A B C
A B C B C A cC A B
X y z
A B C A B C A B C
B A C A C B C B A

m Zwei Gruppen (G, -) und (H,®) sind isomorph (geschrieben G >~ H), falls es
eine Bijektion ¢: G — H mit

e(x) Op(y) = o(x-y)
fir alle x, y € G gilt und ¢ heiBt Gruppenisomorphismus.
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Gruppentafeln

m fir (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle/Gruppentafel
angeben
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Gruppentafeln

m fir (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle/Gruppentafel
angeben

m in der Zeile fiir das Element a und der Spalte fiir das Element b steht
das Produkt ab
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Gruppentafeln

m fir (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle/Gruppentafel
angeben

m in der Zeile fiir das Element a und der Spalte fiir das Element b steht
das Produkt ab

Gruppentafel von Ga:

N'< X 0 ~ ~
N < X 0 ~ -~
v~

- n

- < N X|X

Y N X (I

LY 0 X < NN

X N <
< X N =
S un
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Gruppentafeln

m fir (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle/Gruppentafel
angeben

m in der Zeile fiir das Element a und der Spalte fiir das Element b steht
das Produkt ab

Gruppentafel von Ga:

ol i r X y z
i\i r s x y z
rir s i z Xx y
s|s i r y z x
X|x y z i r s
yly z x s i r
z|z x y r s i

m Vergleich der Gruppentafeln von Ga und S3 zeigt, dass die Gruppen
isomorph sind
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Gruppentafeln

m fir (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle/Gruppentafel
angeben

m in der Zeile fiir das Element a und der Spalte fiir das Element b steht
das Produkt ab

Gruppentafel von Ga:

ol i r X y z
i\i r s x y z
rir s i z Xx y
s|s i r y z x
X|x y z i r s
yly z x s i r
z|z x y r s i

m Vergleich der Gruppentafeln von Ga und S3 zeigt, dass die Gruppen
isomorph sind
= GA = 83
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma

Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt
m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente ec € G und ey € H.
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt

m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente ec € G und ey € H.
m p(at) = (¢(a))7? fiir jedes a€ G.
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt

m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente ec € G und ey € H.
m p(at) = (¢(a))7? fiir jedes a€ G.

Bemerkung

m Teil Il = Relation =~ ist symmetrisch auf jeder Menge von Gruppen
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt

m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente ec € G und ey € H.
m p(at) = (¢(a))7? fiir jedes a€ G.

Bemerkung

m Teil = Relation
m Teil = Relation

ist symmetrisch auf jeder Menge von Gruppen
ist transitiv

[l 1l
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt

m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente ec € G und ey € H.
m p(at) = (¢(a))7? fiir jedes a€ G.

Bemerkung

m Teil Il = Relation =~ ist symmetrisch auf jeder Menge von Gruppen
m Teil = Relation =~ ist transitiv
m |dentitat idg = Relation = ist reflexiv
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Gruppenisomorphismen

m G = H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢ 1: H — G.
Sind ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
vop: G-I
Ist ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt

m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente ec € G und ey € H.
m p(at) = (¢(a))7? fiir jedes a€ G.

Bemerkung

m Teil Il = Relation =~ ist symmetrisch auf jeder Menge von Gruppen
m Teil = Relation =~ ist transitiv

m |dentitat idg = Relation = ist reflexiv

— =~ definiert Aquivalenzrelation
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢=1: H — G.
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~

vertraglich mit den Gruppenoperationen ist,

1
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

e 1) o y) =0l (xOy)

1

fur alle x, y € H.
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

e 1) o y) =0l (xOy)

1

fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

e 1) o y) =0l (xOy)

1

fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch

p(a-b) = p(a) ©p(b)

[ay
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch

@(a-b) =p(a) Op(b) =xOy

[ay
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~': H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch

p(a-b)=p(a)Op(b) =xOy == a-b=¢ (xOy).

[ay
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~1: H — G. Wir zeigen, dass ¢!
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch
p(a-b)=p(a) Op(b) =xQy = a-b=¢ '(xOy).
Somit folgt die gewiinschte Identitat

e 1 (x) o7 H(y)

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 16



Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~1: H — G. Wir zeigen, dass ¢!
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch
p(a-b)=p(a) Op(b) =xQy = a-b=¢ '(xOy).
Somit folgt die gewiinschte Identitat

e 1 (x) o7 H(y)
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~1: H — G. Wir zeigen, dass ¢!
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch
p(a-b)=p(a) Op(b) =xQy = a-b=¢ '(xOy).
Somit folgt die gewiinschte Identitat

e 1 (x) o7 H(y) = (xOy).
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢~1: H — G. Wir zeigen, dass ¢!
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) 9T Y) = ¢ (xOY)
fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch
p(a-b)=p(a) Op(b) =xOy = a-b=¢ ' (xOy).
Somit folgt die gewiinschte Identitat
X)) =o' (xOy).
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:
Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(Ga')v (H?Q) und (I7©)
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv.
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und @, d. h.

¥(p(a)) @ P(p(b)) = ¥(p(a- b))

fir alle a, be G.
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und @, d. h.

¥(p(a)) @ P(p(b)) = ¥(p(a- b))

fir alle a, be G.
Seien a, b € G beliebig. Da ¥ ein Gruppenisomorphismus ist, ist ¥
vertraglich mit © und ©
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und @, d. h.

¥(p(a)) @ P(p(b)) = ¥(p(a- b))

fir alle a, be G.
Seien a, b € G beliebig. Da ¥ ein Gruppenisomorphismus ist, ist ¥
vertraglich mit © und ® und wir haben

P(p(a)) @ P(p(b)) = ¢(p(a) ©@(b)) .
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und @, d. h.

¥(p(a)) @ P(p(b)) = ¥(p(a- b))

fir alle a, be G.
Seien a, b € G beliebig. Da ¥ ein Gruppenisomorphismus ist, ist ¥
vertraglich mit © und ® und wir haben

P(p(a)) @ P(p(b)) = ¢(p(a) ©@(b)) .

Genauso ist der Gruppenisomorphismus vertraglich mit ® und - und wir
erhalten die gewiinschte Identitat

Y(p(a)) @ Y(p(b)) = ¥ (p(a) ©p(b)
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und @, d. h.

¥(p(a)) @ P(p(b)) = ¥(p(a- b))

fir alle a, be G.
Seien a, b € G beliebig. Da ¥ ein Gruppenisomorphismus ist, ist ¥
vertraglich mit © und ® und wir haben

P(p(a)) @ P(p(b)) = ¢(p(a) ©@(b)) .

Genauso ist der Gruppenisomorphismus vertraglich mit ® und - und wir
erhalten die gewiinschte Identitat

¥(p(a)) @ ¥(e(b)) = ¥(p(a) O (b)) = (p(a- b))
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil A:

Seien ¢: G — H und vy: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (I,®). Insbesondere sind ¢ und ¢ bijektiv und so ist
auch ¥ o ¢: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und @, d. h.

¥(p(a)) @ P(p(b)) = ¥(p(a- b))

fir alle a, be G.
Seien a, b € G beliebig. Da ¥ ein Gruppenisomorphismus ist, ist ¥
vertraglich mit © und ® und wir haben

P(p(a)) @ P(p(b)) = ¢(p(a) ©@(b)) .

Genauso ist der Gruppenisomorphismus vertraglich mit ® und - und wir
erhalten die gewiinschte Identitat

Y((a) @ ¥(p(b)) = ¥(p(a) ©p(b)) = (p(a- b)) .
Ll
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil E:
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x.

BT Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 18



Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x = ¢(a)
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=@(a) = p(a-eg)
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=@(a) = p(a-eg)
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=p(a) =p(a-eg) =x0Op(eg) .
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.

Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=p(a) =p(a-eg) =x0Op(eg) .

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle xe H
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=p(a) =p(a-eg) =x0Op(eg) .

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg).
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und

(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=p(a) =p(a-eg) =x0Op(eg) .

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg). v
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.

Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x=p(a) =p(a-eg) =x0Op(eg) .

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg). v

Sei nun a € G beliebig.
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt
x = p(a) = ¢(a- eg) = xO(ec) -

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg). v

Sei nun a € G beliebig. Aufgrund des gerade Gezeigten haben wir

en = v(ec)
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt
x = p(a) = ¢(a- eg) = xO(ec) -

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg). v

Sei nun a € G beliebig. Aufgrund des gerade Gezeigten haben wir

e = pleg) = p(a-a™)
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:
Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.
Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt
x = p(a) = ¢(a- eg) = xO(ec) -

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg). v

Sei nun a € G beliebig. Aufgrund des gerade Gezeigten haben wir

e = pleg) = p(a-a™)
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil H:

Sei ¢: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.

Sei x € H beliebig und sei a € G mit ¢(a) = x. Dann gilt

x = p(a) = p(a- eg) = x O p(eq) -

Genauso zeigt man x = ¢(eg) © x fir alle x € H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = p(eg). v

Sei nun a € G beliebig. Aufgrund des gerade Gezeigten haben wir

e = pleg) = p(a-a™)

Multiplikation mit ((a))~! von links auf beiden Seiten ergibt die gesuchte
Identitat

(p(a) ' =p(ah).
0
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Potenzen in Gruppen

Definition
Sei G eine Gruppe und a € G. Fiir jedes n € INy definieren wir rekursiv
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Potenzen in Gruppen

Definition
Sei G eine Gruppe und a € G. Fiir jedes n € INy definieren wir rekursiv

a =e€
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Potenzen in Gruppen

Definition
Sei G eine Gruppe und a € G. Fiir jedes n € INy definieren wir rekursiv

a =e und a =a3"-a
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Potenzen in Gruppen

Definition

Sei G eine Gruppe und a € G. Fiir jedes n € INy definieren wir rekursiv
a’:=e und a"tl:=a". 2
Fir negative Exponenten definieren wir

a "= (a )"
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Potenzen in Gruppen

Definition

Sei G eine Gruppe und a € G. Fiir jedes n € INg definieren wir rekursiv
a’:=e und a"tl:=a". 2
Fir negative Exponenten definieren wir

a "= (a )"

m wie fiir Potenzen reeller Zahlen rechnet man schnell fiir alle a € G und
alle m, n e Z die folgenden Rechenregeln nach:
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Potenzen in Gruppen

Definition

Sei G eine Gruppe und a € G. Fiir jedes n € INg definieren wir rekursiv
a’:=e und a"tl:=a". 2
Fir negative Exponenten definieren wir

a "= (a )"

m wie fiir Potenzen reeller Zahlen rechnet man schnell fiir alle a € G und
alle m, n e Z die folgenden Rechenregeln nach:

a"a"=a"t"  und  (7)" =a™".
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G]|.
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G.
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen at,...a".

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 20



Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

v

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a',...a". Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, kénnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

v

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a',...a". Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, kénnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).

= es gibt 1 </ < m < n, so dass a‘* = a™
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

v

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a',...a". Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, kénnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).

= es gibt 1 </ < m < n, so dass a‘* = a™

= at. e = afam*

(Rechenregeln fiir Potenzen)
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

v

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a',...a". Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, kénnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).
= es gibt 1 </ < m < n, so dass a‘* = a™

= ¢ m—t

e=aa
== e=a4

(Rechenregeln fiir Potenzen)
(Kirzen in Gruppen)

m—~{
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

v

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a',...a". Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, kénnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).
= es gibt 1 </ < m < n, so dass a‘* = a™

= ¢ m—t

e=aa
== e=a4

(Rechenregeln fiir Potenzen)
(Kirzen in Gruppen)
= da 1< m—/ < n, ist die Ordnung von a héchstens m— /¢ < n
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung o hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G].

v

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a',...a". Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, kénnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).

= es gibt 1 </ < m < n, so dass a‘* = a™

= a’ . e=afam " (Rechenregeln fiir Potenzen)
= e=am* (Kirzen in Gruppen)
= dal< m—{< n,ist die Ordnung von a héchstens m — ¢ < n O
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in G haben r und s die Ordnung 3,
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in G haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Gp haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele
m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7];o sind:
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]1o sind: [7]10,
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]1o sind: [7]10, [7]25 = [9]10,
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 : 9]10 = [3]10
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 : 9]10 = [3]10 und
[7]%0 = [7 - 3l10 = [1]10
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4
m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 : 9]10 = [3]10 und
(7110 = [7 - 3]i0 = [1]10 = Ordnung von [7]yo ist 4
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

m Achtung: fir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

m Achtung: fir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a
= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

m Achtung: fir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a
= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

m in (Z/15Z, +) hat [5];5 die Ordnung 3
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m [7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

m Achtung: fir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a
= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

m in (Z/15Z, +) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]15 hat die Ordnung 15
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

Xy =
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e =
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e = (xy)(yx)* =
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e = (xy)(yx)> = (xy)(yx)(yx) =
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e = (xy)(yx)* = (xy)(yx)(yx) = (x(yy)x)(yx) =
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e = (xy)(yx)* = (xy)(yx)(yx) = (x(yy)x)(yx) = (xx)(yx) =
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

[7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/10Z)*,-), da ggT(7,10) =1

Potenzen von [7]10 sind: [7]10, [7]%0 = [9]10, [7]‘;’0 = [7 D 9]10 = [3]10 und
(7130 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1g ist 4

Achtung: fiir die Addition in (Z, +) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
at-.---+a=n-a

= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

in (Z/15Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]1s hat die Ordnung 15

Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Proposition J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e = (xy)(yx)* = (xy)(yx)(yx) = (x(yy)x)(yx) = (xx)(yx) = yx.

O
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Sei G eine Gruppe und sei a € G ein Element von endlicher Ordnung m.
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Definition (Zyklische Gruppe)

Ein Gruppe (G, -) heiBt zyklisch, falls sie durch Potenzen (iber ein Element
a € G erzeugt wird, d. h.

G={a":1zeZ}.
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m Gy ist nicht zyklisch:
e Potenzen (Hintereinanderausfithrungen) von i bleiben i
e Drehungen r und s haben jeweils Ordnung 3 und kénnen somit nur 3,

nicht aber alle 6 Elemente, von Ga erzeugen

e Spiegelungen x, y, z haben Ordnung 2 und erzeugen nur 2 Elemente
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Klassifizierung zyklischer Gruppen

Eine Gruppe (G, -) ist zyklisch genau dann, wenn sie isomorph zu (Z, +)
oder isomorph zu (Z/nZ, +) fir ein n € N ist.
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m ¢ ist surjektiv, da G durch a erzeugt wird
m ¢ ist injektiv, da sonst aus a* = a? fiir z > 7/ wegen a?~Z = e¢ folgt,
dass a endliche Ordnung z — Z > 0 hatte 4 zur Fallannahme
= ( ist bijektiv
m  ist ein Isomorphismus, da
oz +2) a‘-a*

z/
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung
2. Fall: (a hat Ordnung nin G)

Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch

m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7
= a" 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7
= a” 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)
e
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7
= a” 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)
e v
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7
= a” 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)
e v

m ¢ ist injektiv: falls ¥([z],) = a% = a% = ¢([Z],)
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a7 7 = ¢¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)

= a7 = 37 v
m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

= a7 7 = ¢

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 25



Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a” 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)

= a7 = 37 v
m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

= a7 7 = ¢

=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a” 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)

= a7 = 37 v
m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

= a7 7 = ¢

=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= z=27 (mod n)
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a” 7 = ¢ (Satz iiber Vielfache der Ordnung)

!
= 3% =3

m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

z—2'

= a = €¢G
=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)
= z=7 (mod n) = [z] = [Z/] v
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch

m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a7 % = ¢¢ (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= 27 = 37
m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

/
= 3" % =eg

=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= z=7 (mod n) = [z] = [Z/]

m 1) ist surjektiv, da a die Gruppe G erzeugt
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a7 % = ¢¢ (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= 27 = 37
m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

/
= 3" % =eg

=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= z=7 (mod n) = [z] = [Z/]
m 1) ist surjektiv, da a die Gruppe G erzeugt
= 1) ist bijektiv
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a7 % = ¢¢ (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= 27 = 37
m ¢ ist injektiv: falls ¢ ([z],) = a% = a® = ¥([Z'],)

/
= 3" % =eg

=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= z=7 (mod n) = [z] = [Z]
m 1) ist surjektiv, da a die Gruppe G erzeugt
= 1) ist bijektiv
m 7 ist ein Isomorphismus, da

¥([2]n + [Z]n) =a-a
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v: Z/nZ — G gegeben durch
m 1) ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—7

= a7 7 = ec (Satz iiber Vielfache der Ordnung)
= aF = 3% v
m ¢ ist inj/ektiv: falls ([z],) = a% = a® = ¥ ([Z']n)

= 3" % =eg

=n|z-—7 (Satz tiber Vielfache der Ordnung)

= z=7 (mod n) = [z] = [Z/] v

m 1) ist surjektiv, da a die Gruppe G erzeugt
= 1) ist bijektiv
m 7 ist ein Isomorphismus, da
b([z]n + [2]n) =3 a
v
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Untergruppen
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve U gilt u-v e U,
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve U gilt u-v e U,

es existiert ey e U mit u-ey = u=ey - u firalle ue U
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve Ugilt u-ve U,
es existiert ey e U mit u-ey = u=ey - u firalle ue U

und fiir jedes ue U gibtes ' e Umitu-u' =ey = u - u.
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve Ugilt u-ve U,
es existiert ey e U mit u-ey = u=ey - u firalle ue U

und fiir jedes ue U gibtes ' e Umitu-u' =ey = u - u.

Bemerkungen

m Assoziativitdt muss nicht extra gefordert werden, da diese sich von G
auf U vererbt
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve Ugilt u-ve U,
es existiert ey e U mit u-ey = u=ey - u firalle ue U

und fiir jedes ue U gibtes ' e Umitu-u' =ey = u - u.

Bemerkungen

m Assoziativitdt muss nicht extra gefordert werden, da diese sich von G
auf U vererbt

m wir werden sehen (Untergruppenkriterium), dass ey das neutrale
Element von G sein muss
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls

(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve Ugilt u-ve U,
es existiert ey e U mit u-ey = u=ey - u firalle ue U

und fiir jedes ue U gibtes ' e Umitu-u' =ey = u - u.

Bemerkungen

m Assoziativitdt muss nicht extra gefordert werden, da diese sich von G
auf U vererbt

m wir werden sehen (Untergruppenkriterium), dass ey das neutrale
Element von G sein muss

m ebenso entsprechen die inversen Elementen denen aus G, d.h. v/ = vt
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
u, ve mz
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uvemZ = m|uund m|v
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v)
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral
u e mz
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral
ueEmZ = m| —u
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Beispiele
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Beispiele
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):

uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral

uemZ — m| —u— —uemz
= (mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +)
m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
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0 € mZ und 0 ist neutral

uemZ = m| —u=— —uemz
= (mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +)
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m G selbst ist eine Untergruppe von G

m Gp hat die folgenden Untergruppen:
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):

uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral

uemZ = m| —u=— —uemz
= (mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +)

m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
m Untergruppe {e}

m G selbst ist eine Untergruppe von G
m Gp hat die folgenden Untergruppen:

m triviale Untergruppen {i} und Ga,
m {i,x}, {i,y}, {i,z} sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):

uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral

uemZ = m| —u=— —uemz
= (mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +)

m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
m Untergruppe {e}

m G selbst ist eine Untergruppe von G
m Gp hat die folgenden Untergruppen:

m triviale Untergruppen {i} und Ga,

m {i,x}, {i,y}, {i,z} sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
m die Drehungen bilden mit der Identitat die Untergruppe {i, r,s} von Ga
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral
uemZ = m| —u=— —uemz
= (mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +)
m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
m Untergruppe {e}
m G selbst ist eine Untergruppe von G
m Gp hat die folgenden Untergruppen:
m triviale Untergruppen {i} und Ga,
m {i,x}, {i,y}, {i,z} sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
m die Drehungen bilden mit der Identitat die Untergruppe {i, r,s} von Ga
m da zwei Spiegelungen eine Drehung erzeugen und jede Drehung
zusammen mit jeder beliebigen Spiegelung alle Elemente von Ga
erzeugt, gibt es keine anderen Untergruppen in Ga
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Beispiele
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m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
m Untergruppe {e}
m G selbst ist eine Untergruppe von G
m Gp hat die folgenden Untergruppen:
m triviale Untergruppen {i} und Ga,
m {i,x}, {i,y}, {i,z} sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
m die Drehungen bilden mit der Identitat die Untergruppe {i, r,s} von Ga
m da zwei Spiegelungen eine Drehung erzeugen und jede Drehung
zusammen mit jeder beliebigen Spiegelung alle Elemente von Ga
erzeugt gibt es keine anderen Untergruppen in Ga

m {[0]15, [5]15, [10]15} und {[0]1s, [3]15, [6]15, [9]15, [12]15} sind
Untergruppen von Z/15Z,
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):
uyvemZ = m|uundm|v=m| (u+v) = u+vemzZ
0 € mZ und 0 ist neutral
uemZ = m| —u=— —uemz
= (mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +)
m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
m Untergruppe {e}
m G selbst ist eine Untergruppe von G
m Gp hat die folgenden Untergruppen:
m triviale Untergruppen {i} und Ga,
m {i,x}, {i,y}, {i,z} sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
m die Drehungen bilden mit der Identitat die Untergruppe {i, r,s} von Ga
m da zwei Spiegelungen eine Drehung erzeugen und jede Drehung
zusammen mit jeder beliebigen Spiegelung alle Elemente von Ga
erzeugt gibt es keine anderen Untergruppen in Ga
m {[0]15, [5]15, [10]15} und {[0]1s, [3]15, [6]15, [9]15, [12]15} sind
Untergruppen von Z/15Z,
m fir ae G ist (a) := {a*: z € Z} die von a erzeugte Untergruppe
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Untergruppenkriterien
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,

e, ul, uve U firalleu, veU,
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U.
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U
ey - ey =
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey - ey = e = ey - e
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e e neutral in G

ey - ey U- € —— ey = ée.
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G

ey - ey ey - e —— ey = ée.

Seien u e U und v € U das Inverse von u in U.
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey - ey = ey =

ey-e = ey =e.
Seien u € U und v’ € U das Inverse von u in U. Dann gilt:

u-u=ey=e
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey - ey = ey =

ey-e = ey =e.
Seien u € U und v’ € U das Inverse von u in U. Dann gilt:

u-u=ey=e und v -u=ey=ce
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey - ey = ey =

ey-e = ey =e.
Seien u € U und v’ € U das Inverse von u in U. Dann gilt:

u-u=ey=e und v -u=ey=ce — uo=ut
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey - ey = ey =

ey-e = ey = e.
Seien u € U und v’ € U das Inverse von u in U. Dann gilt:
u-u=ey=e und v -u=ey=ce — u=u

wegen der Eindeutigkeit Inverser Elemente in G.
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,
e, ul, uve U firalleu, veU,

U+# @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,H =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey - ey = ey =

ey-e = ey = e.
Seien u € U und v’ € U das Inverse von u in U. Dann gilt:
u-u=ey=e und v -u=ey=ce — u=u

wegen der Eindeutigkeit Inverser Elemente in G. v
Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 28



Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=— vieU
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

ZH=H"
mU#0
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#3g = esgibtueU
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

EH ="

mU#0 —esgibtuel — uultel
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

EH ="

mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

B =H"
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
m seien nun u, ve U
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunu, ve U= vlel
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunu, vel = vieU=vu - (v)l=uweU
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U = U ist nicht leer

muvel=vieU= wleU v
»H ="

mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl

m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U

mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
ve U.
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U = U ist nicht leer

muvel=vieU= wleU v
»H ="

mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl

m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U

mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O

Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {u1,...,up,} firein n> 1.
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U = U ist nicht leer

muvel=vieU= wleU v
»H ="

mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl

m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U

mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujlp, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U.
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O

Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujlp, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € [n]
mit uju; = u
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O

Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujlp, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € [n]
mit uju; = u
= fiir u = u; gibt es j € [n], sodass u;u; = u;
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O

Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujlp, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € [n]
mit uju; = u
= fiir u = u; gibt es j € [n], sodass uju; = u; = e =u;e U
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujuz, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € [n]

mit uju; = u

= fiir u = u; gibt es j € [n], sodass uju; = u; = e =u;e U

= fiir u = e gibt es k € [n], sodass uju, = e
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujuz, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € [n]

mit uju; = u

= fiir u = u; gibt es j € [n], sodass uju; = u; = e=u;e U

= fiir u = e gibt es k € [n], sodass vju, = e = “;_1 =u el
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =H"

m ec U= U ist nicht leer
muvel=vieU= wleU v

»H ="
mU#0 —esgibtuel —=uwwlel— wul=eccl
m da ee U gilt fiir ue U somit auch e ! =u=te U
mseiennunuvel=vieU=u (v t=uwel O
Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fir alle u,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

Beweis: Sei U = {uy, ..., up,} fir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
ujuy, ujlp, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € [n]
mit uju; = u

= fiir u = u; gibt es j € [n], sodass uju; = u; = e=u;e U

= fiir u = e gibt es k € [n], sodass vju, = e = “;_1 =u el

= U ist eine Untergruppe nach Teil Al des vorherigen Satzes. ]
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren

al :={au: ve U}
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren

al :={au: ve U} und Ua = {ua: ue U}.
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ve U} und Ua = {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U

m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
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Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
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Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U

m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Ga gilt

iU ={i,x},
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Ga gilt

iU={i,x}, rU={ry},
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Ga gilt

iU={i,x}, rU={ry}, sU={s,z}
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Ga gilt

iU={i,x}, rU={ry}, sU={s,z}

und
Ui = {i,x},
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Ga gilt

iU={i,x}, rU={ry}, sU={s,z}

und
Ui={i,x}, Ur={rz},
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)

Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren
al :={au: ue U} und Ua := {ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = alU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
m fir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]6 die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Ga gilt

iU={i,x}, rU={ry}, sU={s,z}

und
Ui={i,x}, Ur={r,z}, Us=/{sy}.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.
fur alle ue U ist uU = U.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.
fur alle ue U ist uU = U.
fir a, be G mit b e aU gilt aU = bU.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.

fur alle ue U ist ulU = U.

fiir a, be G mit b e aU gilt alU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.

fir alle ue Uist ulU = U.

fur a, be G mit b € aU gilt aU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle a€ G gilt |aU| = |U].

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra /31



Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.
fir alle ue Uist ulU = U.
fir a, be G mit b e aU gilt alU = bU.
A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle a€ G gilt |aU| = |U].
Die Aussagen gelten analog fiir Rechtsnebenklassen.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.

fir alle ue Uist ulU = U.

fur a, be G mit b € aU gilt aU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle a€ G gilt |aU| = |U].

Die Aussagen gelten analog fiir Rechtsnebenklassen.

Bemerkungen:

m Teile und @ = Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U partitionieren G
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.

fir alle ue Uist ulU = U.

fur a, be G mit b € aU gilt aU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle a€ G gilt |aU| = |U].

Die Aussagen gelten analog fiir Rechtsnebenklassen.

Bemerkungen:

m Teile und @ = Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U partitionieren G
e Linksnebenklassen entsprechen Aquivalenzrelation x ~ y = xly e U
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.

fir alle ue Uist ulU = U.

fur a, be G mit b € aU gilt aU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle a€ G gilt |aU| = |U].

Die Aussagen gelten analog fiir Rechtsnebenklassen.

Bemerkungen:

m Teile [ und B = Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U partitionieren G
e Linksnebenklassen entsprechen Aquwalenzrelatlon x~y:extyeU
e Rechtsnebenklassen entsprechen Aquivalenzrelation x ~ y 1< xy 1 e U
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fiir alle a e G ist a € aU.

fir alle ue Uist ulU = U.

fur a, be G mit b € aU gilt aU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle a€ G gilt |aU| = |U].

Die Aussagen gelten analog fiir Rechtsnebenklassen.

Bemerkungen:

m Teile [ und B = Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U partitionieren G
e Linksnebenklassen entsprechen Aquwalenzrelatlon x~y:extyeU
e Rechtsnebenklassen entsprechen Aquivalenzrelation x ~ y 1< xy 1 e U

m Beweise der Teile [l und H folgen direkt aus den Gruppeneigenschaften
ee€ U und uv e U fir alle u,ve U
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.
= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U
= bu e aU fir alle ue U
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U
= bu e aU fur alle ue U

= bU C al
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U
= bu e aU fir alle ue U

= bU < al
Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U
= bu e aU fur alle ue U

= bU C al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= al < bU. v
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # @,
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 32



Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv:
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U
= bu e aU fur alle ue U

= bU C al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.
= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv:
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU,
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v

m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU, dann
gilt u, = uy,
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v
Teil H: Betrachte die Abbildung f: aU — U gegeben durch v — a=1v.

m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU, dann
gilt u, = u, und somit auch v = au, = au,, = w
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v

Teil A: Betrachte die Abbildung f: alU — U gegeben durch v — a~lv.
m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU, dann
gilt u, = u, und somit auch v = au, = au,, = w v
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v

Teil A: Betrachte die Abbildung f: alU — U gegeben durch v — a~lv.
m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU, dann
gilt u, = u, und somit auch v = au, = au,, = w v

= f ist eine Bijektion
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Beweise

Teil BF: Sei be aU, d.h. b = aug fiir ein ug € U.

= fir jedes u € U gilt bu = (aug)u = a(upu) € aU, da ug, ue U

= bue al firalle ue U

= bU < al

Andererseits gilt fir jedes u € U auch au = (buo_l)u = b(uo_lu) € bU.

= aU < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU = alU = bU.

v

Teil A: Betrachte die Abbildung f: alU — U gegeben durch v — a~lv.
m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU, dann
gilt u, = u, und somit auch v = au, = au,, = w v
= f ist eine Bijektion = |aU| = |U| O
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U]|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U]|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile

und H)
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile
und H) und alle Nebenklassen die gleiche GréBe |U| haben (Teil B), gilt
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile
und H) und alle Nebenklassen die gleiche GréBe |U| haben (Teil B), gilt

|G| = |U| - Anzahl der Linksnebenklassen von U.
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile
und H) und alle Nebenklassen die gleiche GréBe |U| haben (Teil B), gilt

|G| = |U| - Anzahl der Linksnebenklassen von U.
L]
Definition (Index)

Fir eine Untergruppe U von G ist die Anzahl der Links- bzw. Rechtsnebenklassen
der Index von U und wird mit [G : U] bezeichnet.
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANCE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile
und H) und alle Nebenklassen die gleiche GréBe |U| haben (Teil B), gilt

|G| = |U| - Anzahl der Linksnebenklassen von U.
L]
Definition (Index)

Fir eine Untergruppe U von G ist die Anzahl der Links- bzw. Rechtsnebenklassen
der Index von U und wird mit [G : U] bezeichnet.

Satz von LAGRANGE
|G| =[G : U] - |U] fur jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G.
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:
Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*.
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ.)*, ) die Ordnung [(Z/mZ)*| = ¢(m)
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a], in (Z/mZ)* somit p(m),
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a]n, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = (m) und es gilt
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a]n, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = (m) und es gilt

[a]™ = ([a]k)"
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a]n, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = (m) und es gilt

[a]20™ = ([a]k)* = [114,
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a]n, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = (m) und es gilt

[a]8™ = ([a])* = [1]4 = [1]m
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a]n, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = (m) und es gilt

[a]a™ = ([a]5)f = [1]4 = [1lm = a*™ =1 (mod m).
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LAGRANGE = Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche o-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a#™ =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a], € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von [a]n, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = (m) und es gilt

[a]a™ = ([a]5)f = [1]4 = [1lm = a*™ =1 (mod m).

Ol
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} ={a).
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} ={a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:

Sei G = {a*: ze Z} = (a).

Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also a* € U mit a* # 0.
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} ={a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.

Sei also a% € U mit a% # 0.

= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} ={a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.

Sei also a% € U mit a% # 0.

= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN

= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:

Sei G ={a*: ze Z} = (a).

Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.

Sei also a% € U mit a* # 0.

= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.

Wir zeigen nun U = {(a")*: ze€ Z} = (a").
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:

Sei G ={a*: ze Z} = (a).

Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.

Sei also a* € U mit a* # 0.

= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.

Wir zeigen nun U = {(a")*: ze Z} = (a").

m (a") € U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:

Sei G ={a*: ze Z} ={a).

Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.

Sei also a* € U mit a* # 0.

= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN

= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.

Wir zeigen nun U = {(a")*: ze€ Z} = (a").
m (a") € U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U
mseia*e Uund z=qgn+ r mit g€ Z und
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} = (a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also a% € U mit a* # 0.
= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.
Wir zeigen nun U = {(a")*: ze Z} = (a").
m (a") < U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U

mseia*e Uund z=qgn+ r mit g€ Z und
=daa "eldc U ista" =a 9 a7 U
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} = (a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also a% € U mit a* # 0.
= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.
Wir zeigen nun U = {(a")*: ze Z} = (a").
m (a") < U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U

mseia*e Uund z=qgn+ r mit g€ Z und
=daa "eldc U ista" =a 9 a7 U
= wegen der minimalen Wahl von n und folgt also r =0
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} = (a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also a% € U mit a* # 0.
= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.
Wir zeigen nun U = {(a")*: ze Z} = (a").
m (a") < U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U

mseia*e Uund z=qgn+ r mit g€ Z und
=daa "eldc U ista" =a 9 a7 U
= wegen der minimalen Wahl von n und folgt also r =0
= af =39 e (a")
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Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} = (a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also a% € U mit a* # 0.
= (a?)"! = a7% € U und entweder z € IN oder —z € IN
= es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.
Wir zeigen nun U = {(a")*: ze Z} = (a").
m (a") < U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U

mseia*e Uund z=qgn+ r mit g€ Z und
=daa "eldc U ista" =a 9 a7 U
= wegen der minimalen Wahl von n und folgt also r =0
= af =39 e (a") O
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G.
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnung von aist 1l < a=¢
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnung von aist 1l < a=¢

m da |G| > 2, gibteseinac G mita+#e
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnung von aist 1l < a=¢
m da |G| > 2, gibteseinac G mita+#e
= Ordnung von a ist p
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnung von aist 1l < a=¢
m da |G| > 2, gibteseinac G mita+#e

— Ordnung von aist p = a° a', ..., aP~! sind paarweise verschiedene
Elemente von G
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnung von aist 1l < a=¢

m da |G| > 2, gibteseinac G mita+#e

— Ordnung von aist p = a° a', ..., aP~! sind paarweise verschiedene
Elemente von G
_ (0 a1 1y _
= G={a%al,...;a" 1} =(a)
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a € G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnung von aist 1l < a=¢

m da |G| > 2, gibteseinac G mita+#e

— Ordnung von aist p = a° a', ..., aP~! sind paarweise verschiedene
Elemente von G
_ (0 a1 1y _
= G={a%al,...;a" 1} =(a)
L]
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Permutationen

Erinnerung:
m S(A) ist die Menge aller Bijektionen von A nach A
m (S(A),o) ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idg
m fir A = [n] bezeichnen wir mit S, die Permuationsgruppe (S([n]), o)
m Permuationsgruppen sind ,universell” fiir endliche Gruppen in

folgendem Sinne:
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Permutationen

Erinnerung:
m S(A) ist die Menge aller Bijektionen von A nach A
m (S(A),o) ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idg
m fir A = [n] bezeichnen wir mit S, die Permuationsgruppe (S([n]), o)
m Permuationsgruppen sind ,universell” fiir endliche Gruppen in

folgendem Sinne:

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).
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Permutationen

Erinnerung:
m S(A) ist die Menge aller Bijektionen von A nach A
m (S(A),o) ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idg
m fir A = [n] bezeichnen wir mit S, die Permuationsgruppe (S([n]), o)
m Permuationsgruppen sind ,universell” fiir endliche Gruppen in

folgendem Sinne:

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).

Beweis: Sei (G, -) eine endliche Gruppe.
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folgendem Sinne:
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m (S(A),o) ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idg
m fir A = [n] bezeichnen wir mit S, die Permuationsgruppe (S([n]), o)
m Permuationsgruppen sind ,universell” fiir endliche Gruppen in

folgendem Sinne:

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).

Beweis: Sei (G, ) eine endliche Gruppe. Fiir jedes a € G ist die Abbildung
0a2: G — G mit b+ a- b eine Bijektion, d.h. 0, € S(G). Nun betrachtet
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Permutationen

Erinnerung:
m S(A) ist die Menge aller Bijektionen von A nach A
m (S(A),o) ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idg
m fir A = [n] bezeichnen wir mit S, die Permuationsgruppe (S([n]), o)
m Permuationsgruppen sind ,universell” fiir endliche Gruppen in
folgendem Sinne:

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).

Beweis: Sei (G, ) eine endliche Gruppe. Fiir jedes a € G ist die Abbildung
0a2: G — G mit b+ a- b eine Bijektion, d.h. 0, € S(G). Nun betrachtet
man die Abbildung f: G — S(G) gegeben durch

aro,.

Man iberprift nun, dass f ein Gruppenisomorphismus zwischen G
und {o,: a€ G} < S(G) etabliert.
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)

m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiir alle ce G
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= f ist eine Bijektion v
Seien a, b € G beliebig.
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m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b

= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G,
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m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a- b)(¢c) = gap(c)
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c)=0ap(c)=(a-b)-c
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c) = 0ap(c) =(a-b)-c=a-(b-c)=a-op(c)
und somit gilt

f(a-b)(c)=a-op(c)
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c) = 0ap(c) =(a-b)-c=a-(b-c)=a-ap(c)

und somit gilt
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c) = 0ap(c) =(a-b)-c=a-(b-c)=a-op(c)
und somit gilt

f(a-b)(c)=a-op(c) =0a(op(c)) = (0500p)(c)
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c) = 0ap(c) =(a-b)-c=a-(b-c)=a-ap(c)
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f(a-b)(c) = a-op(c) = ga(as(c)) = (72 0 0p)(c) = (f(a) o f(b))(c).
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c)=0ap(c)=(a-b)-c=a-(b-c)=a-op(c)
und somit gilt
f(a-b)(c) = a-op(c) = ga(as(c)) = (72 0 0p)(c) = (f(a) o f(b))(c).

Da diese Identitat fiir alle ¢ € G gilt, gilt also f(a- b) = f(a) o f(b)
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
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f(a-b)(c)=0ap(c)=(a-b)-c=a-(b-c)=a-op(c)
und somit gilt
f(a-b)(c) = a-op(c) = ga(as(c)) = (72 0 0p)(c) = (f(a) o f(b))(c).

Da diese Identitat fiir alle ¢ € G gilt, gilt also f(a- b) = f(a) o f(b) und da
a, b e G beliebig waren, ist f somit ein Gruppenisomorphismus.
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {o,: a€ G} < S(G)
m f ist injektiv: o, = op bedeutet ac = bc fiiralle ce G = a= b
= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung 0,., = f(a - b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o p(c) = (a-b)-ce G zu.
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f(a-b)(c)=0ap(c)=(a-b)-c=a-(b-c)=a-op(c)
und somit gilt
f(a-b)(c) = a-op(c) = ga(as(c)) = (72 0 0p)(c) = (f(a) o f(b))(c).

Da diese Identitat fiir alle ¢ € G gilt, gilt also f(a- b) = f(a) o f(b) und da
a, b e G beliebig waren, ist f somit ein Gruppenisomorphismus. Ol
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg
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m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet

m manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.
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9=\3 2 5 1 4)€°s
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet

m manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.
1 2 3 4 5
"‘(3 2 5 1 4)635
bildet 1 auf 3, 2 auf 2, 3 auf 5, 4 auf 1 und 5 auf 4 ab,
o(1)=3, o(2)=2, 0(3)=5, o(4) =1 und o(5) =4.
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet

m manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.
1 2 3 4 5
"‘(3 2 5 1 4)635
bildet 1 auf 3, 2 auf 2, 3 auf 5, 4 auf 1 und 5 auf 4 ab,
o(1)=3, o(2)=2, 0(3)=5, o(4) =1 und o(5) =4.

m da die erste Zeile in der expliziten Darstellung von ¢ redundant ist, schreiben
wir manchmal auch nur o = (3,2,5,1,4)
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m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet

m manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.
1 2 3 45
"‘(3 2 5 1 4)635
bildet 1 auf 3, 2 auf 2, 3 auf 5, 4 auf 1 und 5 auf 4 ab,
o(1)=3, o(2)=2, 0(3)=5, o(4) =1 und o(5) =4.
m da die erste Zeile in der expliziten Darstellung von ¢ redundant ist, schreiben

wir manchmal auch nur o = (3,2,5,1,4)
ACHTUNG: nicht verwechseln mit der spateren Zyklenschreibweise

m da Ss endlich ist (|Ss| = 5! = 120), hat o endliche Ordnung (die nach

LAGRANCE ein Teiler von 120 ist), d. h. es gibt ein k mit k | 120, sodass

okzoo---oazid[5].
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet

m manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.
1 2 3 45
"‘(3 2 5 1 4)635
bildet 1 auf 3, 2 auf 2, 3 auf 5, 4 auf 1 und 5 auf 4 ab,
o(1)=3, o(2)=2, 0(3)=5, o(4) =1 und o(5) =4.
m da die erste Zeile in der expliziten Darstellung von ¢ redundant ist, schreiben

wir manchmal auch nur o = (3,2,5,1,4)
ACHTUNG: nicht verwechseln mit der spateren Zyklenschreibweise

m da Ss endlich ist (|Ss| = 5! = 120), hat o endliche Ordnung (die nach

LAGRANCE ein Teiler von 120 ist), d. h. es gibt ein k mit k | 120, sodass

okzoo---oazid[5] .
Fur dieses Beispiel priift man leicht nach, dass k = 4 ist.
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Beispiel
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Beispiel

_ (12345 s
7=\3 2 5 1 4 5

m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (o(2) = 2)

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 40



Beispiel

_ (12345 s
7=\3 2 5 1 4 5

m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (0(2) = 2) und ,zykelt"
(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5,4,1
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(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5,4,1
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Beispiel

(1 2 3 45 cs
7“3 2514 "
m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (0(2) = 2) und ,zykelt"

(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5,4,1

c(1) =3, o%1)=0(3) =5,

BT Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 40



Beispiel

(1 2 3 45 cs
7“3 2514 "
m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (0(2) = 2) und ,zykelt"
(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5,4,1
o(1)=3, ¢*1)=0(3)=5, o3(1)=0(5) =4

und
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Beispiel

(1 2 3 45 cs
7“3 2514 "
m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (0(2) = 2) und ,zykelt"
(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5,4,1
o(1)=3, ¢*1)=0(3)=5, o3(1)=0(5) =4

und
o*(1) =o33) =o2(5) =o(4) =1

und danach wiederholt sich diese Sequenz
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Beispiel

(1 2 3 45 cs
7“3 2514 "
m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (0(2) = 2) und ,zykelt"
(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5,4,1
o(1)=3, ¢*1)=0(3)=5, o3(1)=0(5) =4

und
o*(1) = 03(3) = 02(5) =o0(4)=1
und danach wiederholt sich diese Sequenz

m o ,zerféllt" in einen Zyklus (1354) und einen Fixpunkt (2) (trivialer
Zyklus)
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X < [n] mit X = {x,...,xx} fur k = 2.
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X < [n] mit X = {x1,...,xx} fir k > 2.

Wir bezeichnen mit (x1 x ... xx) die Permutation o € S,, definiert durch

X falls x ¢ X,
o(x) =4 xiy1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},

X1 falls x = x.
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Zyklen

Definition (Zyklus)

Sei X < [n] mit X = {x1,...,xx} fir k > 2.
Wir bezeichnen mit (x1 x ... xx) die Permutation o € S,, definiert durch

X falls x ¢ X,
o(x) =4 xiy1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},

X1 falls x = x.

Die Permutation o ist dann ein Zyklus der Lange k

§7. Algebra / 41
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X < [n] mit X = {x1,...,xx} fir k > 2.

Wir bezeichnen mit (x1 x ... xx) die Permutation o € S,, definiert durch

X falls x ¢ X,
o(x) =4 xiy1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},

X1 falls x = x.

Die Permutation o ist dann ein Zyklus der Lange k und Zyklen der Lange 2
(Vertauschung von zwei Elementen) heiBen Transpositionen.
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X < [n] mit X = {x1,...,xx} fir k > 2.

Wir bezeichnen mit (x1 x ... xx) die Permutation o € S,, definiert durch

X falls x ¢ X,
o(x) =4 xiy1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},
X1 falls x = x.

Die Permutation o ist dann ein Zyklus der Lange k und Zyklen der Lange 2
(Vertauschung von zwei Elementen) heiBen Transpositionen.

Zwei Zyklen (x1 x2...xx) und (y1 y2...ye) sind disjunkt, wenn die beiden Mengen
{x1,...,xc} und {y1,...,ye} disjunkt sind.

v
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X < [n] mit X = {x1,...,xx} fir k > 2.

Wir bezeichnen mit (x1 x ... xx) die Permutation o € S,, definiert durch

X falls x ¢ X,
o(x) =4 xiy1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},

X1 falls x = x.

Die Permutation o ist dann ein Zyklus der Lange k und Zyklen der Lange 2
(Vertauschung von zwei Elementen) heiBen Transpositionen.

Zwei Zyklen (x1 x2...xx) und (y1 y2...ye) sind disjunkt, wenn die beiden Mengen
{x1,...,xc} und {y1,...,ye} disjunkt sind.

v

0 1 2 3 4 5
Neben den Schreibweisen <3 o 5 1 4

) und (3,2,5,1,4)
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X < [n] mit X = {x1,...,xx} fir k > 2.

Wir bezeichnen mit (x1 x ... xx) die Permutation o € S,, definiert durch

X falls x ¢ X,
o(x) =4 xiy1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},
X1 falls x = x.

Die Permutation o ist dann ein Zyklus der Lange k und Zyklen der Lange 2
(Vertauschung von zwei Elementen) heiBen Transpositionen.

Zwei Zyklen (x1 x2...xx) und (y1 y2...ye) sind disjunkt, wenn die beiden Mengen
{x1,...,xc} und {y1,...,ye} disjunkt sind.

v

Neben den Schreibweisen <1 2a

3 2 5 1 4> und (3,2,5,1,4) gibt es so noch die

Zyklenschreibweisen
(1354) = (3541) =(5413)=(4135)€ Ss.
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen.
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von o
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten

Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beispiel:
S_(t 23456
451362 °
= 0 =
Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 42



Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten

Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beispiel:
(1 23456\ ¢
7“4 51362 "
= 0=(143)0(256)
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

1 2 5 6
U:<4 5 6 2>686
= 0=(143)0(256)
= (143) =(14)0(43)

Beispiel:
3 4
1 3
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

1 23 456
U:<4 5136 2)636
= 0=(143)0(256)
= (143) = (14)0(43) und (256)

Beispiel:

(25) 0 (56)
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von ¢ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

123456
:<4 5136 2)636
— o= (143)0(256)
— (143) = (14)0(43) und (256)

= 0= (14)0(43)0(25)0(56)
Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 42

Beispiel:

(25) 0 (56)



Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HnEIN():UZ(I')Zj.
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDGIN():UZ(I')Z_]'.

m man prift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist
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Beweis der Zyklenzerlegung
Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDGIN():UZ(I')Z_]'.

m man prift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist
m fiir jede Aquivalenzklasse [i] gibt es ein m; € IN, sodass

[1] = {o®(D), 0 (i), ..., a™ (i)}
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDGIN():UZ(I')Z_]'.

m man prift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist
m fiir jede Aquivalenzklasse [i] gibt es ein m; € IN, sodass

[1] = {o®(D), 0 (i), ..., a™ (i)}

m ist m; = 1, dann ist / ein Fixpunkt von o
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDGIN():UZ(I')Z_]'.

man priift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist
fiir jede Aquivalenzklasse [i] gibt es ein m; € IN, sodass

[1] = {o®(D), 0 (i), ..., a™ (i)}

ist m; = 1, dann ist i ein Fixpunkt von o
ist m; > 1, dann ist (6%(i) o(i) ... o™~L(i)) ein Zykel von o
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDEIN():UZ(I')ZJ'.

man priift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist

fiir jede Aquivalenzklasse [i] gibt es ein m; € IN, sodass

[1] = {o®(D), 0 (i), ..., a™ (i)}

m ist m; = 1, dann ist / ein Fixpunkt von o
m ist m; > 1, dann ist (6%(i) o (i) ... o™ ~1(i)) ein Zykel von o
— Partition durch Aquivalenzklassen codiert disjunkte Zyklen von o

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra /43



Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDEIN():UZ(I')ZJ'.

man priift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist

fiir jede Aquivalenzklasse [i] gibt es ein m; € IN, sodass

[1] = {o®(D), 0 (i), ..., a™ (i)}

m ist m; = 1, dann ist / ein Fixpunkt von o
m ist m; > 1, dann ist (6%(i) o (i) ... o™ ~1(i)) ein Zykel von o
— Partition durch Aquivalenzklassen codiert disjunkte Zyklen von o v/
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf [n] gegeben durch

HDEIN():UZ(I')ZJ'.

man priift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist

fiir jede Aquivalenzklasse [i] gibt es ein m; € IN, sodass

[1] = {o®(D), 0 (i), ..., a™ (i)}

m ist m; = 1, dann ist / ein Fixpunkt von o
m ist m; > 1, dann ist (6%(i) o (i) ... o™ ~1(i)) ein Zykel von o
— Partition durch Aquivalenzklassen codiert disjunkte Zyklen von o v/
Der zweite Teil folgt direkt aus der Darstellung

(x1x2 ... xk) = (x1x2) 0 (x2x3) 0+ 0 (Xk—2 Xk—1) O (Xk—1 Xk)-
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei o € S,,. Die Paritét (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich.
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei o € S,,. Die Paritét (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von ¢ als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder

Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,

m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade

m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt
O=7T10 0Tk
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade

m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt

1 1

O=T10 0Tk =—> 0 :(7'10"'07'/()7
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade

m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt

1 1 =1

O=T10 0Tk =0 :(7'10"'07'k)71=7'k_ 0---0T]
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade

m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt

1 1 =1

O=T10 0Tk =0 :(7'10"'07'k)71=7'k_ 0-+-0T]  =TkO- 0Ty
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade
m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt
c=T10- 0Tk =0 t= (o007} =Tk_lo~~o7'1_ =Tk0---0Ty

= wenn o € A, dann ist auch 0~ ! € A,
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,

m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade

m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt
c=T10- 0Tk =0 t= (o007} =7'k_lo~~o7'1_1 =Tk0---0Ty

= wenn o € A, dann ist auch 0~ ! € A,
Somit zeigt das Untergruppenkriterium, dass A, eine Untergruppe von S,, ist.
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € S,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, € S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m idj, wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in A,

m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade

m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt
c=T10- 0Tk =0 t= (o007} =7'k_lo~~o7'1_1 =Tk0---0Ty

= wenn o € A, dann ist auch 0~ ! € A,
Somit zeigt das Untergruppenkriterium, dass A, eine Untergruppe von S, ist. [
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Korper

m mithilfe von Gruppen kann man Kérper kompakter definieren
Definition (Korper)

Eine Menge K mit verschiedenen Elementen Ok, 1x € K und binéren
Operationen +: K x K — K und -: K x K — K ist ein Korper, falls gilt:
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Korper

m mithilfe von Gruppen kann man Kérper kompakter definieren
Definition (Korper)

Eine Menge K mit verschiedenen Elementen Ok, 1x € K und binéren
Operationen +: K x K — K und -: K x K — K ist ein Korper, falls gilt:

(K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O,
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Korper

m mithilfe von Gruppen kann man Kérper kompakter definieren
Definition (Korper)
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Bemerkung:
m mit den Distributivgesetzen folgt a-0x = Ok - a = Ok fiir alle a € K:

a-OK
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Definition (Kérper)
Eine Menge K mit verschiedenen Elementen Ok, 1x € K und binéren
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(K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O,
(K ~ {0k}, ) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1k,
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Bemerkung:

m mit den Distributivgesetzen folgt a-0x = Ok - a = Ok fiir alle a € K:
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fur alle a, b, c € K gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c.

v

Bemerkung:

m mit den Distributivgesetzen folgt a-0x = Ok - a = Ok fiir alle a € K:

a-0k =a-(0k +0x)=a-0x+ a0k = Ok = a-0gk
OK-az(OK—i-OK)-a:OK'a—i-OK‘a — Ok =0k - a.
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Ringe

m Ringe bendtigen weniger multiplikative Struktur als Korper
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m Ringe bendtigen weniger multiplikative Struktur als Korper
Definition (Ring)

Eine Menge R mit binaren Operationen +: R x R —> Rund -: R x R — R ist ein
Ring, falls gilt:
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m falls , dann ist R = {Og} der Nullring mit nur einem Element, da
dann fiir jedes a € R gilt:

a=a-
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ein Monoid mit neutralem Element 1g, dann ist R ein Ring mit 1/unitérer Ring.

m wie in Korpern folgert man Oz - a = Og = a- Og aus den Distributivgesetzen
m wir betrachten nur Ringe mit 1 und meinem bei einem Ring immer einen mit 1

m falls , dann ist R = {Og} der Nullring mit nur einem Element, da
dann fiir jedes a € R gilt:
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Beispiele und Notation

m (R, +,-) und (Q, +, ) sind Kérper
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Beispiele und Notation

m (R,+,-) und (Q,+, ") sind Kérper

m jeder Korper ist ein kommutativer Ring (mit 1)
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Beispiele und Notation

m (R,+,-) und (Q,+, ") sind Kérper
m jeder Korper ist ein kommutativer Ring (mit 1)

m ein Ring ist nur dann ein Kérper, wenn (R \ {Ogr},-) eine abelsche
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jeder Korper ist ein kommutativer Ring (mit 1)

m ein Ring ist nur dann ein Kérper, wenn (R \ {Ogr},-) eine abelsche
Gruppe ist
m (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring (mit 1), aber kein Kérper

fur jedes n € IN ist der Restklassenring (Z/nZ, +, ) ein kommutativer
Ring (mit 1)

(Z/nZ, +,-) ist nur dann ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist

wenn die Operationen klar sind, dann identifizieren wir Kérper und
Ringe mit ihrer Grundmenge
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Beispiele und Notation

(R, +,-) und (Q, +, -) sind Korper

jeder Korper ist ein kommutativer Ring (mit 1)

m ein Ring ist nur dann ein Kérper, wenn (R \ {Ogr},-) eine abelsche
Gruppe ist

m (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring (mit 1), aber kein Kérper

m fiir jedes n € IN ist der Restklassenring (Z/nZ, +, -) ein kommutativer
Ring (mit 1)

m (Z/nZ,+,-) ist nur dann ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist

m wenn die Operationen klar sind, dann identifizieren wir Kérper und
Ringe mit ihrer Grundmenge

m an Stelle von Og, 1k etc. schreiben wir oft nur 0 und 1
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Beispiele und Notation

(R, +,-) und (Q, +, -) sind Korper
jeder Korper ist ein kommutativer Ring (mit 1)

ein Ring ist nur dann ein Kérper, wenn (R \ {Ogr},-) eine abelsche
Gruppe ist

(Z,+,-) ist ein kommutativer Ring (mit 1), aber kein Korper

fur jedes n € IN ist der Restklassenring (Z/nZ, +, ) ein kommutativer
Ring (mit 1)

(Z/nZ, +,-) ist nur dann ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist

wenn die Operationen klar sind, dann identifizieren wir Kérper und
Ringe mit ihrer Grundmenge

an Stelle von Og, 1k etc. schreiben wir oft nur 0 und 1

fiir ein Element a bezeichnen wir mit —a und a—! die inversen
Elemente beziiglich der Addition und Multiplikation
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Einheitengruppe

m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig
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Einheitengruppe
m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig

Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibt be Rmita-b=b-a=1},
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Einheitengruppe

m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig
Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.
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Beweis
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Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibtbe Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*,-) eine Gruppe.

Beweis

mabeR=(ab)t=btlaleRrR

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 48



Einheitengruppe

m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig
Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibtbe Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*,-) eine Gruppe.

Beweis

mabeR=(ab)'=blaleR= abe R*

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 48



Einheitengruppe

m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig
Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibtbe Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*,-) eine Gruppe.

Beweis

mabeR=(ab)'=blaleR= abe R*

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 48
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Definition (Einheiten)
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Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibtbe Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*,-) eine Gruppe.

Beweis
mabeR=(ab)'=blaleR= abe R*

mleR*und ae R = aleRX
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Einheitengruppe

m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig
Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibtbe Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*,-) eine Gruppe.

Beweis
mabeR=(ab)'=blaleR= abe R*
mleR*undae R* = aleRX
m Assoziativitat vererbt sich vom Monoid (R, -)
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Einheitengruppe

m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig
Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a~! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R*:={aeR:esgibtbe Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*,-) eine Gruppe.

Beweis
mabeR=(ab)'=blaleR= abe R*
mleR*undae R* = aleRX
m Assoziativitat vererbt sich vom Monoid (R, -) O
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)* = Z/pZ ~ {[0]5}

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 49



Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

m fiir die ganzen Zahlen gilt: Z* =
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

m fir die ganzen Zahlen gilt: Z* = {—1,1}
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Beispiele

fur jeden Koérper K ist K* = K\ {0}
insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

fur die ganzen Zahlen gilt: Z* = {—1,1}
(2/82) =
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Beispiele

fur jeden Koérper K ist K* = K\ {0}
insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

fur die ganzen Zahlen gilt' zZ* ={-1,1}
(z/8z)* = {[1] ls; [7]s}
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

m fir die ganzen Zahlen gilt' zZ* ={-1,1}

m (Z/82)* { ls. [7]s}
n (Z/15Z)*
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

m fir die ganzen Zahlen gilt' zZ* ={-1,1}
m (Z/8Z)* = {[1]s 8, [7]s}
m (Z/157)* = {[1]15, [2]1s, [4]15, [7]15, [8]15, [11]15, [13]15, [14]15 }
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Beispiele

m fir jeden Koérper K ist K* = K ~\ {0}
m insbesondere

R* =R~ {0} und Q* =Q - {0}
und fiir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)" = Z7/pZ ~ {[0],}

m fiir die ganzen Zahlen gilt' ZX ={-1,1}

m (Z2/8Z)* = {[1] [7]s}

m (Z/15Z)" { 15, [2]15, ]15, [7]15, [8]15, [11]15, [13]15, [14]15 }
m allgemein wissen wir fiir n € IN

(Z,/nZ)* { c ggT(a,n) = 1}
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