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Graphen

Definition (Graph)
Ein Graph ist ein geordnetes Paar G = (V/, E), wobei

m die Ecken-/Knotenmenge V eine endliche Menge ist
m und die Kantenmenge E eine Teilmenge der 2-elementigen Teilmengen von V
ist, d.h.,, Ec V®) = {Mep(V): M| =2}
Wir schreiben V(G) und E(G) fiir die Ecken- und Kantenmenge eines Graphen G.)

Beispiel: V = {1,...,9}

Graph G = (V, E) enstspricht symmetrischer, irreflexiver Relation E auf V J
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Kreise, Cliquen und Wege

Ci5 — Kreis der Lange 15 Ks — Clique/vollstandiger Graph

v

P11 — Weg der Lange 11 Lange = Anzahl KantenJ

(AN /SN AN =N AN AN\ o) A\ AR AN
O—0—CE—(—(6)—(o0—()—E—(——1—
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Teilgraphen und induzierte Teilgraphen

Definition (Teilgraphen)

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph H ist ein Teilgraph, falls V(H) < V und
E(H) < E und wir schreiben dann H < G.

Ein Teilgraph H = (U, Ey) von G heiBt induziert, falls zusatzlich gilt
En={ecE:ec U},

d. h. H enhalt alle Kanten von G die durch die in U < V enthalten sind. Wir
schreiben dann auch H = G|U].

Teilgraph von G G[{v1i, 3, 4, Vs }]

@ @
& B & 3m

y v 4
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Kopien in Graphen

Definition (Graphenisomorphismus)

Eine bijektive Abbildung ¢: V(G) — V(H) ist ein Graphenisomorphismus
zwischen Graphen G und H, falls gilt

X,y € E(G) <= {p(x),ely)} e E(H).

Dann sind G und H isomorph und wir schreiben G ~ H (oder einfach G = H).

Wir sagen G enthalt eine Kopie von H und schreiben einfach H < G, falls H
isomorph zu einem Teilgraphen von G ist.

Clique Ky

v

Isomorpher K4

v
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/usammenhangende Graphen

m Weg P@ O OQ O @ hat Endecken v und v und
solch einen Weg P nennen wir u-v-Weg

m Wege der Lange ¢ > 1 haben immer zwei unterschiedliche Endecken

m ein u-v-Weg der Lange ¢ > 2 zusammen mit der Kante {u, v} bildet einen
Kreis der Lange ¢/ + 1

Definition (Zusammenhang)

Ein Graph G = (V/, E) ist zusammenhangend, falls es fiir je zwei Ecken u, ve V
einen u-v-Weg in G gibt.

Komponenten eines Graphen sind maximale zusammenhangende Teilgraphen.

Bemerkungen:

0 c_j_ie Relation u ~ v definiert durch ,es existiert ein u-v-Weg in G", ist eine
Aquivalenzrelation auf V(G) (Warum?)

m die Aquivalenzklassen induzieren genau die Komponenten von G
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Eckengrade

Definition (Grad)

Fiir eine Ecke v eines Graphen G = (V/, E) ist die Nachbarschaft die Menge der
Ecken u € V, die mit v eine Kante in G bilden, d. h.

N(v):={ue V:{uv}ekE}.
Der Grad von v bezeichnet die Anzahl der Nachbarn von v
d(v) :=|N(v)|.
Der Minimal- und Maximalgrad von G sind die Extremwerte iiber alle Eckengrade

6(G) := r\;welc d(v) und A(G) := max d(v).

m es gilt immer §(G) < d(v) < A(G) fir alle Ecken v € V(G)
m G heiBt k-regulér, falls d(v) = k fiir alle Ecken v € V(G)

m Clique K, ist (n — 1)-regulér, Kreis C; ist 2-regular
m fiir Wege Py mit £ > 1 gilt 6(Py) =1 und A(G) =2
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Handshaking Lemma

Fir jeden Graphen G = (V, E) gilt

> d(v) =2|E].

veV

Beweis: In der Summe wird jede Kante {x, y} genau zweimal gezahlt —
ndmlich einmal im Summanden d(x) und einmal im Summanden d(y). [

Korollar
In jedem Graphen ist die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad gerade. J

Beweis: (Paritdtsargument)

= Z d(v) = Z d(v) + Z d(v)

veV veV veV
d(v) gerade d(v) ungerade

und ) sind gerade =—> ) ist gerade =—> Anzahl der Summanden
in > ist gerade, da jeder Summand ungerade ist []
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Konigsberger Briickenproblem — anno 1736

KONINGSBERGA

L g5 o g
7T &"

— el

&@5@

—raTETrs
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Konigsberger Briickenproblem — fiir |

Gibt es einen Spaziergang, der alle sieben Briicken genau einmal durchlauft
und am Ausgangspunkt endet? }
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Konigsberger Briickenproblem — heute

Definition (Kantenzug)

Ein Kantenzug W in G = (V/, E) ist eine
abwechselnde Folge von Ecken und Kanten

W = (Vo, €1,V1,€, Vo, ..., Vn—_1, €Em, Vm>

mit ¢ = {v;_1, v;} fiir i € [m]. Hierbei diirfen sich
Ecken und Kanten wiederholen.

Die Lange des Kantenzuges W ist m und W
heiBt geschlossen, falls v,, = v.

Frage/Definition

Welche (Multi)Graphen enthalten einen geschlossenen Kantenzug, der alle Kanten
genau einmal durchlduft?

Solche Graphen heiBen EULERsch und solch ein Kantenzug ist ein EULERscher
Kantenzug/geschlossener EULERzug/EULERkreis bzw. eine EULERsche Linie.

Ein Kantenzug der alle Kanten genau einmal durchlauft, aber nicht
notwendigerweise geschlossen ist, heilt EULERzug bzw. EULERweg.
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Satz von EULER

Satz (EULER 1736)

Ein zusammenhangender Graph ist genau dann EULERsch, wenn alle Eckengrade gerade
sind.

Bemerkung: Satz gilt auch fiir Multigraphen, wenn Grad v die Anzahl der Kanten ist,
die v enthalten.

Beweis
,~—>" (EULERsch = alle Grade gerade) klar (warum?) v
,~——" (alle Grade gerade = EULERsch)
msei W= (w,e,vi,e,Vo,...,Vm_1,€m, Vm) ein langster Kantenzug ohne
Kantenwiederholungen in G = (V,E) und sei Ey = {e1,...,€m}

m Maximalitat von W = alle Kanten die vy oder v,, enthalten liegen in Ey/, da
sonst W an einem Ende verlangert werden kénnte
= , d.h. W ist geschlossen, da sonst vy und v, ungeraden Grad > 1 im
.Restgraphen” H = (V, E \. Ey) héatten
m ware E . Eyw # J, dann gibe es wegen dem Zusammenhang von G eine Kante
e={x,v;} € ENEw und W' :=(x,e,v;, €11, Vit1, ..., L €1, Vi, e ey Vie1, €, V)
ware ein Kantenzug der Kanten nur einmal enthalt und der zusatzlich zu den
Kanten aus Ey auch noch die Kante e = {x, v;} enthélt
= Widerspruch zur Wahl von W als langster solcher Kantenzug 4
= also ist Ew = E und somit ein geschlossener EULERscherzug v []
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Kreise durch jede Ecke

m Satz von EULER charakterisiert Graphen G = (V, E) mit
geschlossenem Kantenzug, der jede Kante genau einmal enthalt

m Charakterisierung (alle Grade gerade und zshg.) ist einfach (Linearzeit
in |V| + |E|) algorithmisch nachpriifbar

—— Entscheidungsproblem ,,G EULERsch?” ist in P

m fiir jeden gegebenen zusammenhangenden Graphen G kann man
effizient folgendes finden /berechnen:

m entweder einen EULERschen Kantenzug

— Zertifikat fiir ,G ist EULERsch”
m oder eine Ecke mit ungeradem Grad

—— Zertifikat far , G ist nicht EULERsch"

Frage/Definition
Was passiert, wenn man ,,Kante" durch , Ecke” ersetzt?

Ein HAMILTONkreis in einem Graphen G = (V/, E) ist ein Kreis, der jede
Ecke (genau einmal) enthalt. Ein solcher Graph G heit HAMILTONisch.
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KARPs 21 NP-vollstandige Probleme von 1972

Richard M. Karp

University of California at Berkeley

Abstract: A large class of computational problems involve the
determination of properties of graphs, digraphs, integers, arrays
of integers, finite families of finite sets, boolean formulas and
elements of other countable domains. Through simple encodings
from such domains into the set of words over a finite alphabet

these problems can be converted into language recognition problems,
and

‘number of steps bounded by a polynomial in the length of the input.
We show that a large number of classic unsolved problems of cover-
ing, matching, packing, routing, assignment and sequencing are
equivalent, in the sense that either each of them possesses a
polynomial~bounded algorithm or none of them does.
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KARPs 21 NP-vollstandige Probleme von 1972

SATISFIABILITY
CLIQUE 0-1 INTEGER SATISFIABILITY WITH AT
' PROGRAMMING MOST 3 LITERALS PER CLAUSE
NODE SET

FEEDBACK FEEDBACK DIRECTED

SET
NODE SET ARC SET  HAMILTON COVERING

CIRCUIT

EXACT CLIQUE
3-DIMENSTONAL /////HITTING STEINER
MATCHING KNAPSACK o or TREE

SEQUENCING PARTITION

MAX CUT

FIGURE 1 - Complete Problems
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Bounty challenge des Clay Mathematics Institute

ABOUT  PROGRAMS ILLENNIUMPROBLEMS| PEOPLE  PUBLICATIONS

The Millennium Prize Problems

In order to celebrate mathematics in the new millennium, The Clay Mathematics Institute of Cambridge,
Massachusetts (CMI) established seven Prize Problems. The Prizes were conceived to record some of the
most difficult problems with which mathematicians were grappling at the turn of the second millennium; to
elevate in the consciousness of the general public the fact that in mathematics, the frontier is still open and
abounds in important unsolved problems; to emphasize the importance of working towards a solution of the
deepest, most difficult problems; and to recognize achievement in mathematics of historical magnitude.

The prizes were announced at a meeting in Paris, held on May 24, 2000 at the Collége de France. Three
lectures were presented: Timothy Gowers spoke on The Importance of Mathematics; Michael Atiyah and John
Tate spoke on the problems themselves.

The seven Millennium Prize Problems were chosen by the founding Scientific Advisory Board of CMI, which
conferred with leading experts worldwide. The focus of the board was on important classic questions that
have resisted solution for many years.

Following the decision of the Scientific Advisory Board, the Board of Directors of CMI designated a $7 million

prize fund for the solutions to these problems, SR
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Bounty challenge des Clay Mathematics Institute

|
Clay Mathematics Institute
|

ABOUT PROGRAMS | U > PEOPLE PUBLICATIONS EVENTS EUCLID

Millennium Problems

Yang-Mills and Mass Gap

Experiment and computer simulations suggest the existence of a "mass gap" in the solution to the quantum versions of the Yang-Mills equations. But

no proof of this property is known.

Riemann Hypothesis
The prime number theorem determines the average distribution of the primes. The Riemann hypothesis tells us about the deviation from the
average. Formulated in Riemann's 1859 paper, it asserts that all the 'non-obvious' zeros of the zeta function are complex numbers with real part 1/2.

P vs NP Problem

Ifit is easy to check that a solution to a problem is correct, is it also easy to solve the problem? This is the essence of the P vs NP question.-

_given N cities to visit, how can one do this without visiting a city twice? If you give me a

solution, | can easily check that it is correct. But | cannot so easily find a solution.

Fir effizient (Polynomialzeit in |V/|) priifbare Charakterisierung HAMILTONischer
Graphen oder den Beweis, dass keine solche existiert, gibt es eine Million Dollar.
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Einfache notwendige und hinreichende Kriterien

Idee:
m da eine effiziente vollstandige Charakterisierung ein schwieriges Problem und
eventuell unlésbares Problem ist, untersucht man:

m notwendige Kriterien, die jeder HAMILTONische Graph erfiillen muss,
aber deren Erfiillung nicht in jedem Fall einen HAMILTONkreis erzwingt

Beispiele: |V(G)| = 3 oder G zshg. oder §(G) > 2

m hinreichende Kriterien, deren Erfiillung einen HAMILTONKkreis erzwingt,
die aber nicht jeder HAMILTONische Graph erfillt

Beispiel: 6(G) = |V(G)| — 1 (und |V(G)| = 3)

Satz (G. A. DirAC 1952)

Jeder Graph G = (V,E) mit n=|V| > 3 und 6(G) > n/2, ist HAMILTONisch.

Bemerkungen:
m DIRACs Kriterium (Gradbedingung) ist effizient tiberpriifbar
m die Gradbedingung ist nicht notwendig (Bsp.: C; mit £ = 5)
m die Gradbedingung ist hinreichend (Aussage des Satzes)
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Beweis: §(G) > n/2 = HAMILTONkreis

Sei G = (V, E) ein Graph mit n > 3 Ecken.

m G ist zusammenhangend: §(G) > n/2 = je zwei unbenachbarte Ecken x
und y haben mindestens 2 gemeinsame Nachbarn (|N(x) n N(y)| = 2)

Sei P = ein langster Weg in G.

= alle Nachbarn von vy und v liegen auf P (Maximalitat von P)
= mind. d(vp) = n/2 der Ecken vy, ..., vp_1 smd Vorgéanger eines Nachbarn
von v und mindestens d(v;) > n/2 dieser Ecken sind ein Nachbar von vy
= nach dem Schubfachprinzip gibt es also unter den ¢ < n — 1 Ecken
, Vy—1 ein v; sodass

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 17




Beweis: §(G) > n/2 = HAMILTONkreis

Sei G = (V, E) ein Graph mit n > 3 Ecken.
m G ist zusammenhangend: §(G) > n/2 = je zwei unbenachbarte Ecken x

und y haben mindestens 2 gemeinsame Nachbarn (|N(x) n N(y)| = 2)

Sei P = ein langster Weg in G.

=
=

= alle Nachbarn von vy und v liegen auf P (Maximalitat von P)

mind. d(vp) = n/2 der Ecken vy, ..., vp_1 smd Vorgéanger eines Nachbarn
von v und mindestens d(v;) > n/2 dieser Ecken sind ein Nachbar von vy
nach dem Schubfachprinzip gibt es also unter den ¢ < n — 1 Ecken
Vo,...,Ve—_1 ein Vi sodass

- O

Vo, - - -, vy liegen auf einem Kreis C

da G zusammenhangend ist muss C wegen der Maximalitat von P alle Ecken
enthalten (sonst gabe es einen Weg P’ der eine Ecke auBerhalb von C und
alle Ecken von C enthalten wiirde) ]

OO0
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Datenstrukturen fiir Graphen

Adjazenzmatrix

Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {vy,...,v,}, dann ist die
Adjazenzmatrix A(G) ein quadratisches Zahlenschema mit n Zeilen und n
Spalten, d. h. A(G) = (ajj)ic[n] je[n]. WObei aj; der Eintrag in der j-ten Zeile
und j-ten Spalte ist,

1, falls {vi,v;} e E,
dji =
/ 0, sonst.

01 1 01
1 010 0
AG)=|1 1 0 1 1
0 01 01
1 0110

m Vorteil: Kantenabfrage durch einfachen und direkten Zugriff
m Nachteil: viel Speicherplatz, falls G nur wenige Kanten hat
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Datenstrukturen fiir Graphen: Adjazenzlisten

Adjazenzlisten

Sei G = (V, E) ein Graph, dann ist die Adjazenzliste L, einer Ecke v € V
eine Liste der Nachbarn von v. Die Listen L, verwaltet man dann entweder

liber ein Array (undynamisch) oder (iber eine Liste, deren Elemente die
Listen L, sind.

m \Vorteil: speichereffizient
m Nachteil: fiir die Kantenabfrage miissen die Listen traversiert werden
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Baume und Walder

Definition
Ein kreisfreier Graph heiBt Wald und ein zusammenhangender kreisfreier
Graph heilt Baum.

Ein Spannbaum eines zusammenhangenden Graphen G ist ein Teilgraph
T < G mit:

m [ ist ein Baum
mund V(T)=V(G).

ein Baum Spannbaum von G

o y v
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Baumcharakterisierungen

Fir einen Graphen T mit |V/(T)| > 1 sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

T ist ein Baum.
zwischen je zwei Ecken enthalt T genau einen Weg.
T ist minimal zusammenhangend, d. h. T ist zusammenhangend,
aber fiir jede Kante e E(T) ist
T'=T—e:=(V(T),E(T) {e})
nicht zusammenhangend.
A 7 ist maximal kreisfrei, d. h. T ist kreisfrei, aber fiir jedes Paar
{x,y} < V(T) mit {x,y} ¢ E(T) ist
T" =T+ {x,y} = (V(T), E(T)u {{X,y}})
nicht kreisfrei.
H 7 ist zusammenhdngend und hat genau |V/(T)| — 1 Kanten.

[@ T ist kreisfrei und hat genau |V/(T)| — 1 Kanten.
Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 21
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Baumcharakterisierungen - Beweis

m Aquivalenz von Aussagen Kl und B ist Hausaufgabe
m Fir die restlichen Aquivalenzen zeigen wir die Implikationen
H=EH=-0-=-1 und H=H=-=-0-=-1
,=H" (Baum = minimal zusammenhangend)
e Jeder Baum T ist nach Definition zusammenhangend.
e Angenommen ein Baum T ist nicht minimal zusammenhangend.

= es existiert eine Kante {x, y}, sodass T — {x, y} zusammenhangend ist
= T —{x, y} enthilt x-y-Weg P = T enthalt Kreis aus P und {x, y} 4 v

=" (minimal zusammenhangend = maximal kreisfrei)

e | minimal zusammenhangend = T kreisfrei

e T zusammenhangend und {x,y} ¢ E(T) = es existiert x-y-Weg in T

= T + {x, y} enthalt Kreis = T ist maximal kreisfrei v

,=H" (maximal kreisfrei = Baum)

e Sei T maximal kreisfrei. Wir zeigen, dass T zusammenhangend ist.

o Falls {x,y} ¢ E(T), dann schlieBt {x, y} einen Kreis in T + {x, y}.

= es existiert x-y-Weg in T

= fiir je zwei Ecken x, y € V/(T) existiert x-y-Weg

= T ist zusammenhangend v

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 22




Vorbereitung firm=a=08 =

Lemma
Jeder (nichtleere) Baum T hat genau |V(T)| — 1 Kanten.

Beweis: (Induktion nach n = |V/(T)| mit allen Vorgangern)

m Induktionsanfang n = 1: jeder Graph mit einer Ecke hat 0 Kanten Vv
m Induktionsschritt von m < n nach n:

Sei n > 2 und es gelte das Lemma fiir alle Baume mit weniger als n Ecken.
= T enthalt mindestens eine Kante {x, y}
= T — {x,y} besteht aus genau zwei Komponenten T; und T, mit

t1 Z=‘V(T1)’>1, [9) ::’V(TQ)‘>]. und t; +tH = n.

= nach Induktionsannahme gilt |[E(T1)| =t —1und |[E(T2)| =t> —1
= da E(T) genau aus den Kanten von T7, von T und {x, y} besteht, folgt

‘E(T)’ = |E(T1)—|—’E(T2)|—|—1 = (tl—].)—l-(tg—].)—l—l =ti+tr—1=n—-1.

= T hat also genau |V/(T)| — 1 Kanten ]
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Baumcharakterisierungen - Beweis von g =8g= 080 =

. =H" (Baum = zusammenhiangend und genau |V(T)| — 1 Kanten)
e Jeder Baum T ist nach Definition zusammenhangend.

e Das Lemma besagt, dass jeder (nichtleere) Baum T genau |V(T)| — 1 Kanten hat. v

~<H=M[A" (zusammenhangend und genau |V(T)| — 1 Kanten = kreisfrei)
Angenommen T enthélt einen Kreis, der die Kante {x, y} enthalt.

= T — {x, y} enthalt noch einen x-y-Weg P und fiir jeden a-b-Weg @ in T, der die
Kante {x, y} benutzt, kann P als ,Umleitung” genutzt werden.

= Es gibt auch einen a-b-Weg in T — {x, y}.

= T — {x, y} ist zusammenhangend.

= 3 minimal zusammenhéangender Teilgraph S < (T — {x,y}) mit V(S) = V(T)

= wegen dem Lemma hat S genau |V(S)|—1 = |V(T)| — 1 Kanten

= da T noch zusatzlich die Kante {x, y} enthélt, ergibt sich ein Widerspruch

= T muss kreisfrei sein v

~[@A=H" (kreisfrei und genau |V(T)| — 1 Kanten = Baum)

Angenommen T ist nicht zusammenhangend und besteht aus Komponenten Ci, ..., C
fir ein k = 2. Dann kénnen wir in jeder Komponente C; eine Ecke v; beliebig wahlen und
die Kanten {vi, v;} fiir j = 2,..., k zu T hinzufiigen. Der entstehende Graph T’ ist
zusammenhangend und weiterhin kreisfrei (warum?). D.h. T’ ist ein Baum mit
|E(T)|+k—1=|V(T)|—1+ k—1=> |V(T)| Kanten auf V(T) Ecken. 4 (Lemma) v’
Damit sind alle Aquivalenzen (bis auf die Hausaufgabe) bewiesen. []
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Baume haben Blatter

Korollar
Jeder Baum T mit |V/(T)| = 2 enthalt mindestens zwei Ecken mit Grad 1.J

Definition
Ecken vom Grad hdchstens 1 in Baumen heiBen Blatter. J

Beweis (Korollar): Sei T = (V, E) ein Baum mit |V| > 2. Wegen der
Charakterisierung H gilt
E| = V|1 (+)

und T ist zusammenhidngend. Da |V| > 2 und T zusammenhéngend ist, hat
jede Ecke mindestens Grad 1. Angenommen, hochstens eine Ecke hat Grad
genau 1, dann erhalten wir mit dem den Widerspruch

2V —2=2(V|-1) D 2" Y d(v) = 1+2(V|—1) = 2V| 1.

veV
Dies ist ein Widerspruch, da 2|V| —2 < 2|V| — 1. []
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Zusammenhangende Baumordnung

Korollar
Jeder Baum T mit n > 1 Ecken hat eine Aufzdhlung vy, ..., v, seiner Ecken,
sodass T; := T[{w1,...,v;}] fir jedes i € [n] zusammenhangend ist.

Beweis: (Induktion nach n)

m Induktionsanfang n = 1: klar v
m Induktionsschritt von n nach n + 1:

Sei T = (V,E) ein Baum mit n+ 1 > 2 Ecken.
= T enthalt ein Blatt v, .1 und sei u der Nachbar von v,
= der induzierte Teilgraph

T'=T—vy1:=T[V~{vir1}],

der aus T durch Entfernen der Ecke v,,; und der Kante {v,,1, u} entsteht, ist
immer noch zusammenhéngend (und kreisfrei).

= T’ ist ein Baum mit n Ecken

= wegen der Induktionsannahme gibt es eine Aufzihlung v¢,..., v, von

V' \\ {Vnt1}, sodass T/ = T; zusammenhangend ist fiir jedes i € |n]

= da T,.1 = T ebenfalls zusammenhangend ist, folgt das Korollar ]
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Zusammenhangende Graphen haben Spannbaume

Korollar J

Jeder zusammenhangende Graph G = (V/, E) enthalt einen Spannbaum.

Beweis: Entferne Kanten aus G = (V/, E) solange, bis der resultierende
(aufspannende) Teilgraph T = (V, ET) minimal zusammenhangend ist.

Wegen der Charakterisierung H, ist T ein Baum und wegen
V(T)=V = V(G), ist T ein Spannbaum von G. ]

Korollar

Jeder zusammenhangende Graph G mit n > 1 Ecken hat eine Aufzahlung
Vi,..., Vv, seiner Ecken, sodass G; := G|{vy,...,Vv;}]| fir jedes i € [n]
zusammenhangend ist.

y

Beweis: Wende gleiche Aussage fiir Baume auf Spannbaum 7 < G an. [
Bemerkungen:
m G zusammenhangend aber kein Baum = verschiedene Spannbaume

m in Anwendungen werden oft ,spezielle” Spannbdume genutzt
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Wurzelbaume

Definition
Ein Baum T = (V, E) mit einer ausgezeichneten Ecke w € V' heiBt Wurzelbaum
und w ist dann dann die Wurzel von T.

Wurzelbaume definieren mit der Charakterisierung B3 eine Ordnung <7 auf V
definiert durch

v<tu < v liegt auf dem eindeutig bestimmten w-u-Weg in T.

Falls v <7+ u, dann heilt v Vorganger von u und u ist ein Nachfolger von v im
Baum T (mit Wurzel w). Der groBte Vorganger v (unter <7) von u mit v # u
heiBt direkter Vorganger/Vater von u und u ist ein Kind von v.

Beweis (<7 definiert Ordnung):
m reflexiv: Da jede Ecke v auf dem w-v-Weg in T liegt. v

m antisymmetrisch: Falls v auf dem w-u-Weg P liegt, dann ist der eindeutig
bestimmte w-v-Weg Q ein Anfangsstiick von P und wenn @ auch u enthalt,
dann missen P = @ und u = v gelten. v

m transitiv: Falls x auf dem w-y-Weg P und y auf dem w-z-Weg Q@ in T liegt,
dann folgt aus der Eindeutigkeit der Wege, dass P ein Anfangsstiick von @
sein muss und somit liegt z auch auf Q. v []
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Regulare Baume

Definition
Sei T = (V, E) ein Baum mit Wurzel w:

der Abstand einer Ecke v zur Wurzel w in die Lange des w-v-Weges in T,
die Hohe von T ist der maximale Abstand den eine Ecke v € V zu w hat,

I
I
m Grad von T ist die maximale Anzahl von Kindern, die eine Ecke v € V hat,
m [ ist k-nar, falls der Grad von T hochstens k ist.

Achtung: k-niare Baume haben oft viele Ecken mit Grad k + 1

Konventionen:

m eine Wurzel kann auch ein Blatt sein (manchmal wird das ausgeschlossen)
2-nare Baume heiBen binare und 3-nare heilen trinar
Ecken, die keine Blatter sind, heiBen innere Ecken

ein Wurzelbaum ist k-regular, wenn jede innere Ecke (inklusive Wurzel)
genau k Kinder hat

m die Menge der Ecken mit Abstand i zur Wurzel heiBt i-tes Level /i-te Stufe
von T
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Beispiel

{5474

Nicht regularer Baum mit Wurzel w, 17 Blattern, 19 inneren Ecken
(inklusive Wurzel), - Hohe 5 und 6 Leveln mit GroBen

’LO‘ = 1. ‘Ll‘ =3, ’LQ, =0, ‘L3‘ =12, ‘L4’ = 10 und ’L5‘ =4.
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Regulare binare Baume

Jeder 2-regulire Wurzelbaum T = (V, E) mit n > 3 Ecken hat 231 Blatter

2
n—1

und 5 innere Ecken.

Beweis: Sei n > 3 und sei [ < V die Menge der inneren Ecken und B < V
die Menge der Blatter. Es gilt also

lvB=YV und

Aufgrund des Handshaking Lemma und der Baumcharakterisierung erhalten
wir

2(n—1)=2|E| = |B| + 3|l -1,

da jede innere Ecke bis auf die Wurzel Grad 3 in T hat. Einsetzen von
und Umstellen ergibt:

2|Bl=3n—1—-2(n—1)=n+1

und die Aussage folgt. []
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Hohe und GroBe in k-naren Baume

Jeder k-nare Wurzelbaum mit Hohe h hat hdochstens khljll 1 Ecken.

Beweis

Sei T = (V,E) ein k-narer Wurzelbaum mit Héhe h und fiir i =0, ..., h sei L; das
i-te Level von T.

m (iber Induktion nach i zeigt man |L;| < k' und somit gilt

h kh—l—l_
V=S |1 < Zk' 1,
i=0

wobei die letzte ldentitat sich aus der geometrischen Summenformel (siehe Kapitel
zur Induktion) ergibt. []

Bemerkungen:
m Hohe k-narer Baume wachst mindestens logarithmisch in der Eckenanzahl

m Baume mit logarithmischer Hohe heien balanciert und sind Grundlage
wichtiger Datenstrukturen und Algorithmen — bindre Suchbaume
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Binare Suchbaume

Balancierter binarer Baum

29,
(17 (40
1) @ G4
L W® @&

v

Unbalancierter binarer Baum

0®®®
18 _ L9
2 @@

45

v

Binare Suchbaume

Binare Suchbaume sind eine Datenstruktur, die Datensatze mithilfe von
Schliisseln aus IN dynamisch verwaltet. Die Datensatze werden anhand der Schliissel
in einem bindren Baum so angeordnet, dass fiir jede Ecke alle linken Nachfolger
einen kleineren und alle rechten Nachfolger einen gréBeren Schliissel haben.

Da der Zeitaufwand fiir die Such- und Verwaltungsoperationen in so einer

Datenstruktur mit der Hohe des Baumes korrelieren, interessiert man sich fiir
balancierte bindre Baume mit Verwaltungsoperationen (Einfiigen/Léschen), die die

Balanciertheit erhalten.

v
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Abstandserhaltender Spannbaum

Problem:

m Fiir einen Graphen G = (V, E) und zwei Ecken x, y € V ist der
Abstand dg(x, y) die Lange eines kiirzesten x-y-Weges in G (bzw. o
falls kein solcher Weg existiert).

m Fir eine Startecke/Quelle s berechne alle Abstande in einem
zusammenhangenden Graphen G = (V, E).

m Finde einen Spannbaum T mit Wurzel s der die Abstande zu s erhalt,

d. h. fir jede Ecke v € V gilt:
dG( ,V) — dT( ,V).

Idee:
m Ausgehend von s, besuche zuerst alle Nachbarn (Abstand 1), dann
deren Nachbarn (Abstand 2) usw., ohne Ecken zu wiederholen.
m Speichere dabei die Kanten durch die Ecken zuerst besucht wurden.
m Dabei entsteht ein Baum mit Wurzel s, der sogenannte
Breitensuchbaum von G.
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Breitensuche (breadth first search/BFS)

Algorithmus: Breitensuche

Gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V, E) und Startecke s € V
Gesucht: Breitensuchbaum T von G und Abstinde d(s, v) fir alle ve V

markiere s als besucht, setze d(s,s) =0
initialisiere Wurzelbaum T, der nur die Wurzel s enthalt
initialisiere eine Warteschlange/Queue @, die nur s enthélt
A solange Q # O, sei v das erste Element in Q:

Bl Falls es keinen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:

m Entferne v als erstes Element von Q.

A Falls es einen unbesuchten Nachbarn v von v in G gibt:
m Fige die Ecke u und die Kante {v, u} zu T hinzu.
m Markiere u als besucht.
m Setze d(s,u) = d(s,v) + 1.
m Fiige v in Q am Ende ein.

Algorithmus mit Adjazenzlisten in einer Laufzeit linear in |E| implementierbar
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

6 ®

m besuchte Ecken: s d(s,s) =0
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

©®

m besuchte Ecken: s d(s,s) =0
O
m Laufvariablen: V=S Uu=a
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sa d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: V=S Uu=a
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sa d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=s u=>b
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sab d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=s,u=~>b d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sab d(s,s) =0
O / d(s,a) =1
m Laufvariablen: V=s= d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sab d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=a, u=4d d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabd d(s,s) =0, d(s,d) =2
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=a, u=4d d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabd d(s,s) =0, d(s,d) =2
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: Vv=a, u==c d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdc d(s,s) =0, d(s,d) =2
N d(s,a) =1, d(s,c)=2
m Laufvariablen: Vv=a, u==c d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdc d(s,s) =0, d(s,d) =2
N d(s,a) =1, d(s,c)=2
m Laufvariablen: v=a, u=e d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce
r

m Laufvariablen: V=a, u=e
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce

/
7
/

m Laufvariablen: vV = g
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce

0 y.]
m Laufvariablen: v=>0b
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce

/l

| y4

|
Q

m Laufvariablen: v
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce
r

m Laufvariablen: v=c,u=T"
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef
r

m Laufvariablen: v=c,u=T"
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken:

m Laufvariablen:
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken:

m Laufvariablen:
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vV = €

d(s,s) =0,
d(s,a) =1,
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef

m Laufvariablen:
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken:

= Algorithmus terminiert

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker

sabdcef

d(s,s) =0,
d(s,a) =1,
d(s,b) =1,

WiSe 2016/17

Q
Q

N— e N NS

(s,

Q

n
0O

(s,
(57
(

S,

Q
0)

|
w NN

Q.
-

§5. Graphentheorie / 36




Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef
r

= Algorithmus terminiert
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef d(s,s) =0, d(s,d) =2
N d(s,a) =1, d(s,c)=2
= Algorithmus terminiert d(s,b) =1, d(s,e) =2
d(s,f) =3
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Korrektheit der Breitensuche

Beweis: Sei s = v1, ..., v, die Reihenfolge in der die Ecken im Algorithmus besucht
werden.
m jede Ecke v € V wird hdchstens einmal besucht, da nur unbesuchte Ecken in [
besucht werden und dies nie riickgangig gemacht wird
m jede Ecke v € V wird tatsichlich auch besucht, d.h. v = v; fiir ein i € [n]
— einfacher Induktionsbeweis nach dg (s, v)
m zu jedem Zeitpunkt im Algorithmus (Schleifeninvariante) ist T zusammenh&ngend
und |[E(T)| =|V(T)| —1 Kanten —> einfacher Induktionsbeweis
= T ist zu jederzeit ein Baum (Baumcharakterisierung [H)
= T ist ein Spannbaum, sobald die letzte Ecke v, besucht wird
N
N

d(s,vi) = dg(s,vi) firi=1,...,n —> Induktionsbeweis nach i
fir alle i = 2,...,n gilt d(s,vi—1) < d(s, v;) fir die vom Algorithmus definierte
Abstandsfunktion d(s, -) —> Induktionsbeweis nach i

SchlieBlich zeigen wir d(s, u) < dg(s, u) fir jede Ecke ue V.

Sei u mit minimalem Abstand dg(s, u) zu s, so dass d(s, u) > dg(s, u)
insbesondere u # s, da 0 = d(s,s) = dg(s, s)

sei P ein kiirzester s-u-Weg in G und v die Ecke vor u auf P

dc(s,v) < dg(s, u) und wegen der Wahl von u gilt d(s,v) = dg(s, v)
d(s,v) < d(s, u) und somit wurde v vor u besucht und in @ einsortiert

spatestens als v erstes Element von @ war wurde u besucht
d(s,u) <d(s,v)+1=ds(s,v) +1=ds(s,u) []
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Struktur von Breitensuchbaumen

m Breitensuchbaume sind im Allgemeinen nicht eindeutig, da nicht
festgelegt wird in welcher Reihenfolge die Nachbarn von v in der
Schleife | besucht werden

m allerdings sind die Levelmengen in jedem Breitensuchbaum T mit
Startecke s gleich, da gilt

Li={veV:dg(s,v) =i}

und fiir jedes v ist der s-v-Weg in T ein kiirzester s-v-Weg in G
m fiir jede Kante {x, y} € E(G) gibt es i, j € IN, sodass

x€elL;, yELj und ’I—j’él,

d. h. Kanten verlaufen nur innerhalb eines Levels oder zwischen zwei
benachbarten Leveln, da wegen der Kante {x, y} sofort
|dg(s,x) — dg(s,y)| < 1 gelten muss
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Tiefensuche (depth first search/DFS)

Wenn man in dem Breitensuche-Algorithmus die Warteschlange @ durch einen
Stapel /Stack S ersetzt, erhalt man die Tiefensuche.

Algorithmus: Tiefensuche

Gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V, E) und Startecke s € V
Gesucht: Tiefensuchbaum T von G

markiere s als besucht

initialisiere Wurzelbaum T, der nur die Wurzel s enthalt
initialisiere einen Stapel/Stack S, der nur s enthalt

I solange S # & sei v das oberste Element in S:

Bl Falls es keinen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:

m Entferne v als oberstes Element von S.
A Falls es einen unbesuchten Nachbarn v von v in G gibt:

m Fiige die Ecke u und die Kante {v, u} zu T hinzu.
m Markiere u als besucht.

m lLege u oben auf den Stapel S.

Algorithmus mit Adjazenzlisten in einer Laufzeit linear in |E| implementierbar

4
Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 39




Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

m besuchte Ecken: s
N
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

m besuchte Ecken: sa
N

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sad
N
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadb
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadb
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadb
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbc
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbce
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: | ®»  ©

7
/
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

= Algorithmus terminiert

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 40




Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

= Algorithmus terminiert
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

= Algorithmus terminiert
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Struktur von Tiefensuchbaumen

m Tiefensuche liefert einen Spannbaum T fiir zusammenhangende
Graphen G zuriick (Warum?)
m wie bei der Breitensuche, ist T nicht eindeutig bestimmt

Sei T ein Spannbaum erzeugt durch die Tiefensuche fiir einen
zusammenhangende Graphen G = (V/, E) mit Startecke/Wurzel s und
sei <t die entsprechende Baumordnung auf V. Fiir jede Kante {x,y} € E
gilt entweder

X<TYy oder Yy <71 X,

d.h. x und y sind (nicht unbedingt direkte) Vorganger und Nachfolger
voneinander.

Bemerkung:
m Spannbdume mit dieser Eigenschaft heiBen normale Spannbaume
m Algorithmus und Satz zeigen, dass jeder zusammenhangende Graph
einen normalen Spannbaum hat
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{x,y} € E = entweder x <7 y oder y <7 x

Beweis

Sei s = vq,..., Vv, die Reihenfolge in der die Ecken im Algorithmus besucht
werden und sei e = {v;,vj}e Emit 1 <i<j<n.

Falls {vj, v;} eine Kante des Baumes T ist, dann ist j = i + 1 und somit
ist v; ein direkter Vorganger von v; in T v

Sei also {vj, vj} € E keine Kante des Baumes T. Da v; vor v; besucht und
auf den Stapel gelegt wurde und erst vom Stapel in Schritt B entfernt wird,
wenn alle Nachbarn besucht wurden, wurde v; in der Zwischenzeit auf den
Stapel (oberhalb von v;) gelegt und irgendwann entfernt.

Mit Induktion zeigt man dann, dass alle Ecken u die besucht werden,
wahrend v; irgendwo im Stapel S liegt, in einem Teilbaum von T unterhalb
von v; liegen.
Insbesondere gilt damit also
Vi ST Vj
[]
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Minimale Spannbaume

Problem:

m fiir einen zusammenhangenden Graphen G = (V/, E) mit
Kantengewichten

w: E—- R
suchen wir einen Spannbaum T mit minimalem Gewicht (minimaler
Spannbaum /MST)
w(T) = Z w(e) .
ecE(T)
Idee:

m Greedy-Strategie: lokal bestmogliche Wahl ausfiihren, ,,ohne an die
Konsequenzen zu denken”

m hier: wahle  leichteste” noch nicht betrachtete Kante e und

m flge e in den aktuellen Wald T ein, falls e darin keinen Kreis schlieBt
m andernfalls, verwerfe e

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 43




Algorithmus von KRUSKAL

Algorithmus: MST-Kruskal

Gegeben: gewichteter, zusammenhangender Graph G = (V, E) mit
Kantengewichte w: E —» R
Gesucht: minimaler Spannbaum T
sortiere die Kanten E = {e1,...,emn}, sodass w(e;) < --- < w(en)
initialisiere aufspannenden Wald T = (V, @) ohne Kanten
firi=1,..., m:
B falls T + ¢; kreisfrei ist, fiige ¢; zu T hinzu, d.h. T := T + ¢

Historische Bemerkungen:
m bereits vor KRUSKAL (1956) wurden Algorithmen fiir das
MST-Problem von BORUVKA (1926) und JARNIK (1930) publiziert
m JARNIKs Algorithmus wurde 1957 von PRIM wiederentdeckt:
Greedy-Algorithmus, wobei allerdings T die ganze Zeit ein Baum ist,
d. h. in jedem Schritt wahlt man eine leichteste Kante, die den
aktuellen Baum T mit einer Ecke auBerhalb von T verbindet
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Beispiel: KRUSKALs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
m initialisiere V(T) = V(G) und E(T) = o
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Beispiel: KRUSKALs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
m initialisiere V(T) = V(G) und E(T) = @
m aktuelle Kante: hat Gewicht 1,

m Kante 1 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 2,

m Kante 2 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 3,

m Kante 3 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3.,4,5,6,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) = {1,2,3}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) = {1,2,3}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 4,

m Kante 4 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4)
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 5,

m Kante 5 in |
=
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,Z2,3.4,8,6,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) = {1,2,3,4}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,%2,3.4,8,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 6,

m Kante 6 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,.8.8,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2, 3,4,8.6.7.8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 7,

m Kante 7 in T

=
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2, 3,4,8.6.7.8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2, 3,4,8.6.7.8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 8,

m Kante 8 in T

=
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,.8.8,7.8.,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,8.8,7.8.,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 9,

m Kante 9 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,8.8,7.8.9, 10
m V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4,6,9)
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,8.8,7.8.9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3.4,6,9)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 10,

m Kante 10 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: ¥, 2,3, 4.8.8.7,8.9. X
m Ausgabe: V(T)=V(G), E(T)=1{1,2,3,4,6,9} und w(T) =25
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Korrektheit von KRUSKALs Algorithmus

Beweis: Sei T die Ausgabe des Algorithmus fiir G = (V,E) und w: E — R mit |E| = m
und w(er) < --- < wi(em).
m nachPd ist V(T) = V und nach Wahl der Kanten in Schritt B} ist T kreisfrei
m [ ist zusammenhangend:
m Angenommen T enthalt mindestens zwei Komponenten:
m G zusammenhingend = es gibt eine Kante e = {x, y} € E(G) und zwei
Komponenten C; und G in T mit xe V(Cy) und y € V()
m e schlieBt keinen Kreis in T und hatte in B eingefiigt werden miissen 4

= T ist ein Spannbaum von G
Angenommen T ist kein minimaler Spannbaum. Wahle einen minimalen Spannbaum

T* # T, sodass der kleinste Index i einer Kante
e € E(T)N E(T™)

groBtmoglich ist.
m ¢ schlieBt einen Kreis C = T* + ¢
m C — e enthilt eine Kante ¢, die nicht in T liegt
m da T* alle Kanten von T enthilt, die vor e; in T eingefiigt wurden und der
Algorithmus e; aber nicht fiir e; gewahlt hat, muss gelten j > i und w(ej) = w(e))
= T** =T* +e—¢:=(V,(E(T*)u{e}) \{e}) ist ein Spannbaum mit
w(T**) < w(T%)
= T** ist ein minimaler Spannbaum, der der minimalen Wahl des Index i mit
e € E(T) ~ E(T™*) widerspricht ]
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Laufzeit von KRUSKALSs Algorithmus

m Sortieren der Kanten (Schritt ) kann in einer Laufzeit proportional in
|E|log | V| implementiert werden

m der Kreistest (Schritt ) kann (elementar) iber alle Kanten in einer
Gesamtlaufzeit proportional in |E| + |V|log |V| implementiert werden

(Wie?)
= Gesamtlaufzeit proportional zu (|V| + |E|) log |V/|

Bemerkungen:
m Schnellster MST-Algorithmus mit bekannter Laufzeit hat eine Laufzeit

proportional zu a(|V/|,|E])(|V| + |E]|), wobei a(-,-) die inverse
ACKERMANN-Funktion ist

m of|V],|E|]) — oo fir |V|,|E| — oo, allerdings extrem langsam

Wichtige offene Frage

Gibt es einen MST-Algorithmus mit Laufzeit linear in |V/| + |E|, d. h. mit Laufzeit

C-(IVI+IEl)

fir eine Konstante C > 0 unabhangig von G = (V, E).
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