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1. Zeige, dass es für jedes r > 2 einen r-färbbaren Graphen gibt, der
nicht r-listenfärbbar ist. Konstruiere für jedes r > 2 einen solchen
Graphen, und versuche dabei die Ordnung des Graphen klein zu halten
(polynomiell in r).

2.+ Beweise ch(Kr
2 ) = r.

(Tipp: Induktion nach r.)

3. Hat jeder orientierte Graph einen Kern? Wenn nicht, besitzt jeder
Graph eine Orientierung, in der jeder Untergraph einen Kern hat?
Wenn nicht, besitzt zumindest jeder Graph eine Orientierung, die selbst
einen Kern hat?

4.+ Beweise den Satz von Richardson, dass jeder gerichtete Graph ohne
gerichtete Kreise ungerader Länge einen Kern besitzt.



Hinweise

2.+ Damit der Induktionsschritt glatt durchgeht, sollte es möglich sein, ein
Paar Ecken und nur eine Farbe aus den Listen der anderen Ecken zu
löschen. Was können wir über die Listen sagen, wenn das unmöglich
ist? Diese Information allein wird es uns ermöglichen, den Graphen zu
färben, ohne ihn auch nur noch einmal anzuschauen.

3. Für die erste Frage versuche, einen orientierten Graphen ohne Kern
induktiv Kante um Kante zu basteln. Für die zweite und dritte ist die
einführende Diskussion zum Begri↵ des Kerns im Text relevant.

4.+ Eine Menge S von Ecken eines gerichteten Graphen D sei ein Schwamm,
wenn D für jede Ecke v 2 D � S einen gerichteten Weg von v nach
S enthält. Gibt es zusätzlich in D keinen gerichteten Weg zwischen
zwei Ecken von S, so heiße S ein Schwämmchen. Zeige zunächst, dass
jeder Schwamm ein Schwämmchen enthält. Definiere dann induktiv
eine Partition von V (D) in

”
Schichten“ S0, . . . , Sn, so dass Si für gerade

i ein geeignetes Schwämmchen in Di := D� (S0 [ . . .[ Si�1) ist und
für ungerade i aus den Ecken von Di besteht, die eine Kante nach Si�1

schicken. Zeige, dass die geraden Schichten zusammen einen Kern von
D bilden, wenn D keinen gerichteten Kreis ungerader Länge enthält.


